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Аннотация 

Критериев устойчивости для систем автономных дифференциальных 

уравнений (САДУ), аналогичных критерию Куранта-Фридрихса-Леви, в настоящее 

время не существует. При численном интегрировании САДУ довольно часто 

сталкиваются с неустойчивостями, проявляющимися в виде вычислительного хаоса. 

Причем, уменьшение временного шага не приводит к устранению такой 

«неустойчивости». Обычно, для объяснения явления детерминированного хаоса 

приводятся исследования по определению чувствительности решений к точности 

задания начальных условий. Эти исследования показывают экспоненциальную 

расходимость изначально близких траекторий решений и невозможность подобрать 

столь малую достижимую погрешность вычисления, чтобы «победить» 

неопределенность в САДУ типа Лоренца.  

Из этого делается заключение, что поскольку принципиальные трудности не 

позволяют достичь необходимой точности вычислений, то задумываться о 
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детерминированности не имеет смысла. Однако такой подход не решает проблему 

детерминированности решений безотносительно возможности или невозможности 

получения информации об эволюции рассматриваемой системы. С этими 

вопросами, в частности, сопрягаются вопросы предопределенности в замкнутых 

системах, в частности, в такой замкнутой системе, как Вселенная. 

Проведенные в данной работе исследования показывают, что 

детерминированный хаос, возникающий в САДУ типа Лоренца, при задании любого 

конечного фиксированного шага по времени, вполне может быть ассоциирован со 

стохастическим процессом, а не являться, по сути, детерминированным хаосом. 

В работе также обсуждаются вопросы, связанные с возможностью 

моделирования турбулентности на основе уравнений Навье-Стокса с помощью 

метода прямого численного моделирования. 

 

Ключевые слова: хаос, автономные дифференциальные уравнения, система 

уравнений Лоренца, стохастические системы, турбулентность. 

 

1. Введение  

Одним из основных критериев, определяющих связь между временными и 

пространственными шагами расчетной сетки, обеспечивающими устойчивость 

явного численного решения уравнений в частных производных (УЧП) 

гиперболического вида, является критерий Куранта-Фридрихса-Леви [1-2] 
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(критерий КФЛ): Cxtu <∆∆ . Он накладывает ограничения «сверху» на расчетный 

шаг по времени. Его физический смысл заключается в том, что частица за один шаг 

по времени не должно продвинуться дальше, чем на один пространственный шаг. 

В некоторых задачах УЧП сводятся к обыкновенным дифференциальным 

уравнениям (ОДУ). В частных случаях, заменой производных более высокого 

порядка новыми переменными или другими искусственными приемами ОДУ и УЧП 

могут быть сведены к системам автономных дифференциальных уравнений (САДУ). 

Так известная САДУ Лоренца [3-6] была получена из уравнений Навье-Стокса 

(УНС), совместно с уравнением энергии, для задач конвекции. 

Критериев устойчивости для САДУ, аналогичных критерию КФЛ, в 

настоящее время не существует. При численном интегрировании САДУ довольно 

часто сталкиваются с неустойчивостями, проявляющимися в виде вычислительного 

хаоса. Причем, уменьшение временного шага не приводит к устранению такой 

«неустойчивости» - свойство «хаотичности» проявляется на различных временных 

масштабах.  

Для более подробного исследования этого явления, рассмотрим автономную 

систему дифференциальных уравнений, состоящую из N уравнений, где 3≥N : 

( )Nii xxxfx ,...,, 21= ,    Ni ,...2,1= ,                                       (1) 

здесь каждая из N функций зависит от N переменных. 

Условие совместности для уравнений, входящих в САДУ (1) на временном 

интервале: kk ttt ≤≤−1 , можно представить в виде: 
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Свойство совместности для САДУ на любых двух соседних итерациях ( )1k −  

и ( )k  на временном интервале kk ttt ≤≤−1  должно выполняться для значений 

функций при значениях аргументов, лежащих внутри области, ограниченной 

значениями координат: ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1, ,...,k k N kx x x− − −  и ( ) ( ) ( )( )1 2, ,...,k k N kx x x .  

Дополняя в каждом интеграле пространство интегрирования до области 

Ndxdxdxd ...21=Ω , и одновременно дифференцируя подынтегральные выражения по 

недостающим переменным, соотношение (2) можно записать: 

∫
∏

∫
∏

∫
∏ ∆Ω

−

≠

−−

∆Ω
−

≠

−−

∆Ω
−

≠

−−

− Ω
∂

∂
==Ω

∂

∂
=Ω

∂

∂
=− d

x

fd
x

fd
x

ftt N

Nj
j

N
N

N

j
j

N

N

j
j

N

kk 1

11

1

2

1
2

1

1

1

1
1

1

1 ... . 

Поскольку выполнение этого соотношения не должно зависеть от размера 

рассматриваемой области фазового пространства, то для достаточно гладких 

функций, в областях, где ( ) 0,...,, 21 ≠Nj xxxf , должно выполняться условие: 
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Если система обладает свойством ограниченности объема фазового 

пространства, то на достаточно длительных промежутках времени траектории 

решений будут проходить в окрестностях точек, принадлежащих другим 
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траекториям (являющихся решениями САДУ при других начальных условиях). 

Причем размер таких окрестностей может быть сколь угодно мал, но конечен. Если 

условие (3) для САДУ не выполняется, то при переходе с одного итерационного 

шага на другой в те моменты, когда расстояние между траекториями оказывается 

меньше размера ячейки расчетной сетки, могут происходить “перескоки” с одной 

траектории решения на другую, порождая, при определенных условиях не просто 

вычислительный хаос, а вычислительную «стохастику» [7-8]. 

В тех случаях, когда в системе имеются еще и условия для экспоненциальной 

расходимости изначально близких траекторий решений, в ней есть предпосылки к 

возникновению в качестве фазового портрета системы странного аттрактора. 

 

2. Исследование возможности устранения вычислительной «стохастики» 

с помощью выбора величины временного шага на каждой итерации 

В тех случаях, когда некоторые из N функций в САДУ зависят не от всех N 

переменных, на проблему совместности уравнений в такой системе можно 

посмотреть с точки зрения возможности «правильного» выбора величины 

временного шага на каждой итерации, позволяющего устранить вычислительную 

«стохастику».  

Рассмотрим произвольный переход на двух соседних итерациях ( )1k −  и ( )k : 

из точки с набором координат ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1, ,...,k k N kx x x− − −  в точку с набором координат 

( ) ( ) ( )( )1 2, ,...,k k N kx x x . Допуская, что интервалы времени на разных итерационных 
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шагах могут быть разными, попробуем ответить на вопрос: всегда ли существует 

возможность выбрать такие временные интервалы (возможно изменяющиеся от 

одной итерации к другой), чтобы условие совместности уравнений выполнялось на 

всех итерационных шагах? 

Интегрирование каждого из уравнений в САДУ нужно проводить только по 

тем переменным, которые в него входят. А дополнять пространство до полного 

набора переменных, используемых в системе, нужно умножая и одновременно деля 

на одни и те же интервалы оставшихся переменных. При этом возникает 

возможность зафиксировать интервалы переменных, которые входят во все 

уравнения САДУ, и варьировать величины интервалов остальных переменных, 

пытаясь найти такой шаг по времени на каждой итерации, чтобы изменение 

фазового объема, описываемого каждым из уравнений САДУ, было согласованным. 

Остановимся на одном частном случае, когда САДУ, состоит из трех 

автономных дифференциальных уравнений, два из которых являются функциями 

трех переменных, а одно – функцией двух переменных:  

( )
( )
( )
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=
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.                                                              (4) 

Примером такой САДУ является система уравнений Лоренца: 

( )
( )
( )








−==
−−==

+−==

bzxyzyxz
yxzrxzyxgy

yxyxfx

,,
,,

,

ϕ

σσ







.                                               (5) 

http://trudymai.ru/


Труды МАИ. Выпуск № 112                                                                             http://trudymai.ru/ 

7 

 

Определим временные интервалы, соответствующие каждому из уравнений 

системы (4), при условии малости фиксированного изменения объема фазового 

пространства за один временной шаг: 

1 1 1

2 1 2 1

2 1 2 1

1
x

x y

y
x y z

z
x y z

f f ft dxdy x y x y z
y y z y

g gt dxdydz x y z
x z x z
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Поскольку число «пространственных» переменных, входящих в уравнения 1 и 

2 или 1 и 3 системы (6), разное, то можно зафиксировать временной интервал для 

двух таких уравнений и найти значение интервала третьей «пространственной» 

переменной - z∆ . Это можно сделать двумя способами. 

Так, из требования равенства величины временных интервалов xt∆  и zt∆  в 

САДУ (6) можно получить условие для величины пространственного шага z∆ : 

yx
yfz
∂∂∂

∂∂
≈∆ −

−

12

1

ϕ .                                                       (7) 

Из равенства: ( )zyxtzz z ,,ϕ=∆∆≈  (см. последнее уравнение системы (4)) 

и уравнения (7), можно получить зависимость: 

yx
yftt zx ∂∂∂⋅
∂∂

≈∆=∆ −

−

12

1

ϕϕ .                                             (8) 
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И используя (7) и (8), из последнего уравнения системы (6) можно получить 

соотношение для произведения двух «пространственных» интервалов yx∆∆ : 

yx
yx

∂∂∂⋅
≈∆∆ −12

1
ϕϕ .                                                   (9) 

Подставляя соотношения (9) и (7) во второе уравнение системы (6), можно 

найти значение временного интервала yt∆ : 

( )212

121

yx
zxgyfty

∂∂∂⋅

∂∂∂⋅∂∂
≈∆

−

−−

ϕϕ .                                           (10) 

Выражения (8) и (10) определяют первый возможный согласованный набор 

временных интервалов. 

Вторым способом определить согласованные временные интервалы можно, 

приравняв величины временных интервалов xt∆  и yt∆  в САДУ (6). В результате 

можно получить условие для величины пространственного шага z∆ : 

zxg
yfz
∂∂∂

∂∂
≈∆ −

−

12

1

.                                                        (11) 

Из равенства: ( )zyxtzz z ,,ϕ=∆∆≈  (см. последнее уравнение системы (4)) и 

уравнения (11), можно получить зависимость: 

zxg
yftz ∂∂∂⋅
∂∂

≈∆ −

−

12

1

ϕ .                                                  (12) 
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И используя (11) и (12), из последнего уравнения системы (6) можно получить 

соотношение для произведения двух «пространственных» интервалов yx∆∆ : 

yx
yx

∂∂∂⋅
≈∆∆ −12

1
ϕϕ .                                                  (13) 

Можно заметить, что произведения интервалов yx∆∆ , описываемые 

выражениями (9) и (13), полученные двумя способами, полностью совпадают. 

Подставляя соотношение (13) в первое уравнение системы (6), можно найти 

значения временных интервалов xt∆  и yt∆ : 

yx
yftt yx ∂∂∂⋅
∂∂

≈∆=∆ −

−

12

1

ϕϕ .                                            (14) 

Выражения (12) и (14) определяют второй возможный согласованный набор 

временных интервалов. 

Таким образом, для того чтобы на каждом итерационном шаге при численном 

интегрировании каждого из уравнений САДУ (4) «попадать» в одни и те же 

«пространственные» точки (на одни и те же «ветви» решения), избегая генерации 

стохастического процесса, необходимо задавать временные интервалы, 

описываемые выражениями (8) и (10) или (12) и (14). Однако при этом, во-первых, 

теряется понятие «абсолютного», независимого от рассматриваемого процесса, 

времени, а во-вторых, в общем случае отсутствует возможность устранения 

вычислительной «стохастики», поскольку, очевидно, что временные интервалы, 

задаваемые этими выражениями, не всегда поддаются согласованию (их не всегда 
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можно приравнять друг другу). То есть, для пространств с размерностью не меньше 

трех, детерминированность процессов, описываемых дифференциальными 

уравнениями, в общем случае отсутствует. В самом деле, если объективно 

фиксируется наступление какого-то процесса, описываемых САДУ, в 

«пространственных» точках, то «внутреннее» время в разных направлениях будет в 

общем случае «протекать» с разной скоростью. 

Для иллюстрации неустранимости вычислительной «стохастики» при 

численном интегрировании САДУ определенного вида, рассмотрим систему 

уравнений Лоренца (5). Используя соотношения (8) и (10), найдем значения 

согласованных интервалов времени: 

( )
( ) ( )bzxyxy

bzxy
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yftt zx +−
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−
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σϕϕ ,                           (15) 
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∂∂∂⋅∂∂
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−
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σϕϕ
.              (16) 

А, используя выражения (12) и (14), значения согласованных интервалов 

времени для САДУ Лоренца (5) можно записать в виде: 

( )
( ) ( )bzxyxy

bzxy
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yftt yx +−
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−=
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−
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( )
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−−

−=
∂∂∂⋅

∂∂
≈∆ −

−

22

3
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1
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Равенство временных интервалов по всем трем «пространственным» 

переменным, определяемых выражениями (17)-(18), в САДУ Лоренца может 

выполняться только на поверхностях, задаваемых уравнением: 

( )
( ) ( )

3

4
1rx xz y

xy bzxy bz xz rx y
− −

=
+− − −

. 

Из уравнений (17)-(18), в частности, видно, что интервалы времени могут 

быть, как положительными, так и отрицательными. То есть для согласованности 

уравнений, время в некоторых точках по некоторым «пространственным» 

направлениям должно протекать в противоположном направлении. Кроме того, у 

уравнений (17)-(18) существуют особенности – области «притяжения» или 

«отталкивания» на задаваемых ими поверхностях и кривых, при попадании на 

которые интервалы времени становятся либо бесконечными, либо нулевыми, 

соответственно. 

Аналогичное заключение можно сделать для условия равенства временных 

интервалов по всем трем «пространственным» переменным, определяемых 

выражениями (15)-(16), в САДУ Лоренца. 

Следовательно, подобрать в общем случае в процессе счета «правильные» 

конечные интервалы времени, одинаковые для всех уравнений на одном и том же 

итерационном шаге, в САДУ Лоренца не удастся.  

Автономные дифференциальные уравнения являются моделью для довольно 

большого класса явлений. В частности, к САДУ сводятся уравнения движения тел в 

гравитационных полях других тел. И, как известно, проблема даже трех 
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гравитационно связанных тел в общем случае в настоящее время представляется 

неразрешимой в виде конечных аналитических выражений [9-10].  

Обычно, для интерпретации явления детерминированного хаоса приводятся 

исследования по определению чувствительности решений к точности задания 

начальных условий. Эти исследования показывают экспоненциальную 

расходимость изначально близких траекторий решений и невозможность подобрать 

столь малую достижимую погрешность вычисления, чтобы «победить» 

неопределенность в САДУ типа Лоренца. Из этого делается заключение, что 

поскольку принципиальные трудности не позволяют достичь необходимой точности 

вычислений, то задумываться о детерминированности не имеет смысла. Однако 

такой подход не решает проблему детерминированности решений безотносительно 

возможности или невозможности получить информацию об эволюции 

рассматриваемой системы. С этими вопросами, в частности, сопрягаются вопросы 

предопределенности в замкнутых системах, в частности в такой замкнутой системе, 

какой является наша Вселенная.  

Системы автономных дифференциальных уравнений должны подчиняться 

теореме Коши о существовании и единственности, и поэтому странные аттракторы, 

возникающие в фазовом пространстве в результате численного интегрирования 

САДУ типа уравнений Лоренца, обычно объясняют детерминированным хаосом, то 

есть сложным, но детерминированным поведением. Однако теорема Коши доказана 

для гадких решений, что не позволяет ее напрямую переносить на решения, 

найденными с использования хоть и малого, но конечного шага интегрирования. 
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Детерминированность подразумевает точное знание «координаты» точки в фазовом 

пространстве в фиксированный момент времени. Если же скорость процесса на 

произвольном итерационном шаге в разных «пространственных» направлениях 

принципиально не поддается согласованию на любом сколь угодно малом, но 

конечном временном интервале, то такой процесс нельзя считать 

детерминированным для направленного равномерного протекания времени. То есть 

такой процесс, по сути, является стохастическим процессом, а не 

детерминированным хаосом. 

Принципиальное допущение возможности избавления от «стохастики» в 

таком процессе, вероятно, возможно только в случае, если любые взаимодействия в 

системе можно свести к рассмотрению на бесконечно малых масштабах, что в 

реальности невозможно, хотя бы из-за конечности размеров взаимодействующих 

объектов, например, гравитационно взаимодействующих тел, элементарных частиц, 

или условия ограничения масштабов протекания процессов планковским 

масштабом, на котором перестает существовать смысл самого понятия 

«пространства». Возможно, здесь также уместно вспомнить парадокс Зенона, 

утверждающий, что Ахиллес никогда не догонит черепаху, в случае пренебрежения 

реальных размеров бегунов. 

В качестве практических приложений, рассмотренные процессы, описываемые 

САДУ, вероятно, могут быть использованы для генерации шума.  
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3. Нахождение фрактальной размерности странного аттрактора системы 

автономных дифференциальных уравнений Лоренца. 

Как было сказано выше, в тех случаях, когда в САДУ не выполняется условие 

совместности уравнений и, при этом, помимо условия ограниченности фазового 

пространства имеются еще и условия для экспоненциальной расходимости 

изначально близких траекторий решений, в ней есть предпосылки к появлению 

странного аттрактора – объекта, имеющего фрактальную структуру.  

Всеми перечисленными свойствами обладает система автономных 

дифференциальных уравнений Лоренца (5). Математическое моделирование САДУ 

Лоренца [4-6] показывает наличие такого аттрактора в ней. Его фрактальная 

размерность, найденная эмпирическими методами, составляет, примерно, 2,06.  

Используя идеологию исследования САДУ, представленную выше и, в 

частности, систему уравнений (6), попытаемся определить фрактальную 

размерность странного аттрактора САДУ Лоренца аналитически. Для этого запишем 

выражение для пространственного интервала в трехмерном пространстве на 

заданном итерационном шаге: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2l x y z∆ = ∆ + ∆ + ∆ .                                        (19) 

Учитывая (5)-(6), можно записать 
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f x y fx x t
z y

gy y t g x y z
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z z t x y z
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ϕϕ

−

−

−

 ∂
∆ ≈ ∆ = ∆Ω ∆ ∂
 ∂∆ ≈ ∆ = ∆Ω ∂ ∂
 ∂
∆ ≈ ∆ = ∆Ω ∂ ∂







,    где  x y z∆Ω = ∆ ∆ ∆ .       (20) 

Подставляя выражения (20) в соотношение (19), и учитывая, что 

l dl d∆ ∆Ω ≈ Ω , запишем 

2 2 22 1 2 1 2 1dl f f gg
d z y x z x y

ϕϕ
− − −     ∂ ∂ ∂  ≈ + +      Ω ∆ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

.                        (21) 

Подставляя в выражение (21) значения функций и значения производных, 

найденными на основе записи системы уравнений (5), выражение (21) можно 

переписать в виде: 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

2 22

2 2 4 4
1 rx y xz xy bzdl

d x y z rx y xz xy bz
+ − +  ≈ + + Ω  − ∆ − − −

.                  (22) 

Поскольку геометрия странного аттрактора является фрактальной, то 

выражение для его объема (в случае рассмотрения ограниченного диапазона 

масштабов) должно быть представимо в виде: Dkl cΩ = + , где D – значение 

фрактальной размерности, ,k c  - константы [11-12]. Поэтому, левая часть 

выражения (22) будет равна: ( )22 2Dl kD− .  

Выберем кривую, на которой правая часть выражения (22) будет зависеть 

только от одной переменной z. Для этого найдем кривую, являющуюся 
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пересечением поверхностей, на которой последние два слагаемых в выражении (22) 

равны нулю: y xz rx b z x= − = − , следовательно, ( )x b z r z= ± −  и 

( ) ( )( )2 2 1x y bz r z r z− = + − + − . Таким образом на выбранной траектории будет 

выполняться соотношение: 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

2 21
D k D r z

l
z bz r z

− −
≈

∆ + −
.                                            (23) 

На заданной кривой можно записать:  

( ) ( )2
2 2 2 2 2 21

2
bz r zbzl x y z bz r z z z bz

r z r z
+ −

= + + = + − + = + −
− − . 

То есть, 
( )2

2 21
2

bz r z
l z bz

r z
+ −

= − +
− . 

Сеточный шаг z∆ , входящий в выражение (23), может быть задан 

произвольно – является параметром, а выражение ( ) ( )21bz r z r z+ − −  можно 

ассоциировать с квадратом длины пути 2l , заданном на пересечении плоскостей в 

трехмерном фазовом пространстве в окрестности фиксированных значений z: z=0 и 

z=2b, или в случае, когда 2 2 2l z bz>> − .  

Таким образом, несложно заметить, что в этих случаях уравнение (23) для 

определения дробной размерности странного аттрактора САДУ Лоренца примет 

вид: 2 2 2~Dl l− − . Откуда следует значение фрактальной размерности: D~2, что очень 

близко к эмпирически найденному значению 2,06. 
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4. Исследование возможности моделирования турбулентности на основе 

уравнений Навье-Стокса с помощью метода прямого численного 

моделирования. 

Все вопросы, относящиеся к возможности корректного описания 

турбулентности, являются чрезвычайно важными, поскольку от ответа на них 

зависит возможность разработки универсального подхода к решению огромного 

количества практических задач [13-34]. 

К свойству стохастичности уравнений Лоренца прибегают, в том числе, в тех 

случаях, когда хотят объяснить возможность описания турбулентных 

(стохастических) режимов течения жидкости с помощью детерминированных 

уравнений Навье-Стокса на основе метода прямого численного моделирования [3], 

[35].  

Однако здесь возникает интересный аспект, на который часто не обращают 

внимания. Выход на турбулентный режим течения при использовании метода 

прямого численного моделирования не возможен без специального приема – 

задания гармонических граничных условий в поле течения. 

Для того чтобы объяснить этот эффект сначала необходимо вспомнить, что 

стохастические системы могут различаться тем, что распределения и плотности 

вероятности реализации случайной величины в них могут быть, как стационарными, 

так и нестационарными (изменяющимися со временем).  
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Примером стационарной стохастической системы может служить система, 

находящаяся в равновесном термодинамическом состоянии, в которой молекулы 

совершают броуновское - стохастическое блуждание. В такой системе среднее 

значение кинетической энергии молекул сохраняется во времени и характеризуется 

температурой данной системы. Постоянными в такой системе являются также 

распределение и плотность вероятности реализации значений скорости молекул, 

характеризующиеся гауссовскими функциями. 

Режим турбулентного течения жидкости отличается от такой равновесной 

стохастической системы тем, что на всех масштабах, превосходящих масштаб 

броуновского движения молекул, система находится не в состоянии равновесия, а в 

состоянии квазиравновесия, которое возникает в результате действия на систему 

внешних сил и разрушается при прекращении этого действия. В турбулентном 

режиме реализуются коллективные движения молекул на микро-, мезо- и 

макроуровнях, превосходящих масштаб броуновского движения молекул. Такая 

стохастическая система находится вдали от положения равновесия и 

характеризуется тем, что плотность вероятности реализации случайного значения 

скорости, как показано в работах [36-37], не является постоянной величиной, а 

изменяется со временем за счет внутренних механизмов влияния реализованных 

значений скорости на плотность вероятности реализации этой скорости. В таком 

процессе происходит непрерывное производство энтропии, а распределение 

скорости приобретает вид «гауссианы» с «тяжелыми» - степенными – «хвостами». 
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Как показано в работах [8], [38-40], для учета производства энтропии в таком 

процессе, в левую часть УНС, характеризующую полную производную по времени, 

необходимо добавить дополнительный член, отвечающий за изменение скорости 

при изменении плотности вероятности реализации случайной величины.  

Добавление такого слагаемого позволило аналитически решить задачи Хагена-

Пуазейля [8], плоского течения Пуазейля [39-40] и плоского течения Куэтта [38]. Во 

всех этих задачах удалось найти решения, описывающие как ламинарные, так и 

турбулентные режимы течения. В задачах Хагена-Пуазейля и в плоской задаче 

Пуазейля показано, что при турбулентном режиме, течение жидкости в 

пристеночных областях характеризуется логарифмическим профилем скорости с 

множителем, обратно пропорциональным постоянной Кармана. А в центральной 

части скорость течения описывается функциями, являющимися интерференцией 

функций, характеризующих ламинарные режимы течения, и гармонических 

функций, волновые числа в которых задаются параметрами, зависящими от числа 

Рейнольдса. При этом логарифмический профиль в пристеночной области 

формируется за счет двух факторов, накладываемых на решения в центральной 

части: «прилипание» жидкости на стенке и равенства скорости жидкости значению 

динамической скорости на границе вязкого подслоя (на расстоянии динамической 

длины от стенки). 

Поэтому, если решать обычные (не модифицированные) УНС (без учета 

изменения плотности вероятности и производства энтропии), но при этом, к 

получаемому «ламинарному» решению искусственно добавлять воздействие в виде 
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гармонических граничных условий в центральной области течения, а также ставить 

стандартные условия на стенке и границе вязкого подслоя, то вполне можно 

сформировать решение, соответствующее турбулентному режиму течения. 

Необходимо подчеркнуть, что отличия в решениях УНС и модифицированных 

УНС, по всей видимости, наблюдаться всё-таки будут, поскольку в аналитических 

методах решения модифицированных УНС гармонические добавки к скорости 

получаются в поперечном относительно потока направлении, а гармонические 

граничные условия в методах прямого численного моделирования УНС задаются 

вдоль него. Однако влияние нелинейных конвективных эффектов в последнем 

случае будет направлено на то, чтобы распределение вихрей, порождаемых 

гармоническими возмущениями, довольно быстро приобрело достаточно 

изотропный характер. 

Стохастичность, обусловленная несовместностью дифференциальных 

уравнений из-за конечности временного шага, обсуждаемая выше, также может 

внести свою лепту в решения, найденные на основе метода прямого численного 

моделирования УНС. Ее влияние может проявиться в виде возникновения 

дополнительных гармоник, являющихся промежуточными по масштабу между 

масштабом гармонических граничных условий и сеточным масштабом вычислений.  

Однако если граничные условия в виде гармонических функций в 

центральной области течения не будут заданы, то сама по себе такая 

«стохастичность» не позволит выйти на «турбулентное» решение в силу своей 

статичности. В системах уравнений типа Лоренца нет механизмов, приводящих к 
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изменению распределения и плотности вероятности случайных величин вслед за 

реализованными значениями. Стохастичность таких систем, в некотором роде, 

аналогична «стохастике» броуновского движения. И так же, как однородное 

броуновское движение молекул жидкости не порождает турбулентности, так и 

стохастичность, обусловленная только несовместностью дифференциальных 

уравнений из-за конечности временного шага, не сможет породить дополнительные 

решения уравнений Навье-Стокса, соответствующие турбулентному режиму 

течения. 

 

Заключение. 

В работе подняты вопросы о принципиальной возможности возникновения 

стохастического процесса в системах, описываемых детерминированными 

автономными дифференциальными уравнениями, подчиняющимися теореме Коши о 

существовании и единственности.  

Показано, что в САДУ типа Лоренца возможно возникновение не только 

детерминированного хаоса, имеющего сложную для анализа и интерпретации 

структуру, а истинной недетерминированности - «стохастичности», обусловленной 

несовместностью дифференциальных уравнений из-за конечности временного шага. 

Причем, это явление может возникнуть на любом сколь угодно малом, но конечном 

шаге по времени. Это может свидетельствовать об отсутствии детерминированности 

процессов в некоторых замкнутых системах, например, такой системы, как 

Вселенная.  
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Однако стохастичность таких систем определяется стационарными 

распределениями и плотностями вероятности. Это не позволяет напрямую 

моделировать стохастические процессы, обусловленные нестационарными 

плотностями вероятности и, соответственно, производством энтропии, такие как, 

например, турбулентность. Однако дополнительно накладываемые гармонические 

граничные условия при решении УНС методом прямого численного моделирования, 

совместно со стационарной «стохастикой», обусловленной несовместностью 

дифференциальных уравнений, могут порождать возмущения на масштабах 

промежуточных между масштабом гармонических граничных условий и сеточным 

масштабом вычислений, что, в конечном счете, может приводить к появлению 

решений, близких к «турбулентным». Такой метод может рассматриваться, в 

некотором смысле, как аналоговое моделирование турбулентности. 

Разработанный подход к исследованию автономных дифференциальных 

уравнений через рассмотрение величины временных интервалов на каждом 

итерационном шаге в каждом из «пространственных» направлений, позволил 

аналитически определить фрактальную размерность странного аттрактора САДУ 

Лоренца. 
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Abstract 

At present, there are no stability criteria similar to Courant-Friedrichs-Lewy criteria 

for systems of autonomous differential equations (SADE). The instabilities, manifesting 

themselves as a computational chaos, occur while the numerical integration of SADE. 

Moreover, the time step decrease does not lead to this instability elimination. Commonly, 

the studies on determining the sensitivity of solutions to the initial conditions setting are 

being conducted to explain the deterministic chaos phenomenon. These studies demonstrate 

exponential divergence of initially close solution trajectories, and impossibility of selecting 

such small computational error to “conquer” the uncertainty in the Lorenz type SADE. 

The conclusion is drawn from this circumstance that since the principal difficulties 

do not allow achieving the necessary accuracy, there is no need to muse about determinism. 

However, such approach does not resolve the problem of solutions determinism, 

irrespectively to the possibility or impossibility of obtaining of the information regarding 

the evolution of the considered system. The issues of predestination in the closed systems, 

in particular with such closed system as Universe, conjugate with these issues. 

The studies conducted in the presented work demonstrate that the deterministic chaos 

occurring in SADE of Lorenz type may be associated with the stochastic process and is not, 
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in essence, the deterministic chaos for any finite time step. 

The article discusses the issues associated with the possibility of turbulence modelling 

based on the Navier-Stokes equations via direct numerical simulation technique. 

The problems related with the feasibility for modeling of the turbulence on the basis 

of Navier-Stokes equations via the direct numerical simulations are also addressed in the 

paper.  

 

Keywords: chaos, autonomous differentiation equations, Lorenz system of equations, 

stochastic systems, turbulence. 
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