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Аннотация 

В статье рассматриваются задачи планирования и оптимизации маршрутов 

плоского движения модели летательного аппарата при наличии препятствий. На 

этапе планирования разрабатывается оптимальный по быстродействию маршрут 

непрерывно-дискретного движения по заданной карте в обход имеющихся 

препятствий. При этом на основе достаточных условий минимизируется количество 

поворотов траектории и время достижения цели. На втором этапе запланированная 

траектория используется в качестве опорной для модели Маркова – Дубинса 

движения летательного аппарата и оптимизируется на основе необходимых условий 

оптимальности. 
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Введение 

Различные задачи планирования и оптимизации маршрутов управления 

летательными аппаратов (ЛА) исследуются в настоящее время с нарастающей 

интенсивностью. Актуальность этих исследований определяется необходимостью 

автоматического управления беспилотными летательными аппаратами разного 

назначения. Задачи оптимального управления возникают в процессе предполетного 

планирования действий смешанных групп пилотируемых и беспилотных ЛА (см. 

обзор в [1-3]). Вопросы быстродействия при боевом применении ударных ЛА имеют 

решающее значение.  

Задачи планирования маршрутов движения ЛА, как правило, решаются на 

плоскости. При оптимизации распределения целей используются методы 

математического программирования [4,5], в некоторых случаях [6] – линейное 

целочисленное программирование. Траектории ЛА обычно представляются 

ломаными. При отклонении от источников потенциальных угроз (пунктов 

противовоздушной обороны противника) траектории строятся [7,8] при помощи 

диаграмм Вороного или триангуляции Делоне. Критерием качества управления в 

этих работах служит расход топлива (пропорциональный протяженности маршрута) 

и/или риск уничтожения ЛА зенитно-ракетным комплексом противника. Описание 

плоских траекторий движения ЛА дифференциальными уравнениями применяется 
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при планировании маршрутов [9], в задачах адаптивного управления [10,11], в 

частности, при управляемом движении за лидером [12,13].  

Для оптимизации траекторий ЛА, описываемых дифференциальными 

уравнениями, применяются различные методы: переход к дискретной задачи 

оптимального управления и ее решение с использованием принципа максимума [1], 

вариационные принципы [14], метод динамического программирования [15]. Для 

разных моделей БЛА методы синтеза разработаны в [16,17].  

В настоящей статье рассматривается движение объектов управления по 

заданной карте маршрутов. Карта представляет собой связный граф, дуги которого 

соответствуют непрерывным перемещениям объекта, вершины – дискретным 

изменениям его состояния (переключениям), а путь, соединяющий несколько 

вершин графа, описывает непрерывно-дискретный характер траектории движения. К 

таким картам, например, относится схема движения пассажиров в метро, на которой 

вершинами графа обозначаются станции, а дугами – перегоны. Пересадка из одного 

поезда в другой является переключением. Другим примером служит карта 

пассажирских авиаперевозок, на которой вершины графа – это аэропорты, а дуги – 

маршруты перелета. Пересадка пассажиров или дозаправка топливом на аэродроме 

являются переключениями. 

Наличие переключений, прерывающие непрерывное движение объекта 

управления, является важной особенностью рассматриваемых карт. Подчеркивая это 

обстоятельство, будем говорить о карте маршрутов непрерывно-дискретного 
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движения. Например, карту автомобильных дорог без указания переключений 

нельзя считать схемой непрерывно-дискретного движения. Если же на этой карте 

планировать, например, только дальние грузоперевозки, считая переключениями 

погрузочные или разгрузочные работы, прохождение пограничного и таможенного 

контроля, отдых водителя или его смену, заправку и т.п., то непрерывно-дискретный 

характер движения становится очевидным. 

На рассматриваемых картах можно ставить разные задачи оптимизации. 

Наиболее востребованными являются задачи оптимизации терминальных 

маршрутов, связывающих заданные начальное и конечное состояние. Например, 

задачи минимизации длины пути, времени передвижения, затрат топлива, стоимости 

перевозки и другие логистические задачи. При планировании маршрутов движения 

ЛА военного назначения на первый план выходят задачи быстродействия, 

скрытности, координации взаимодействий по времени и на местности.  

Математическая постановка задачи кроме описания карты маршрутов должна 

включать модели непрерывного движения и переключений системы управления, 

функционал качества. В настоящей статье рассматриваются разные модели плоского 

движения переключаемой системы (ПС) с разными функционалами. В первом 

разделе исследуется передвижение объекта управления по прямоугольной сетке. 

Движение между узлами сетки равномерное. Изменение направления движения в 

узлах сетки (поворот) считается переключением. Часть узлов сетки недопустима для 

передвижения – в них находятся препятствия. Ставятся задачи минимизации 
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переключений, быстродействия или быстродействия с учетом количества 

переключений. Для решения этих задач применяются достаточные условия 

оптимальности переключаемых систем [18]. 

Во втором разделе рассматривается задача оптимизации плоского движения 

беспилотного летательного аппарата (БЛА). В качестве модели движения выбрана 

модель Маркова – Дубинса [19,20]. Особенностью задачи быстродействия является 

наличие промежуточных условий – точек на карте, через которые должна проходить 

траектория БЛА. Эта задача сводится к решению совокупности задач Маркова – 

Дубинса с дополнительной конечномерной минимизацией. 

В третьем разделе объединяются обе задачи, рассмотренные в первых двух 

разделах. Рациональная траектория движения БЛА формируется в два этапа. 

Сначала синтезируется оптимальная ломаная – траектория движения на 

прямоугольной сетке с препятствиями. Затем "поверх" этой ломаной строится 

оптимальная траектория Маркова – Дубинса, причем вершины ломаной служат 

промежуточными точками для траектории БЛА.  

Предлагаемые в статье алгоритмы позволяют разрабатывать рациональные 

маршруты плоского движения БЛА при многочисленных препятствиях, например в 

городе. Задачу оптимального управления при таких фазовых ограничениях решить 

трудно. Поэтому применение предлагаемых рациональных управлений кажется 

оправданным. Окончательное решение, разумеется, остается за практиками. 
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1. Планирование маршрутов на прямоугольной сетке 

Постановки задач. Рассматривается движение объекта управления на 

координатной плоскости. Пути передвижения (карта маршрутов, сеть) образованы 

целочисленной решеткой, т.е. прямыми, параллельными координатным осям, 

причем точки пересечения этих прямых (узлы решетки) имеют целые координаты. В 

этих точках возможно изменение направления движения. Поворот на o90  (в любом 

направлении) считается переключением системы. Допустимы многократные 

переключения. Например, полный разворот кругом реализуется двумя 

последовательными переключениями. Некоторые узлы закрыты для проезда 

препятствиями. Цель управления состоит в перемещении объекта из заданного 

начального состояния в место назначения в обход препятствий.  

Описанная задача представляет в упрощенном виде систему управления 

движением погрузчика на складе, в библиотеке и т.п. Погрузчик перемещается по 

дорожкам между стеллажами (контейнерами, полками и т.п.). Пути передвижения 

образуют сеть. Прямолинейное движение чередуется с поворотами, которые 

считаются переключениями. Повороты происходят в узлах сети (на развилках и 

перекрестках). Некоторые дорожки (или узлы сети) закрыты для проезда 

препятствиями (грузами, неразмещенными на стеллажах, другими погрузчиками и 

т.п.). Цель управления состоит доставке груза из заданного начального положения в 

место назначения в обход препятствий. 
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Пусть на промежутке времени ],0[ T  динамическая система совершает N  

переключений (скачков) в моменты времени it , Ni ,...,1 , образующие конечную 

неубывающую последовательность },...,{ 1 NttT :     

   Tttt NN 11 ...0  . (1.1) 

Равенство последовательных моментов в (1.1) означает, что система совершает 

мгновенные многократные переключения.  

Между неравными последовательными моментами переключений состояние 

системы изменяется непрерывно, согласно дифференциальным уравнениям: 

   )(cos)( tVtx  ,   )(sin)( tVty  ,   0)(  t ,  (1.2) 

В этих уравнениях: ),[ 1 iii ttTt  , }|,...,1,0{ 1 ii ttNii N  –множество 

номеров ненулевых (по длине) частичных промежутков iT  прямолинейного 

движения системы; )(tx , )(ty  – прямоугольные координаты положения объекта в 

момент времени iTt ; V  – модуль скорости движения. Угол )(t  наклона 

траектории к оси абсцисс имеет значение, кратное 2/ , и не меняется при 

непрерывном движении. Управление непрерывным движением системы 

отсутствует. 

В момент переключения происходит мгновенное изменение направления 

движения на величину 2/ . При этом повороте угол наклона траектории изменяется 

согласно рекуррентному уравнению 
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   iii v
2


  ,   Ni ,...,1 , (1.3) 

В уравнении (1.3): iv  – управление, задающее направление поворота, }1{iv ; 

)( ii t  – величина угла наклона траектории сразу после i -го переключения, а i  

– величина угла непосредственно перед i -м переключением: 

   












 .,

,,)0(

11

1

iii

iii
i tt

ttt
  

Прямоугольные координаты при повороте не меняются, т.е.  ii xx ,    ii yy .  

На сетке заданы запрещенные позиции (препятствия), в которых объект 

управления не может находиться. Обозначим через 
2M  множество допустимых 

узлов сетки, через которые возможно движение объекта управления. Тогда 

дополнение M  будет описывать препятствия.  

Начальное состояние системы задано 

0)0( xx  , 0)0( yy  , 0)0(  , 

причем координаты 0x , 0y  – целочисленные, а величина угла 0  кратна 2/ . 

Терминальные условия  

TxTx )( , TyTy )(  

определяют момент T  окончания процесса управления. Здесь ),( TT yx  – 

целочисленные координаты цели. Направление движения )(T  в момент 
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достижения цели не существенно. Начальное ),( 00 yx  и конечное ),( TT yx  

положения системы, разумеется, допустимые, т.е. принадлежат M .  

Движение рассматриваемой модели управляется при помощи поворотов, т.е. 

заданием функции }1{:)(  Tv . Допустимые траектории представляют собой 

ломаные, соединяющие начальное и конечное состояние системы и принадлежащие 

M . Управление считаем допустимым, если оно порождает допустимую траекторию. 

Множество допустимых программных управлений обозначим через V . 

Подчеркнем, что количество |||| )( vN T  переключений и моменты 

переключений (1.1) не фиксированы и у разных допустимых процессов могут не 

совпадать.  

В задаче минимизации количества переключений требуется найти 

допустимое управление с минимальным количеством переключений: 

   || )(min
)(




 vN
v V

. (1.4) 

В задаче быстродействия требуется найти допустимое управление, 

минимизирующее время достижения цели 

   TT
v V

 
)(

min . (1.5) 

В задаче условного быстродействия требуется найти управление с 

фиксированным количеством переключений N , минимизирующее время 

достижения цели: 
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   TT
Nv

N
V

 
)(
min . (1.6) 

Здесь NV  – множество допустимых управлений, имеющих ровно N  переключений. 

В задаче быстродействия с минимальным количеством переключений 

требуется найти условное по быстродействию управление с наименьшим 

количеством переключений: 

   TT

N
vN






 
V)(

min . (1.7) 

Задача быстродействия с ограничениями скорости движения и ускорения. 

В задачах (1.4)–(1.7) непрерывное движение объекта управления неуправляемое, а 

скорость – постоянная. Изменим модель (1.2), дополняя ее уравнением изменения 

скорости движения 

)(cos)()( ttVtx  ,   )(sin)()( ttVty  ,   0)(  t ,   )()( tutV  . 

Здесь )(tu  – ускорение, ограниченное по модулю max)( Utu || . Линейную скорость 

)(tV  движения будем считать также ограниченной: max)( VtV  . Предполагаем, что 

повороты выполняются только при нулевой скорости движения 0)( tV , причем 

время поворота на угол o90  равняется T . Роль управления непрерывным 

движением играет ускорение )(u . Множество допустимых управлений U  включает 

такие кусочно-непрерывные управления ],[],0[:)( maxmax UUTu  , при которых 

не нарушается ограничение скорости max)( VtV  . Качество допустимого управления 

оценивается функционалом  
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TNTvuT  ))(),(( , 

в котором кроме времени T  кусочно-непрерывного движения учитывается время, 

затраченное на повороты. 

Требуется найти допустимые управления )(u  и )(v , при которых время 

движения с учетом поворотов минимальное 

))(),((min
))(),((

* 


vuTT
vu VU

. 

Решение задачи минимизации количества переключений. Синтез 

позиционного управления, минимизирующего количество переключений, получаем 

на основе достаточные условия оптимальности [18]. Пусть ),,( yxs  – функция 

цены, равная минимальному количеству поворотов траектории, исходящей из 

состояния ),,( yx  и попадающей в цель ),( TT yx ; ),,( yxsk  – образующая функции 

цены, равная либо количеству поворотов k , траектории соединяющей состояние 

),,( yx  с целью ),( TT yx , либо  , если такой траектории не существует. Введем 

двухпозиционную функцию достижимости )ˆ,ˆ,,( yxyxS | , равную нулю, если 

существует допустимая траектория без переключений, приводящая систему из 

состояния ),,( yx  в положение )ˆ,ˆ( yx . В противном случае  )ˆ,ˆ,,( yxyxS | . 

Отметим, что эта функция находится просто. Если отрезок от стартовой точки ),( yx  

до прицельной точки )ˆ,ˆ( yx  принадлежит лучу:  

    cos)( tVxtx ,  sin)( tVyty , 0t , (1.8) 
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и содержит только допустимые узлы из M , то 0)ˆ,ˆ,,(  yxyxS | , иначе 

 )ˆ,ˆ,,( yxyxS | . Направление движения ̂  в прицельной точке должно совпадать 

с направлением  , так как переключений нет. Поэтому ̂  не указывается в 

аргументах функции )ˆ,ˆ,,( yxyxS | . 

Запишем уравнения для образующих функции цены. Нулевая образующая 

находится по двухпозиционной функции достижимости 

   ),,,(),,(0 FF yxyxSyxs | .  

Остальные образующие удовлетворяют рекуррентному уравнению  

 }1),ˆ,ˆ(min)ˆ,ˆ,,({min),,(
21

}1{)ˆ,ˆ(
 




vyxsyxyxSyxs k
vyx

k |
M

, ,...2,1k  (1.9) 

В процессе решения уравнений (1.9) находится условное оптимальное позиционное 

управление 

   ),ˆ,ˆ(minarg),,(
21

}1{
vyxsyx k

v
k





v . (1.10) 

Минимальное количество переключений N  определяется по образующим функции 

цены 

   ),,(min 000 


 yxsN k
k 

,  

где   – множество целых неотрицательных чисел. 

Численное решение задачи проводится на ограниченной сетке M . При этом 

операцию минимизации по узлам сетки в уравнении (1.10) можно выполнить 
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простым перебором. Для сеток с большим количеством узлов необходимо 

использовать методы целочисленной минимизации.  

На рис. 1 показаны оптимальные траектории с наименьшим количеством 

поворотов на сетке размеров 1010  при следующих значениях параметров:  

   , 70 x , 100 y , 2/0  , 5Tx , 1Ty .  (1.11) 

Препятствия на сетке отмечены "крестиками", начальное состояние представлено 

треугольником, конечное состояние – квадратом. Оптимальные по количеству 

переключений траектории представлены двойной штриховой (а) и пунктирной (в) 

линиями, направление движения отмечено стрелками. Минимальное количество 

переключений равно пяти. 

 

2 4 6 8 10 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Рис. 1 

5N  

19T  

5N  

17T  
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у 

x 
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Решение задачи быстродействия. Синтез позиционного управления, 

оптимального по быстродействию, получаем на основе достаточные условия 

оптимальности [18]. Обозначим через ),,(  yx  – значение функции цены, т.е. 

минимальное время достижения цели ),( TT yx , начиная движение из стартового 

состояния ),,( yx . Поскольку задача стационарная, то функция цены не зависит от 

времени. Образующая ),,(  yxk  функции цены равна, по определению, 

минимальному времени достижения цели на допустимых траекториях, имеющей 

ровно k  переключений (поворотов). Если допустимой траектории с k  поворотами 

не существует, то полагаем  ),,( yxk . Определим двухпозиционную функцию 

цены )ˆ,ˆ,,( yxyx | , равную времени прямолинейного движения из стартового 

состояния ),,( yx  в прицельное положение )ˆ,ˆ( yx . Направление движения ̂  в 

конечном состоянии совпадает с  , так как поворотов нет. Если такого 

прямолинейного движения не существует, то полагаем  )ˆ,ˆ,,( yxyx | . 

Отметим, что эта функция находится просто. Если отрезок от стартовой точки ),( yx  

до прицельной точки )ˆ,ˆ( yx  принадлежит лучу (1.8), то 

   Vyyxxyxyx /)ˆˆ()ˆ,ˆ,,( |||||  .  

В противном случае  ),,,( 11000 yxyx | . 

Запишем уравнения для образующих функции цены. Нулевая образующая 

находится по двухпозиционной функции цены 

   ),,,(),,(0 TT yxyxyx | . (1.12) 
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Остальные образующие удовлетворяют рекуррентному уравнению  

 }),ˆ,ˆ(min)ˆ,ˆ,,({min),,(
21

}1{)ˆ,ˆ(
vyxyxyxyx k

vyx
k





 |

M
, ,...2,1k  (1.13) 

В процессе решения уравнений (1.13) находится условное оптимальное позиционное 

управление 

   ),ˆ,ˆ(minarg),,(
21

}1{
vyxyx k

v
k





v .  

Минимальное время движения определяется по образующим функции цены 

   ),,(min 000 


 yxT k
k 

. (1.14) 

Численное решение задачи проводится на ограниченной сетке M . При этом 

операцию минимизации по узлам сетки в уравнении (1.13) можно выполнить 

простым перебором. Для сеток с большим количеством узлов необходимо 

использовать методы целочисленной минимизации.  

На рис. 1 показана траектория (в), оптимальная по быстродействию. Решение 

получено на сетке размеров 1010  со значениями параметров (1.11). Минимальное 

время движения равно 13. Заметим, что эта траектория имеет семь поворотов. 

Для решения задачи условного быстродействия с заданным количеством N  

переключений достаточно найти первые 1N  образующих функции цены, решая 

рекуррентное уравнение (1.13) для Nk ,...,1 . После чего условное минимальное 

время достижения цели находится по формуле 

   ),,(min 000
,...,1,0




 yxT k
Nk

N . 
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Решение задачи быстродействия с минимальным количеством 

переключений выполняется в два этапа. Сначала определяется минимальное 

количество переключений N . Затем при этом количестве переключений решается 

задача условного быстродействия и находится время (1.7). Для параметров (1.11) на 

рис. 1 пунктирной линией (б) показана оптимальная по быстродействию траектория 

с минимальным количеством переключений. Время движения равно 17. 

Решение задачи быстродействия с ограничениями скорости движения и 

ускорения. Для системы (1.7) двухпозиционная функция цены находится, используя 

принцип максимума [21]. Оптимальная по быстродействию траектория 

непрерывного движения состоит из трех участков: разгон с максимальным 

ускорением, движение с максимальной скоростью, торможение с минимальным 

ускорением. График скорости представлен на рис. 2. Если скорость движения не 

ограничена или длина отрезка мала, то оптимальная траектория состоит из разгона и 

торможения (график скорости на рис. 3). Время движения вычисляется по 

формулам: 

    



















,,

,,2

),,,(

max

2
max

max

max

max

max

2
max

max
11000

U

V
s

U

V

V

s

U

V
s

U

s

yxyx |       |||| 0101 yyxxs  . (1.15) 

Если нет допустимой траектории, то  ),,,( 11000 yxyx | . 
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Нулевая образующая находится по двухпозиционной функции цены (1.15), согласно 

(1.12). Остальные образующие удовлетворяют рекуррентному уравнению  

      }),ˆ,ˆ(min)ˆ,ˆ,,({min),,(
21

}1{)ˆ,ˆ(
Tvyxyxyxyx k

vyx
k  




|
M

, ,...2,1k   

Минимальное время движения определяется по формуле (1.14). 

Численное решение задачи получено на сетке размеров 1010  со значениями 

параметров (1.11). Оптимальные траектории представлены на рис. 1. Они совпадают 

с найденными ранее для других задач. Траектория (а) получена для 2max U , 

maxV , 1T , т.е. без ограничения скорости. Время движения по этой 

траектории 3323,10аT . Траектория (б) найдена при 2max U , 4max V , 1T , 

причем 6171,10бT . Траектория (в) оптимальная при 2max U , 4max V , 0T , 

когда повороты выполняются мгновенно. Время движения – 7511,5вT . 

Таким образом, для планирования маршрутов непрерывно-дискретного 

движения вполне эффективно применение достаточных условий оптимальности 

переключаемых систем. Разумеется, что предлагаемые алгоритмы синтеза 

управления переносятся и на другие карты с более сложной сетью дорог. Кроме 

препятствий на схеме можно учитывать факторы, затрудняющие движение. 

Рис. 2.  

)(tV   

t 

Рис. 3.  

)(tV   

t 
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Например, ограничения на отдельных участках скорости и направления движения, 

габаритов и грузоподъемности, достаточно просто задаются на нагруженных 

ориентированных графах. 

 

2. Оптимизация траекторий Маркова – Дубинса с промежуточными условиями 

Постановка задачи. Пусть на промежутке времени ],0[ T  плоское движение 

объекта управления описывается уравнениями 

   )(cos)( tVtx  ,    )(cos)( tVty  ,   )()( tut  ,  || )(tu , (2.1) 

где x , y  – прямоугольные координаты объекта;   – угол между вектором скорости 

и осью абсцисс, V  – линейная скорость, u  – угловая скорость, которая является 

управлением, ограниченным по модулю заданной величиной  . Уравнения (2.1) 

описывают так называемые траектории Маркова – Дубинса [19,20], которые часто 

используют в качестве модели движения БЛА [20].  

Терминальные условия определяют начальное состояние  

   0)0( xx  , 0)0( yy  , 0)0(   (2.2) 

и конечное положение объекта управления 

   TxTx )( , TyTy )( . (2.3) 

Промежуточные условия  

   ii xtx )( , ii yty )( ,  mi ,...,1 ,  (2.4) 
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задают точки, через которые траектория должна проходить. Моменты времени 

1t ,…, mt  ограничены неравенствами Ttt m  ...0 1 . Углы )( 1t ,…, )( mt , )(T , 

определяющие направления движения в промежуточных точках и в конечный 

момент времени, произвольные. Допустимым считается кусочно-непрерывное 

управление ],[],0[: Tu , которое порождает допустимую траекторию, 

соединяющую терминальные состояния (2.2),(2.3) и проходящую через 

промежуточные точки (2.4).  

Требуется найти минимальное время T  и допустимое управление, при 

котором это минимальное время достигается, т.е. решить задачу быстродействия: 

   minT . (2.5) 

Оптимальные и попадающие траектории. В классической задаче Маркова – 

Дубинса [19] требуется перевести систему из заданного начального состояния (2.2) в 

заданное конечное 

   TxTx )( , TyTy )( , TT  )( . (2.6) 

Решение этой задачи описано в [21]. Заметим, что для произвольных состояний 

аналитический выбор оптимальной траектории достаточно сложный. Задача с 

произвольным направлением скорости в конечный момент времени исследована в 

[17]. Для решения обеих задач можно использовать принцип максимума [22]. 

Оптимальное управление релейное: либо нулевое ( 0)( tu ), которому 

прямолинейное движение, либо максимальное по модулю ( )(tu ), которым 

соответствует движение по окружности радиуса /V  в положительном или 
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отрицательном направлениях соответственно. Типовые оптимальные траектории 

для задачи "состояние – состояние" (с конечными условиями (2.6)) описаны в [23]. 

Они представляют собой гладкое соединение либо трех дуг окружностей, либо двух 

дуг и отрезка их общей касательной. Для задачи "состояние – цель" (с конечными 

условиями (2.4)) типовые оптимальные траектории – это гладкое соединение либо 

двух окружностей, либо дуги окружности и отрезка. Допустимые траектории видов 

"дуга – отрезок – дуга" или "дуга – дуга – дуга" для задачи с конечными условиями 

(2.6), а также "дуга – отрезок " или "дуга – дуга " для задачи с конечными условиями 

(2.4), будем называть попадающими. В зависимости от терминальных условий 

попадающих траекторий в задаче "состояние – состояние" не может быть более 

восьми, а в задаче "состояние – цель" – не более шести. Поэтому для решения 

достаточно составить все попадающие траектории, вычислить время движения по 

каждой из них и выбрать минимальное.  

Алгоритм решения задачи "состояние – состояние". Обозначим через 

)0(0 u  и )(TuT   значения управления в терминальные моменты времени. Эти 

значения равны по модулю  |||| T0  и могут отличаться только знаком. Всего 

возможны четыре комбинации знаков 0 , T . Разделим эти четыре случая на два, 

когда знаки либо одинаковые (А), либо разные (Б). Если знаки одинаковые 

( T0 ), то повороты в начале и в конце движения выполняются в одном 

направлении. Если знаки противоположные ( T0 ), то повороты – в разные 
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стороны. В любом случае центры 0Z  и 
TZ  окружностей, по которым объект 

начинает или заканчивает движение, находятся соответственно по формулам 

   















000

000
0 cos)sgn(

sin)sgn(

Ry

Rx
Z ,   
















TTT

TTT
T Ry

Rx
Z

cos)sgn(

sin)sgn(
, (2.7) 

где  /VR  – радиус поворота.  

Случай А. Если терминальные повороты выполняются в разных направлениях, 

то попадающая траектория представляет собой две дуги окружности, соединенные 

отрезком касательной. На рис. 4 траектория "дуга–отрезок–дуга" изображена 

полужирной линией, терминальные состояния ),( 000 yxX  , ),( TTT yxX   отмечены 

полужирными точками, а центры окружностей 

поворотов – крестиками. Маленькими окружностями 

обозначены точки сопряжения 0Y  и 
TY , в которых 

дуги соединяются с концами отрезка. Заметим, что такая траектория возможна для 

"не близких" позиций, удовлетворяющих условию RZZ
T

20 ||  (при этом 

окружности терминальных поворотов не пересекаются). Координаты точек 

сопряжения находятся по формулам: 

 
||

T

T

ZZ

ZZ
RZY

0

0
00 cossin

sincos












 ,   

||
T

T
TT

ZZ

ZZ
RZY

0

0

cossin

sincos












 ,  

где 
||

T
ZZ

R

0
0

2
arccos)sgn( . Длина траектории равна сумме длин двух дуг и 

отрезка. При вычислении длины дуги нужно учитывать направление движения. Для 

Рис. 4 

0Z  

TZ  0Y  

TY  
TX  

0X  
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этого обозначим через AOB  величину угла поворота вектора OA  вокруг точки O  

в положительном (при 0 ) или отрицательном (при 0 ) направлениях до 

совпадения с вектором OB  по направлению. Тогда длины дуг 00YX  и 
TTYX  

выражается через углы поворотов 

   
00000 0

YZXRYX   ,      
TTTTT YZXRYX

T
  . (2.8) 

Таким образом, в случае А время движения определяется равенством 

   
V

XYYYYX
T

TTT



|| 000

. (2.9) 

Случай Б. Если терминальные повороты выполняются в одном направлении, 

то траектория может быть двух видов: "дуга–отрезок–дуга" или "дуга–дуга–дуга". 

Эти траектории представлены на рис. 5 и 6 соответственно. Заметим, что 

попадающих траекторий вида "дуга–дуга–дуга" может быть две. На рис. 6 одна 

траектория изображена полужирной линией, а часть второй траектории – 

пунктирной. 

Рис. 5 

0Z  
TZ  

0Y  
TY  

TX  

0X  

Рис. 6 

0Z  

TZ  


0Y  

TY  

0X  

TX  Z  

Z  


0Y  

TY  
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Получим время движения по траектории "дуга–отрезок–дуга". Центры 0Z  и 

TZ  терминальных окружностей определяются равенствами (2.7), а точки 

сопряжения находятся по формулам 

   
||

T

T

ZZ

ZZ
RZY

0

0
00 cossin

sincos












 ,       

TT ZZYY 00  ,  

где 
2

)sgn( 0


 . Длины дуг вычисляются по формулам (2.8), а время движения – 

по формуле (2.9).  

Найдем время движения по траектории вида "дуга–дуга–дуга". Нужно 

вычислить время движения по каждой из двух траекторий (см. рис. 6). Центры 0Z  и 

TZ  терминальных окружностей определяются равенствами (2.7). Отметим, что 

попадающие траектории, рассматриваемого вида, существуют только для "не 

далеких" позиций, когда RZZ
T

40 || . Точки сопряжения окружностей находятся по 

формулам  

   
||

T

T

ZZ

ZZ
RZY

0

0
00 cossin

sincos












 ,       

TT ZZYY 00 2

1
 

, (2.10) 

где 
R

ZZ
T

4
arccos

0 ||
 . Координаты центра Z  "промежуточной" окружности 

выражаются через координаты точки сопряжения 

     000 2 YZZZ .  (2.11) 
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В формулах (2.10), (2.11) верхний индекс "плюс" или "минус" берется при 

положительном или отрицательном значениях   соответственно. Точки 
0Y , 

TY , 

Z  и 
0Y , 

TY , Z  отмечены на рис. 6. Время движения находится по формуле  

   
V

XYYYYX
T TTT


 
 000 , (2.12) 

где 


  TT YZYRYY
T 00   – длина дуги окружности с центром 

Z  

соответственно. Вычисления по формулам (2.10) – (2.12) выполняются для двух 

траекторий при положительном и отрицательном значениях  . При этом получаем 

два значения 
T  и 

T . Следовательно, в случае Б оптимальное время движения 

определяется равенством 

   },,min{  TTTT , (2.13) 

Таким образом, алгоритм решения задачи "состояние – состояние" 

заключается в расчете четырех вариантов, отличающихся выбором направлений 

терминальных поворотов: 0 , T . В каждом случае вычисления 

выполняются по формулам (2.9) или (2.13) соответственно. Из четырех вариантов 

выбирается оптимальный, с наименьшим значением времени движения. 

Алгоритм решения задачи "состояние – цель". В этой задаче направление 

скорости в конечный момент времени произвольное. Поэтому оптимальные 

траектории могут быть двух видов: либо "дуга – отрезок ", либо "дуга – дуга ". 
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Будем рассматривать задачу с фиксированным направлением поворота в начальный 

момент времени, которое определяется знаком угловой скорости 0 .  

Для заданного значения 0  находим центр 0Z  поворота по формуле (2.7).  

1. Если цель ),( TTT yxX   "близкая" (при RXZ
T

|| 0
), то попадающей 

траектории (с заданным направлением поворота) нет.  

2. Если цель "не близкая" (при RXZ
T

|| 0
), то существует попадающая 

траектория вида "дуга – отрезок". На рис. 7 она представлена полужирной линией. 

Координаты точки сопряжения 0Y  вычисляем по формуле  

   
||

T

T

XZ

XZ
RZY

0

0
00 cossin

sincos












 ,   

где 
||

T
XZ

R

0

0 arccos)sgn( . Время движения по этой траектории 

   
V

XYYX
T T

|| 000 
 . (2.14) 

Здесь, как и ранее, дуга 00YX  определяется равенством (2.8). 

 

Рис. 7 

0Z  

0Y  
TX  

0X  

Рис. 8 

0Z  


0Y  

0X  

TX  

Z  

Z  


0Y  
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3. Если цель "не далекая" и "не близкая" (при RXZR
T

30  || ), то 

существуют две попадающие траектории вида "дуга – дуга". На рис. 8 одна 

траектория изображения полужирной линией, а часть другой траектории – 

пунктирной. Точки сопряжения окружности находятся по формулам  

   
||

T

T

ZZ

ZZ
RZY

0

0
00 cossin

sincos












 ,  (2.15) 

где 
||

||

T

T

ZZR

ZZR

0

2
0

2

4

3
arccos


 . Координаты центра Z  второй окружности 

выражаются через координаты точки сопряжения 

     000 2 YZZZ .  (2.16) 

В формулах (2.15), (2.16) верхний индекс "плюс" или "минус" берется при 

положительном или отрицательном значениях   соответственно. Точки 


0Y , 
Z  и 


0Y , 

Z  отмечены на рис. 8. Время движения находится по формуле  

   
V

XYYX
T T


 
 000 , (2.17) 

где 


  TT XZYRXY 00 0
  – длина дуги окружности с центром 

Z , которая 

получается при повороте в направлении, противоположном 0 . 

Таким образом, алгоритм решения задачи "состояние – цель" заключается 

в расчете двух вариантов, отличающихся выбором направления начального 
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поворота: 0 . В каждом варианте вычисления выполняются по формулам 

(2.14) и (2.17). Из всех попадающих траекторий выбирается оптимальная, с 

наименьшим времени движения.  

Решение задачи Маркова – Дубинса с промежуточными условиями. 

Назначим в промежуточных точках направления движения, задавая углы  

   iit  )( , mi ,...,1 . (2.18) 

Тогда допустимая траектория будет разбита на m  участков вида "состояние – 

состояние" и еще один (последний) участок вида "состояние – цель". На каждом 

участке можно, используя описанные алгоритмы, найти частичную оптимальную 

траекторию. Однако траектория, составленная из частичных оптимальных 

траекторий, не будет оптимальной в целом. Для этого нужно выполнить 

оптимизацию углов (2.18).  

Действительно, обозначим через ),,,,( 111000  yxyx |  или 

),,,( 000 FF yxyx |  минимальное время движения из состояния ),,( 000 yx  в 

состояние ),,( 111 yx  или в цель ),( FF yx  соответственно. Тогда время движения по 

составленной траектории будет зависеть только от углов 1 ,… m , определяющих 

направление движения в промежуточных точках 

  ),,,(),,,,(),...,(

1
1111 FFmmm

m

i
iiiiiim yxyxyxyxT ||  


 . (2.19) 

Оптимальное по быстродействию время является решением задачи минимизации 
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   ),...,(minmin 1
,...,1

mTT
m




 (2.20) 

по углам ]2,0[ i , mi ,...,1 .  

В самом деле, согласно принципу оптимальности Беллмана [15], любой 

участок оптимальной траектории является оптимальной траекторией. Поэтому 

траектории между состояниями   

   ),,( 000 yx , ),,( 111 yx ,..., ),,( mmm yx   

являются решениями задач состояние – состояние, а на последнем участке от 

),,( mmm yx   до точки ),( FF yx  – решением задачи состояние – цель. Время 

движения по этой попадающей траектории определяется формулой (2.19). 

Минимизируя это выражение по направлениям скорости в промежуточных точках, 

получаем лучшую попадающую траекторию и наименьшее значение времени (2.20). 

Таким образом, справедливо утверждение. 

Теорема. Оптимальная траектория в задаче (2.1)–(2.5) с промежуточными 

условиями представляет собой последовательное гладкое соединение оптимальных 

траекторий Маркова – Дубинса между точками ),( 00 yx , ),( 11 yx ,..., ),( mm yx , 

),( FF yx . Направления скоростей в промежуточных точках определяются углами 

1 ,… m , которые являются решением задачи минимизации (2.10). 

Замечание. Как показали расчеты, задача (2.20) хорошо решается методами 

спуска. В качестве начального приближения для i , mi ,...,1 , можно взять угол, 

соответствующий среднему направлению в промежуточной точке 

http://trudymai.ru/


Труды МАИ. Выпуск № 113  http://trudymai.ru/ 

29 

 

  ))]()(),()(())()(),()([( 1111 iiiiiiii tytytxtxtytytxtx   .  

 

3. Оптимизация траекторий БЛА при наличии препятствий 

Рассмотрим задачу оптимизации маршрутов движения БЛА при наличии 

препятствий. Рациональная траектория БЛА формируется в два этапа. Сначала по 

карте непрерывно-дискретного движения с отмеченными препятствиями 

синтезируется оптимальная по быстродействию ломаная (см. разд. 1). Используя эту 

ломаную в качестве опорной траектории, формируется оптимальная траектория 

Маркова – Дубинса. Вершины ломаной служат промежуточными точками для 

траектории БЛА.  

Для опорных траекторий, найденных в разд. 1 на прямоугольной сетке, 

получены оптимальные траектории Маркова – Дубинса с промежуточными 

условиями. Расчеты проводились при 1V  и 3 . На рис. 9 начальное состояние 

системы обозначено треугольником, конечное – квадратом, промежуточные точки – 

окружностями. Опорные траектории изображены штрихпунктирными линиями 

(ломаные а, б, в), а оптимальные траектории Маркова – Дубинса представлены 

двойной штриховой (а), пунктирной (б) и сплошной (в) линиями соответственно. 

Время движения по этим траекториям: 45.19аT , 43.17бT , 43.14вT . 
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Заключение 

Предлагаемые алгоритмы можно использовать для планирования 

рациональных маршрутов плоского движения БЛА при наличии препятствиях, 

например в городе. При этом карта непрерывно-дискретного движения позволяет 

"обходить" многочисленные фазовые ограничения. При планировании маршрутов 

БЛА актуальным является использование нескольких карт, каждая из которых 

соответствует заданной высоте полета. При этом изменение высоты полета БЛА 

можно считать переключением состояния системы.  

Другим продолжением исследований может быть решение задачи 

планирования маршрутов непрерывно-дискретного движения на сетках, 

необязательно прямоугольных и целочисленных. Представляет интерес учет 

2 4 6 8 10 
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3 
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6 
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нежестких препятствий, учет на карте областей, нежелательных для 

продолжительного движения. Например, это могут быть области химического 

заражения, с высокой радиоактивностью или с большой вероятностью обнаружения 

противником. Целесообразно рассмотреть модификации модели Маркова – 

Дубинса, например, учитывающие расход топлива. К промежуточным точкам 

можно отнести пункты заправки или смены полезной нагрузки. Особенно важной представляются задачи планирования движения группы управляемых объектов. Такие задачи особенно актуальны для смешенных групп пилотируемых и беспилотных ЛА. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 18-08-00128-а. 
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