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Развита теория динамической термоупругости в проблеме теплового удара на основе фе-
номенологии Максвелла–Каттанео–Лыкова–Вернотта о конечной скорости распространения 
теплоты в твердых телах. Предложено уравнение совместности в напряжениях, обобщаю-
щее соотношение Бельтрами–Митчелла на динамические задачи и как частный случай ис-
следована термическая реакция массивного твердого тела на тепловой удар. Изучены различ-
ные режимы внезапного нагрева границы тела: температурный, тепловой, средой. Выявлен 
наиболее опасный режим теплового воздействия; рассчитаны скачки напряжений на фронте 
термоупругой волны – соотношения, имеющие большое практическое значение при оценке 
термической прочности твердых тел в условиях теплового удара.
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Введение

Исследование процессов теплового разруше-
ния твердых тел в результате их взаимодействия 
с интенсивными потоками связано с решением 
проблемы термической прочности материалов, 
актуальность которой возросла в последнее де-
сятилетие в связи с созданием мощных излуча-
телей энергии и их использованием в технологи-
ческих процессах. Плазмохимическая обработка 
материалов, а также обработка материалов в ин-
фракрасных печах и гелиоустановках сопровож-
дается их быстрым нагревом. Новые технологи-
ческие приемы, применяемые в машиностроении 
и близких к нему областях, основаны на интен-
сивном нагреве материалов плазменными потока-
ми, лазерными или электронными лучами. Мощ-
ные радиационные излучатели используются для 
термической закалки и упрочнения поверхнос-
ти изделий. Интенсивному тепловому воздей-
ствию подвергаются поверхности авиационно-
космичес ких аппаратов и пусковых установок.

Накоплено значительное количество публика-
ций, описывающих проблему теплового удара при 
резком нагреве материалов. Изучены физичес-

кие закономерности термонапряженного состоя-
ния в изотропных и анизотропных упругих телах 
на основе классической феноменологии Фурье 
и в меньшей степени с учетом конечной скорости 
распространения теплоты в твердых телах; раз-
вита обобщенная теория сопряжения термомеха-
нических полей с полями различной физической 
природы (электрическими, магнитными); сфор-
мулированы определяющие соотношения линеа-
ризованной теории с учетом тепловой памяти; 
установлена связь макроскопического поведения 
сплошной среды с внутренними параметрами со-
стояния среды и скоростью их изменения во вре-
мени. Систематизация результатов, накопленных 
в этой области термомеханики, дана в [1–4].

Настоящая публикация продолжает исследо-
вания в этой области. Изучается термическая ре-
акция твердого тела на тепловой удар на основе 
уравнения теплопроводности гиперболического 
типа, вытекающего из обобщенного закона тепло-
проводности Максвелла–Каттанео–Лыкова–Вер-
нотта (подробности в [5]), учитывающего инер-
цию теплого потока. Принимаются во внимание 
два обстоятельства.
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При высокоинтенсивном нагреве твердых 
тел, создающем тепловой удар, тепловые потоки 

 в области , описы-
вающей реальное твердое тело, отстают от гради-
ента температуры  на величину, пропор-
циональную времени релаксации , связанную 
со скоростью распространения  теплоты со-
отношением  (  –температуропровод-
ность):

 
,  (1)

где λТ – теплопроводность. 
Уравнение энергии для изотропных твердых 

тел  приводит к урав-
нению переноса гиперболического типа:

 
,  (2)

содержащего не только первую, но и вторую про-
изводную от температуры по времени. Вследствие 
чего уравнение (2) описывает волновые процессы, 
в данном случае волновой теплоперенос.

Второе обстоятельство состоит в том, что во-
просы корректной постановки краевых задач для 
уравнения (2) рассмотрены сравнительно недав-
но [1, 5], и ряд вопросов, связанных с тепловыми 
задачами для уравнения (2), до конца не изучен.

Уравнение совместности в напряжениях 
для динамических задач

Пусть   – конечная или частично ограничен-
ная выпуклая область пространства , 
находящаяся в условиях термонапряженного со-
стояния;  – кусочно-гладкая поверхность, огра-
ничивающая область ;  – внешняя нормаль к 

 ;  – распределение температуры в облас-
ти  при ;  – начальная температура, при ко-
торой область  находится в недеформируемом 
состоянии.

Пусть , ,  – 
соответственно компоненты тензоров напря-
жения, деформации и вектора перемещения, 
удовлетворяющие основным уравнениям (несвя-
занной) термоупругости [1]: уравнениям движе-
ния (с учетом объемных сил ), геометри-
ческим соотношениям и физическим уравнениям 
(в индексных обозначениях):

   (3)

 
;  (4)

   
(5)

 
где  – плотность; ,  =  – изо-
термические коэффициенты Ламе;  – коэффи-
циент Пуассона, при этом ;  – мо-
дуль Юнга;  – модуль сдвига;  – коэффициент 
линейного теплового расширения;  – символ 
Кронекера;  – объем-
ная деформация, связанная с суммой нормаль-
ных напряжений  со-
отношением

   
(6)

Исключая в (4) компоненты вектора перемеще-
ния, приходим к известному уравнению совмест-
ности деформаций в виде , где 

 – альтернативный (антисимметричный) тен-
зор . Это уравнение можно рас-
писать подробнее:

 .  (7)
Выразим из (5) деформации через напряжения

 .
  (8)

Свернем в (7) в тензоры по индексам  
 и подставим правые час-

ти соотношения (8). Произведя преобразования 
с использованием (3), (4) и свойств тензорной ал-
гебры, найдем следующее основное уравнение ди-
намической термоупругости в напряжениях

 

   

(9)  

 

 
,

 .
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В координатной форме (x, y, z):

 
´

 

  (10)

 
 
где 

  ; 

 
Выражение (10) является обобщением урав-

нений Бельтрами–Митчелла на динамические за-
дачи. Этот случай впервые рассмотрел В. Но-
вацкий [6], используя уравнения эластокинетики 
в напряжениях, однако конечный результат в [6] 
имеет форму, отличную от (10) и менее удобную 
для практических приложений. В этом смысле 
уравнение (10) представляет самостоятельный 
интерес для термомеханики. Частный случай 
уравнения (10) для квазистатических задач (в (3) 
следует считать ) указан в [1], а при отсут-
ствии объемных сил ( , квазистатика) в [6]. 
В конкретных случаях теплового удара (характер 
нагрева; область термонапряженного состояния; 
случай симметрии) соотношение (10) приводит 
к известным соотношениям динамической тер-
моупругости, описанным в [1].

Представляет интерес получить аналогичное 
соотношение и для плоской задачи термоупругос-
ти. Для этого случая в (3), (4) индексы , 
а соотношение (8) следует записать в виде

 

  (11)

где  а параметры в (11) есть:
• для плоской деформации:

 

• для плосконапряженного состояния:

 .
Уравнение совместности в деформациях (7) вы-

рождается и теперь имеет вид .
Повторяя предыдущие рассуждения, прихо-

дим к конечному результату в виде:

 

 
.
 

(12)

Динамическая реакция твердого тела 
на тепловой удар

В качестве применения соотношения (10) 
рассмотрим случай, имеющий большое значе-
ние для многих практических приложений [7]. 
Упругое полупространство , первоначально 
находящееся при температуре , подвергается 
на границе различным режимам теплового воз-
действия, создающим тепловой удар, а именно: 
температурному нагреву температурой  (тем-
пературная функция ), либо тепловому на-
греву тепловым потоком  (температурная функ-
ция ), либо нагреву средой температуры  
(температурная функция ). В этих услови-
ях при одномерном движении величины  

   на-
пряжения  для  и  для . Урав-
нение (10) при отсутствии объемных сил и для 
свободной от напряжений границы тела приво-
дит к следующей динамической задаче термоу-
пругости:

   

(13)

   
(14)

   (15)

где

   
(16)

– скорость распространения волны расшире-
ния в упругой среде, близкая к скорости звука. 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №3-4.

137THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

Остальные компоненты тензора напряжения, от-
личные от нуля, согласно (3)–(5), имеют вид:

   
(17)

при этом

   
(18)

Уравнение (8) впервые получила Даниловская 
непосредственно из соотношений (3)–(5), и не-
зависимо от нее Т. Мура (ссылки в [1]), который, 
по-видимому, не знал о ранней и более общей ра-
боте Даниловской.

Температурная функция , входящая 
в (13)–(18), есть решение задачи:

   
(19)

   
(20)

   
(21)

   
(22)

 
 (23)

  (24)

В безразмерных переменных

  

 

 
где , задача (13)–(15), 

(19)–(24) будет иметь вид:

   
(25)

   
(26)

   
(27)

   
(28)

   
(29)

   
(30)

   
(31)

   

(32)

   
(33)

В пространстве изображений по Лапласу

 

 

решение тепловой задачи (28)–(33) имеет вид:

   (34)

   

(35)

Напряжение  при найденном соотно-
шении (34) записывается в виде:

   
(36)
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(37)

где
 

При нахождении оригиналов в (36), (37) сле-
дует обратить внимание на величину параметра 

. Так, для органического стекла , для 
кварца и кремния , т. е.  для стали , 
для кристалла и алюминия , т. е. . Величи-
на параметра  играет определяющую роль в за-
писи интервалов изменения напряжения  и 
в выборе основных соотношений операционно-
го исчисления при переходе к оригиналам в (36), 
(37). Предварительно приведем полезные соотно-
шения, отсутствовавшие в известных справочни-
ках по операционному исчислению:

 
  (38)

   
(39)

  
(40)

Здесь  – вещественная функция, которая остается ограниченной при лю-

бых вещественных τ. При этом 
 

 – функция 

 Лапласа. Заметим, что оригиналы изображений (37) (для i = 2, 3) сводятся к (38)–(40).
Находим из (36), (37) для напряжений:
– при β < 1:

   

(41)

где

   
(42)

   (43)

 
 (44)

 

   

(45)
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   (46)

 

– при :

   

(47)

где

 
 (48)

  (49)

   
(50)

   

(51)

 

    (52)

Приведем для сравнения соответствующие модельные представления в рамках классической фе-
номенологии Фурье (в (19)  в (25) ) в условиях температурного нагрева:  теп-

лового нагрева:  нагрева средой:  В безразмерных 
переменных

 

 
Находим для напряжения в пространстве изображений:
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в пространстве оригиналов:

   
(53)

Здесь компоненты  и  имеют значения:
– в случае температурного нагрева (i=1)

   
(54)

– в случае теплового нагрева (i=2)

   

(55)

– в случае нагрева средой (i=3)

   

(56)

Здесь 

Физический анализ решений

Как следует из (41), (47) напряжение  
в фиксированной точке области  возникает 
спустя время  если   после воз-
действия источника теплоты на границу полу-
пространства. Но в отличие от классической фе-
номенологии Фурье (53) соотношения (41), (47) 
показывают наличие двух скачков напряжения: 
один – на фронте тепловой, другой – на фронте 
упругой волны, идущих соответственно со скоро-
стями  и  На рис. 1–3 приведены графики за-
висимости напряжения от безразмерного времени 
в сечении  Расчеты выполнены по формулам 
(41)–(52). На рис. 4 представлены соответству-
ющие кривые динамических термоупругих на-

пряжений, рассчитанные по формулам (53)–(56) 
на основе уравнения параболического типа. Рас-
четы выполнены для значений  (органичес-
кое стекло),  (кварц, кремний),  (крис-
таллы, алюминий),  (сталь).

Из графиков видно, что учет конечной скоро-
сти распространения теплоты приводит к суще-
ственному изменению картины динамических 
температурных напряжений по сравнению с дан-
ными на рис. 4. Рассмотрим фиксированное се-
чение внутри полупространства  При  
напряжения в сечении равны нулю. В момент 
времени  к этому сечению подходит про-
дольная упругая волна напряжения, фронт кото-
рой движется со скоростью : возникает скачком 
сжимающее напряжение, которое дальше умень-
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шается. В момент времени  к этому сечению 
подходит тепловая волна, фронт которой дви-
жется со скоростью : напряжение, изменяясь 
скачком, уменьшается и далее асимптотически 
стремится к нулю. При  в рассматриваемое се-
чение в момент времени  приходит тепловая 
волна, фронт которой движется со скоростью : 
возникает скачком сжимающее напряжение, кото-
рое дальше возрастает. В момент времени  
к сечению подходит продольная упругая волна, 
что вызывает скачкообразное изменение напряже-
ния и его дальнейшее уменьшение до нуля.

На рис. 5 представлены кривые изменения 
 в сечении  при  по-

зволяющие провести сравнительный анализ раз-
личных режимов напряжения: температурного 
(30), теплового (31) и средой (32). Первый ре-
жим по сравнению со вторым и третьим связан 
с появлением сжимающих и растягивающих на-
пряжений, и в этом смысле он может быть наибо-
лее опасным, хотя во втором режиме сжимающее 
напряжение (хотя и незначительное) превосхо-
дит первое. Интересно отметить (см. рис. 4), что 
в классическом случае (53) при тепловом ударе 
наиболее опасным является именно режим вне-
запного температурного нагрева.

Представляет интерес получить расчетные 
инженерные формулы скачка напряжений  
на фронте термоупругой волны. Для этого вос-
пользуемся теоремой запаздывания [3]

 
откуда видно, что в точке  происходит скачок 
функции  Величина скачка рассчитывается 
по формуле

 
Находим, используя (36), (37):

   

(57)

Выражения (57) дают возможность качествен-
но и количественно оценить степень опасности 
теплового воздействия на упругий материал, 

Рис. 1. Зависимость напряжения  от времени в сечении  
при температурном нагреве: 1 – β=0.4; 2 – 0.7; 3 – 1.8; 4 – 3.4

Рис. 2. Зависимость напряжения  от времени в сечении  
при тепловом нагреве: 1 – β=0.4; 2 – 0.7; 3 – 1.8; 4 – 3.4

Рис. 3. Зависимость напряжения  от времени в сечении  
при нагреве средой: ; 1 – β=0.4; 2 – 0.7; 3 – 1.8; 4 – 3.4
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так как соотношения (57) можно считать верх-
ней оценкой максимума , величина которо-
го определяется условиями внешнего нагрева, 
тепловыми и упругими свойствами материала. 
В то же время в (57) наглядно проявляется роль 
параметра : при уменьшении разности скоростей 
распространения звука и теплоты в среде величи-
на скачка напряжений возрастает, что создает ре-
альную опасность разрушения материала.

Выводы

Исследована термическая реакция твердого 
тела на тепловой удар в терминах динамической 
термоупругости с учетом конечной скорости рас-
пространения теплоты. Дана корректная поста-
новка тепловых задач для уравнений гиперболи-
ческого типа; предложены различные модели при 
резких тепловых нагружениях границы тела: тем-
пературном, тепловом, средой. Выявлен наиболее 
опасный режим нагружения; предложены прак-

тические соотношения для скачков на пряжений 
на фронте термоупругой волны, дающие верх-
нюю оценку максимума соответствующих темпе-
ратурных напряжений при тепловом ударе.
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The theory of dynamic thermoelasticity in the problem of thermal shock is developed on 
the basis of Maxwell–Cattaneo–Lykov–Vernot phenomenology on the finite velocity of heat 
propagation in solids. A compatibility equation in stresses is proposed that generalizes the 
Beltrami–Mitchell relation to dynamic problems and as a special case of the investigational thermal 

Рис. 5. Зависимость напряжения  от времени в сечении : 
1 – температурный нагрев; 2 – тепловой нагрев; 3 – нагрев средой  
( )

Рис. 4. Зависимость напряжения  от времени в сечении : 
1 – температурный нагрев; 2 – тепловой нагрев; 3 – нагрев средой  
( ).
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reaction of a massive solid body to a non-thermal shock. Different modes of sudden training of 
the body spray were studied: temperature, thermal, environment. The most dangerous mode of 
thermal influence is revealed; stress jumps at the front of a thermoelastic wave are calculated, as 
ratios that have great practical importance in the evaluation of thermal strength of solid body under 
thermal shock conditions.

Keywords: heat stroke, the final velocity of heat propagation, dynamic thermoelastic stresses, 
stress jumps.
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