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Аннотация. В статье дается развитие теоретических основ нового научного направления –
динамической термовязкоупругости в условиях локально-неравновесного процесса переноса теп-
лоты. Динамические модели, описывающие тепловой удар, привлекли внимание исследователей 
особенно в последние десятилетия в связи с созданием мощных излучателей энергии и их ис-
пользованием в технологических операциях. При этом большинство исследований термической 
реакции твердых тел при резком нагреве (или охлаждении) выполнены для технически важных 
материалов, подчиняющихся закону Гука. Однако, при повышенных температурах и более вы-
соком уровне напряжений понятие об упругом теле становится недостаточным: почти у всех ма-
териалов обнаруживается более или менее отчетливо явление вязкого течения. Реальное тело 
начинает проявлять упругие и вязкие свойства и становится вязкоупругим. Возникает достаточ-
но сложная проблема: развитие динамической (квазистатической) термовязкоупругости в рам-
ках соответствующих математических моделей классической прикладной термомеханики и ма-
тематики. Цель работы – рассмотреть открытую проблему теории теплового удара в терминах 
обобщенной модели термовязкоупругости в условиях локально-неравновесного процесса рас-
пространении теплоты в твердых телах. Рассматриваются три вида интенсивного нагрева: тем-
пературный, тепловой, нагрев средой. В равной мере могут быть рассмотрены режимы интен-
сивного охлаждения. Ставится задача: разработать модельные представления динамической 
(квазистатической) термовязкоупругости, допускающие точные аналитические решения соот-
ветствующих краевых задач на их основе. Указанное направление в научной литературе практи-
чески отсутствует. 

В результате развиты модельные представления термической реакции вязкоупругих тел с ис-
пользованием предложенного нового уравнения совместности в перемещениях. 

Последнее позволило предложить новые интегро-дифференциальные соотношения на базе 
линейных реологических моделей для среды Максвелла и среды Кельвина, включающие одно-
временно динамические и квазистатические модели для вязкоупругих и упругих сред, обобща-
ющие результаты предыдущих исследований. Предложенные определяющие соотношения но-
вой формы применимы для описания термической реакции квазиупругих тел канонической 
формы одновременно в трех системах координат с определяющим систему параметром, что поз-
воляет выявить влияние топологии области на величину соответствующих температурных 
напряжений. 

  

 © Карташов Э.М., Крылов С.С., 2024 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2024. Т. 16. № 8 

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING   365 

Ключевые слова: тепловой удар; термовязкоупругость; обобщенные динамические модели; 
аналитические решения; термические напряжения 

Для цитирования. Карташов Э.М., Крылов С.С. Математические модели динамической тер-
мовязкоупругости // Тепловые процессы в технике. 2024. Т. 16. № 8. С. 364–379. URL: https://tpt 
mai.ru/publications.php?ID=183183 

Original article 

Mathematical models of dynamic thermoviscoelasticity 

E.M. Kartashov1,2, S.S. Krylov2 
1MIREA-Russian Technological University (Lomonosov Institute of Fine Chemical Technologies), Moscow, 
Russia 
2Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia 
Professor.kartashov@gmail.com 

Abstract. The article provides the development of theoretical foundations of a new scientific direc-
tion – dynamic thermoviscoelasticity under conditions of locally nonequilibrium heat transfer process. 
Dynamic models describing thermal shock have attracted the attention of researchers especially in re-
cent decades in connection with the creation of powerful energy emitters and their use in technological 
operations. At the same time, most studies of the thermal reaction of solids during sudden heating (or 
cooling) have been performed for technically important materials that obey Hooke's law. However, at 
elevated temperatures and higher stress levels, the concept of an elastic body becomes insufficient: al-
most all materials exhibit a more or less distinct phenomenon of viscous flow. A real body begins to 
exhibit elastic and viscous properties and becomes viscoelastic. A rather complex problem arises: the 
development of dynamic (quasi-static) thermoviscoelasticity within the framework of the corresponding 
mathematical models of classical applied thermomechanics and mathematics. The purpose of the work 
is to consider an open problem of the theory of thermal shock in terms of a generalized model of ther-
moviscoelasticity under conditions of a locally nonequilibrium process of heat propagation in solids. 
Three types of intense heating are considered: temperature, thermal, heating by the environment. Inten-
sive cooling modes can be considered equally. The task is to develop model representations of dynamic 
(quasi-static) thermoviscoelasticity that allow accurate analytical solutions to the corresponding boun-
dary value problems on their basis. This direction is practically absent in the scientific literature. As 
a result, model representations of the thermal response of viscoelastic bodies were developed using the 
proposed new equation of compatibility in displacements. 

The latter allowed us to propose new integro-differential relations based on linear rheological models 
for the Maxwell medium and the Kelvin medium, including both dynamic and quasi-static models for 
viscoelastic and elastic media, generalizing the results of previous studies. The proposed constitutive 
relations of the new form are applicable to describe the thermal response of quasi-elastic bodies of ca-
nonical shape simultaneously in three coordinate systems with a parameter defining the system, which 
allows us to identify the influence of the topology of the domain on the magnitude of the corresponding 
temperature stresses. 

Keywords: thermal shock; thermoviscoelasticity; generalized dynamic models; analytical solutions; 
thermal stresses 
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Введение 

Статья продолжает исследования в [1, 2] по 
развитию обобщенных локально-равновесных 
и локально-неравновесных процессов переноса 
теплоты. В данной статье изучается открытая 
проблема термической реакции вязкоупругих 
тел на нагрев  массивного тела, ограниченного 
изнутри либо плоской поверхностью (упругое 
полупространство в декартовой системе коор-
динат), либо цилиндрической поверхностью 
(упругое пространство в цилиндрической си-
стеме координат с внутренней цилиндрической 
полостью), либо сферической поверхностью 
(упругое пространство в сферической системе 
координат с внутренней сферической полостью). 
Развивается новый подход на основе интегро-
дифференциальных соотношений, включающих 
одновременно динамические и квазистатические 
модели для вязкоупругих и упругих сред, обоб-
щающие результаты предыдущих исследований. 
Новые модельные представления основаны на 
линейных реологических моделях Максвелла 
и Кельвина, что позволяет отчетливо проследить 
влияние вязкого течения в упругой среде на 
температурные упругие напряжения. Приведен-
ные результаты практически открывают новое 
научное направление в прикладной термоме-
ханике и математике, а именно: исследование 
термической реакции вязкоупругих тел на ин-
тенсивный нагрев (охлаждение) в рамках дина-
мических и квазистатических моделей. Иссле-
дования проводятся в условиях локально-нерав-
новесного процесс переноса теплоты [3–10]. 
Принимаются во внимание два обстоятельства. 
При высокоинтенсивном нагреве твердых тел, 
создающих тепловой удар, тепловые потоки 

( , )q M t  в области  ( , , ) , 0 ,M x y z D t     

описывающих реальное твердое тело, отстают 
от градиента температуры T(M,t) на величину, 
пропорциональную времени релаксации r , свя-

занную со скоростью распространения теплоты 

vT  соотношением v /T ra   (а – темпера-

туропроводность) 

( , )
( , ) ( , ) ,T r

q M t
q M t gradT M t

t
 


  


 (1) 

где T  – теплопроводность. Уравнение энергии 

для изотропных твердых тел ( , ) /c T M t t  

v ( , )di q M t  приводит к уравнению переноса 
гиперболического типа 

2

2

( , ) ( , )
( , ) ,r

T M t T M t
a T M t

t t


 
  

 
 (2) 

содержащего не только первую, но и вторую 
производную от температуры по времени. Вслед-
ствие чего уравнение (2) описывает волновые 
процессы, в данном случае волновой теплопере-
нос. Второе обстоятельство состоит в том, что 
вопросы корректной постановки краевых задач 
для уравнения (2) рассмотрены сравнительно 
недавно [11], и ряд вопросов, связанных с теп-
ловыми задачами для уравнения (2) требуют 
своего дальнейшего изучения. 

Определяющие соотношения  
динамической термоупругости 

Пусть D – конечная или частично ограничен-
ная выпуклая область пространства ( , , ),M x y z  
описывающая реальное твердое тело и нахо-
дящаяся в условиях термонапряженного со-
стояния; S – кусочно-гладкая поверхность, 

ограничивающая область D; 1 2 3( , , )n n n n  – 

внешняя нормаль к S (вектор, непрерывный 
на S); T(M, t) – распределение температуры 
в области D при t > 0; 0T  – начальная темпера-

тура, при которой область находится в неде-
формированном и ненапряженном состоянии. 

Пусть ( , ), ( , ), ( , )ij ij iM t M t U M t   – соответ-

ственно компоненты тензоров напряжения, де-
формации и вектора перемещения, удовлетворя-
ющие основным уравнениям (несвязанной) тер-
моупругости (в индексных обозначениях) [12]: 

, ( , ) ( , ) ( , ),ij j i iM t F M t U M t     (3) 
 

 , ,( , ) (1 / 2) ( , ) ( , ) ,ij i j j iM t U M t U M t    (4) 
 

( , ) 2 ( , )ij ijM t M t    

 0( , ) (3 2 ) ( ( , ) ) ,ii T ijM t T M t T         

, 0,M D t   

(5) 

где   – плотность, ,     – изотермические 
коэффициенты Ламе, G – модуль сдвига, 
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2 / (1 2 ),  Gv v v    – коэффициент Пуассона, 
при этом 2 (1 ) ,  G v E E   – модуль Юнга, 

T  – коэффициент линейного теплового расши-

рения, ij  – символ Кронекера, ( , )iF M t  – ком-

поненты обьемной силы; ,( , ) ( , )i iе M t U M t 

( , )ii M t  – обьемная деформация. связанная 

с суммой нормальных напряжений ( , )M t   

( , )( , , )nn M t n x y z  соотношением 

 0

1 2
( , ) ( , ) 3 ( , ) .T

v
e M t M t T M t T

E
 


    (6) 

Термонапряженное состояние области D при 
t > 0 может возникать при различных режимах 
теплового воздействия на границу S, создающих 
термический удар. К ним можно отнести наибо-
лее распространенные на практике случаи: 

– температурный нагрев (охлаждение) 

 0 0либо 

( , ) ( ), , 0

( ( ) , 0, ( ) . 0);

c

c c

T M t T t M S t

T t T t T t T t

  

   
 (7) 

– тепловой нагрев (охлаждение) 

0

1 ( , )
exp( )

1
( ) ( ) ( ), 0;

t

M S
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T

T M t
d

n

q t S t t

 


 







 
 



  


 (8) 

– нагрев (охлаждение) средой 

0

1 ( , )
exp( )

t

M S
r r

T M t
d

n

 


 


 
 


  

  0 0( , ) ( )( ) ,M S ch T M t T S t T T      

0,t   0( cT T  либо 0 ).cT T  

(9) 

а также от действия внутренних источников теп-
лоты. Здесь T  – теплопроводность материала;

0 ( )q t  – величина теплового потока; h – относи-

тельный коэффициент теплообмена; cT  – темпе-

ратура окружающей среды; 

1, 0
( )

0, 0.

t
S t

t











 (10)

Входящая в (5) температурная функция T(M, t) 
находится из решения краевой задачи неста-
ционарной теплопроводности для уравнения (2) 
с граничными условиям (7)–(9). Соотноше-
ния (3)–(6) – общие соотношения динамической 
термоупругости, связывающие напряжения, де-
формации, перемещения и температуру. При пе-
реходе к конкретным случаям выражения (3)–(6) 
необходимо преобразовать в так называемые 
уравнения совместности либо в напряжениях, 
либо в перемещениях и для этих уравнений 
записывать соответствующую задачу динами-
ческой термоупругости. Для рассматриваемого 
в статье случая необходимо учесть влияние кри-
визны граничной поверхности твердого тела на 
температуру и соответствующие температурные 
напряжения. Здесь более удобной математиче-
ской моделью является уравнение «совместно-
сти» в перемещениях, одновременно охватыва-
ющее цилиндрическую, сферическую и декар-
товую системы координат. Подставляя правые 
части (5) в (3) (без обьемных сил) и используя 
далее (4) и (6) после ряда длительных преобра-
зований приходим к трем уравнениям 

1 ( , )
( . )

(1 2 )
i

e M t
U M t

v i


  

 
 

2

2

( , )
( / ) iU M t

G
t

 
 


 

 0( , )2(1 )
, ( , , ),

(1 2 )

T T M t Tv
i x y z

v i

  
 

 
 

(11)

которое формально можно записать в виде век-
торного равенства 

1
( , ) ( , )

(1 2 )
U M t grad divU M t
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2
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Заметим, что при обратном переходе необхо-
димо приравнять соответствующие компоненты 
в векторной записи левой и правой частей в (12). 

Случаи интенсивного нагрева (охлаждения) 
поверхности области (реального тела) пред-
ставляют значительный практический интерес, 
например, в случаях: поверхностный диэлектри-
ческий нагрев; расчет термических напряжений 
в стенках цилиндров паровых машин и двигате-
лей внутреннего сгорания; в теории автоматиче-
ских систем регулировки температуры; при ис-
следовании области звуковых частот металлов 
при высоких или очень низких температурах 
поверхности; многочисленные случаи резкой 
смены температуры поверхности космических 
авиационных объектов; в машиностроительной 
отрасли при работе на различных эксперимен-
тальных установках для определения темпера-
турного состояния образцов и др. [12–14]. Пред-
ставляет интерес охватить одновременно все три 
случая во всех трех системах координат в рам-
ках обобщенной модели, что может представлять 
несомненную практическую значимость в тео-
рии теплового удара. 

Для удобства записи обобщенной модели вве-
дем обобщенную координату :  = z в декарто-
вых координатах,  = ρ – в сферических,  = r – 

в цилиндрических. При этом ( , ),U U t    

( , ),t    ( , ).i iT T t Основные со-

отношения для упругого тела теперь можно за-
писать следующим образом в обобщенном виде: 

2

2

2 1 1
( )

U Um
U
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02 2

1 1
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1
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T i
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T t T
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(15) 

Здесь 

декартовы координаты,

сферические координаты,

цилиндрические ко, о .

, , 1 / 2

, ,

рдина

1

ы

/

т

2

, 0

z z R m

R m

r r R m

  

   

   

  






 (16)

К полной постановке динамической задачи 
для перемещений в упругой области следует до-
бавить начальные и граничные условия (в по-
следнем случае граница области предполагается 
свободной от напряжений): 

0 0

( , )
( , ) , 0, ,t t

U t
U t R

t
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Зависимости между напряжениями  
и деформациями в реологических моделях 

Многочисленные исследования термической 
реакции твердых тел выполнены, в основном, 
для большинства технически важных материа-
лов, подчиняющихся закону Гука. В соответ-
ствующих математических моделях в терминах 
динамических, квазистатических или статиче-
ских задач термоупругости материал считается 
однородным и изотропным, термомеханические 
коэффициенты являются постоянными величи-
нами, не зависящими от температуры, и рас-
сматриваемые разности температур не слишком 
велики, то есть температура не превышает неко-
торого предельного значения, зависящего от ма-
териала, и напряжения не достигают границы 
текучести. Считается, что при относительно 
низком уровне температур и напряжений по-
ведение широкого класса материалов находится 
в хорошем соответствии с теорией термоупруго-
сти, изложенной выше.  

При повышенных температурах и более вы-
соком уровне напряжений понятие об упругом 
теле становится недостаточным: почти у всех 
материалов обнаруживается более или менее 
отчетливо выраженное явление вязкого течения. 
В этом случае поведение реального тела приня-
то называть вязкоупругим, так как тело одно-
временно проявляет упругие и вязкие свойства. 
Чтобы математически описать неупругое по-
ведение тела при заданных условиях нагрева 
и напряжения, необходимо соответствующим об-
разом обобщить соотношения между напряже-
ниями и деформациями (3)–(4). 

Эти обобщения ведутся по разным направле-
ниям [4], хотя четко разграничить их не всегда 
возможно. Наиболее общие подходы к проблеме 
основываются на представлениях и методах 
физики твердого тела. Чтобы получить сведения 
о механических характеристиках материала, рас-
сматривается его микроструктура (кристалличе-
ская, поликристаллическая, аморфная). Другой 
подход состоит в том, что, отвлекаясь от осо-
бенностей микроструктуры материала, рассмат-
ривать тело как сплошное и искать форму соот-
ношений между напряжениями и деформациями, 
исходя из общих принципов механики и термо-
динамики сплошных сред. Наконец, наиболее 
формальный способ анализа заключается в том, 
что выбираются некоторые простые формы со-

отношений между напряжениями, описывающие 
такие типы неупругих явлений, как ползучесть, 
релаксация напряжений, пластическое течение, 
упрочнение. Реологические модели, которые 
учитывают одновременно протекающие процес-
сы упругого деформирования и вязкого течения, 
благодаря достаточной простоте принятых со-
отношений между напряжениями и деформаци-
ями дают возможность математически проана-
лизировать, как будут вести себя реальные тела 
в различных условиях нагружения. В этом от-
ношении учет реологиеских эффектов имеет 
большое значение при проектировании элемен-
тов конструкций, подвергающихся воздействию 
высоких температур. 

Выпишем все необходимые соотношения для 
реологических законов, связывающих напряже-

ния ( , )ij M t  и деформации ( , )( . , , ).ij M t i j x y z   

Для этого введем девиатор напряжений ( , )ijs M t  

и девиатор деформаций ( , )ije M t  соотношениями 

;( , ) ( , ) ( , )i j i j i js M t M t M t     (20)
 

,( , ) ( , ) ( , )i j i j i je M t M t M t     (21)

где 
 и 

 – среднее нормальное напряжение 
и среднее удлинение: 

1
( , ) ( , )

3 ii
i

M t M t    ; 

1
( , ) ( , )

3 ii
i

M t M t    . 
(22)

При помощи этих девиаторов соотноше-
ния (3)–(4) можно записать в виде: 

( , ) 2 ( , )ij ijs M t Ge M t  (23)
 

 0

( , )

1 2
( , ) ( , )

2 (1 )
.T

M t

v
M t T M t T

G v



 








  



 (24)

Эти равенства описывают поведение линей-
ной упругой среды. Если к соотношениям зако-
на Гука добавить слагаемое, выражающее нью-
тонов закон вязкости (последовательное или 
параллельное соединение пружины и вязкого 
сопротивления, то полученные зависимости бу-
дут приводить к среде Максвелла  
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( , ) ( , )1
( , ) 2

ij ij
ij

p

s M t e M t
s M t G

t t

 
 

 
 (25) 

и к среде Кельвина 

( , )
( , ) 2 ( , ) .

ij
ij ij p

e M t
s M t G e M t

t



 



 
 
 

 (26) 

При этом соотношение (24) остается без из-
менения. Последнее означает, что при гидроста-
тическом сжатии или растяжении тело ведет се-

бя как вполне упругое. Постоянная /p G   

носит название время релаксации в (25) и время 
запаздывания в (26),   – вязкость материала. 
Разумеется, поведение материалов на практике 
сложнее случаев (25)–(26), однако, если осно-
вываться на применении простейших моделей, 
то для металлов при высоких температурах 
и для полимеров, сочетающих процессы уп-
ругого деформирования и вязкого течения мож-
но использовать схему Максвелла, а для мате-
риалов с внутренним трением при изучении за-
тухающих колебаний – схему Кельвина. 

Заметим, что при 0( )p     соотноше-

ние (25) дает среду Гука; при 0( 0)p    в (26) 

закон Кельвина сводится к зависимости (23). 
При тепловом ударе (мгновенное нагревание 

или охлаждение граничной поверхности) напря-
жения скачкообразно изменяются на величину 

 0T CE T T   . [13]. В упругой среде эти 

напряжения остаются неизменными, а в среде 
Максвелла начинается вязкое течение, вслед-
ствие которого напряжение непрерывно убыва-
ет, асимптоматически приближаясь к нулевому 
значению. В среде Кельвина, напротив, скачок 
напряжения превышает соответствующее упру-
гое значение, к которому это напряжение впо-
следствии асимптотически приближается. 

Новые интегральные соотношения  
для динамической термовязкоупругости 

Так как соотношения между напряжениями 
и деформациями для вязкоупругих материалов со-
держат время, то соответствующие математиче-
ские модели будут нестационарными и, следова-
тельно, динамическими. Приведенные соотно-
шения могут быть использованы для описания 

термической реакции вязкоупругих тел канони-
ческой формы (бесконечная пластина; полупро-
странство, ограниченное плоской поверхностью; 
тела цилиндрической и сферической формы и др.) 
при заданных условиях нагрева (или охлажде-
ния) в рамках соответствующей краевой задачи 
нестационарной теплопроводности. Для этого на 
начальном этапе необходимо получить диффе-
ренциальное уравнение динамической термовяз-
коупругости. Рассмотрение этого вопроса начнем 
в декартовых координатах для вязкоупругого по-
лупространства z l  температуры ( , )T z t , гра-
ница которого свободна от напряжений. При 
этом 0 yx UU , ( , ),z zU U z t  0 yyxx ; zzzze  )3/2( ; 

напряжения ( , )ij ij z t   для , 0iji j    для

( , , , )i j i j x y z  . Имеем далее: 

р

0

( , ) 1 4 ( , )
( , ) ; ( 0)

3 ;

( , ) 0 ;

zz zz
zz

zz t

s z t G z t
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 (27)
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(29) 

Находим решение задачи Коши (27) 

0

4 4 ( )
exp ( , )

3 3

t

zz zz zz
p p

G G t
s z d


   

 


  

 
 
 

  (30) 

Находим zz  из (29)–(30) и подставляем в 

(28). В результате приходим к следующему со-
отношению для среды Максвелла: 

 2 2
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(31) 
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При этом 
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(32) 

Аналогичными рассуждениями в сфериче-
ской системе координат (центральная симмет-
рия ( , ))i iT T t  для вязкоупругой области 

, 0R t    находим соотношения для среды 
Максвелла: 
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(33) 
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(34) 

В цилиндрических координатах (радиальный 
поток ( , ))i iT T r t  для вязкоупругой области 

, 0r R t   аналогичные рассуждения приводят 
к результатам: 
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(35) 
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(36) 

Теперь в координатах ( , )t  можно записать 

обобщенную модель динамической термовязко-
упругости одновременно для всех трех систем 
координат. 

Для среды Максвелла:  

 

2

2

2

0

2 2

2 1 1
( )

( , )1 (1 )

(1 )

i
T

p

U Um
U

U T t Tv

vt

 




  






 
  



  
  

 

 

0

2

2

( )
exp

2(1 2 )

3 (1 )

2 1 1
( ( , )) ,

t

pp

tv

v

U Um
U d

 






  
  


 






 
  



 
  

 

 
 
  

 

(37) 
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(38) 

Конкретная системе координат в соотноше-
ниях (37)–(38) фиксируется записью (16). 

Для среды Кельвина: 
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(40) 

Здесь, как и выше в (38), соответствующая 
система координат определяется условиями (16). 

Функции ( , )( 1, 2, 3)iT t i   соответствуют по-

становкам (15). Для записи краевых задач для 
уравнений (37) и (39) следует добавить началь-
ные условия (17), условия ограниченности (19) 
и граничное условие для свободной от напря-
жений (38) и (40) границы области , 0.R t    

При проведении численных экспериментов для 
различных условий теплового нагрева (или охла-
ждения), указанных в (15), уравнения (37) и (39) 
допускают преобразования Лапласа, что позво-
ляет в пространстве изображений  перейти к ли-
нейным краевым задачам для перемещений и 
после их нахождения выписать все (ненулевые) 
компоненты тензоров напряжений и деформа-
ций, затем после перехода к оригиналам стано-
вится возможным воспроизвести полную карти-
ну динамической реакции вязкоупругого тела на 
тепловой удар. Можно использовать для этих 
целей также и частные соотношения (31), (33), 
(35), а можно (что более интересно) перейти сра-
зу к обобщенным моделям для уравнений (37), 
(39). В [2] развит аналитический метод нахож-
дения точных операционных решений такого 
рода обобщенных уравнений, что в конечном 
счете позволяет описать влияние топологии об-
ласти (фиксируя в решении задачи m) на вели-
чину вязкоупругих температурных напряжений. 
Последнее с практической точки зрения пред-
ставляет значительный интерес для многих 
направлений науки и техники [9,10,13]. 

Можно указать еще один новый подход на 
основе девиаторных соотношений, также при-
водящий к динамической постановке термовяз-
коупругой задачи. Рассмотрим этот подход для 
декартовых координат. Находим из (29)–(30): 
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(41)

Операционным методом находим из (23) 

( , )zz z p  и подставляем найденное соотноше-

ние в операционную форму уравнения 
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Операционным методом находим из (23) 

( , )zz z p  и подставляем найденное соотноше-
ние в операционную форму уравнения 
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После длительных преобразований приходим 
к уравнению нового вида 
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(42) 

Здесь 1 2

2(1 2 ) 1
; .

3(1 ) 1
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m m
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Уравнение (42) обобщает известное уравне-
ние Даниловской для упругих тел [8] на вязко-
упругие тела и фактически дает дальнейшее раз-
витие указанной проблемы (в рамках среды 
Максвелла). Для среды Кельвина имеем следу-
ющее уравнение: 
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(43) 

Для проведения численных расчетов, напри-
мер, на основе уравнения (43), целесообразно 
перейти к безразмерным величинам по фор-
мулам 
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скорость распространения волны расширения 
в упругой среде, близкая к скорости звука. 

Уравнение (43) принимает вид: 
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(44) 

и в такой форме является более удобным для 
преобразований в пространстве изображений по 
Лапласу, так как содержит слагаемое типа 
свертки (что удобно для применения преобразо-
вания Лапласа). Найдем операционное решение 
уравнения (44): 
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(45) 

Представленное изображение является харак-
терным для динамических задач термовязко-
упругости и отличается от классических изоб-
ражений (с оригиналами) в таблицах [16]. Клю-
чевым вопросом при нахождении оригинала 
сложного изображения (66) является предвари-
тельное нахождение оригинала изображения 
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Здесь можно использовать подход, разрабо-
танный авторами в [2] для сложных изображе-
ний. Используем для этих целей интеграл Рима-
на–Меллина, учитывая, что функция (67) имеет 
две точки ветвления. Опуская длительные вы-
кладки, приведем конечный результат: 
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Здесь: 
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( )z – функция Хевисайда. Теперь можно выпи-
сать оригинал изображения (45): 
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Переходя к среде Кельвина, запишем прежде 
всего уравнение (43) в перемещениях ( , )    
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Операционное решение уравнения (49) с кра-
евыми условиями 
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запишем в виде 
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Для перехода к оригиналу в изображении (52) 
нам понадобится оригинал следующего сложно-
го изображения 
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Здесь: 
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Теперь можно записать оригинал напряжения 
(52) для среды Кельвина: 
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Входящие в (42) и (45) температурные функ-
ции ( , )iT z t  являются решениями задач: 
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В переменных ( , )   имеем задачи: 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2024. Т. 16. № 8 

376    THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 

2 2
2

2 2

( , )
,

0, 0,

i i iW W W 


  

 

  
 

  

 

 

0 0

( , )
( , ) 0,

0,

i
i

W
W  

 
 





 


 





 

1 0( , ) 1, 0,W       

' '
'2

0 2
0

( , )
exp( )

, 0,T

W
d

q




   


 





 
 



  


 

 

' '
'3

0 2
0

0 3 0

( , )
exp( )

( , ) 1 , 0,

W
d

h W







   


 

  





 
 



  


 

( , ) , 0, 0.iW         

(57) 
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Вначале запишем операционные решения 
тепловых задач: 
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Находим оригиналы записанных изображений: 
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Соотношения (60)–(63) дают аналитическое 
решение тепловой задачи в декартовой системе 
координат. В качестве следующего шага пред-
ставляет интерес получить аналитическое реше-
ние обобщенной тепловой модели (15), охваты-
вающей все три системы координат, наиболее 
употребительные в прикладных вопросах тео-
рии теплового удара. Заметим, что подобное 
решение в литературе не приводилось. 

Задачу (15) запишем в безразмерных пере-
менных: 
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В приведенных величинах (64) имеем: 
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В пространстве изображений по Лапласу опе-
рационное решение задачи (65) имеет вид: 
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Здесь ( )mK z   модифицированная функция 

Бесселя. Переход к оригиналам в (66)–(67) свя-
зан с длительными и громоздкими вычисления-
ми, которые, однако, доводятся до конца. Для 
этих целей воспользуемся интегралом Римана–
Меллина 
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Здесь 2 2( ) .       
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Теперь из (66)–(67) для i = 1 находим обоб-
щенное аналитическое решение первой краевой 
задачи (для всех трех систем координат): 
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Находим далее: 
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где 1 ( )   функция (72), 
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В случае (74) во избежании излишней гро-
моздкости решение приведено для малых вре-
мен, учитывая кратковременность инерционных 
эффектов, имеющих принципиальное значение 
в динамической модели и представляющих наи-
более интересные времена для исследования. 

Заканчивая теорию динамической термовязко-
упругости, следует сравнить обобщенные соот-
ношения (13)–(14) для упругой среды и соотно-
шения (37)–(38) для модели Максвелла (39)–(40) 
для модели Кельвина вязкоупругой среды. Здесь 
наглядно проявляется влияние вязкости и ее 
вклад в обобщенную термомеханику. Фактиче-

ски приведенные соотношения (как и (42), (43), 
(48)) открывают перспективное научное направ-
ление, связанное с исследованием термической 
реакции вязкоупругих сред на нагрев (или охла-
ждение) в терминах динамической вязкоупруго-
сти. Например, в (48) могут быть рассмотрены 
многочисленные случаи нагрева (охлаждения) 
в рамках модельных задач (15) тепловым пото-
ком однородным, неоднородным, импульсным, 
пульсирующим, периодическим, апериодическим 
и др. Каждый случай такого изучения представ-
ляет собой самостоятельное научное исследова-
ние, затрагивающее не только термомеханику, 
но и вычислительную математику и в особенно-
сти операционноеисчисление при нахождении 
оригиналов сложных изображений. Заметим, что 
подобного рода решения динамических задач 
термовязкоупругости в литературе не рассмот-
рены. Авторы надеются, что настоящая публи-
кация заинтересует читателей в плане поиска 
научного направления, активная работа в кото-
ром, несомненно, выльется в добротную канди-
татскую диссертацию. 

Заключение 

Предложены новые модельные представления 
интегро-дифференциальной формы для динами-
ческой и квазистатической термовязкоупругости 
для различных случаев теплового воздействия 
на вязкоупругие тела одновременно в декарто-
вой, цилиндрической и сферической системах 
координат. Приведенные соотношения позво-
ляют аналитически изучить многочисленные 
практические случаи термической реакции вяз-
коупругой среды (вязкоупругих тел канонической 
формы) в рамках линейных реологических моде-
лей Максвелла и Кельвина в терминах феноме-
нологии Максвелла–Каттанео–Лыкова–Вернотта 
о распространения теплоты в твердых телах. 
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