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Аннотация. В статье проведен анализ особенностей натекания на твердую стенку сверхзвуково-
го гетерогенного потока. Разработана математическая модель процессов при натекании твердой 
фазы потока на плоскую преграду. Проведен критический анализ результатов расчета, получен-
ных с использованием предложенной математической модели. Подобная проблема возникает при 
полете сверхзвуковых летательных аппаратов (ЛА) в аномалиях атмосферы – дождевая и пыле-
вая облачность. Аналогичную задачу решают при формировании разного рода покрытий сверх-
звуковыми низкотемпературными гетерогенными потоками (НТГДМ-технология). 
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Mathematical modeling of the interaction of a supersonic 
heterogeneous flow with a flat obstacle 
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Abstract. The study of the interaction of a supersonic heterogeneous flow with a wall is of great im-
portance for aviation and rocket technology, especially when flying in a non-uniform atmosphere. This 
task is implemented when creating protective coatings using low-temperature heterogeneous flows 
(NTGDM technology). 
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The paper considers two main aspects: supersonic flow around bodies; interaction of supersonic hetero-
geneous jets with surfaces during coating formation. 
A mathematical model is proposed that takes into account interphase heat transfer and the dynamics of 
particle impact on the surface. The main study is devoted to the axisymmetric flow of the flow when 
impinging on a flat wall. When the flow interacts with an obstacle, a complex flow structure with shock 
waves and various compression shocks is formed. These phenomena play a key role in the formation of 
the final coating and its characteristics.  
It has been established that when the mass fraction of the solid phase is up to 10 %, its influence on gas-
dynamic processes becomes insignificant, and the task is reduced to the interaction of a gas jet with an 
obstacle. This discovery allows us to significantly simplify the mathematical modeling of the process 
without losing the accuracy of the results. 
For the practical application of the NTGDM technology for the formation of protective coatings, the 
following assumptions are made: constancy of gas density; flatness of the shock wave; constancy of ve-
locity gradients in the compressed layer; constancy of velocity relaxation coefficients; constancy of par-
ticle temperatures. These assumptions allow us to create a simplified, but fairly accurate model of the 
process, which can be effectively used in engineering calculations. 
This approach allows us to effectively evaluate the parameters of particles before their collision with 
the surface and optimize the process of applying coatings using the NTGDM technology. At the same 
time, high accuracy of quality control of the coating and its performance characteristics is achieved. 
The practical significance of this method lies in the possibility of creating protective coatings with 
specified properties, which is especially important for the aviation and space industries. The technology 
allows obtaining coatings with improved strength characteristics, increased wear resistance and re-
sistance to aggressive environments. 

Keywords: supersonic heterogeneous flow, flat barrier, carrier gas, solid phase, mathematical model, 
high-speed aircraft, atmospheric anomalies, NTGDM technology, compression shock 
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Введение 

Задача о взаимодействии сверхзвукового ге-
терогенного потока со стенкой (преградой) раз-
ной конфигурации является актуальной для авиа-
ционной и ракетной техники, когда высокоско-
ростной летательный аппарат (ВЛА), совершает 
полет в неоднородной атмосфере (например, дож-
девые или пылевые облака). Кроме того, подоб-
ная задача реализуется при формирования раз-
ного рода покрытий с использованием низко-
температурных гетерогенных потоков, (НТГДМ-
технология).  

Газодинамические процессы, сопутствующие 
течению сверхзвукового гетерогенного потока 
вблизи поверхности тела различной конфигура-
ции, составляют две задачи: 

– обтекания тел произвольной формы сверх-
звуковыми потоками, когда размеры обтекае-

мых тел значительно меньше диаметра набе-
гающих потоков; 

– имитация на промышленном оборудовании 
процессов взаимодействия сверхзвуковых гете-
рогенных струй малого диаметра с поверхно-
стями больших размеров при формировании по-
крытий разного назначения. 

В настоящее время среди разнообразных тех-
нологий нанесения защитных покрытий интен-
сивное развитие получили наукоемкие газотерми-
ческие методы. К группе промышленно развитых 
газотермических методов нанесения покрытий 
относят плазменный, детонационный, газопла-
менный, и электродуговой. Все они объединены 
единым принципом формирования покрытий – 
использованием гетерогенных потоков. 

Однако, при всей простоте и мобильности 
указанных выше методов, они обладают рядом 
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существенных недостатков, связанных, прежде 
всего, с использованием высокотемпературной 
(несколько тысяч градусов) газовой струи, кото-
рой характерна высокая химическая агрессив-
ность при использовании дешевых технических 
газов (воздух, азот, СО2). Последнее оказывает 
необратимое отрицательное воздействие на ис-
ходные компоненты создаваемого покрытия и, как 
следствие этого, снижает его качество. Кроме то-
го, качество покрытий определяется процессом 
фазовых переходов вследствие высокой темпе-
ратуры газа-носителя. 

В этой связи задача улучшения газотермиче-
ских технологий интенсивно решалась рядом за-
рубежных и отечественных фирм и НИИ [1÷11]. 
При этом концепция дальнейшего совершенство-
вания технологий связывалась непосредственно 
с увеличением скорости гетерогенных потоков 
в два и более раз превышающей скорость звука. 
Однако эти поиски только частично решили за-
дачу повышения качества покрытий, расширили 
их спектр, но не достигли их высокой надеж-
ности. Это объясняется тем, что модификации 
высокотемпературных газодинамических мето-
дов формирования покрытий не решена задача 
снижения температуры газа-носителя, а, следо-
вательно, не исключены процессы межфазного 
массообмена и гомогенных и гетерогенных хи-
мических реакций между фазами. 

С целью расширения возможностей газоди-
намических технологий нанесения покрытий в 
МАИ в 1991 году был запатентован метод с не-
значительным подогревом газа-носителя (десят-
ки и сотни градусов) [12], получивший в даль-
нейшем наименование «Низкотемпературного 
газодинамического метода» (НТГДМ). Прове-
денные экспериментальные исследования пока-
зывают, что при высоком качестве покрытий, 
превосходящем по всем параметрам покрытия, 
полученные традиционными технологиями, 
производительность НТГДМ в разы превыша-
ет используемые промышленные методы. При 
этом энергозатраты на формирование покры-
тий НТГДМ-технологией более чем в два раза 
ниже. 

В связи с указанным, целью данной работы 
являлось: «Математическое моделирование вза-
имодействия сверхзвукового гетерогенного по-
тока с плоской преградой. Разработка матема-
тической модели процессов формирования по-

крытий с использования НТГДМ-технологии. 
Верификация предложенной модели». 

Математическое моделирование 
взаимодействия сверхзвукового гетерогенного 

потока с плоской преградой:  
приближенная модель 

Осесимметричная конфигурация течения 
сверхзвукового гетерогенного потока (СГП) при 
его натекании на плоскую стенку является пред-
метом нашего исследования (рис. 1). Рассмотрим 
подробнее этот процесс. Гетерогенный поток, 
состоящий из газовой и твердой фаз, движется 
со сверхзвуковой скоростью в направлении плос-
кой преграды. По мере приближения к преграде, 
поток начинает взаимодействовать с ней, вызы-
вая формирование сложной структуры течения. 
Эта структура включает в себя ударные волны, 
зоны сжатия и разрежения, а также различные 
виды скачков уплотнения [1]. 

На рис. 1 показана ударная волна, которая 
образуется при резком торможении потока у по-
верхности стенки. Также отмечены линии тока 
газа-носителя и траектории частиц твердой фа-
зы. Эти траектории изменяются по мере про-
хождения через зону сжатия, что связано с из-
менением направления векторов скоростей обе-
их фаз [2]. 

Таким образом, анализ осесимметричной схе-
мы течения позволяет нам лучше понять дина-
мику взаимодействия сверхзвукового гетероген-
ного потока с преградой и выявить ключевые 
факторы, влияющие на это взаимодействие. Важ-
но отметить, что общая постановка задачи явля-
ется двумерной, поскольку в процессе движения 
гетерогенной смеси в сжатом слое происходит 
изменение направления векторов скорости как 
для газовой, так и для твердой фазы. Наличие 
осевой симметрии позволяет рассматривать за-
дачу о натекании струи на преграду в двухмер-
ной постановке.  

В рамках представленной работы предложен 
упрощенный подход к решению этой задачи. 
Данный метод позволяет оценить параметры 
твердой компоненты (частицы) непосредственно 
перед их столкновением с поверхностью, то есть 
на начальном участке свободного гетерогенного 
потока между срезом сопла и фронтом ударной 
волны (участок длины Xc = H – h на рис. 1). 
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Рис. 1. Схема течения СГП на участке от среза сопла до по-
верхности 

На рис. 1 представлены ключевые элементы 
течения сверхзвукового гетерогенного потока при 
его натекании на плоскую преграду: 

1. Ударная волна, формирующаяся в резуль-
тате резкого изменения параметров потока при 
переходе через звуковую скорость.   

2. Висячий скачок уплотнения, возникающий 
в зоне торможения потока и характеризующийся 
резким увеличением плотности газа. 

3. Отраженный скачок уплотнения, образую-
щийся вследствие отражения ударной волны от 
преграды и распространения обратно в поток. 

4. Граница поворота потока у поверхности пре-
грады, где происходит изменение направления 
движения газа и твердых частиц под воздей-
ствием препятствия. 

5. Внешняя граница потока, определяющая 
пределы области, в которой происходят рассмат-
риваемые газодинамические процессы. 

6. Траектории частиц, показывающие путь 
движения твердых компонентов гетерогенной 
смеси в потоке. 

7. Газодинамический ускоритель, устройство, 
создающее и направляющее сверхзвуковой по-
ток на преграду. 

8. Преграда (стенка), на которую натекает 
сверхзвуковой гетерогенный поток, h – толщи-
на сжатого слоя, который формируется в ре-
зультате торможения и сжатия потока, Xc ука-
зывает координату положения ударной волны 
относительно среза ускорителя, αнач представ-
ляет собой начальную угловую координату от-
раженного скачка уплотнения, βнач соответ-
ствует начальной угловой координате висячего 

скачка,  описывает текущую угловую коорди-
нату поворота потока, которая изменяется в за-
висимости от условий течения и геометрии пре-
грады. 

На данном участке взаимодействие гетероген-
ного потока с поверхностью стенки может быть 
описано уравнениями Прандтля–Майера [3, 4], 
которые позволяют учесть эффекты, возникаю-
щие при изменении направления потока и про-
хождении через систему скачков уплотнения. 
Эти уравнения являются классическим инстру-
ментом анализа сверхзвуковых течений и позво-
ляют достаточно точно предсказать поведение 
газового компонента в условиях высоких скоро-
стей и плотностей. 

Угол поворота потока  при взаимодействии 
сверхзвукового гетерогенного потока с прегра-
дой определяется путем решения системы урав-
нений из [5, 6], и в конечном итоге имеет следу-
ющий вид: 

( ). нач нач         (1) 

Здесь  – текущий угол распространения ма-
лых возмущений в потоке; αнач – угол распро-
странения малых возмущений на срезе сопла; 
 – угол поворота висячего скачка уплотнения; 
φнач – начальный угол наклона висячего скачка 
уплотнения на срезе сопла.  

Как следует из базовых уравнений газовой 
динамики [7], параметры в (1) описаны следую-
щими соотношениями: 
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 (8) 

Система уравнений (1)–(8) решена с использо-
ванием параметров гетерогенного потока на вы-
ходе из сопла, полученных из предварительных 
расчетов течения внутри канала. Итерационный 
метод решения применяется для участка от сре-
за сопла до ударной волны Xc [8] (рисунок 1).  
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Отношение давления на срезе ускорителя 
к давлению окружающей среды определяется по 
следующей формуле: 

,ср

H

P
n

P
  (10) 

где срP  – давление на срезе сопла. 

Представленные на рис. 2 кривые демонстри-
руют характер изменения скоростей для различ-
ных компонент потока. Кривая 1 отражает изме-
нение скорости газовой фазы. Она показывает, 
как скорость газа меняется по мере увеличения 
степени расширения сопла. Скорость газа играет 
ключевую роль в определении общей динамики 
потока и влияет на параметры ударной волны. 
Кривые 2 и 3 соответствуют скоростям частиц 
твердой фазы различного диаметра. Кривая 2 
описывает скорость частиц диаметром 20 мик-
рометров, тогда как кривая 3 – скорость частиц 
размером 40 микрометров. Эти графики показы-
вают, как изменение степени расширения сопла 
влияет на скорость твердых компонентов пото-
ка. Размер частиц оказывает значительное влия-
ние на их инерционные свойства и, следова-
тельно, на характер их движения в потоке. 

Эти результаты могут быть использованы для 
оптимизации технологических процессов, свя-

занных с формированием покрытий или обра-
боткой материалов с использованием сверхзву-
ковых гетерогенных потоков. 

 
Рис. 2. Влияние степени расширения сопла и диаметра частиц 
на скорости газовой Uгаз и твердой Vp фаз на срезе ускорителя 

Параметры газа за прямым скачком уплот-
нения, учитывая сохранение параметров частиц 
при переходе через ударную волну, могут быть 
определены с использованием соотношений Ран-
кина–Гюгонио, представленных в следующем 
виде: 
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
 

 
 (11) 

2 2

1 1

,
u

u




  (12) 

2

2

1 1

2 1 1
.

1 1

k

k M k





 

 
 
 
 

 (13) 

Здесь индекс '1' относится к параметрам газа 
перед скачком, а индекс '2' – к параметрам после 
него. 

Проведенный анализ позволяет предложить 
общий алгоритм расчета параметров частиц 
в сверхзвуковом гетерогенном потоке, включа-
ющий такие характеристики, как скорость, тем-
пература и пространственное распределение. Ал-
горитм состоит из последовательных этапов: 

1. На основе заданной геометрии ускорите-
ля F(x) проводится расчет скорости uгаз(x) и дав-
ления p(x) газовой фазы вдоль длины канала. 

2. Используя полученные данные и соотноше-
ние (10), определяется положение ударной вол-
ны Xc, отходящей от среза канала. 

3. Решается система уравнений (11)–(13), поз-
воляющая определить параметры газовой фазы 
после прохождения через ударную волну, в сжа-
том слое. 
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На рис. 3 представлена схема, иллюстриру-
ющая изменение направлений векторов скоро-
стей газовой и твердой фаз в сжатом слое. Рас-
смотрим каждый элемент схемы подробно: 

 
Рис. 3. Схема течения гетерогенной смеси в сжатом слое 

1. Линии тока газа-носителя: Эти линии по-
казывают траекторию движения газовой состав-
ляющей потока. Они помогают визуализировать, 
как газовая фаза перемещается и перераспреде-
ляется в пространстве под действием внешних 
факторов, таких как преграда. 

2. Траектории частиц: Эти линии отображают 
пути перемещения твердых компонентов смеси. 
Частицы, благодаря своей массе и инертности, 
двигаются по собственным траекториям, отлич-
ным от траекторий газа-носителя. 

3. Изменение линий тока газа-носителя в про-
цессе взаимодействия с преградой: Этот элемент 
схемы демонстрирует, как линии тока газа-носи-
теля изменяются при контакте с преградой. Важ-
но понимать, как структура потока трансформи-
руется и какие зоны повышенного или пони-
женного давления формируются в результате 
этого взаимодействия. 

4. Изменение векторов скоростей частиц: здесь 
видно, как векторы скоростей твердых частиц из-
меняют свое направление под влиянием динами-
ческих эффектов в сжатом слое. Это дает пред-
ставление о том, насколько сильно преграда 
воздействует на движение частиц и какова веро-
ятность их столкновения с поверхностью. 

Также на схеме указаны поперечные коорди-
наты частиц (Vp) на срезе ускорителя. Эти коор-
динаты помогают визуализировать начальные 
условия движения частиц, что необходимо для 
последующего анализа их поведения в потоке. 

Расчет инерционных характеристик 
движения частиц в сверхзвуковом 

гетерогенном потоке через ударную волну 
и сжатый слой. Математическая модель 

Исследования показывают, что присутствие 
твердой фазы в сверхзвуковом гетерогенном по-
токе может существенно влиять на газодинами-
ческие процессы при натекании на преграду [9]. 
Однако, если массовая доля твердой компонен-
ты невелика (до 10 % от массы газа), такое вли-
яние становится незначительным. 

В этом случае задача натекания сверхзвуко-
вого гетерогенного потока на преграду сводится 
к исследованию взаимодействия сверхзвуковой 
газовой струи с препятствием, что уже изуча-
лось в ряде работ [10, 11]. 

Настоящая работа посвящена анализу ука-
занной задачи в контексте применения НТГДМ-
технологии для создания защитных покрытий. 

Постановка задачи и принятые допущения. 

Рассматриваемая задача связана с анализом 
процесса натекания низкотемпературного сверх-
звукового гетерогенного потока на плоскую пре-
граду, такую как стенка. Массовая концентрация 
твердой фракции в потоке принимается не пре-
вышающей 10 %. В пределах такого содержания 
твердой составляющей, механизм взаимодействия 
сверхзвукового гетерогенного потока с прегра-
дой считается стабильным. Схема модели нате-
кания гетерогенной струи на плоскость изобра-
жена на рис. 3. 

Для решения задачи приняты следующие до-
пущения: 

– Плотность газа принимается постоянной. 
– Отошедшая ударная волна рассматривается 

как плоская. 
– Градиенты скоростей в сжатом слое прини-

маются постоянными. 
– Коэффициенты релаксации скорости счита-

ются постоянными.  
– Температуры частиц считаются постоянны-

ми и равными значениям, определенными по па-
раметрам газа и частиц после прохождения через 
ударную волну и сжатый слой [12]. 

Алгоритм решения. 

Установим, что ,,  ,  ,  газ газ газ V газu T r   и ,T газ  – па-

раметры газовой фазы, а ,,  ,  ,  p p p V pV T    и ,V p  – 
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параметры твердой фазы. Учитывая сделанные 
допущения, решение уравнения неразрывности 
Навье–Стокса приводит нас к выражению для 
поля скоростей газовой фазы позади плоской 
ударной волны: 

по оси Х:  ( ) 1 ,газ
xu x u

h
   (14) 

по оси У:
 

( ) .
1

газu y
v y

h



 (15) 

Здесь Х и У представляют собой текущие ко-
ординаты, h – длину рассматриваемого участка 
(см. рисунок 1),   принимает значение 0 для 
плоского случая и   = 1 для осесимметричного. 

Уравнения движения и энергии для частиц 
с соответствующими граничными условиями име-
ет вид [9]: 

– уравнения движения: 
по координате Х: 

`` `

, ,
1

pгаз
p V p газ p

yu
x u x

h



 



  
  
  

 (16) 

по координате У: 

`` `

, ,
1

pгаз
p V p газ p

yu
y u y

h



 



  
  
  

 (17) 

начальные условия: `
,p p xx V  при 0  ; 0px   

при 0  ; `
,p p yy V , при 0  ; p cry R  при 

0  . 
– уравнение энергии: 

, ,( )p T p газ p начT T T   (18) 

при следующих начальных условиях: ,p p начT T , 

при 0  . 
Система координат для поставленной задачи 

показана на рисунке 3. Их решения могут быть 
представлены в следующем виде [1]:  

– координата по направлению Х: 

2,
1,

1, 2,

1,
2,

2, 1,

exp( )

exp( ),

p x
p x

x x

p x
x

x x

V h
x h

V h




 




 


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






 (19) 

где ,
1,2

,

4
1 1 ,

2
V p газ

x
V p

u

h






 
     

 
  

– координата по направлению Y: 

, 2,
1,

1, 2,

, 1,
2,

2, 1,

exp( )

exp( ),

p p нач y
p y

y y

p p нач y
y

y y

V y
y

V y



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


 


 





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 (20)

где 
,

1,2
,

4
1 ,

2 ( 1)
V p p

y
V p

V

h




 
 

     
  

– температура частицы:  

, , , ,( ) exp( ).p газ сж газ сж p нач T pT T T T      (21)

Коэффициенты ,T p  и ,V p , входящие в со-

отношения (16) и (17) зависят от режима обте-
кания частицы потоком газа-носителя и пред-
ставляются следующими соотношениями [12]: 

,

( )3
(Re , ),

4
газ наз p

V p f dp
p P

u V
C M

d










 (22) 

,

(Re ,Pr) | |
6 ,

Re
dp dp газ газ p

T p
dp p p P p

Nu u V

d c

 


 
 


   

 (23) 

где  
– ,p mс – массовая концентрация твердой фазы 

в гетерогенном потоке, 
– pс  – удельная теплоемкость материала ча-

стиц, 
– p  – плотность материала частиц, 

– газ  – коэффициент теплопроводности газа, 

– pd  – диаметр частиц. 

Выражение (19) описывает траекторию дви-
жения частиц в сжатом слое между ударной 
волной и преградой в направлении X, а выраже-
ние (20) в направлении Y соответственно. Ис-
следование этих уравнений позволяет выявить 
возможные режимы течения частиц вблизи по-
верхности преграды и оценить вероятность их 
столкновения с ней. 

Уравнение (21) показывает, что температура 
частиц Tp асимптотически приближается к тем-
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пературе газа в сжатом слое. Это означает, что 
по мере продвижения частиц через сжатый слой 
они обмениваются тепловой энергией с окружа-
ющим газом, стремясь к термодинамическому 
равновесию. 

Заключение 

Исследование соотношений (20), (21) и (22) 
выявляет возможность реализации нескольких 
режимов при формировании покрытий с приме-
нением НТГДМ-технологии [11]. Эти выводы 
служат основой для дальнейшего развития науч-
ных принципов использования сверхзвуковых 
низкотемпературных гетерогенных потоков в тех-
нологических процессах нанесения покрытий. 

Вклад авторов работы выражается в анализе 
механизма течения сверхзвукового низкотемпе-
ратурного потока у поверхности плоской стенки, 
составлении математической модели, описания 
процессов этого механизма, составлении алгорит-
ма решения этой модели и ее решении, анализе 
полученных результатов, которые использованы 
для реализации НТГДМ технологии в промыш-
ленности. 
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