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Аннотация. Статья посвящена развитию достаточно редкого метода расщепления интегрального 
преобразования Фурье-Ханкеля при нахождении точного аналитического решения обобщенной 
третьей краевой задачи с переменным во времени коэффициентом теплообмена и переменной во 

времени температуры окружающей среды  ( / ) ( ) ( ) , 0Г Г cT n h t T T t t     . Такие случаи в ана-

литической теплофизике относятся к сложному теплообмену. Обобщение заключается в том, 
что исходная задача рассматривается одновременно в трех системах координат: декартовой (по-
лупространство, ограниченное плоской поверхностью), цилиндрической (пространство, ограни-
ченное изнутри цилиндрической полостью), сферической (пространство, ограниченное изнутри 
сферической полостью). Используется развитое для этих целей обобщенное интегральное пре-
образование одновременно в трех системах координат и метод его расщепления применительно 
к задаче сложного теплообмена. В качестве иллюстрации рассмотрен частный случай в декарто-
вых координатах и установлен быстрый рост пикаровского процесса. 
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Abstract. The article is devoted to the development of a rather rare method of splitting the Fourier-
Hankel integral transform when finding an exact analytical solution to a generalized third boundary 
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value problem with a time-varying heat transfer coefficient and a time-varying ambient temperature 
 ( / ) ( ) ( ) , 0Г Г cT n h t T T t t     . Such cases in analytical thermal physics are related to complex heat 

transfer. The generalization consists in the fact that the original problem is considered simultaneously 
in three coordinate systems: Cartesian (a half-space bounded by a flat surface), cylindrical (a space 
bounded from within by a cylindrical cavity), and spherical (a space bounded from within by a spheri-
cal cavity). A generalized integral transform developed for these purposes simultaneously in three co-
ordinate systems and a method of splitting it are used as applied to the problem of complex heat trans-
fer. As an illustration, a special case in Cartesian coordinates is considered and a rapid growth of the 
Picard process is established. 
Based on the developed special mathematical apparatus, an exact analytical solution is obtained for the 
generalized third boundary value problem of thermal conductivity with time-varying heat transfer coef-
ficient and ambient temperature simultaneously in three coordinate systems. The obtained results con-
stitute the scientific novelty of the work and are new in analytical thermal physics. 

Keywords: generalized integral transform, splitting method, analytical solution of a heat problem, non-
stationary heat exchange problem, complex heat exchange 
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Введение 

Начиная с 50-х годов прошлого столетия в 
огромном числе публикаций авторов различных 
направлений (математиков,  физиков, механиков 
химиков-последние изучали процессы диффузии 
в металлах в физической химии) предпринима-
лись попытки получить точное или приближенное 
аналитическое решение задачи сложного тепло-
обмена при произвольном законе h(t) и его част-
ных зависимостях: экспоненциальной, степенной, 
корневой, линейной, периодической, импульсной, 
пульсирующей и т.д. Использовались многочис-
ленные подходы классических дифференциаль-
ных уравнений математической физики [1, 8]. 
Однако, несмотря на многообразие подходов, 
каждый из них в конечном счете приводил к при-
ближенному решению задачи либо к наиболее 
удачному первому приближению пикаровского 
процесса (также приближенному решению). Спе-
цифика таких задач заключалась в относитель-
ной простоте исходных математических моде-
лей и вычислительных трудностях получения их 
аналитических решений и при этом очевидной 
значимостью применения получаемых соотно-
шений в многочисленных практических ситуа-
циях. По существу, данная проблема остается 
открытой до сих пор.  

Рассмотрим обобщенную постановку задачи 
в виде: 
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(1) 

Здесь 1 / 2;0;1 / 2m    соответственно для де-
картовой, цилиндрической и сферической систем 
координат. Функции ( ), ( )h t t  – неотрицатель-
ные и абсолютно интегрируемые на полупро-
странстве 0, ).  В этом случае выполняются 

условия теоремы существования и единствен-
ности решения рассматриваемой задачи (1), то 
есть существует и является единственным ре-

шение 2 1
0( , ) 0, ),[ )T x t L Lx    [8]. Нахож-

дению этого решения и посвящена настоящая 
работа. 

Аналитическое решение задачи (1) получим 
методом расщепления интегрального преобра-
зования Фурье обобщенного типа. Предвари-
тельно разовьем указанный математический ап-
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парат. При этом следует специально подчерк-
нуть, что классические подходы к развитию тео-
рии интегральных преобразований основаны на 
спектральных задачах на собственные значения 
и собственные функции [5, 6], что связано с дли-
тельными преобразованиями. В данном случае, 
учитывая специфику обобщенной постановки 
задачи (1) предлагается принципиально новый 
подход, основанный на применении операцион-
ного исчисления и специальной постановки теп-
ловой задачи. 

Эта постановка имеет следующий вид: 
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(2) 

В пространстве изображений по Лапласу 
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решение задачи (2) имеет вид: 
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Здесь: ( ), ( )I z K z   – модифицированные функ-

ции Бесселя. Оригинал изображения (3) вычис-
лим с помощью интеграла Римана–Меллина по 
известным правилам его вычисления [1] 
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При этом используем соотношения из теории 
функций Бесселя: 
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Здесь ( ), ( )J z Y z   – функции Бесселя. После 

длительных вычислений находим: 
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При t = 0 находим из (6): 
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Отсюда следует: если 
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Таким образом, построено обобщенное инте-
гральное преобразование функции ( , )T x t  для 
третьей краевой задачи (2): 
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с формулой обращения 

 

 

2
0 1 0 0

2
1 0 0

( , )

( , ) ( , )

( ) ( )

,
( ) ( )

m m

m m

T x t

T t x

J x hJ x

d
Y x hY x

 

  

 
  












 

 

  
(9) 

 

  1 0 1 0

( , )

( ) ( ) ( ) ( )

m

m m m m

x x

J x Y x Y x J x



    



 

  

  
 

  0 0( ) ( ) ( ) ( )m m m mh J x Y x Y x J x      

(10) 

При этом изображение оператора ( , )T x t  
имеет вид: 
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Имея обобщенное интегральное преобразова-
ние (8)–(11) нетрудно выписать точное аналити-
ческое решение задачи (2), включая все неодно-
родности как в уравнении (внутренний нестаци-
онарный источник теплоты), так и в краевых 
условиях (наличие начальной температуры и тем-
пературы окружающей среды). Из (8)–(11) не-
трудно получить соответствующие преобразова-
ния в цилиндрических координатах при 0m   
и в декартовых при 1 / 2.m     

Построение точного аналитического решения 
обобщенной задачи методом расщепления 

интегрального преобразования 

Задачу (1) рассмотрим в безразмерных пере-
менных: 
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где cT 
 – выбранная единица масштаба. Теперь 

можно записать задачу (1) в следующем виде: 
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Обобщенное интегральное преобразование 
(8)–(11) запишем в виде: 

0

2 1
0 0

1

( , )

( , ) ( , , ) ,m

F

F K F d



    




 

 
 (14) 

 

 
0

1 1

( , , )

( ) ( ) ( ) ( )m
m m m m

K F

J Y Y J

 

     
 



  
 

  0( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m mВi F J Y Y J       

 0 1( ) ( ) ( ) ( )m
m m mВi F Y Y J    

   
   

 0 1( ) ( ) ( ) ( ) .m
m m mВi F J J Y    

   
   

(15) 

Обозначим: 

0 0 1( , ) ( ) ( ) ( ),m mF Вi F Y Y       

0 0 1( , ) ( ) ( ) ( ).m mF Вi F J J       
(16) 

Тогда формула обращения для преобразова-
ния (14) будет иметь вид: 
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Введем ряд важных обозначений: 
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(20) 

Тогда можно записать: 
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F A F F A F


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 (21) 

или 

 0 0 0( , ) Re ( , ) ( , ) .F F A F      (22) 

Дальнейшая цель – перевести исходную за-
дачу (13) в пространство изображений (14). Вна-
чале запишем интегральное преобразование ле-
вой части уравнения в (13): 

0

0

2 1 0
0

01

( , )

( , )
( , , )m

F

F

F
K F d

F




   










 




 

0 0
0 0

0 0

( , ) ( , )1
( , ) ( , ) .

2

A F A F
F F

F F

 
   

 
 

 

 
 
 

  

Изображение оператора 0( , )F  в (19) бу-

дет иметь вид: 
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
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(23) 

Теперь исходную задачу (13) можно записать 
в виде: 
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(24) 

или 
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( ,0) ( ,0) 0.A A    

(25) 

Рассмотрим подробнее равенство (24). По-
сле преобразований получим важное соотно-
шение: 
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
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(26) 

Теперь раскроем левую часть уравнения в (25). 
Находим: 
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Здесь: 
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  

      




 

 


 



  


  
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1

0
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m
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
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


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
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(27) 

Теперь искомая задача сводится к следующей 
задаче Коши 
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
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( , 0) 0,A    

(28) 

с решением в виде: 

0
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2
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F
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При этом 

2 2
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.
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Принципиальное равенство для дальнейших 
исследований имеет вид: 

 0 0 0( , ) Re ( , ) ( , )F F A F      (30) 

Раскроем Ψ(λ, F0): 
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(31) 

Интегрируя дважды по частям (первый инте-
грал в (31)) и учитывая соотношения 
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справедливые также и для ( ) m
mY     , уста-

навливаем, что  
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(32) 

Используем теперь (30). Перемножая 0( , )F   

из (20) и 0( , )A F  из (29), выделяем действи-

тельную часть и после длительных преобразова-
ний приходим к результату: 
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Теперь по теореме обращения (17) можно за-
писать искомую функцию 0( , )F  – решение 

задачи (13): 
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Правая часть (33) зависит от неизвестной ве-
личины 0(1, ).F  Полагая в (33) 1   и исполь-
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(35) 
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
 



   
 

  (36) 

Решение интегрального уравнения (34) мож-
но представить в виде пикаровского процесса 
последовательных приближений: 

0 0 0 0
1

2
(1, ) ( ) ( ) ( ),n

n
n

F F F





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 (38) 

Из (37)–(38) находим искомую величину в 
виде 
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(39) 

чем и завершается длительная (и достаточно 
напряженная в силу специфики самой проблемы) 
процедура нахождения точного аналитического 
решения обобщенной задачи (13) сложного теп-
лообмена. Следует отметить, что это решение 
(в обобщенной форме) – первое в литературе по 
аналитической теплофизике.  

В качестве приложения развитого подхода при 
решении задачи (1) рассмотрим в (1) случай де-
картовых координат: 1/ 2,m 0 0,x  ( ) .ct T   

При этом необходимо учесть, что  

1/2 ( ) 2 / sin / ,J z z z  

1/2( ) 2 / cos / ,J z z z   

1/2 ( ) 2 / cos / ,Y z z z   

1/2( ) 2 / sin / .Y z z z   

В безразмерных переменных  

2
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
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где l – выбранная единица масштаба, имеем 
задачу 
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(40) 

Опуская длительные преобразования пере-
хода от обобщенных координат к декартовым, 
получим следующее аналитическое решение за-
дачи (40): 
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(41) 
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где 
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(43) 

Одним из доказательств справедливости 
найденного соотношения (41) является рас-
смотрение в (41) частного классического слу-
чая 0( ) .Вi F Вi const   Для этого случая со-

отношение (41) автоматически дает классиче-
ское решение 
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где ( ) 1 ( ), ( )z z z      – функция Лапласа. 
Можно показать, что при выполнении усло-

вия |Bi(F0)| ≤ M 2⁄  ряд (42) сходится равно-

мерно при всех 0 0F   в любом конечном про-

межутке изменения 0F  и мажорируется рядом 
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сходимость которого при всех 0 0F   легко про-

верить по признаку Даламбера. В качестве чис-
ленного примера возьмем 0 0( ) exp( )Вi F F   

и выпишем ряд последовательных приближений 
для 0(0, )F  из (42): 
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На рис. 1 приведены результаты численного 
счета приближений температурной функции 

0 1 1 0 2 1 0 2 0( , ) : ( , ), ( , ) ( , ),z F z F z F z F     

 3 1 0 2 0 3 0( , ) ( , ) ( , )z F z F z F        и т.д., 

рассчитанных в зависимости от критерия F0 для 
точек а) z = 0,707; б) z = 2. Из рисунка видно, что 
первое и второе приближения берут в вилку тре-
тье приближение; второе и третье приближения 
берут в вилку четвертое приближение и т.д., что 
свидетельствует о достаточно быстрой сходимо-
сти процесса итерации для ( , ),z t  так что с до-

статочной для практики точностью можно огра-
ничиться третьим приближением. Что касается 
сферических координат, то этот случай сводится 
к рассмотренному в декартовых координатах 
с помощью подстановки 0 0( , ) ( , ).W z F z z F   
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Рис. 1. Приближения температурной функции 

0
( , )z F  в зави-

симости от F0 в точках а) z = 0,707; б) z = 2  

Заключение 

Представлено развитие метода расщепле-
ния обобщенного интегрального преобразования 
Фурье применительно к нахождению точного 
аналитического решения температурной задачи 
сложного теплообмена – при произвольной за-
висимости от времени коэффициента теплооб-
мена и температуры окружающей среды в обоб-
щенных координатах. Метод распространен на 
декартовы и сферические координаты. Полу-
ченные результаты являются новыми в аналити-
ческой теплофизике. Дальнейшее обобщение при-
веденной теории – переход к локально-нерав-
новесному теплообмену, где учитывается конеч-
ная скорость распространения теплоты [11–17].  
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