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Аннотация 

Исследуется процесс нестационарного контактного взаимодействия абсолютно 

жесткого штампа и упругого полупространства, имеющего заглубленную полость 

произвольной геометрии и расположения с гладкой границей. Рассмотрено три 

варианта условий контакта: свободное проскальзывание, жесткое сцепление и 

контакт с трением. 

Метод решения задачи построен с использованием граничных интегральных 

уравнений. Для получения граничных интегральных уравнений использована 

динамическая теорема взаимности работ. В качестве ядер интегральных операторов 

выступают объёмные функции Грина для упругой плоскости. В результате линейных 

аппроксимаций границ области по пространственной переменной и линейных 

аппроксимаций граничных значений искомых функций по времени, задача сведена к 
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решению системы алгебраических уравнений относительно узловых значений 

искомых перемещений и напряжений на каждом временном шаге. Предполагается, 

что массовые силы в полупространстве отсутствуют. Используется прямоугольная 

декартовая система координат. Одна из осей направлена вдоль невозмущенной 

границы полупространства, вторая – вглубь полупространства. 

 

Ключевые слова: нестационарные контактные задачи, упругое полупространство, 

полость, граничные интегральные уравнения, функции Грина, обобщенные функции, 

жесткий штамп, динамическая теорема взаимности, интегральные преобразования. 

 

Введение 

Многие важные практические задачи связаны с исследованием динамического 

контактного взаимодействия ограниченных тел с полуограниченными упругими 

областями сложного строения. Эти задачи связаны, в том числе, с проблемами 

сейсмостойкости и виброзащиты сооружений, расчетом уровня и характеристик 

воздействия на здания и сооружения техногенных колебаний, распространяющихся в 

грунте, сейсморазведки полезных ископаемых и др.  

В грунтовом массиве часто присутствуют неоднородности (нарушения 

структуры) как естественного (карстовые полости, более жесткие включения), так и 

искусственного (различные коммуникации, тоннели метрополитена, заглубленные 

хранилища отходов и др.) происхождения. Поэтому существенным является вопрос о 

степени влияния подобных неоднородностей на генерируемые в массиве с 

неоднородностью волновые поля. В задачах проектирования сейсмоустойчивых 
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зданий и сооружений, важно, с достаточной степенью точности, определить 

параметры нестационарных колебаний объектов, расположенных на земной 

поверхности. Следует отметить, что размещение любых датчиков в зоне контакта 

неизбежно порождает искажение напряженно-деформированного состояния в их 

локальной окрестности, что существенно осложняет экспериментальные 

исследования распределений контактных напряжений, и делает их практически 

невозможными для большинства случаев. Это приводит к необходимости развития 

теоретических методов и подходов к решению рассматриваемого класса задач. 

Формулировка статических и динамических контактных задач в классической 

постановке предполагает задание закона смещения подошвы жесткого штампа и 

приводит к решению интегральных уравнений и систем для определения закона 

распределения контактных усилий. Большой вклад в развитие теории контактного 

взаимодействия внесли В.М. Александров, Н.Х. Арутюнян, Б.Л. Абрамян, СМ. 

Айзикович, В.А. Бабешко, А.А. Баблоян, А.В. Белоконь, А.О. Ватульян, И.И. 

Ворович, Л.А. Галин, И.Г. Горячева, А.Г. Горшков, В.Т. Гринченко, Е.В. Глушков, 

И.Г. Кадомцев, Е.В. Коваленко, В.В. Калинчук, А.А. Ляпин, С.Г. Михлин, В.И. 

Моссаковский, СМ. Мхитарян, Б.М. Нуллер, В.З. Партон, П.И. Перлин, Г.Я. Попов, 

В.Б. Поручиков, О.Д. Пряхина, В.Л. Рвачев, В.М. Сеймов, М.Г. Селезнев, Б.И. 

Сметанин, А.В. Смирнова, М.А. Сумбатян, Д.В. Тарлаковский, А.Ф. Улитко, Ю.А. 

Устинов, Я.С. Уфлянд, М.И. Чебаков и многие другие. 

В области механики контактных взаимодействий наименее исследованными 

являются нестационарные контактные задачи. К настоящему времени имеется лишь 
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ограниченный круг работ, посвященных исследованию процессов нестационарного 

контактного взаимодействия для абсолютно твёрдых или деформируемых тел [1-18]. 

Следует отметить, что в последнее время в связи с бурным развитием ЭВМ, появилась 

тенденция в применении метода конечных элементов к решению контактных задач 

теории упругости [19], [20]. Нестационарные контактные задачи, в которых 

полупространство имеет заглубленные полости [21], [22], на сегодняшний день 

являются одними из наименее изученных. С другой стороны, эти задачи 

исключительно важны для различных отраслей народного хозяйства, таких как 

геофизика, сейсмология, акустика, вибросейсморазведка, фундаментостроение, 

военная промышленность и др. Актуальность исследований определяется 

возможностью их широкого практического приложения в различных областях 

механики. Сложность их исследования обусловлена тем, что вследствие 

многосвязности основания традиционные методы решения нестационарных 

контактных задач для односвязных оснований, в основе которых, как правило, 

полагается сведение исходной задачи к функционально-интегральным граничным 

уравнениям, здесь не применимы. Одним из перспективных направлений разработки 

точных и эффективных алгоритмов решения задач этого класса являются подходы, 

основанные применении метода граничных интегральных уравнений [23-31]. В этой 

связи актуальными становятся как исследования рассматриваемого класса задач в 

новой постановке, так и разработка новых численно-аналитических методов их 

решения.  
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1. Постановка задачи 

Рассматривается нестационарная контактная задача для однородного упруго 

полупространства 0y  , имеющего заглубленную полость, ограниченную гладкой 

кривой   и абсолютно жесткого штампа, который предполагается неограниченным 

по длине. Поперечное сечение штампа имеет форму прямоугольника, шириной 2b . 

Полагается, что в начальный момент времени полпространства находится в 

невозмущённом состоянии, а штамп, двигаясь вертикально по заданному закону 

   sw t f t , входит в контакт со свободной границей 0y   полупространства (рис. 

1).   Для описания движения полупространства используем прямоугольную декартову 

систему координат Oxyz . Ось Ox направлена вдоль невозмущенной границы 

полупространства, а Oy  – вглубь полупространства. Полагаем, что задача является 

плоской – все искомые и заданные функции зависят только от двух пространственных 

координат x , y  и времени t . При этом вектор перемещений u  имеет две отличные 

от нуля компоненты:  , ,u x y t  – вдоль оси Ox  и  , ,w x y t  – вдоль оси Oy . 
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Рис. 1. Постановка задачи. 

Введем систему безразмерных величин (штрихом обозначены размерные 

параметры) 
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 (1) 

где 1c  и 2c  – скорости распространения волн растяжения-сжатия и сдвига; ,  1,2iF i   

– компоненты массовых сил; ,   и – упругие постоянные Ламе и плотность среды; 

  – безразмерное время, ,  , 1,2ij i j   – компоненты тензора напряжений. Здесь и 

далее индекс «1» у величины соответствует координате x , а индекс «2» – координате 

y . 

Далее все уравнения и соотношения будем записывать в безразмерном виде с 
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учётом введённой системы безразмерных величин (1). 

Движение упругой среды описывается уравнениями Ламе [32] 
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  (2) 

Точками здесь и далее обозначены производные по безразмерному времени  . 

Для системы уравнений (2) можно использовать следующую индексную запись 

    2 21 , , ,  1,2,k k k

k

u u F x y k
x

 
      


  (3) 

где 1u u , 2 ,u w  1 2 k

k

u u u w u

x y x y x

    
     

    
, 

2 2

2 2x y

 
  

 
 – двумерный оператор 

Лапласа. Здесь и далее по повторяющимся латинским индексам проводится 

суммирование от 1 до 2. 

Введём также дифференциальный оператор упругого равновесия 

    2 21 ,k k

k

L u
x

 
    


u   (4) 

Тогда уравнение (3) можно записать в операторной форме  

    , , .k k ku L F x y  u   (5) 

Если ввести векторный оператор упругого равновесия  

    1 2, ,L L   L u u   (6) 

То система уравнений (5) может быть записана в векторной форме 

   . u L u F   (7) 
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Ненулевые компоненты тензора деформации 
xx xy и yy связаны с 

перемещениями соотношениями Коши: 

 
1

,  ,  .
2

xx xy yy

u u w w

x y x y

    
       

    
 (8) 

Напряжения 
xx , xy  и yy  связаны с деформациями законом Гука 

    2 2 21 2 ,  2 ,  1 2 .xx xx yy xy xy yy yy xx

                     (9) 

Закон Гука можно записать в индексной форме 

  2 21 2 2 .ij ij ij

           (10) 

Предполагаем, что в начальный момент времени 0   полупространство 

находится в невозмущенном состоянии, что соответствует нулевым начальным 

условиям 

        , ,0 , ,0 , ,0 , ,0 0.u x z u x z w x z w x z      (11) 

Рассмотрим два типа условий контакта между штампом и полупространством: 

условия свободного проскальзывания и жесткого сцепления. Тогда на границе 0y   

будем иметь соответствующие граничные условия смешанного типа. В случае 

свободного проскальзывания 

 
     
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 


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    
 (12) 

В случае жесткого сцепления  

 
     

   
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y y

yy xyy y

w f x u x

x x

 
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На бесконечности перемещения предполагаются ограниченными 

     2 21 , 1 , .u O w O r x yr r      (14) 

На границе полости   также возможно задание одного из трех типов граничных 

условий. 

1. Граничные условия в перемещениях: 

    , ,  , ,s s n nu U s u U s
 
      (15) 

где  ,s k ku u  u s  и  ,n k ku u n u n  – проекции вектора перемещений на 

направление касательной и нормали к контуру  ; n , s  – единичные векторы внешней 

нормали и касательной к контуру  .  ,sU s  ,  ,nU s   – заданные функции длины 

дуги кривой   и времени, характеризующие касательные и нормальные перемещения 

на границе полости.  

2. Граничные условия в напряжениях: 

    , ,  , ,s s n np s p s
 

        (16) 

где   и n  – касательные и нормальные напряжения на контуре  ;  ,sp s   и  ,np s   

– функции длины дуги кривой   и времени, характеризующие касательную и 

нормальную нагрузку на границе полости. 

3. Смешанные граничные условия: 

 
   

   

, ,  , ,

, ,  , ,

u u
s s n n

s s n n

u U s u U s

p s p s
 

 

 

   

     
  (17) 

где u  – часть границы полости, на которой заданы перемещения, а    – часть 

границы полости, на которой заданы нагрузки. 
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2. Функции Грина для упругой плоскости 

Для решения поставленных задач нам понадобятся функции Грина для упругой 

плоскости Oyz . Этими функциями являются перемещения  ,u

kmG x z  и напряжения 

 ,klmG x z  как ограниченные на бесконечности решения задачи (5)-(11) для 

безграничной упругой плоскости при воздействии единичных сосредоточенных 

массовых сил, приложенных в начале координат:  
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G G G

x x

  

    

     

  
      

  

  
        

  

  (18) 

где km  – символ Кронекера, ( )  , 1 2( , )x x   дельта-функции Дирака [10]. 

Применяя к (18) прямое двумерное интегральное преобразование Фурье по 

пространственным координатам x  и y  и интегральное преобразование Лапласа по 

времени, а затем выполняя последовательное обращение интегральных 

преобразований Фурье и Лапласа с помощью таблиц [33], находим оригиналы 

искомых функций Грина 

 

     

    

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

2

2
1 2

2 2 2 2 2 2

4
1

, ,
2

1 2 ,
2

u km
km

jk m
j j

j

G x y r r
r

x x
r r

r



 






           
  

       



  (19) 
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    

    

   

 

4
3 2

2 2 2

2
3 2

4 2 2 2 4 4 2 2 2

4 2
1

1 2
2 2 2 2 2 2

2 2

, ,
4

1
1 8 12 3

2

2 ,

1 2 .

klm k lm l km

j k l m
j j

j

k lm l km m kl j j

klm m kl klm

G x y x x r

x x x
r r r

r r

x x x r r

G G















   


        




            

           


      


  (20) 

Здесь и далее  
 ,  0;

0,         0.

f x x
f x

x


 
 


 

Очевидно, что функции влияния 
u

kmG  и klmG
 (а следовательно и klmG

) 

симметричны соответственно по индексам ,k m  и ,k l : 

 ,  .u u

km mk klm lkmG G G G    (21) 

3. Теорема взаимности работ двумерной нестационарной теории упругости и 

основное разрешающее граничное интегральное уравнение 

Рассмотрим некоторую двумерную область D  конечную (ограниченную 

кривой  ) или бесконечную. Область D  может быть также и полуограниченной, 

например, представлять собой полуплоскость. 

Рассмотрим в области D  два поля перемещений, задаваемых векторами u  и v  

соответственно. Для них справедлива динамическая теорема взаимности работ [34]  

         ,
D D

d ds d ds
 

           F u v p u v F v u p v u   (22) 

где p  – вектор напряжения на контуре  , символ «» означает операцию свёртки по 

времени (  1 2,x xx ): 
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     
0

, , .t t dt



     F u v F u x v x  

В случае отсутствия массовых сил   0F u  в формуле (22) двумерные 

интегралы будут равны нулю. Далее будем полагать, что массовые силы отсутствуют. 

Таким образом, имея какое-либо пробное состояние v ,  p v , для искомого решение 

u ,  p u  получаем граничное интегральное уравнение плоской нестационарной 

задачи  

    1 1 .ds ds
 

   v p u p v u  (23) 

Уравнение (23) удобно представить в компонентной записи. Как следует из 

постановок начально-краевых задач, в граничных условиях, которые ставятся на 

контуре  , фигурируют нормальные и касательные к контуру компоненты векторов 

перемещений  ,nU s  ,  ,sU s   и усилий  ,np s  ,  ,sp s  . Поэтому в качестве 

искомых перемещений и напряжений удобно принять касательные и нормальные к 

контуру перемещения su , nu  и касательные и нормальные напряжения s , n . 

Аналогично, в качестве пробного состояния выступают другие нормальные к контуру 

перемещения su , nu  и касательные и нормальные напряжения s
 , n

 . Тогда, 

очевидно, уравнение (23) примет такой вид 

 .s s n n s s n nu u ds u u ds
 

                (24) 

Уравнение (24) является основным и будет использовано для решения 

начально-краевых задач. 
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4. Дискретный аналог граничного интегрального уравнения 

Рассмотрим некоторую область D , ограниченную контуром   и заполненную 

упругой средой. С каждой точкой ξ  контура   свяжем касательные и нормальные 

перемещения 
su , 

nu  и касательные и нормальные напряжения (или усилия) 
s , 

n . 

Эти величины задаются относительно локальной системы координат s , n  точки ξ  

(рис. 2). 

 

 

 

Рис. 2. Локальные системы координат и направления обхода контура   в случае 

внутренней и внешней по отношению к   областей. 

При этом в каждой точке контура заданы касательное напряжение s  или 

касательное перемещение su  и нормальное напряжение n  или нормальное 

перемещение nu , т. е. две из четырех величин su , nu , s  и n  известны заранее из 

граничных условий. Оставшиеся две величины должны быть найдены из решения 

задачи. Для этого используем уравнение (24). 

Выберем какое-либо пробное состояние, характеризующееся перемещениями 

su , nu  и напряжениями s
 , n

 .  
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Для численного решения уравнения (24) применим дискретизацию по времени. 

Для этого разделим временной интервал  0,  на N  равных промежутков 

длительностью t : 
kt k t  , 1,2,...,k N , N t   . Перемещения и напряжения в 

исходной задаче аппроксимируем линейно по времени: 

 

                 

               

           

       

1 1

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2

1
1 2

, ,  ,

,  ,

,  ,  , ,  , ,

, ,  , .

k k k k

n n n s s s

k k k k

n n n s s s

k kk k
n n k s s k

k k

n n k s s k

u s t u s m t u s m t u u s m t u s m t

s m t s m t s m t s m t

t t t t
m t m u s u s t u s u s t

t t

s s t s s t

 

 



   

         

 
    

 

     

 (25) 

Подстановка (25) в (24) приводит последнее к виду 

 

1 1

1 2 1 2

1

1 1

1 2 1 2

1

,

N
k k k k k k k k

s s s s n n n n

k

N
k k k k k k k k

s s s s n n n n

k

u u ds u u ds

u u u u ds

 

 

 

 

          

          





 (26) 

           

           

   

1 1 1

1 1 1

1

1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1 2

, ,  , ,  , ,

, ,  , ,  , ,

, ,  

k k k

k k k

k k k

k k k

k

k

k k k

n n n n s s

k k k

s s n n n n

k k

s s s

u u s t m t dt u u s t m t dt u u s t m t dt

u u s t m t dt s t m t dt s t m t dt

s t m t dt

  

  



  

  

  

  





             

                 

        

  

  

    
1

2, ,
k

k

s s t m t dt







  

 

Аппроксимируем контур   с помощью M  примыкающих друг к другу 

прямолинейных отрезков (рис 3): 

 
1

.
M

j

j

    (27) 
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Рис. 3. Аппроксимация контура  . 

Теперь положим, что перемещения и напряжения на границе контура   в 

пределах каждого отрезка j  постоянны, тогда уравнение (26) примет вид 

 

, 1, , 1,

1 2 1 2

1 1

, 1, , 1,

1 2 1 2

1 1

.

j j j j

j j j j

N M
k j k k j k k j k k j k

s s s s n n n n

k j

N M
k j k k j k k j k k j k

s s s s n n n n

k j

u ds u ds u ds u ds

u ds u ds u ds u ds

 

     

 

     

        

          

    

    

 (28) 

Путем перегруппировки слагаемых с учётом нулевых начальных условий, 

уравнение (28) может быть переписано так 

  , , , ,

, , , ,

1

,
M

N j N N j N N j N N j N

s s j n n j s s j n n j N

j

u u u u F


          (29) 

   

   

, 1 , 1 , 1 , 1

1
, 1 , 1

1 2 1 2

1 1

1
, 1 , 1

1 2 1 2

1 1

,  ,  ,  ,  

.

j j j j

j j

j j

N N N N N N N N

s j s n j n s j s n j n

N M
k j k k k j k k

N s s s n n n

k j

N M
k j k k k j k k

s s s n n n

k j

ds ds u u ds u u ds

F u u ds u u ds

u ds u ds

   


 

   


 

   

              

         

          

   

  

  
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В уравнении (29) правая часть 
NF  – известна, т.к. содержит искомые функции 

на предшествующих текущему временных шагах ( 1,2,..., 1k N  ). В соответствии с 

заданными граничными условиями, в левой части уравнения (29) содержатся 2M

неизвестных узловых значений перемещений или напряжений. Остальные 2M  

узловых значений заданы граничными условиями (15), (16) или (17). Кроме того, в 

случае контактных задач, на части границы   заданы соответствующие условия 

контакта (12) или (13). 

Поэтому 2M слагаемых в левой части уравнения (29) в каждом конкретном 

случае также являются известными. Уравнение (29) должно быть скорректировано в 

каждом конкретном случае постановки граничных условий и условий контакта.  

Также отметим, что для получения замкнутой системы разрешающих 

уравнений относительно 2M  искомых узловых значений перемещений или 

напряжений необходимо сформировать 2M  уравнений вида (29). Для этого 

необходимо обеспечит достаточное количество, а именно, 2M  пробных решений 

(состояний) su , nu , s
 , n

 . 

5. Выбор пробных решений и формирование замкнутой системы разрешающих 

уравнений 

Как указано в предыдущем пункте, для формирования замкнутой системы 

разрешающих уравнений необходимо иметь 2M  пробных решений.  

Положим, что в неограниченной упругой плоскости, заполненной упругой 

средой, расположен «фиктивный» контур  , положение которого совпадает с 

положением контура  . Контур   приближенно заменим кусочно-линейной 
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аппроксимацией, как указано на рис. 3: 
1

M

j

j

   . В дальнейшем, так как в области, 

D , ограниченной контуром   и соответствующей области D , построенное решение 

будет совпадать с искомым, не будем делать различий между контуром   и 

фиктивным контуром  , а также между областями 

 D  и D . 

В качестве пробных решений примем решения задач о воздействии 

сосредоточенных по координатам и времени нормальных 
i

sP  и касательных 
i

nP  

единичных усилий, приложенных к точкам i , которые являются серединами 

отрезков i , 1,2,...,i M  извне области D , ограниченной контуром  . Решениями 

этих задач являются функции влияния (см. § 1.4). 

Для вычисления коэффициентов и правой части уравнения (29) удобно на 

каждом участке j  ввести локальную систему координат с осями ( )jx s  и ( )jy n , 

причем направление оси ( )jy n  совпадает с направлением внешней нормали к 

контуру  , а ось ( )jy n  направлена по направлению обхода контура   (рис. 2.4.1). 
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Рис. 4. Пробные состояния. 

Пусть в точке iξ  участка i  приложены единичное нормальное усилие  

i

nP  и единичное касательное усилие 
i

sP . Тогда в локальной системе координат ( )jx s  

и ( )jy n  суммарные проекции этих сил на координатные оси будут определятся 

следующими выражениями: 

 
cos sin ,

sin cos ,

ij i i

x s ij n ij

ij i i

y s ij n ij

P P P

P P P

   

   
 (30) 

где ij i j   , а i  и j  – углы между векторами is , js  с осью Ox  глобальной 

декартовой системы координат Oxy . 

При этом пробные решения в локальной системе координат, согласно п.2, 

имеют вид 
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   

   

   

121 121

122 122

221 221

222

, , cos , , sin

, , sin , , cos ,

, , cos , , sin

i i

xу s s ij ij ij n ij ij ij

i i

s ij ij ij n ij ij ij

i i

уу n s ij ij ij n ij ij ij

i

s

P G x c d P G x c d

P G x c d P G x c d

P G x c d P G x c d
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 (31) 
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 (32) 

Отметим, что формулы (31) и (32) в сущности содержат два пробных решения: 

одно вследствие действия единичной силы 
i

sP , а другое – вследствие действия 

единичной силы 
i

nP . Полагая в (31), (32) 1i

sP  , 0i

nP  , получаем первое пробное 

решение для элемента i : 
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(33) 

Аналогично, полагая в (31), (32) 0i

sP  , 1i

nP  , получаем второе пробное 

решение для элемента i : 
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(34) 
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Поскольку число элементов 
i  равно M , то повторяя аналогичные действия для 

каждого элемента, как раз и получаем 2M  необходимых пробных решений. Для 

каждой пары этих решений из (29) получаем два уравнения 
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Отметим, что коэффициенты систем уравнений (35), (36), представляющие 

собой соответствующие интегралы от функций влияния упругой плоскости, могут 

содержать особенности порядка x , 0  . В случае, когда 1 2   соответствующая 

особенность будет слабой, в том смысле, что интеграл от функции с такой 

особенностью существует как несобственный интеграл второго рода. В случае же 

когда 1 2  , особенность является сильной, а соответствующий интеграл является 

сингулярным и понимается в смысле главного значения: 
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

 

где    означает целую часть числа  . 

Заключение 

Приведена постановка и разработан метод решения новых плоских 

нестационарных контактных задач для абсолютно жестких штампов и упругого 

полупространства, содержащего заглубленную полость с гладкой границей 

произвольной геометрии. Построено разрешающее граничное интегральное 

уравнение и предложен его дискретный аналог. С использованием функций Грина 

для упругой полуплоскости задача сведена к решению системы алгебраических 

уравнений относительно узловых граничных значений искомых функций на каждом 

шаге по времени.   

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ,  

проект 20-08-00707 А. 
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