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Введение

Диссертация посвящена исследованию предельных множеств 0-управляемости

и достижимости линейных дискретных автономных систем с геометрическими огра-

ничениями на управление. Алгоритмы построения предельных множеств (или их оце-

нок) строятся на основе их аналогов за конечное число шагов. В теории оптимального

управления важное место занимает анализ геометро-топологических свойств мно-

жеств достижимости (ограниченность, замкнутость, выпуклость и др.). Для линей-

ных непрерывных систем выпуклость множества достижимости вытекает из свойств

интеграла Ауманна [95] и является следствием теоремы Ляпунова о векторной мере,

доказанной в 1940-м году [53]. 1950-е гг. ознаменовались становлением современной

математической теории оптимального управления. Толчок к развитию математиче-

ской теории процессов управления был получен благодаря результатам академика

Л.С. Понтрягина и его сотрудников: В.Г. Болтянского, Р.В. Гамкрелидзе, Е.Ф. Ми-

щенко, а следом за ними и других исследователей. В частности, были выведены необ-

ходимые условия оптимальности для функционалов различного вида, получившие

название принципа максимума Понтрягина [70, 71]. Значительный вклад в теорию

оптимального управления сделан Н. Н. Красовским. Впервые с задачами оптималь-

ного управления он познакомился на научном семинаре Л. С. Понтрягина во время

пребывания в докторантуре. В дальнейшие годы, математическая теория процессов

управления достигла широкого распространения с различными приложениями. Ак-

тивную роль в развитии теории процессов управления сыграли именно сотрудники

Н.Н. Красовского: А.Б. Куржанский [49–51], А.И. Субботин [47], М.И. Гусев [115],

В.Н. Ушаков [84], М.С. Никольский [60], В.А.Комаров [40,41], Т.Ф. Филиппова [86,87]

и другие. В том числе были продолжены исследования задач управления в условиях

неопределенности [50], оценки и нахождения множеств достижимости при различных

типах ограничений на состояния и параметры системы [20]. Также ими была развита

теория множеств и трубок достижимости при неопределенности [52]. При обратном

времени эти трубки совпадают по своим основным свойствам с понятиями альтер-

нированного интеграла Л.С.Понтрягина [72,73] и моста Н.Н.Красовского [47,85].
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Классические исследования множеств достижимости связаны с системами с

геометрическими (позиционными) ограничениями, которые требуют, чтобы управля-

ющий сигнал в любой момент времени не выходил за границы допустимой области. С

помощью них учитываются конструктивные возможности управляемого устройства

(нельзя отклонять рули более чем на определенный угол, двигатель имеет ограничен-

ную тягу и так далее). Впервые свойства множеств достижимости и управляемости

для случая геометрических ограничений были получены в трудах Красовского Н.Н.

и развиты в работах Субботина А.И. [46, 47], Куржанского А.Б. [50], Черноусько

Ф.Л. [93] и др.

Возможность вычисления множеств достижимости управляемых систем и их

оценок позволяет решать такие важные проблемы, как определение оптимальных

управлений и траекторий, нахождение экстремальных значений функционалов и

многие другие [41, 50, 61, 64]. Кроме того, различные методы построения множеств

достижимости могут быть использованы для решения ряда важных практических

задач, в которых необходимо описать процесс распространения невзаимодействую-

щих возмущений в неоднородной анизотропной среде [35], в частности, это касается

таких областей как геометрическая оптика, моделирование травления и осаждения,

технологии микроэлектронных систем [22].

Методы построения и оценивания предельного множества 0-управляемости

особенно важны при решении задачи быстродействия, которая занимает одно из цен-

тральных мест в теории оптимального управления, в частности, линейная пробле-

ма быстродействия, систематическое исследование которой впервые дано в работах

Гамкрелидзе Р.В. [14, 15]. Он впервые применил для решения методы, основанные

на принципе максимума Понтрягина [70, 120], который дает необходимое условие

оптимальности. Исследованием задач быстродействия занимались Болтянский В.Г.,

Моисеев Н.Н., Евтушенко Ю.Г. и др. [1, 9, 21, 28, 57, 70]. Эта задача имеет свои осо-

бенности для дискретного времени, тогда как в непрерывном случае её решение уже

давно известно и основывается на использовании релейного управления [9, 70]. Для

дискретных систем используется подход, основанный на применении множеств 0-

управляемости. Подробные методы решения данной задачи изложены в [25,26,29,74].

Однако в этих работах предполагается разрешимость исходной задачи быстродей-
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ствия, но не приводятся необходимые и достаточные условия выполнимости этого

факта. С другой стороны, имея возможность построить предельное множество 0-

управляемости или его оценку, можно определить, разрешима ли задача быстродей-

ствия в принципе для ряда начальных состояний.

Для непрерывных систем известны результаты, в которых получены разного

рода количественные соотношения, позволяющие строить множества достижимости

конкретных управляемых систем. Знание множеств достижимости позволяет эффек-

тивно решать сложные задачи, поскольку основные вычислительные трудности ока-

зываются сосредоточены именно на этапе их нахождения. В связи с этим особого

внимания заслуживают эффективные методы аппроксимации указанных множеств.

Основной вопрос, который рассматривался во многих работах—какой математиче-

ской конструкцией может быть охарактеризована динамика множества достижимо-

сти. Для описания эволюции множеств достижимости в фазовом пространстве си-

стемы используются четыре способа представления множеств в конечномерном про-

странстве. Используются поточечное описание множеств, представление множеств

в виде линий уровня гладких функций, задание их опорными функциями и с по-

мощью параметрического описания границы множества. В случае когда множество

достижимости выпукло, оно полностью определяется своей опорной функцией и его

динамику отражает дифференциальное уравнение для опорной функции [62]. Способ

представления множеств достижимости, основанный на аппарате опорных функций

и опорных гиперплоскостей, получил свое развитие в работах [7, 16].

В статье [64] был рассмотрен подход к описанию множеств достижимости с

помощью параметрических уравнений. Еще один возможный подход к описанию эво-

люции множества достижимости – задание его с помощью множества уровня глад-

кой функции, определенной на фазовом пространстве системы. Этот подход исполь-

зовался, например, в работе [42]. Особенности границы множества достижимости

рассматриваются в [19, 88]; так, в [19] исследуются особенности границы множества

достижимости для гладкой двумерной управляемой системы, а в [88] – для линейной

нестационарной системы со скалярным управлением. В работах [8,63] исследовалась

связь между гладкостью границы множества достижимости и наблюдаемостью си-

стем.
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Поскольку точное построение множеств достижимости, как правило, являет-

ся очень сложной задачей, были разработаны различные численные методы для их

аппроксимации. Многообразие различных методик было создано для получения как

можно более точных приближений [3, 23, 54, 60, 96, 98, 102], в частности, с исполь-

зованием политопов с большим числом вершин или объединений большого числа

точек. Однако такие методы могут требовать значительных вычислений, особенно

для систем большой размерности. Другие методики основаны на оценке множеств

с помощью областей фиксированной формы [126–129] и активно применяются для

дискретных систем.

Начиная с основополагающих работ Куржанского [133, 134, 136], Черноусь-

ко [93] и Швеппе [141], получила развитие техника аппроксимации множеств дости-

жимости с помощью конечнопараметрических множеств, в частности эллипсоидов. В

этих исследованиях были получены внешние и внутренние эллипсоидальные оценки,

выражаемые через решения специальных эволюционных уравнений. Важным резуль-

татом, доказанным в работах [133,136], стала возможность достижения сколь угодно

точных двусторонних приближений для множеств достижимости и многозначных

интегралов путем пересечения внешних и объединения внутренних эллипсоидаль-

ных оценок при варьировании управляющих параметров. Основное преимущество

данного подхода заключается в том, что они позволяют получать приближенные

решения с использованием относительно простых инструментов. Дальнейшее раз-

витие эллипсоидальных методов аппроксимации, включая их распространение на

отдельные классы нелинейных систем, представлено в работах [16, 61, 68, 86, 87, 109].

Одно из направлений развития этого подхода связано с работами [69, 94, 101] и со-

стоит в построении общей квадратичной функции Ляпунова, который приводит к

построению инвариантных эллипсоидов [90, 91, 138]. Также на основе непрерывных

кусочно-квадратичных функций Ляпунова известен подход к построению внешних

и внутренних оценок множеств достижимости гибридных систем [82]. Параллельно

с эллипсоидальными оценками разрабатывались альтернативные подходы к оцен-

ке множеств достижимости с использованием другого класса конечнопараметриче-

ских множеств - параллелотопов [44, 125]. Алгоритмы построения множеств дости-

жимости, основанные на дискретных аппроксимациях, изучались в [16, 96, 116, 117].
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В [2,51,115] исследовались свойства и алгоритмы построения информационных мно-

жеств в задачах оценивания и идентификации при интегральных ограничениях на

возмущения, эти множества являются аналогами множеств достижимости в задачах

управления. В работе Пацко В.С. и Федотова А.А. [67] описана физическая визуали-

зация множеств достижимости с использованием 3D-печати.

Проблема построения множеств достижимости для дискретных систем актив-

но развивается в последнее время. В работах используется метод описания множеств

достижимости системой линейных неравенств [107, 119, 137]. Также для построения

границ множеств достижимости используется принцип максимума для дискретных

систем [103, 118, 122]. Исследование геометрических свойств множеств достижимо-

сти линейных дискретных систем с ограничениями на управление приведено в ра-

ботах [99, 104, 108, 140]. На сегодняшний день активно развиваются методы оценки

множеств достижимости для различных классов дискретных систем [77, 83]. Для

дискретных систем, как и для непрерывных, используется подход к построению

множеств достижимости с помощью эллипсоидальных аппроксимаций [132, 134].В

работе [114] исследуется связь множеств достижимости и 0-управляемости для ли-

нейных дискретных переключаемых систем. В статьях [105, 123] приведены оценки

множеств 0-управляемости линейных дискретных систем с насыщением. Также из-

вестны аналитические представления множеств достижимости и 0-управляемости

для линейных систем с дискретным временем и ограничениями на функцию управ-

ления в смысле 𝑙8-нормы. В частности, доказано, что при линейных ограничениях

на управление множества достижимости и 0-управляемости за конечное число шагов

представляют собой многогранники [29].

Для предельных аналогов тематика оценивания представляет собой относи-

тельно новое направление исследований, что подтверждается ограниченным коли-

чеством публикаций в данной области. Несмотря на растущий интерес к проблеме,

многие аспекты остаются недостаточно изученными, что определяет актуальность

настоящего исследования. Для предельных множеств сформулированы необходимые

и достаточные условия ограниченности [80,104,106]. Однако большинство работ ли-

бо сосредоточены на исследовании общих свойств предельных множеств достижимо-

сти и 0-управляемости [104,106,114,121,124], либо рассматривают системы с неогра-
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ниченным управлением [99, 113, 114, 121, 124]. В ряде частных случаев предложены

конструктивные методы формирования внешних оценок на основе аппарата опор-

ных полупространств [43] или принципа максимума [112]. Для систем с суммарными

ограничениями на управление получено описание предельных множеств достижи-

мости и 0-управляемости в виде многогранников для случая ограничений в смысле

𝑙1-нормы [31]. При выборе 𝑙𝑝-нормы с произвольным значением параметра 𝑝 P p1;�8q
сформулированы и доказаны общие свойства предельных множеств достижимости и

0-управляемости [32]. В частности, доказано их представление в виде проекций супер-

эллипсоидальных множеств конечной [97,142] и бесконечной размерностей. Это тесно

связано со строго выпуклым анализом [4, 76], выпуклым программированием [100],

теорией нормированных пространств [39] и линейных операторов [18]. В [31] для ли-

нейных дискретных систем со скалярным управлением, на которое наложено суммар-

ное ограничение 1-го порядка, показано, что в случае устойчивых систем возможно

явным образом найти предельное множество достижимости, представляющее собой

выпуклый, симметричный относительно нуля многогранник. Для ограничений более

высокого порядка описание предельных множеств достижимости и 0-управляемости

получено посредством использования опорных полупространств [32].

Объектом исследования являются линейные системы с дискретным време-

нем и ограниченным управлением. Предметом исследования являются методы

построения и оценивания предельных множеств достижимости и 0-управляемости

для линейных систем с дискретным временем и ограниченным управлением.

В работе поставлена следующая цель. Для линейных систем с дискретным

временем и геометрическими ограничениями на управление разработать алгоритмы

точного построения и внешнего оценивания предельных множеств 0-управляемости

и достижимости.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи.

Для линейных систем с дискретным временем и геометрическими ограниче-

ниями на управление

1) сформулировать и доказать необходимые и достаточные условия ограничен-

ности предельных множеств 0-управляемости и достижимости линейной дискретной

автономной системы с ограниченным управлением с компактным множеством допу-
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стимых значений управления, во внутренность которого входит начало координат;

2) сформулировать и доказать утверждения, позволяющие декомпозировать

задачу построения предельного множества 0-управляемости и предельного множе-

ства достижимости;

3) разработать алгоритм построения внешних оценок предельных множеств 0-

управляемости и предельных множеств достижимости на основе аппарата опорных

полупространств;

4) разработать алгоритм построения внешних оценок предельных множеств

0-управляемости и предельных множеств достижимости на основе принципа сжима-

ющих отображений;

5)разработать алгоритм построения внешних оценок предельных множеств 0-

управляемости и предельных множеств достижимости для почти периодических си-

стем;

6) разработать программу, реализующую эти алгоритмы;

7) при помощи разработанного математического аппарата решить ряд модель-

ных примеров и прикладных задач.

Методы исследования. Для решения поставленных задач используются ме-

тоды математического моделирования, выпуклого анализа, функционального ана-

лиза. Различные численные методы решения задач выпуклого программирования

применяются для реализации программы и для проведения вычислительных экспе-

риментов.

Достоверность результатов обеспечивается строгостью математических

формулировок и доказательств утверждений, подтверждением полученных теоре-

тических результатов численными экспериментами.

Научная новизна. Полученные в диссертационной работе результаты по за-

даче построения предельных множеств 0-управляемости и достижимости являются

новыми, в частности, разработаны алгоритмы построения оценок предельных мно-

жеств, позволяющие строить оценки с любой наперед заданной точностью.

Практическая ценность исследования связана с возможностью применения

разработанных методов при проектировании различных систем управления (напри-

мер, систем демпфирования и систем управлением движения летательных аппара-
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тов), построения управляющих устройств для стабилизации различных объектов.

Структура и объем диссертации. Диссертация содержит введение, 4 гла-

вы, заключение и список используемой литературы. Объем работы в страницах –

119, число рисунков – 24, число таблиц – 1, число использованных источников – 159.

Содержание диссертации

Во введении дан подробный обзор имеющихся работ по выбранной теме дис-

сертационного исследования и смежным темам, сформулирована цель работы, аргу-

ментирована ее научная новизна и практическая ценность, а также в сжатом виде

изложено содержание глав диссертации.

В первой главе сформулирована постановка задачи построения предель-

ных множеств 0-управляемости (или их оценок) для линейной дискретной системы с

геометрическими ограничениями на управление. Решение поставленной задачи осу-

ществляется посредством класса множеств 0-управляемости, где каждое множество

0-управляемости за 𝑁 шагов состоит из тех и только из тех начальных состояний

системы, из которых она может быть переведена в 0 за 𝑁 шагов. Предельное мно-

жество 0-управляемости представимо в виде счётного объединения конечных анало-

гов. Доказан ряд лемм, который позволяет при помощи декомпозиционного подхо-

да решать поставленную задачу для 𝑛-мерной системы за счет ее декомпозиции на

подсистемы меньшей размерности, что удается сделать благодаря переходу в веще-

ственный жорданов базис. Особенности построения внешних оценок предельных мно-

жеств 0-управляемости связаны с собственными значениями матрицы системы. До-

казаны леммы о построении внешних оценок предельных множеств 0-управляемости

на основе аппарата опорных полупространств для действительных и комплексно-

сопряженных собственных значений.

Рассмотрена задача построения внешней оценки предельного множества 0-

управляемости на основе аппарата сжимающих отображений. Так как множества

0-управляемости за 𝑁 шагов допускают рекуррентное соотношение, что напоминает

метод простой итерации, для использования которого необходимо определить метри-

ческое пространство, в данном случае вводится пространство компактов с метрикой

Хаусдорфа. Оно является полным, следовательно, у сжимающего отображения в та-

ком пространстве существует единственная неподвижная точка. Сформулированы
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и доказаны две теоремы, в которых даны условия того, что отображение сжимаю-

щее (или же является сжимающим композиция отображений 𝑀 раз), и погрешность

метода простой итерации. Также доказана теорема о внешних оценках на основе

принципа сжимающих отображений, которая позволяет строить оценки предельных

множеств 0-управляемости с любой наперед заданной точностью. Приведены модель-

ные примеры.

Выбор шага квантования 𝑀 , который определяет, при каком значении 𝑀

отображение, определяющее внешнюю оценку, является сжимающим, обосновыва-

ется с помощью методов численного анализа. Шаг 𝑀 напрямую влияет на точность

построения оценок и используется в вычислении коэффициента сжатия, который

рассчитывается как операторная норма матрицы 𝐴�𝑀 . Сформулирована оптимиза-

ционная задача минимизации погрешности внешней оценки предельного множества

0-управляемости 𝒳8 в зависимости от шага 𝑀 , которая решена средствами чис-

ленного анализа. Был проверед ряд расчётов для двумерных систем с различными

собственными значениями. Установлены оптимальные значения шага 𝑀 , обеспечи-

вающие минимальную погрешность при ограничении на максимальное число шагов

𝑁max.

Во второй главе сформулирована постановка задачи построения предель-

ных множеств достижимости (или их оценок) для системы из главы 1. Решение по-

ставленной задачи осуществляется посредством класса множеств достижимости, где

каждое множество достижимости за 𝑁 шагов состоит из тех и только из тех со-

стояний системы, в которые систему можно перевести из 0 за 𝑁 шагов. Известно,

что предельное множество достижимости представимо в виде счётного объединения

конечных аналогов. Доказан ряд лемм, которые позволяют решить поставленную

задачу для 𝑛-мерной системы за счет ее декомпозиции на подсистемы меньшей раз-

мерности, что удается сделать благодаря переходу в вещественный жорданов базис.

Особенности построения внешних оценок предельных множеств достижимости свя-

заны с собственными значениями матрицы системы. Доказано свойство выпуклости

предельного множеста, что позволяет построить вид опорного полупространству к

предельному множеству. На основе этого свойства доказаны леммы о построении

внешних оценок предельных множеств достижимости на основе аппарата опорных
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полупространств для действительных и комплексно-сопряженных собственных зна-

чений.

Рассмотрена задача построения внешней оценки предельного множества до-

стижимости на основе аппарата сжимающих отображений. Так как множества дости-

жимости за 𝑁 шагов допускают рекуррентное соотношение, что напоминает метод

простой итерации, для использования которого необходимо определить метрическое

пространство, в данном случае вводится пространство компактов с метрикой Хау-

сдорфа. Оно является полным, следовательно, у сжимающего отображения в таком

пространстве существует единственная неподвижная точка. Сформулированы и до-

казаны две теоремы, в которых даны условия того, что отображение сжимающее

(или же является сжимающим композиция отображений 𝑀 раз), и погрешность ме-

тода простой итерации. Также доказана теорема о структуре внешних оценок на

основе принципа сжимающих отображений, которая позволяет строить оценки пре-

дельных множеств достижимости с любой наперед заданной точностью. Приведены

модельные примеры.

В третьей главе рассмотрен частный случай системы, описанной в главе 1. В

данном случае рассматривается линейная дискретная почти периодическая 𝑛-мерная

система. Почти периодическими называются системы, матрицы которых обладают

только комплексно-сопряженными собственными значениями. Ставится задача по-

строения оценок предельных множеств 0-управляемости и достижимости для таких

систем. На основе принципа декомпозиции задача построения предельных множеств

разбивается на 𝑛
2
аналогичных задач размерности 2. Для двумерных периодических

систем (когда аргумент является рациональным делителем 𝜋) доказана теорема, поз-

воляющая построить предельные множества 0-управляемости и достижимости в яв-

ном виде. Эта теорема обобщается за счёт использования свойств метрики Хаусдорфа

в пространстве компактов на случай почти периодических систем, когда внешнюю

оценку предельного можно построить как сумму предельного множества вспомога-

тельной периодической системы и погрешности. Точность приближения в смысле

расстояния Хаусдорфа оценивается при помощи представления всех рассматривае-

мых множеств в качестве неподвижных точек сжимающих отображений. Проведен

численный анализ погрешности внешней оценки предельного множества при огра-
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ничении на вычислительные ресурсы, который позволил определить оптимальное

значение параметра, характеризующего наиболее точную оценку.

Четвертая глава посвящена описанию программы, которая реализует алго-

ритмы, разработанные в главах 1-3.

Для демонстрации эффективности работы программы решаются задачи по-

строения предельного множества 0-управляемости спутника, задача построения пре-

дельных множеств достижимости для системы демпфирования высотного сооруже-

ния и задача построения предельного множества достижимости для системы стаби-

лизации уровня глюкозы в плазме крови.

В заключении приведены основные научные результаты, полученные авто-

ром работы.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. Резуль-

таты диссертационной работы соответствуют пунктам 1, 2, 5 паспорта специальности

2.3.1.:

1. Теоретические основы и методы системного анализа, оптимизации, управ-

ления, принятия решений, обработки информации и искусственного интеллекта.

2. Формализация и постановка задач системного анализа, оптимизации, управ-

ления, принятия решений, обработки информации и искусственного интеллекта.

5. Разработка специального математического и алгоритмического обеспечения

систем анализа, оптимизации, управления, принятия решений, обработки информа-

ции и искусственного интеллекта.

Основные результаты работы, выносимые на защиту. 1. Разработан ал-

горитм построения оценок предельных множеств 0-управляемости и достижимости,

основанный на аппарате опорных полупространств. [147,148,153,157,158]

2. Разработан алгоритм построения внешней оценки предельных множеств 0-

управляемости и достижимости на основе принципа сжимающих отображений с лю-

бой наперед заданной точностью. [145,146,149,152,154,155,159,160]

3. Разработан алгоритм построения внешней оценки предельных множеств 0-

управляемости и достижимости для почти периодических систем. [151,156,161]

4. Программа, реализующая полученные алгоритмы, при помощи которой ре-

шены задачи построения предельных множеств в задаче демпфирования высотного
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сооружения в зоне сейсмической активности и нормализации уровня глюкозы в плаз-

ме крови. [162]

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуждались

на следующих научных семинарах и конференциях: международные научные кон-

ференции «Авиация и космонавтика» (Москва, 2020, 2023, 2024 гг.); международные

научные конференции «Гагаринские чтения» (Москва, 2021, 2022, 2024); XIV Всерос-

сийское совещание по проблемам управления (Москва, 2024 г.); XXII Международная

конференция по вычислительной механике и современным прикладным программ-

ным системам (Дивноморское, 2023 г.); XXV международная научная конференция

«Системный анализ, управление и навигация» (Евпатория, 2021 г.); Всероссийская

конференция «Теория управления и математическое моделирование» (Ижевск, 2025

г.).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 7 рабо-

тах, из которых 3 работы опубликованы в периодических изданиях, индексируемых

в международных системах цитированияWeb of Science или Scopus [145,146,151],

4 работы в изданиях, рекомендованных ВАК [147–150], и 10 работ в других научных

изданиях и материалах конференций [152–161]. Получено государственное свидетель-

ство о регистрации программы для ЭВМ [162].

Личный вклад. Все результаты диссертации получены лично автором. Из

результатов, опубликованных в соавторстве, в диссертацию включен только матери-

ал, вклад соискателя в котором был определяющим.

Благодарности. Автор выражает глубокую признательность научному

руководителю Д.Н.Ибрагимову за ценные комментарии и замечания, профес-

сору В.Н.Синицину за помощь в организации, профессорам С.В.Иванову,

К.В.Семенихину за полезную критику и замечания при подготовке диссертацион-

ной работы, а также за другую помощь, оказанную автору в процессе исследований

и написания диссертации.



Глава 1. Построение оценок предельных множеств 0-

управляемости для линейных дискретных си-

стем с ограниченным управлением

Глава 1 посвящена исследованию предельных множеств 0-управляемости для

линейных дискретных систем с геометрическими ограничениями на управление. Ос-

новное внимание уделяется разработке методов построения и анализа данных мно-

жеств, включая их декомпозицию, изучение свойств выпуклости и разработку алго-

ритмов внешнего оценивания.

Основные разделы главы организованы следующим образом:

– В разделе 1.1 приводится постановка задачи для n-мерной линейной дискрет-

ной системы с выпуклым компактным множеством допустимых управлений,

содержащим ноль в своей относительной внутренности. Даются определения

множеств 0-управляемости за конечное число шагов и их предельного аналога.

– Раздел 1.2 посвящен декомпозиционному подходу анализа системы. Доказыва-

ется возможность разложения исходной задачи на подзадачи меньшей размер-

ности.

– В разделе 1.3 исследуются свойства выпуклости предельных множеств. Дока-

зывается, что множество 0-управляемости является открытым и выпуклым.

На основе этих свойств представлены внешние оценки предельных множеств

0-управляемости.

– Раздел 1.4 представляет метод построения внешних оценок на основе принципа

сжимающих отображений.

– В разделе 1.5 представлены модельные примеры, на которых проиллюстирова-

ны теоретические результаты, полученные в предыдущих разделах главы.

– В разделе 1.6 проводится численный анализ зависимости точности оценок от

выбора параметров алгоритма из раздела 1.4.

– В разделе 1.7 сформулированы выводы по главе 1.
16
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1.1 Постановка задачи

Рассматривается 𝑛-мерная линейная автономная дискретная система управ-

ления p𝐴,𝒰q с ограниченным управлением:

𝑥p𝑘 � 1q � 𝐴𝑥p𝑘q � 𝑢p𝑘q,
𝑥p0q � 𝑥0, 𝑢p𝑘q P 𝒰 , 𝑘 P NY t0u,

(1.1)

где 𝑥p𝑘q, 𝑢p𝑘q P R𝑛 – векторы состояния и управления соответственно, 𝒰 � R𝑛 –

выпуклое компактное множество допустимых значений управления, 𝐴 P R𝑛�𝑛 – мат-

рица системы (1.1). Предполагается, что 0 P ri 𝒰 .

Определим семейство множеств 0-управляемости t𝒳 p𝑁qu8𝑁�0, где каждое

𝒳 p𝑁q представляет собой множество тех начальных состояний, из которых посред-

ством выбора допустимого управления систему (1.1) можно перевести в начало ко-

ординат за 𝑁 шагов:

𝒳 p𝑁q �
$&%t𝑥 P R𝑛 : D𝑢p0q, . . . , 𝑢p𝑁 � 1q P 𝒰 : 𝑥p𝑁q � 0u, 𝑁 P N,

t0u, 𝑁 � 0.
(1.2)

Требуется построить предельное множество 0-управляемости 𝒳8, т.е. множе-

ство тех начальных состояний, из которых систему p𝐴,𝒰q можно перевести в начало
координат за любое конечное число шагов:

𝒳8 � t𝑥 P R𝑛 : D𝑁 P N, 𝑢p0q, . . . , 𝑢p𝑁 � 1q P 𝒰 : 𝑥p𝑁q � 0u.

С учетом (1.2) также справедливо представление

𝒳8 �
8¤

𝑁�0

𝒳 p𝑁q. (1.3)

1.2 Декомпозиция линейной системы

Как будет продемонстрировано далее, структура предельного множества 0-

управляемости системы (1.1) определяется свойствами матрицы системы 𝐴. В [80,

теорема 2] доказано, что 𝒳8 представляет собой цилиндрическое множество, ориен-

тированное вдоль собственных векторов матрицы 𝐴, соответствующих собственным

значениям, которые по модулю не превосходят 1. Поэтому процесс построения 𝒳8

связан с переходом в базис собственных и присоединенных векторов 𝐴. В связи с
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чем в разделе 1.2 рассмотрены свойства системы (1.1) и множеств вида (1.2) и (1.3),

связанные с различными линейными преобразованиями системы координат.

Введем следующее инвариантное подпространство:

L¡1 � Lintℎ𝑖 : ℎ𝑖 соответствует собственному значению 𝜆, |𝜆| ¡ 1u.

Справедлив следующий критерий ограниченности предельного множества (1.3)

Теорема 1.1. Пусть множество 𝒳8 определяется соотношением (1.3).
Тогда 𝒳8 ограничено тогда и только тогда, когда det𝐴 � 0 и 𝒰 � L¡1.

Доказательство теоремы 1.1.

Если det𝐴 � 0, то существует собственный вектор ℎ P R𝑛zt0u, соответ-
ствующий собственному значению 0. Тогда по определению (1.3) верно включение

Lintℎu � 𝒳8. Следовательно, множество 𝒳8 неограниченное.

Теперь предположим, что det𝐴 � 0. Разобьём элементы вещественного жор-

данова базиса ℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚 , где ℎ𝑖,𝑗 P R𝑛 – присоединенный век-

тор матрицы 𝐴 ранга 𝑗, соответствующий значению 𝜆𝑖 P C матрицы 𝐴, или ℎ𝑖,𝑗 �
pℎ𝑟𝑒

𝑖,𝑗, ℎ
𝑖𝑚
𝑖,𝑗 q P R𝑛�2 – действительная и мнимая части присоединенного вектора матри-

цы 𝐴 ранга 𝑗, соответствующего собственному значению 𝜆𝑖 P C. Тогда вещественная

жорданова форма матрицы 𝐴 состоит из 𝑚 клеток, а 𝑛𝑖 и 2𝑛𝑖 – размерность 𝑖-й

клетки в зависимости от типа собственного значения. Причем в силу [89, Раздел 3.1]

верно представление:

𝐴 � 𝑆Λ𝑆�1, где

𝑆 � pℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚q,

Λ � 𝑑𝑖𝑎𝑔p𝐽1, . . . , 𝐽𝑚q.

Для всех 𝑖 � 1,𝑚 жорданова клетка 𝐽𝑖 P R𝑛𝑖�𝑛𝑖 имеет один из следующих двух

видов:

𝐽𝑖 �

��������
𝜆𝑖 1 0 . . . 0

0 𝜆𝑖 1 . . . 0
... . . .

. . . . . .
...

0 . . . . . . 0 𝜆𝑖

�������
P R𝑛𝑖�𝑛𝑖 , 𝜆𝑖 P R,
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𝐽𝑖 �

��������
𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

𝐼 0 . . . 0

0 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
𝐼 . . . 0

... . . .
. . . . . .

...

0 . . . . . . 0 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

�������
P R2𝑛𝑖�2𝑛𝑖 , 𝜆𝑖 � 𝑟𝑖𝑒
𝑖𝜙𝑖 P C, 𝐴𝜙𝑖

�
�� cosp𝜙𝑖q sinp𝜙𝑖q
� sinp𝜙𝑖q cosp𝜙𝑖q

�
.

Для любого 𝑢p𝑘 � 1q P 𝒰 верно разложение

𝑢p𝑘 � 1q �
𝑚̧

𝑖�1

𝑛𝑖̧

𝑗�1

ℎ𝑖,𝑗𝛼𝑖,𝑗p𝑘q,

где 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q P R, если 𝜆𝑖 P R и 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q P R2, если 𝜆𝑖 P C. Тогда справедливо следующее

представление:

𝑆�1𝑢p𝑘 � 1q � pℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚q�1
𝑚̧

𝑖�1

𝑛𝑖̧

𝑗�1

ℎ𝑖,𝑗𝛼𝑖,𝑗p𝑘q �

� 𝑆�1 pℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚qloooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon
𝑆

�����������������

𝛼1,1p𝑘q
...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q
...

𝛼𝑚,1p𝑘q
...

𝛼𝑚,𝑛𝑚p𝑘q

����������������

�

�����������������

𝛼1,1p𝑘q
...

𝛼1,𝑛1p𝑘q
...

𝛼𝑚,1p𝑘q
...

𝛼𝑚,𝑛𝑚p𝑘q

����������������

.

Пусть 𝜆𝑖 P R. Заметим, что для жордановых клеток 𝐽𝑖 справедливо следующее

представление:

𝐽𝑖 � 𝜆𝑖𝐼 � 𝑃 , где 𝑃 �

��������
0 1 . . . 0

0 0
. . .

...
...

...
. . . 1

0 0 . . . 0

�������
. Тогда

𝐽�𝑘
𝑖 � p𝜆𝑖𝐼 � 𝑃 q�𝑘 �

𝑛𝑖�1̧

𝑙�0

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝜆

�p𝑘�𝑙q
𝑖 𝑃 𝑙.

Введем новое обозначение 𝛽𝑖:
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𝛽𝑖 �
𝑁̧

𝑘�1

𝐽�𝑘
𝑖

�����
𝛼𝑖,1p𝑘q

...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

����
�
𝑁̧

𝑘�1

𝑛𝑖�1̧

𝑙�0

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝜆

�p𝑘�𝑙q
𝑖 𝑃 𝑙

�����
𝛼𝑖,1p𝑘q

...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

����
, где

p𝑃 𝑙𝑥q𝑗 �

$'&'%
𝑥𝑗�𝑙, 𝑙 ¤ 𝑛𝑖 � 𝑗

0, 𝑗 ¥ 𝑛𝑖 � 𝑗.

Тогда

𝛽𝑖,𝑗 �
𝑁̧

𝑘�1

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝜆

�p𝑙�𝑘q
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q �

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁̧

𝑘�𝑙

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝜆

�p𝑘�𝑙q
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q

Пусть 𝒰 � L¡1, т.е. 𝛼𝑖,𝑗 � 0, если |𝜆𝑖| ¤ 1. Получим

|𝛽𝑖,𝑗| �
�����
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁̧

𝑘�𝑙

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝜆

�p𝑘�𝑙q
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q

����� ¤

¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁̧

𝑘�𝑙

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1|𝜆�p𝑘�𝑙q

𝑖 ||𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q| ¤

$'&'%
°𝑛𝑖�𝑗

𝑙�0

°𝑁
𝑘�𝑙 𝐶

𝑙
𝑘�𝑙�1|𝜆�p𝑘�𝑙q

min |𝛼max, |𝜆𝑖| ¡ 1,

0, |𝜆𝑖| ¤ 1

¤

¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝛼max

p𝜆min � 1q𝑙�1
¤

𝑛̧

𝑙�0

𝛼max

p𝜆min � 1q𝑙�1

𝜆min � mint|𝜆| : 𝜆� собственное значение 𝐴 и |𝜆| ¡ 1u,

𝛼max � max
𝑢P𝒰

max
𝑖�1,𝑚

max
𝑗�1,𝑛𝑖

}𝛼𝑖,𝑗}.

Рассмотрим теперь случай комплексно-сопряженных собственных значений.

В этом случае для жордановой клетки 𝐽𝑖 справедливо следующее соотношение:

𝐽𝑖 � 𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

q � 𝑃 2.

Тогда

𝐽�𝑘
𝑖 � p𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
q � 𝑃 2q�𝑘 �

𝑛𝑖�1̧

𝑙�0

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
q�p𝑙�𝑘q𝑃 2𝑙.
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Аналогично вещественному случаю для 𝜆𝑖 P C получим

𝛽𝑖 �
𝑁̧

𝑘�1

𝐽�𝑘
𝑖

�����
𝛼𝑖,1p𝑘q

...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

����
�
𝑁̧

𝑘�1

𝑛𝑖�1̧

𝑙�0

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
q�p𝑘�𝑙q𝑃 2𝑙

�����
𝛼𝑖,1p𝑘q

...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

����
.

Учтём, что 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q P R2 и получим

𝛽𝑖,𝑗 �
𝑁̧

𝑘�1

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

q�p𝑘�𝑙q𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q �

�
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁̧

𝑘�1

p�1q𝑙𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

q�p𝑘�𝑙q𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q.

Пусть 𝒰 � L¡1, т.е. 𝛼𝑖,𝑗 � 0, если |𝜆𝑖| ¤ 1. Получим

}𝛽𝑖,𝑗} ¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁̧

𝑘�1

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1}𝑟�𝑘

𝑖 𝐴�𝑘𝜙𝑖
𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q} �

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁̧

𝑘�1

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙�1𝑟

�𝑘
𝑖 }𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q} ¤

¤

$'&'%
°𝑛𝑖�𝑗

𝑙�0

°8
𝑘�1𝐶

𝑙
𝑘�𝑙�1𝜆

�p𝑘�𝑙q
min 𝛼𝑚𝑎𝑥, |𝜆𝑖| ¡ 1,

0, |𝜆𝑖| ¤ 1.

¤

¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝛼max

p𝜆min � 1q𝑙�1
¤

𝑛̧

𝑙�0

𝛼max

p𝜆min � 1q𝑙�1
.

Если 𝑥p𝑁q � 0, то из (1.1) следуют соотношения

}𝑥p0q} � }𝑆
𝑁̧

𝑘�1

Λ�𝑘𝑆�1𝑢p𝑘�1q} ¤ }𝑆}
� 𝑚̧

𝑖�1

𝑛𝑖̧

𝑗�1

}𝛽𝑖,𝑗}2
	 1

2 ¤ }𝑆}
�
𝑛

𝑛̧

𝑙�0

𝛼max

p𝜆min � 1q𝑙�1

	 1
2   8.

Следовательно, по определению 1.3 множество 𝒳8 ограничено.

Пусть 𝒰 � L¡1. Тогда найдется 𝑢 P 𝒰 такой, что в его разложении по базису

ℎ1, . . . , ℎ𝑛 𝛼𝑖,𝑗 � 0 для 0   |𝜆𝑖| ¤ 1, 𝑗 � 1, 𝑛𝑖. Без ограничения общности будем

полагать, что

𝛼𝑖,𝑗�1 � . . . � 𝛼𝑖,𝑛𝑖
� 0 или 𝑗 � 𝑛𝑖.

Если 𝜆𝑖 P R, рассмотрим следующее управление

𝑢p𝑘q �

$'&'%
𝑢, 𝑘 P t0, 2, 4, . . .u,

0, 𝑘 P t1, 3, 5, . . .u.
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����� 𝑁̧

𝑘�1

Λ�𝑘𝑆�1𝑢p𝑘 � 1q
����� � ��𝑆�1𝑥p0q�� ¤ }𝑆�1}}𝑥p0q},

}𝑥p0q} ¥ 1

}𝑆�1} �
����� 2𝑁̧

𝑘�1

Λ�𝑘𝑆�1𝑢p𝑘 � 1q
����� ¥ 1

}𝑆�1}}𝛽𝑖,𝑗} �

� 1

}𝑆�1}|
2𝑁̧

𝑘�1

𝜆�𝑘
𝑖 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q| � 1

}𝑆�1}
𝑁̧

𝑘�1

𝜆�2𝑘
𝑖 |𝛼𝑖,𝑗| 𝑁Ñ8ÝÝÝÑ 8.

Если 𝜆𝑖 P C и 𝜙𝑖

𝜋
R Q, то рассмотрим возрастающую последовательность

t𝑘1, 𝑘2, . . .u � N такую, что

p�𝜙𝑖𝑘𝑁 � 𝜃q mod 2𝜋 P r0;
𝜋

6
q, где 𝛼𝑖,𝑗 � }𝛼𝑖,𝑗}

��cosp𝜃q
sinp𝜃q

�
.

Такая последовательность существует, поскольку в силу теоремы Вейля clt𝜙𝑖𝑘

mod 2𝜋 : 𝑘 P Nu � r0; 2𝜋s.
Если 𝜙𝑖 � 2𝜋 𝐾1

𝐾2 , то положим 𝑘𝑁 � 𝑁𝐾2. В обоих случаях выберем управление

следующим образом:

𝑢p𝑘 � 1q �

$'&'%
𝑢, 𝑘 P t𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, . . .u,

0, 𝑘 R t𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, . . .u.

Тогда для 𝜙𝑖 � 2𝜋 𝐾1

𝐾2

}𝑥p𝑘𝑁q} ¥ 1

}𝑆�1} }𝛽𝑖,𝑗} � 1

}𝑆�1}

�����
𝑘𝑁̧

𝑘�1

𝑟�𝑘
𝑖 𝐴�𝑘𝜙𝑖

𝛼𝑖,𝑗p𝑘q
����� �

� 1

}𝑆�1}

����� 𝑁̧

𝑘�1

𝑟�𝑘𝐾2

𝑖 𝐴�𝑘2𝜋𝐾1𝛼𝑖,𝑗

����� � 1

}𝑆�1}
𝑁̧

𝑘�1

𝑟�𝑘𝐾2

𝑖 }𝛼𝑖,𝑗} 𝑁Ñ8ÝÝÝÑ 8.

Если 𝜙𝑖

𝜋
R Q, то

}𝑥p𝑘𝑁q} ¥ 1

}𝑆�1}}𝛽𝑖,𝑗} � 1

}𝑆�1}

�����
𝑘𝑁̧

𝑘�1

𝑟�𝑘
𝑖 𝐴�𝑘𝜙𝑖

𝛼𝑖,𝑗p𝑘q
����� � 1

}𝑆�1}

����� 𝑁̧

𝑞�1

𝑟
�𝑘𝑞
𝑖 𝐴�𝑘𝑞𝜙𝑖

𝛼𝑖,𝑗p𝑘q
����� ¥

¥ 1

}𝑆�1}
𝑁̧

𝑞�1

𝑟
�𝑘𝑞
𝑖 }𝛼𝑖,𝑗} � | cosp�𝑘𝑞𝜙𝑖 � 𝜃q| ¥ 1

2}𝑆�1}
𝑁̧

𝑞�1

𝑟
�𝑘𝑞
𝑖 }𝛼𝑖,𝑗} 𝑁Ñ8ÝÝÝÑ 8.

Таким образом, во всех трёх случаях множество 𝒳8 оказывается неограниченным.
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Теорема 1.1 доказана.

Пусть p𝐴1,𝒰1q и p𝐴2,𝒰2q – 𝑛1-мерная и 𝑛2-мерная системы вида (1.1). Обозна-

чим через p𝐴1,𝒰1q � p𝐴2,𝒰2q систему p𝐴,𝒰q размерности 𝑛1 � 𝑛2, где

𝐴 �
��𝐴1 𝑂

𝑂 𝐴2

�
P Rp𝑛1�𝑛2q�p𝑛1�𝑛2q, 𝒰 � 𝒰1 � 𝒰2 P R𝑛1�𝑛2 .

Лемма 1.1. Пусть через t𝒳𝑖p𝑁qu8𝑁�0 и 𝒳𝑖,8 обозначены класс множеств 0-

управляемости и предельное множество 0-управляемости соответственно систе-

мы p𝐴𝑖,𝒰𝑖q, 𝑖 P t1, 2u, также p𝐴,𝒰q � p𝐴1,𝒰1q � p𝐴2,𝒰2q.
Тогда

1) 𝒳 p𝑁q � 𝒳1p𝑁q � 𝒳2p𝑁q, 𝑁 P NY t0u;
2) 𝒳8 � 𝒳1,8 � 𝒳2,8.

Доказательство леммы 1.1. Обозначим через 𝑥0,1 P R𝑛1и 𝑥0,2 P R𝑛2

начальные состояния системы p𝐴1,𝒰1q и p𝐴2,𝒰2q соответственно. Тогда 𝑥0 �
��𝑥0,1

𝑥0,2

�

– начальное состояние системы p𝐴,𝒰q.

1. В силу рекуррентных соотношений (1.1) верно, что для всех 𝑁 P N

𝑥p𝑁q � 𝐴𝑁𝑥0 � 𝐴𝑁�1𝑢p0q � 𝐴𝑁�2𝑢p1q � ...� 𝑢p𝑁 � 1q �

�
��𝐴𝑁

1 𝑂

𝑂 𝐴𝑁
2

�
��𝑥01

𝑥02

�
�
��𝐴𝑁�1

1 𝑂

𝑂 𝐴𝑁�1
2

�
��𝑢1p0q
𝑢2p0q

�
� ...�
��𝑢1p𝑁 � 1q
𝑢2p𝑁 � 1q

�
�

�
��𝐴𝑁

1 𝑥01 � 𝐴𝑁�1
1 𝑢1p0q � ...� 𝑢1p𝑁 � 1q

𝐴𝑁
2 𝑥02 � 𝐴𝑁�1

2 𝑢2p0q � ...� 𝑢2p𝑁 � 1q

�
�
��𝑥1p𝑁q
𝑥2p𝑁q

�
.

Тогда 𝑥p𝑁q � 0 тогда и только тогда, когда существуют 𝑢1p0q, ..., 𝑢1p𝑁 � 1q P 𝒰1 и

𝑢2p0q, ..., 𝑢2p𝑁 � 1q P 𝒰2 такие, что 𝑥1p𝑁q � 0, 𝑥2p𝑁q � 0. Данные равенства в силу

определения (1.2) эквивалентны включению 𝑥0,1 P 𝒳1p𝑁q, 𝑥0,2 P 𝒳2p𝑁q. Следователь-
но,

𝒳 p𝑁q � 𝒳1p𝑁q � 𝒳2p𝑁q.

2. Пусть 𝑥0 P 𝒳8. Тогда согласно (1.3) существует r𝑁 P N такой, что
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𝑥0 P 𝒳 p r𝑁q � 𝒳1p r𝑁q � 𝒳2p r𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝒳1p𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝒳2p𝑁q � 𝒳1,8 � 𝒳2,8.

Тогда 𝒳8 � 𝒳1,8 � 𝒳2,8.

Пусть 𝑥0 P 𝒳1,8 � 𝒳2,8. Следовательно, существуют r𝑁1, r𝑁2 P N такие, что

𝑥0 P 𝒳1p r𝑁1q � 𝒳2p r𝑁2q � 𝒳1p r𝑁q � 𝒳2p r𝑁q , где r𝑁 � maxt r𝑁1, r𝑁2u. Тогда в силу пункта
1 леммы 1.1

𝑥0 P 𝒳 p r𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝒳 p𝑁q � 𝒳8.

Откуда 𝒳1,8 � 𝒳2,8 � 𝒳8.

Окончательно получаем, что 𝒳8 � 𝒳1,8 � 𝒳2,8.

Лемма 1.2. Пусть 𝑆 P R𝑛�𝑛, det𝑆 � 0, p𝐴,𝒰q – 𝑛-мерная система вида

(1.1), через t𝒳 1p𝑁qu8𝑁�0 и 𝒳 1
8 обозначены класс множеств 0-управляемости и пре-

дельное множество 0-управляемости соответственно системы p𝑆�1𝐴𝑆, 𝑆�1𝒰q.
Тогда

1) 𝒳 p𝑁q � 𝑆𝒳 1p𝑁q, 𝑁 P NY t0u;

2) 𝒳8 � 𝑆𝒳 1
8.

Доказательство леммы 1.2. 1. Пусть t𝑦p𝑘qu𝑁𝑘�0 – траектория системы

p𝑆�1𝐴𝑆, 𝑆�1𝒰q, т.е. 𝑦p𝑁q согласно (1.1) для начального состояния 𝑦0 P R𝑛 допускает

следующее представление:

𝑦p𝑁q � 𝑆�1𝐴𝑆𝑦p𝑁 � 1q � 𝑣p𝑁 � 1q � ... �

� 𝑆�1𝐴𝑁𝑆𝑦0 � 𝑆�1𝐴𝑁�1𝑆𝑣p0q � ...� 𝑣p𝑁 � 1q,

где 𝑣p0q, ..., 𝑣p𝑁 � 1q P 𝑆�1𝒰 .

В силу (1.2) 𝑦0 P 𝒳 1p𝑁q тогда и только тогда, когда 𝑦p𝑁q � 0, т.е.

𝑆�1𝐴𝑁𝑆𝑦0 � 𝑆�1𝐴𝑁�1𝑆𝑣p0q � ...� 𝑣p𝑁 � 1q � 0,

𝐴𝑁𝑆𝑦0 � 𝐴𝑁�1𝑆𝑣p0q � ...� 𝑆𝑣p𝑁 � 1q � 0,
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что в силу (1.2) эквивалентно включению 𝑆𝑦0 P 𝒳 p𝑁q, так как по построению

𝑆𝑣p0q, ..., 𝑆𝑣p𝑁 � 1q P 𝒰 . Откуда следует равенство 𝒳 p𝑁q � 𝑆𝒳 1p𝑁q.
2. Пусть 𝑥0 P 𝒳8. В силу p3q существует r𝑁 P N

�t0u такой, что 𝑥0 P 𝒳 p r𝑁q, что
эквивалентно включению 𝑥0 P 𝑆𝒳 1p r𝑁q согласно пункту 1 леммы 1.2. Следовательно,

𝑆�1𝑥0 P 𝒳 1p r𝑁q. Тогда 𝑆�1𝑥0 P
8�

𝑁�0

𝒳 1p𝑁q � 𝒳 1
8, т.е. 𝑥0 P 𝑆𝒳 1

8. Тогда 𝒳8 � 𝑆𝒳 1
8.

Пусть 𝑥0 P 𝑆𝒳 1
8, тогда 𝑆

�1𝑥0 P 𝒳 1
8. В силу (1.3) существует r𝑁 P NYt0u такой,

что 𝑆�1𝑥0 P 𝒳 1p r𝑁q. Тогда 𝑥0 P 𝑆𝒳 1p r𝑁q, что эквивалентно включению 𝑥0 P 𝒳 p r𝑁q
в силу пункта 1 леммы 1.2. Согласно соотношениям (1.3) также верно включение

𝑥0 P 𝒳8. Тогда 𝑆𝒳 1
8 � 𝒳8.

Окончательно получаем, что 𝑆𝒳 1
8 � 𝒳8.

Замечание 1.1. Общую постановку вида (1.1) можно свести к частному слу-
чаю 0 P int𝒰 для класса управляемых систем.

Для произвольного 𝑀 P N введем обозначение

𝒰𝑀 � 𝒰 � 𝐴𝒰 � . . .� 𝐴𝑀�1𝒰 .

Предельные множества 0-управляемости (1.3) систем p𝐴,𝒰q и p𝐴𝑀 ,𝒰𝑀q сов-
падают.

Лемма 1.3. Пусть 0 P int 𝒰 , 𝐴1 P R𝑛1�𝑛1, 𝐴2 P R𝑛2�𝑛2,

𝐴 �
�
𝐴1 𝑂

𝑂 𝐴2



P Rp𝑛1�𝑛2q�p𝑛1�𝑛2q,

при этом все собственные значения матрицы 𝐴1 не превосходят по модулю 1. Через

𝒰2 � R𝑛2 обозначена проекция выпуклого компактного тела 𝒰 � R𝑛1�𝑛2 на 𝑛2-мерное

подпространство:

𝒰2 �

���0 � � � 0 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 � � � 0 0 � � � 1

��

𝑛2�p𝑛1�𝑛2q

𝒰 � R𝑛2 .

Тогда для p𝑛1 � 𝑛2q-мерной системы p𝐴,𝒰q справедливо равенство

𝒳8 � R𝑛1 � 𝒳2,8,

где 𝒳2,8 – предельное множество 0-управляемости системы p𝐴2,𝒰2q.

Доказательство леммы 1.3. Пусть 𝑥0 P R𝑛1 � 𝒳2,8. Тогда 𝑥0 �
��𝑥0,1

𝑥0,2

�
,
где 𝑥0,1 P R𝑛1 , 𝑥0,2 P 𝒳2,8, откуда согласно (1.3) существует r𝑁 P N Y t0u такой, что
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𝑥0,2 P 𝒳2p r𝑁q, что согласно (1.2) эквивалентно существованию 𝑢�2p0q, ..., 𝑢�2p r𝑁 � 1q P 𝒰2

таких, что 𝑥2p r𝑁q � 0. Тогда для системы p𝐴,𝒰q найдутся 𝑢p0q, ..., 𝑢p r𝑁 �1q P 𝒰 такие,

что 𝑢p𝑘q �
��𝑢1p𝑘q
𝑢�2p𝑘q

�
, 𝑘 � 0, r𝑁 � 1. В силу (1.1) для 𝑥p r𝑁q верно представление

𝑥p r𝑁q �
��𝐴

r𝑁
1 𝑥0,1 � 𝐴

r𝑁�1
1 𝑢1p0q � ...� 𝑢1p r𝑁 � 1q

0

�
�
��r𝑥1

0

�
.

С учётом леммы 1.1 достаточно показать, что найдётся такое 𝒰1 � R𝑛1 , что

𝒰1�t0u � 𝒰 и 𝒳1,8 � R𝑛1 , где 𝒳1,8 – предельное множество 0-управляемости системы

p𝐴1,𝒰1q.
Обозначим через 𝑆 P R𝑛1�𝑛1 матрицу перехода в вещественный жорда-

нов базис матрицы 𝐴1. Поскольку 0 P int𝒰 , то существует 𝑢max ¡ 0 такое, что

𝑆r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1 � t0u � 𝒰 . При этом в силу невырожденности матрицы 𝑆 и лем-

мы 1.2 верно равенство 𝒳1,8 � R𝑛1 для случая 𝒰1 � 𝑆r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1 тогда и только

тогда, когда 𝑆�1𝒳1,8 � R𝑛1 , где 𝑆�1𝒳1,8 – предельное множество 0-управляемости

системы p𝑆�1𝐴1𝑆, r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1q. При этом согласно теореме о вещественной жор-

дановой форме [89, теорема 3.4.5] верно равенство

𝑆�1𝐴1𝑆 �

��������
𝐽1 0 0 . . .

0 𝐽2 0 . . .
...

...
. . .

...

0 0 . . . 𝐽
r𝑛1

�������
,

где жордановы клетки 𝐽𝑖, соответствующие действительным собственным значениям

𝜆𝑖 P R матрицы 𝐴1, имеют вид

𝐽𝑖 �

��������
𝜆𝑖 1 0 . . . 0

0 𝜆𝑖 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 𝜆𝑖

�������
P R𝑚𝑖�𝑚𝑖 , (1.4)

а жордановы клетки 𝐽𝑖, соответствующие комплексным собственным значениям 𝜆𝑖 P
C матрицы 𝐴1, имеют вид
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𝐽𝑖 �

��������
𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖 𝐼 0 . . . 0

0 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖 𝐼 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖 𝐼

0 0 0 . . . 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

�������
P R2𝑚𝑖�2𝑚𝑖 , 𝐴𝜙𝑖 �

�
cos𝜙𝑖 sin𝜙𝑖

� sin𝜙𝑖 cos𝜙𝑖

�
, (1.5)

где 𝑟𝑖 � |𝜆𝑖|, 𝜙𝑖 � argp𝜆𝑖q.
Таким образом, в силу леммы 1.1 достаточно показать, что для |𝜆𝑖| ¤ 1 пре-

дельные множества 0-управляемости системы p𝐽𝑖, r�𝑢max;𝑢maxs𝑚𝑖q для случая (1.4) и
системы p𝐽𝑖, r�𝑢max;𝑢maxs2𝑚𝑖q для случая (1.5) совпадают с R𝑚𝑖 и R2𝑚𝑖 соответствен-
но, для всех 𝑖 � 1, 𝑛̃1 .

Пусть 𝐽 P R𝑚�𝑚 удовлетворяет (1.4). Тогда для всех 𝑁 ¥ 𝑚 верно

𝐽𝑁 �

�����
𝜆𝑁 𝑁𝜆𝑁�1 𝐶2

𝑁𝜆
𝑁�2 . . . 𝐶𝑚�1

𝑁 𝜆𝑁�𝑚�1

0 𝜆𝑁 𝑁𝜆𝑁�1 . . . 𝐶𝑚�2
𝑁 𝜆𝑁�𝑚�2

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . 𝜆𝑁

����
, (1.6)

где через 𝐶𝑚
𝑁 обозначено число сочетаний из 𝑁 по 𝑚:

𝐶𝑚
𝑁 � 𝑁 !

p𝑁 �𝑚q!𝑚!
.

Обозначим через t𝑦p𝑘qu𝑁𝑘�1иt𝑣p𝑘 � 1qu𝑁𝑘�1 траекторию и управление системы
p𝐽, r�𝑢max;𝑢maxs𝑚q соответственно. Тогда

𝑦p𝑁q � 𝐽𝑁𝑦0 �
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐽𝑘𝑣p𝑁 � 𝑘 � 1q.

Если обозначить 𝑧0 � 𝐽𝑁𝑦0, то в силу (1.6) для каждой 𝑖-й координаты 𝑧0 верно, что

𝑧0,𝑖 �
𝑚�𝑖̧

𝑗�0

𝜆𝑁�𝑗𝐶𝑗
𝑁𝑦0,𝑗�𝑖, 𝑖 � 1,𝑚.

Предположим, что |𝜆|   1. Тогда для 𝑁 ¥ 2𝑚 верно, что

|𝑧0,𝑖| ¤
𝑚�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆𝑁�𝑗𝑦0,𝑗�𝑖𝐶
𝑗
𝑁 | ¤

𝑚�1̧

𝑗�0

|𝜆𝑁�𝑗|| max
𝑖�1,𝑚

𝑦0,𝑖||𝐶𝑗
𝑁 | ¤

¤ 𝑚|𝜆𝑁�𝑚�1| max
𝑖�1,𝑚

|𝑦0,𝑖|𝐶𝑚�1
𝑁 ¤

¤ 𝑚 max
𝑖�1,𝑚

|𝑦0,𝑖||𝜆|𝑁�𝑚�1𝑁 � p𝑁 � 1q � ... � p𝑁 �𝑚� 2q
p𝑚� 1q! ¤

¤ 𝑚 max
𝑖�1,𝑚

|𝑦0,𝑖||𝜆|𝑁�𝑚�1 𝑁𝑚�1

p𝑚� 1q!
𝑁Ñ8ÝÑ 0
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Тогда найдётся r𝑁 P N такой, что для всех 𝑖 � 1,𝑚

�𝑢max   𝑧0,𝑖   𝑢max.

Выберем 𝑣p0q � . . . � 𝑣p r𝑁 � 2q � 0 и 𝑣p r𝑁 � 1q � �𝑧0 P r�𝑢max;𝑢maxs𝑚. Получим, что
𝑦p r𝑁q � 0, т.е. 𝑦0 P 𝒳 1p r𝑁q. Откуда в силу произвольности 𝑦0 P R𝑚 и соотношения (1.3)
следует, что 𝒳 1

8 � R𝑚.

Предположим, что |𝜆| � 1. Тогда в силу (1.6) для некоторого 𝑁𝑚 P N и 𝑚-й
координаты 𝑦p𝑁𝑚q верно соотношение

𝑦𝑚p𝑁𝑚q � 𝜆𝑁𝑚𝑦𝑚p0q �
𝑁𝑚�1¸
𝑘�0

𝜆𝑘𝑣𝑚p𝑁𝑚 � 𝑘 � 1q.

Определим 𝑁𝑚 P N так, чтобы выполнялось неравенство |𝑦𝑚p0q| ¤ 𝑁𝑚𝑢max. Тогда
можно выбрать 𝑣p0q, ..., 𝑣p𝑁𝑚 � 1q P r�𝑢max;𝑢maxs𝑚, исходя из следующего условия:

𝑣𝑚p𝑁𝑚 � 𝑘 � 1q � �𝜆𝑁𝑚𝑦𝑚p0q
𝜆𝑘𝑁𝑚

P r�𝑢max;𝑢maxs, 𝑘 � 0, 𝑁𝑚 � 1.

Получим, что

𝑦𝑚p𝑁𝑚q � 𝜆𝑁𝑚𝑦𝑚p0q �
𝑁𝑚�1¸
𝑘�0

𝜆𝑘�𝜆𝑁𝑚𝑦𝑚p0q
𝜆𝑘𝑁𝑚

� 0.

Применим метод математической индукции. Покажем, что если на некотором
шаге 𝑁 у вектора 𝑦 последние 𝑖 координат нулевые, то можно подобрать допустимое
управление, которое позволит обнулить дополнительную 𝑖� 1 координату, т.е. пред-
положим, что для некоторого 𝑁 P N и 𝑖 � 1,𝑚� 1 верны соотношения 𝑦𝑚p𝑁q � . . . �
𝑦𝑚�𝑖�1p𝑁q � 0. Тогда если 𝑣𝑚p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖�𝑘�1q � . . . � 𝑣𝑚�𝑖�1p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖�𝑘�1q � 0,
𝑘 � 0, 𝑁𝑚�𝑖 � 1, то согласно (1.6)

𝑦𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � 𝜆𝑁𝑚�𝑖𝑦𝑚�𝑖p𝑁q �
𝑁𝑚�𝑖�1¸

𝑘�0

𝜆𝑘𝑣𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖 � 𝑘 � 1q,

где 𝑁𝑚�𝑖 P N выбирается из условия |𝑦𝑚�𝑖p𝑁q| ¤ 𝑁𝑚�𝑖𝑢max. Тогда можно доопреде-
лить 𝑣p𝑁q, . . . , 𝑣p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖 � 1q P r�𝑢max;𝑢maxs𝑚 так, чтобы

𝑣𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖 � 𝑘 � 1q � �𝜆𝑁𝑚�𝑖𝑦𝑚�𝑖p𝑁q
𝑁𝑚�𝑖𝜆𝑘

, 𝑘 � 0, 𝑁𝑚�𝑖 � 1.

Получим, что

𝑦𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � 𝜆𝑁𝑚�𝑖𝑦𝑚�𝑖p𝑁q �
𝑁𝑚�𝑖�1¸

𝑘�0

𝜆𝑘�𝜆𝑁𝑚�𝑖𝑦𝑚�𝑖p𝑁q
𝑁𝑚�𝑖𝜆𝑘

� 0,

𝑦𝑚p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � ... � 𝑦𝑚�𝑖�1p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � 0.
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Тогда согласно методу математической индукции найдётся 𝑁 P N такой, что
𝑦p𝑁q � 0, т.е. 𝑦0 P 𝒳 1p𝑁q. Откуда в силу произвольности 𝑦0 P R𝑚 и соотношения (1.3)
следует, что 𝒳 1

8 � R𝑚.

Пусть 𝐽 P R2𝑚�2𝑚 удовлетворяет случаю (1.5). Тогда для всех 𝑁 ¥ 𝑚

𝐽𝑁 �

������
𝑟𝑁𝐴𝑁𝜙 𝑁𝑟𝑁�1𝐴p𝑁�1q𝜙 . . . 𝐶𝑚�1

𝑁 𝑟𝑁�𝑚�1𝐴p𝑁�𝑚�1q𝜙
0 𝑟𝑁𝐴𝑁𝜙 . . . 𝐶𝑚�2

𝑁 𝑟𝑁�𝑚�2𝐴p𝑁�𝑚�2q𝜙
...

...
. . .

...

0 0 . . . 𝑟𝑁𝐴𝑁𝜙

�����
. (1.7)

Обозначим через t𝑦p𝑘q, 𝑣p𝑘 � 1q, 𝑦0u𝑁𝑘�1 процесс управления системы
p𝐽, r�𝑢max;𝑢maxs2𝑚q. Тогда

𝑦p𝑁q � 𝐽𝑁𝑦0 �
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐽𝑘𝑣p𝑁 � 𝑘 � 1q.

Если обозначить 𝑧0 � 𝐽𝑁𝑦0, то в силу (1.7) для каждого 𝑖-го двухмерного
подвектора 𝑧0 верно, что

𝑧0,𝑖 �
𝑚�𝑖̧

𝑗�0

𝐶𝑗
𝑁𝑟

𝑁�𝑗𝐴p𝑁�𝑗q𝜙𝑦0,𝑗�𝑖 P R2, 𝑖 � 1,𝑚,

где 𝑧0 � p𝑧𝑇0,1, ..., 𝑧𝑇0,𝑚q𝑇 , 𝑦0 � p𝑦𝑇0,1, ..., 𝑦𝑇0,𝑚q𝑇 .
Предположим, что 𝑟   1. Тогда для 𝑁 ¥ 2𝑚 верно, что

}𝑧0,𝑖} ¤
𝑚�𝑖̧

𝑗�0

}𝑟𝑁�𝑗𝐴p𝑁�𝑗q𝜙𝑦0,𝑗�𝑖𝐶
𝑗
𝑁} ¤

𝑚�1̧

𝑗�0

𝑟𝑁�𝑗}𝐴p𝑁�𝑗q𝜙𝑦0,𝑖}𝐶𝑗
𝑁 ¤

¤
𝑚�1̧

𝑗�0

𝑟𝑁�𝑗 max
𝑖�1,𝑚

}𝑦0,𝑖}𝐶𝑗
𝑁 ¤ 𝑚𝑟𝑁�𝑚�1max

𝑖�1,𝑚
}𝑦0,𝑖}𝑁p𝑁 � 1q � ... � p𝑁 �𝑚� 2q

p𝑚� 1q! ¤

¤ 𝑚𝑟𝑁�𝑚�1max
𝑖�1,𝑚

}𝑦0,𝑖} 𝑁𝑚�1

p𝑚� 1q!
𝑁Ñ8ÝÑ 0.

Тогда найдётся r𝑁 P N такой, что для всех 𝑖 � 1,𝑚

}𝑧0,𝑖}   𝑢max.

Выберем 𝑣p0q � ... � 𝑣p r𝑁 � 2q � 0 и 𝑣p r𝑁 � 1q � �𝑧0 P r�𝑢max;𝑢maxs2𝑚. Получим, что
𝑦p r𝑁q � 0, т.е. 𝑦0 P 𝒳 1p r𝑁q. Откуда в силу произвольности 𝑦0 P R2𝑚 и соотношения
(1.3) следует, что 𝒳 1

8 � R2𝑚.

Предположим, что 𝑟 � 1. Тогда в силу (1.7) для некоторого 𝑁𝑚 P N и 𝑚-го
двухмерного подвектора 𝑦p𝑁𝑚q верно соотношение

𝑦𝑚p𝑁𝑚q � 𝐴𝑁𝑚𝜙𝑦𝑚p0q �
𝑁𝑚�1¸
𝑘�0

𝐴𝑘𝜙𝑣𝑚p𝑁𝑚 � 𝑘 � 1q.
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Определим 𝑁𝑚 P N так, чтобы выполнялось неравенство }𝑦𝑚p0q} ¤ 𝑁𝑚𝑢max. Тогда
можно выбрать 𝑣p0q, ..., 𝑣p𝑁𝑚 � 1q P r�𝑢max;𝑢maxs2𝑚, исходя из равенства

𝑣𝑚p𝑁𝑚 � 𝑘 � 1q � �𝐴p𝑁𝑚�𝑘q𝜙𝑦𝑚p0q
𝑁𝑚

P r�𝑢max;𝑢maxs2𝑚, 𝑘 � 0, 𝑁𝑚 � 1.

Получим, что

𝑦𝑚p𝑁𝑚q � 𝐴𝑁𝑚𝜙𝑦𝑚p0q �
𝑁𝑚�1¸
𝑘�0

�𝐴𝑁𝑚𝜙𝑦𝑚p0q
𝑁𝑚

� 0.

Предположим, что для некоторого 𝑁 P N и 𝑖 � 1,𝑚� 1 верны соотношения
𝑦𝑚p𝑁q � . . . � 𝑦𝑚�𝑖�1p𝑁q � 0. Тогда если 𝑣𝑚p𝑁 � 𝑁𝑚�𝑖 � 𝑘 � 1q � . . . � 𝑣𝑚�𝑖�1p𝑁 �
𝑁𝑚�𝑖 � 𝑘 � 1q � 0, 𝑘 � 0, 𝑁𝑚�𝑖 � 1, то согласно (1.7)

𝑦𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � 𝐴𝑁𝑚�𝑖𝜙𝑦𝑚�𝑖p𝑁q �
𝑁𝑚�𝑖�1¸

𝑘�0

𝐴𝑘𝜙𝑣𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖 � 𝑘 � 1q,

где 𝑁𝑚�𝑖 P N выбирается из условия }𝑦𝑚�𝑖p𝑁q} ¤ 𝑁𝑚�𝑖𝑢max. Тогда можно доопреде-
лить 𝑣p𝑁q, . . . , 𝑣p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖 � 1q P r�𝑢max;𝑢maxs2𝑚 так, чтобы

𝑣𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖 � 𝑘 � 1q � �𝐴p𝑁𝑚�𝑖�𝑘q𝜙𝑦𝑚�𝑖p𝑁q
𝑁𝑚�𝑖

, 𝑘 � 0, 𝑁𝑚�𝑖 � 1.

Получим, что

𝑦𝑚�𝑖p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � 𝐴𝑁𝑚�𝑖𝜙𝑦𝑚�𝑖p𝑁q �
𝑁𝑚�𝑖�1¸

𝑘�0

�𝐴𝑁𝑚�𝑖𝜙𝑦𝑚�𝑖p𝑁q
𝑁𝑚�𝑖

� 0,

𝑦𝑚p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � ... � 𝑦𝑚�𝑖�1p𝑁 �𝑁𝑚�𝑖q � 0.

Тогда согласно методу математической индукции найдётся 𝑁 P N такой, что
𝑦p𝑁q � 0, т.е. 𝑦0 P 𝒳 1p𝑁q. Откуда в силу произвольности 𝑦0 P R2𝑚 и соотношения
(1.3) следует, что 𝒳 1

8 � R2𝑚.

Леммы, доказанные в разделе 1.2, определяют структуру предельного мно-

жества 0-управляемости произвольной системы вида (1.1). Согласно лемме 1.3 каж-

дое множество 𝒳8 представляет собой цилиндрическое множество, ориентированное

вдоль собственных и присоединенных векторов матрицы 𝐴, соответствующих соб-

ственным значениям, не превосходящим 1 по модулю. Для перехода в вещественный

жорданов базис матрицы 𝐴 можно воспользоваться леммой 1.2. При этом процедура

построения 𝒳8 в силу блочно-диагонального вида вещественной жордановой фор-

мы матрицы с учётом леммы 1.1 может быть сведена к построению аналогичных

множеств для подсистем меньшей размерности с матрицами вида (1.4) и (1.5).
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1.3 Построение оценок предельных множеств 0-управляемости

В разделе 1.3 рассмотрен метод построения оценок множества 𝒳8, основанный

на аппарате опорных полупространств и свойствах выпуклых множеств. Для этого

сформулируем и докажем теорему, гарантирующую, что для произвольной системы

вида (1.1) множество 𝒳8 является выпуклым.

Замечание 1.2. Для любой 𝑛-мерной системы p𝐴,𝒰q верно, что 𝒳8 – отно-
сительно открытое и выпуклое множество.

В силу лемм 1.1, 1.2 и 1.3 задачу построения предельного множества 0-

управляемости можно рассматривать исключительно для систем, собственные зна-

чения матриц которых строго больше 1. Поскольку в силу замечания 1.2 𝒳8 выпук-

ло, то его замыкание можно представить в виде пересечения всех опорных к нему

полупространств [76, теорема 18.8]. Сформулируем в виде леммы 1.4 вид опорного

полупространства к 𝒳8.

Лемма 1.4. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по модулю

строго больше 1, 𝒳8 определяется соотношениями (1.3).
Тогда для всех 𝑝 P R𝑛zt0u выполнены следующие соотношения:

1) 𝒳8 � ℋ𝑝 �
"
𝑥 P R𝑛 : p𝑝, 𝑥q ¤

8°
𝑘�1

max
𝑢𝑘P𝒰

��p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘

�*
;

2) 𝑥� � �
8°

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢�𝑘 P cl𝒳8 X Bℋ𝑝, где

𝑢�𝑘 � arg max
𝑢𝑘P𝒰

��p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘

�
.

Доказательство леммы 1.4.

Поскольку все собственные значения матрицы 𝐴 по модулю больше 1, то су-

ществует }𝐴�1} � 𝛼   1. Пусть 𝑅 � max𝑢P𝒰 }𝑢}. Из определения (1.3) следует, что

𝜌𝐻p𝒳 p𝑁q, cl𝒳8q � sup
𝑦P𝒳8

inf
𝑥P𝒳 p𝑁q

}𝑥� 𝑦} �

� sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

inf
𝑢̃p0q,...,𝑢̃p𝑁�1qP𝒰

} �
𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢̃p𝑘q �
𝑀̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢p𝑘q} ¤

¤ sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

} �
𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢p𝑘q �
𝑀̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢p𝑘q} � sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

}
𝑀̧

𝑘�𝑁�1

𝐴�𝑘𝑢p𝑘q} ¤
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¤ sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

𝑀̧

𝑘�𝑁�1

}𝐴�1}𝑘}𝑢p𝑘q} ¤
8̧

𝑘�𝑁�1

𝛼𝑘𝑅 � 𝛼𝑁�1

1 � 𝛼
𝑅

𝑁Ñ8ÝÑ 0.

Тогда по [4, лемма 1.11.4] для опорных функций 𝑠p𝑝,𝒳 p𝑁qq 𝑁Ñ8ÝÑ 𝑠p𝑝, cl𝒳8q
поточечно. Тогда можно использовать [4, следствие 1.17.2 ], из которого следует, что

для любого 𝜀 ¡ 0 существует 𝑁̃ P N такой, что для любого𝑁 ¥ 𝑁̃

B𝑠p𝑝,𝒳 p𝑁qq � B𝑠p𝑝, cl𝒳8q � ℬ𝜀p0q. (1.8)

По [4, теорема Моро-Рокафеллара 1.16.5], [30, лемма 1] и по определению субдиффе-

ренциала для опорной функции

𝑥�𝑁 � �
𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢�𝑘 P B𝑠p𝑝,𝒳 p𝑁qq.

Тогда с учетом (1.8)

𝑥� � lim
𝑁Ñ8

𝑥�𝑁 P B𝑠p𝑝, cl𝒳8q.

Также из определения опорной точки и опорного вектора следует п.1.

Следствие 1.1. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по

модулю строго больше 1, 𝒳8 определяется соотношениями (1.3).
Тогда для всех 𝑝 P R𝑛∖t0u выполнены следующие соотношения:

1. 𝒳8 � ℋ�𝑝 �
"
𝑥 P R𝑛 : p𝑝, 𝑥q ¥

8°
𝑘�1

min
𝑢𝑘P𝒰

p�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘q
*

;

2. 𝑥� � �
8°

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢�𝑘 P cl𝒳8 X Bℋ�𝑝, где

𝑢�𝑘 � arg min
𝑢𝑘P𝒰

��p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘

�
.

Доказательство следствия 1.1.

Для доказательства достаточно записать положения леммы 1.4 для вектора

�𝑝.
Если матрица 𝐴 не приведена к вещественной жордановой форме, то мож-

но перейти в вещественный жорданов базис матрицы 𝐴. В данном базисе построить

оценку предельного множества 0-управляемости и затем по лемме 1.2 получить оцен-

ку предельного множества 0-управляемости в первоначальном базисе.
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Лемма 1.5. Пусть для 𝑛-мерной системы p𝐴,𝒰q выполнено условие

𝐴 �

������
𝜆 1 � � � 0

0 𝜆
. . . 0

...
...

. . . 1

0 0 � � � 𝜆

�����
P R𝑛�𝑛,

где |𝜆| ¡ 1, 𝑢𝑖,max � max
𝑢P𝒰

𝑢𝑖, 𝑢𝑖,min � min
𝑢P𝒰

𝑢𝑖, 𝑖 � 1, 𝑛.

Тогда

𝒳8 �
𝑛£

𝑖�1

t𝑥 P R𝑛 : 𝑥𝑖 P p𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxqu.

Причем

1) если 𝜆 ¡ 1, то

𝑥𝑖,min �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

mintp�1q𝑗�1𝑢𝑖�𝑗,min; p�1q𝑗�1𝑢𝑖�𝑗,maxu
p𝜆� 1q𝑗�1

,

𝑥𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

maxtp�1q𝑗�1𝑢𝑖�𝑗,min; p�1q𝑗�1𝑢𝑖�𝑗,maxu
p𝜆� 1q𝑗�1

;

2) если 𝜆   �1, то

𝑥𝑖,min �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

�
𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2p|𝜆| � 1q𝑗�1



,

𝑥𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

�
𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2p|𝜆| � 1q𝑗�1



.

Доказательство леммы 1.5. Пусть 𝑝 �
�

0 . . . 0 1 0 . . . 0
	𝑇

P R𝑛,

где 1 соответствует 𝑖-й координате вектора 𝑝. Тогда для произвольного 𝑘 P N

𝐴�𝑘 �

��������
𝜆�𝑘 p�1q𝑘𝜆�𝑘�1 p�1q2𝑘p𝑘 � 1q𝜆�𝑘�2 1

2
. . . p�1q𝑛�1 p𝑘�𝑛�2q!

p𝑛�1q!p𝑘�1q!𝜆
�𝑘�𝑛�1

0 𝜆�𝑘 p�1q𝑘𝜆�𝑘�1 . . . p�1q𝑛�2 p𝑘�𝑛�3q!
p𝑛�2q!p𝑘�1q!𝜆

�𝑘�𝑛�2

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . 𝜆�𝑘

�������
,
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�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝 � �

�����������������

0
...

0

𝜆�𝑘

p�1q𝑘𝜆�𝑘�1

...

p�1q𝑛�𝑖 p𝑘�𝑛�𝑖�1q!
p𝑘�1q!p𝑛�𝑖q!𝜆

�𝑘�𝑛�𝑖

����������������

,

p�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢q � �p𝜆�𝑘𝑢𝑖 � 𝑘𝜆�𝑘�1𝑢𝑖�1 � ...� p�1q𝑛�𝑖𝜆�𝑘�𝑛�𝑖𝐶𝑛�𝑖
𝑘�𝑛�𝑖�1𝑢𝑛q �

� �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝜆�𝑘�𝑗p�1q𝑗𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1 �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝜆�𝑘�𝑗p�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1.

1. Рассмотрим случай 𝜆 ¡ 1. Так как 𝑢𝑖 P r𝑢𝑖,min;𝑢𝑖,maxs, для всех 𝑘 P N будут

верны неравенства

p�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢q ¤
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝜆�𝑘�𝑗𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 maxtp�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,min; p�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,maxu,

�p�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢q ¤ �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝜆�𝑘�𝑗𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 mintp�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,min; p�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,maxu.

Верны равенства

8̧

𝑘�1

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝜆�𝑘�𝑗𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

8̧

𝑘�1

𝜆�𝑘�𝑗𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

1

p𝜆� 1q𝑗�1
.

С учётом леммы 1.4 и следствия 1.1 из этого следует, что для всех 𝑥 P 𝒳8

верны неравенства

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

mintp�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,min; p�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,maxu
p𝜆� 1q𝑗�1

¤ p𝑝, 𝑥q ¤

¤
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

maxtp�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,min; p�1q𝑗�1𝑢𝑗�𝑖,maxu
p𝜆� 1q𝑗�1

.
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Поскольку 𝒳8 открыто в силу замечания 1.2 данные неравенства выполняются

строго, т.е.

𝒳8 �
𝑛£

𝑖�1

t𝑥 P R𝑛 : 𝑥𝑖 P p𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxqu.

2. Рассмотрим случай 𝜆   �1. Для всех 𝑘 P N верно

p�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢q �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�𝑘�𝑗p�1q�𝑘�𝑗�𝑗�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�𝑘�𝑗p�1q�𝑘�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1.

Тогда

max
𝑢P𝒰

p�p𝐴�p2𝑘�1qq𝑇𝑝, 𝑢q � max
𝑢P𝒰

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�p2𝑘�1q�𝑗p�1q�p2𝑘�1q�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
p2𝑘�1q�𝑗�1

�
�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�p2𝑘�1q�𝑗𝑢𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
p2𝑘�1q�𝑗�1,

max
𝑢P𝒰

p�p𝐴�2𝑘q𝑇𝑝, 𝑢q � max
𝑢P𝒰

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�2𝑘�𝑗p�1q�2𝑘�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
2𝑘�𝑗�1 �

�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�2𝑘�𝑗p�𝑢𝑖�𝑗,minq𝐶𝑗
2𝑘�𝑗�1.

Тогда согласно лемме 1.4 для любого 𝑥 P 𝒳8 верны соотношения

p𝑝, 𝑥q ¤
8̧

𝑘�1

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�p2𝑘�1q�𝑗𝑢𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
p2𝑘�1q�𝑗�1 �

8̧

𝑘�1

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�2𝑘�𝑗𝑢𝑖�𝑗,min𝐶
𝑗
2𝑘�𝑗�1 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑖�𝑗,max

�
1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1



�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑖�𝑗,min

�
1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1



�

� 𝑥𝑖,max.

Аналогично
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min
𝑢P𝒰

��p𝐴�p2𝑘�1qq𝑇𝑝, 𝑢� � min
𝑢P𝒰

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�p2𝑘�1q�𝑗p�1q�p2𝑘�1q�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
p2𝑘�1q�𝑗�1

�
�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�p2𝑘�1q�𝑗𝑢𝑗�𝑖,min𝐶
𝑗
p2𝑘�1q�𝑗�1,

min
𝑢P𝒰

��p𝐴�2𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� � min
𝑢P𝒰

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�2𝑘�𝑗p�1q�2𝑘�1𝑢𝑗�𝑖𝐶
𝑗
2𝑘�𝑗�1

�
�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�2𝑘�𝑗p�𝑢𝑗�𝑖,maxq𝐶𝑗
2𝑘�𝑗�1.

Тогда согласно следствию 1.1 для любого 𝑥 P 𝒳8 верны соотношения

p𝑝, 𝑥q ¥
8̧

𝑘�1

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�p2𝑘�1q�𝑗𝑢𝑖�𝑗,min𝐶
𝑗
p2𝑘�1q�𝑗�1 �

8̧

𝑘�1

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

|𝜆|�2𝑘�𝑗𝑢𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
2𝑘�𝑗�1 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑖�𝑗,min

�
1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1



�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑖�𝑗,max

�
1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 1

2p|𝜆| � 1q𝑗�1



�

� 𝑥𝑖,min.

Поскольку 𝒳8 открыто в силу замечания 1.2, то

𝑥𝑖,min   p𝑝, 𝑥q   𝑥𝑖,max,

𝒳8 �
𝑛£

𝑖�1

t𝑥 P R𝑛 : 𝑥𝑖 P p𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxqu.
.

Следствие 1.2. Пусть в условиях леммы 1.5 𝑛 � 1.

Тогда

𝒳8 �
��𝑢1,max � maxt𝜆𝑢1,max;𝜆𝑢1,minu

|𝜆|2 � 1
;
�𝑢1,min � mint𝜆𝑢1,max;𝜆𝑢1,minu

|𝜆|2 � 1



.
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Лемма 1.6. Пусть для 2𝑛-мерной системы p𝐴,𝒰q выполнено условие

𝐴 �

������
𝑟𝐴𝜙 𝐼 � � � 𝑂

𝑂 𝑟𝐴𝜙
. . . 𝑂

...
...

. . . 𝐼

𝑂 𝑂 � � � 𝑟𝐴𝜙

�����
P R2𝑛�2𝑛, 𝐴𝜙 �
�

cos𝜙 sin𝜙

� sin𝜙 cos𝜙



, 𝐼 �

�
1 0

0 1



,

где 𝑟 ¡ 1, 𝜙 P r0; 2𝜋q, 𝑟𝑖,max � max
𝑢P𝒰

}p𝑢2𝑖�1 𝑢2𝑖q𝑇 }R2 , 𝑖 � 1, 𝑛.

Тогда

𝑅𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟𝑖�𝑗,max

p𝑟 � 1q𝑗�1
,

𝒳8 �
𝑛£

𝑖�1

t𝑥 P R2𝑛 : }p𝑥2𝑖�1 𝑥2𝑖q𝑇 }R2   𝑅𝑖,maxu.

Доказательство леммы 1.6. Пусть 𝑝 � p0 0 . . . r𝑝 . . . 0q𝑇 P R2𝑛, r𝑝 �
p𝑝1 𝑝2q𝑇 P R2, 𝑝21� 𝑝22 � 1, где r𝑝 соответствует p2𝑖� 1q-й и 2𝑖-й координатам вектора 𝑝.

Тогда для произвольного 𝑘 P N

𝐴�𝑘 �

��������
𝑟�𝑘𝐴�𝑘𝜙 �𝑘𝑟�𝑘�1𝐴p�𝑘�1q𝜙 . . . p�1q𝑛�1𝐶𝑛�1

𝑛�𝑘�2𝑟
�𝑘�𝑛�1𝐴p�𝑘�𝑛�1q𝜙

0 𝑟�𝑘𝐴�𝑘𝜙 . . . p�1q𝑛�2𝐶𝑛�2
𝑛�𝑘�3𝑟

�𝑘�𝑛�2𝐴p�𝑘�𝑛�2q𝜙
...

...
. . .

...

0 0 . . . 𝑟�𝑘𝐴�𝑘𝜙

�������
,

�p𝐴�𝑘q𝑇 𝑝 �

�������������

0
...

0

𝑟�𝑘𝐴�𝑘𝜙r𝑝
�𝑘𝑟�𝑘�1𝐴p�𝑘�1q𝜙r𝑝

...

p�1q𝑛�𝑖𝐶𝑛�𝑖
𝑘�𝑛�𝑖�1𝑟

�𝑘�𝑛�𝑖𝐴p�𝑘�𝑛�𝑖q𝜙r𝑝

������������

.

Пусть 𝑢𝑖 P R2, 𝑖 � 1, 𝑛, 𝑢 � p𝑢1𝑇 , . . . , 𝑢𝑛𝑇 q𝑇 P R2𝑛. Тогда

p�p𝐴�𝑘q𝑇𝑝, 𝑢q � ��𝑟�𝑘p𝐴�𝑘𝜙r𝑝, 𝑢𝑖q � p�1q𝑘𝑟�𝑘�1p𝐴p�𝑘�1q𝜙r𝑝, 𝑢𝑖�1q � . . .�

�p�1q𝑛�𝑖𝐶𝑛�𝑖
𝑘�𝑛�𝑖�1𝑟

�𝑘�𝑛�𝑖p𝐴p�𝑘�𝑛�𝑖q𝜙r𝑝, 𝑢𝑛q� �
� �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟�𝑘�𝑗p𝐴p�𝑘�𝑗q𝜙r𝑝, 𝑢𝑖�𝑗q𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 ¤



—38—

¤
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟�𝑘�𝑗}p𝐴p�𝑘�𝑗q𝜙r𝑝} }𝑢𝑖�𝑗}𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟�𝑘�𝑗}𝑢𝑖�𝑗}𝐶𝑗
𝑘�𝑗�1 ¤

¤
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟�𝑘�𝑗𝑟𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1,

Тогда в силу леммы 1.4 для любого 𝑥 P 𝒳8 верны соотношения

p𝑝, 𝑥q ¤
8̧

𝑘�1

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟�𝑘�𝑗𝑟𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1 �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

8̧

𝑘�1

𝑟�𝑘�𝑗𝑟𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
𝑘�𝑗�1 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟𝑖�𝑗,𝑚𝑎𝑥

p𝑟 � 1q𝑗�1

Поскольку 𝒳8 в силу замечания 1.2 открыто, то

𝒳8 �
𝑛£

𝑖�1

 
𝑥 P R2𝑛 : }p𝑥2𝑖�1𝑥2𝑖q𝑇 }R2   𝑅𝑖,𝑚𝑎𝑥

(
.

Леммы 1.5 и 1.6 позволяют построить внешние оценки предельного множества

0-управляемости системы (1.1) в направлении каждого из собственных и присоедин-

неных векторов. При этом для построения соответствующих опорных гиперплоско-

стей, ограничивающих 𝒳8, достаточно вычислить собственные значения матрицы 𝐴.

В случае, если полученных ограничений на 𝒳8 недостаточно, можно воспользоваться

леммой 1.4 для построения произвольной опорной гиперплоскости.

1.4 Внешняя оценка предельного множества 0-управляемости на

основе принципа сжимающих отображений

В данном разделе рассмотрим случай, когда предельное множество 0-

управляемости 𝒳8 системы p𝐴,𝒰q ограниченно, что в силу леммы 1.4 эквивалентно

тому, что все собственные значения матрицы 𝐴 по модулю строго больше 1. Откуда

следует, что матрица 𝐴 обратима [89, утверждение 1.1.7] и справедлива следующая

лемма, определяющая структуру множеств 0-управляемости системы p𝐴,𝒰q.

Лемма 1.7. [30, лемма 1] Пусть 𝐴 P R𝑛�𝑛, det𝐴 � 0. Тогда для всех 𝑁 P N
множество 0-управляемости (1.2) системы p𝐴,𝒰q удовлетворяет соотношению

𝒳 p𝑁q � �
𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝒰 .
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Лемма 1.7 может быть также сведена к эквивалентным рекуррентным соот-

ношениям следующего вида:

𝒳 p𝑁q � 𝐴�1𝒳 p𝑁 � 1q � p�𝐴�1𝒰q.

Обозначим через K𝑛 множество всех компактов в R𝑛, а через 𝜌𝐻 – расстояние

Хаусдорфа [48, раздел 3.5]:

K𝑛 � t𝒳 � R𝑛 : 𝒳 – компактu,

𝜌𝐻p𝑥, 𝑦q � max

"
sup
𝑥P𝒳

inf
𝑦P𝒴

}𝑥� 𝑦}; sup
𝑦P𝒴

inf
𝑥P𝒳

}𝑥� 𝑦}
*
.

Если учесть, что 𝒰 – выпуклый компакт в R𝑛, то каждое множество вида

(1.2) также является выпуклым компактом, т.к. представимо в виде алгебраической

суммы линейных преобразований компактов [37, раздел 3.8, свойство 3]. Тогда в

метрическом пространстве pK𝑛, 𝜌𝐻q можно определить отображение 𝑇 : K𝑛 Ñ K𝑛

следующего вида:

𝑇 p𝒳 q � 𝐴�1𝒳 � p�𝐴�1𝒰q. (1.9)

С учетом леммы 1.7 и соотношения (1.9), если отображение 𝑇 либо 𝑇 � . . . � 𝑇loooomoooon
𝑀

для

некоторого 𝑀 P N являются сжимающими, предел последовательности множеств

0-управляемости (1.2) в пространстве pK𝑛, 𝜌𝐻q, может быть определён посредством

принципа сжимающих отображений [39, раздел 4.1]. Также принцип сжимающих

отображений позволяет оценить погрешность приближения предельной точки при

помощи метода простой итерации. С другой стороны, предельная точка с точностью

до замыкания в силу (1.3) должна совпадать c 𝒳8.

Сформулируем данный факт в виде теоремы.

Теорема 1.2. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по мо-

дулю строго больше 1, семейство t𝒳 p𝑁qu8𝑁�0 определяется соотношениями (1.2),
множество 𝒳8 определяется соотношением (1.3), отображение T имеет вид (1.9).
Тогда

1) существует 𝑀 P N такое, что отображение 𝑇𝑀 � 𝑇 � . . . � 𝑇loooomoooon
𝑀

является сжи-

мающим с некоторым коэффициентом сжатия 𝛼 P r0; 1q;
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2) cl𝒳8 – единственная неподвижная точка отображения 𝑇 в пространстве

pK𝑛, 𝜌𝐻q;
3) справедлива оценка

𝜌𝐻pcl𝒳8,𝒳 p𝑁𝑀qq ¤ 𝛼𝑁

1 � 𝛼
𝜌𝐻p𝒳 p𝑀q, t0uq.

Доказательство теоремы 1.2. Рассмотрим для некоторых 𝐵 P R𝑛�𝑛 и

𝒞 P K𝑛 отображение вида

r𝑇 p𝒳 q � 𝐵𝒳 � 𝒞.

Покажем, что если 𝐵 : R𝑛 Ñ R𝑛 – сжатие с коэффициентом сжатия 𝛽 P r0; 1q,
то r𝑇 : K𝑛 Ñ K𝑛 также является сжатием.

𝜌𝐻pr𝑇 p𝒳 q, r𝑇 p𝒴qq � max

#
sup

𝑥P r𝑇 p𝒳 q
inf

𝑦P r𝑇 p𝒴q
𝜌p𝑥, 𝑦q; sup

𝑦P r𝑇 p𝒴q
inf

𝑥P r𝑇 p𝒳 q
𝜌p𝑥, 𝑦q

+
�

� max

$&%sup
𝑐1P𝒞
𝑥P𝒳

inf
𝑐2P𝒞
𝑦P𝒳 1

}𝐵𝑥� 𝑐1 �𝐵𝑦 � 𝑐2}; sup
𝑐2P𝒞
𝑦P𝒳 1

inf
𝑐1P𝒞
𝑥P𝒳

}𝐵𝑥� 𝑐1 �𝐵𝑦 � 𝑐2}
,.- ¤

¤ max

$&%sup
𝑐1P𝒞
𝑥P𝒳

inf
𝑐2P𝒞
𝑦P𝒳 1

p}𝐵p𝑥� 𝑦q} � }𝑐1 � 𝑐2}q; sup
𝑐2P𝒞
𝑦P𝒳 1

inf
𝑐1P𝒞
𝑥P𝒳

p}𝐵p𝑥� 𝑦q} � }𝑐1 � 𝑐2}q
,.- �

� max

"
sup
𝑥P𝒳

inf
𝑦P𝒳 1

}𝐵p𝑥� 𝑦q}; sup
𝑦P𝒳 1

inf
𝑥P𝒳

}𝐵p𝑥� 𝑦q}
*
¤

¤ max

"
sup
𝑥P𝒳

inf
𝑦P𝒳 1

𝛽}𝑥� 𝑦}, sup
𝑦P𝒳 1

inf
𝑥P𝒳

𝛽}𝑥� 𝑦}
*
� 𝛽𝜌𝐻p𝒳 ,𝒳 1q.

Тогда r𝑇 – сжатие с коэффициентом 𝛽.

С учётом (1.9) верно равенство

𝑇𝑀p𝒳 q � 𝐴�𝑀𝒳 �
𝑀̧

𝑘�1

p�𝐴�𝑘𝒰q � r𝑇 p𝒳 q,
где 𝐵 � 𝐴�𝑀 , 𝒞 �

𝑀°
𝑘�1

p�𝐴�𝑘𝒰q.
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Поскольку все собственные значения матрицы 𝐴 по модулю строго больше

1, то все собственные значения матрицы 𝐴�1 по модулю строго меньше 1. Тогда

согласно [76, теорема 5.6.12] }𝐴�𝑘} 𝑘Ñ8ÝÑ 0. Тогда по определению предела для 𝛼 P r0; 1q
найдётся 𝑀 P N такой, что }𝐴�𝑀}   𝛼. Поскольку справедливо неравенство

}𝐴�𝑀p𝑥� 𝑦q} ¤ }𝐴�𝑀} � }𝑥� 𝑦}   𝛼}𝑥� 𝑦},

𝐴�𝑀 является сжатием с коэффициентом 𝛼 P r0; 1q. Тогда 𝑇𝑀 : K𝑛 ÝÑ K𝑛 также

является сжатием с коэффициентом 𝛼.

В силу леммы 1.7 для любого 𝑁 P N верно, что 𝒳 p𝑁q � 𝒳 p𝑁�1q, также 𝒳 p𝑁q
– компакт. Тогда согласно [48, следствие А.3.4]

𝜌𝐻
�
𝒳8,𝒳 p𝑁q� 𝑁Ñ8ÝÑ 0. (1.10)

С другой стороны, согласно [48, теорема А.3.9] метрическое пространство

pK𝑛, 𝜌𝐻q полное. Тогда сжимающее отображение r𝑇 имеет единственную неподвиж-

ную точку 𝒳 � P K𝑛, которая может быть найдена методом простой итерации:

𝒳 � � lim
𝑁Ñ8

pr𝑇 � ... � r𝑇 qlooooomooooon
𝑁

p𝒳 q, (1.11)

где 𝒳 P K𝑛 произвольный. Выберем 𝒳 � t0u. Тогда с учетом леммы 1.7

pr𝑇 � ... � r𝑇 qlooooomooooon
𝑁

pt0uq � �
𝑀 �𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝒰 � 𝒳 p𝑁𝑀q.

В силу единственности предельной точки и формул (1.10) и (1.11)

cl𝒳8 � cl
8¤

𝑁�0

𝒳 p𝑁q � 𝒳 �.

При этом погрешность в методе простой итерации может быть оценена следу-

ющим соотношением [5, теорема 2, §1, гл. VII] :

𝜌𝐻pcl𝒳8,𝒳 p𝑁𝑀qq ¤ 𝛼𝑁

1 � 𝛼
𝜌𝐻p𝒳 p𝑀q, t0uq.

Значение коэффицента сжатия 𝛼 из теоремы 1.2 вообще говоря зависит от

выбора нормы в пространстве R𝑛 и, как следствие, от ассоциированной с ней опе-

раторной нормы матрицы 𝐴�1. Например, известны следующие оценки величины 𝛼

при выборе различных норм в R𝑛 [39, глава II, параграф 4, раздел 2]:
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𝛼1 � max
1¤𝑗¤𝑛

𝑛̧

𝑖�1

|𝑎𝑖𝑗|; 𝛼2 �
gffe 𝑛̧

𝑖�1

𝑛̧

𝑗�1

𝑎2𝑖𝑗; 𝛼8 � max
1¤𝑖¤𝑛

𝑛̧

𝑗�1

|𝑎𝑖𝑗|. (1.12)

Методы, позволяющие в общем случае определить, при каком значении 𝑀 P
N отображение 𝑇𝑀 окажется сжимающим, на данный момент неизвестны. Однако

с учётом оценок (1.12) величина 𝑀 может быть определена численно посредством

последовательного вычисления 𝛼 для различных значений 𝑀 P N.

Также выбор нормы в пространстве R𝑛 влияет на значение расстояния Хау-

сдорфа в K𝑛, что в конечном счете определяет структуру внешних оценок множества

𝒳8. Данный факт сформулирован в виде следующего следствия.

Следствие 1.3. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по

модулю строго больше 1, семейство t𝒳 p𝑁qu8𝑁�0 определяется соотношениями

(1.2), множество 𝒳8 определяется соотношением (1.3), величина 𝑀 P N выбрана

так, чтобы 𝑇𝑀 являлось сжимающим отображением с коэффициентами сжатия

𝛼1, 𝛼2, 𝛼8 P r0; 1q, которые ассоциированы с нормам } � }1, } � }2, } � }8 в пространстве

R𝑛 соответственно. Тогда

𝒳8 � 𝒳 p𝑁𝑀q � convtp0, . . . , 0loomoon
𝑖

, 𝑟, 0, . . . , 0q𝑇 : 𝑟 P t�𝑅1, 𝑅1u, 𝑖 � 0, 𝑛� 1u,

𝒳8 � 𝒳 p𝑁𝑀q �
#
𝑥 P R𝑛 :

𝑛̧

𝑖�1

|𝑥𝑖|2 ¤ 𝑅2
2

+
,

𝒳8 � 𝒳 p𝑁𝑀q �
"
𝑥 P R𝑛 : max

𝑖�1,𝑛
|𝑥𝑖| ¤ 𝑅8

*
,

𝑅𝑝 �
𝛼𝑁
𝑝

1 � 𝛼𝑝

max
𝑥P𝒳 p𝑀q

}𝑥}𝑝, 𝑝 P t1, 2,8u, 𝑁 P N.

Доказательство следствия 1.3. В силу пункта 3 теоремы 1.2

𝜌𝐻pcl𝒳8,𝒳 p𝑁𝑀qq ¤ 𝛼𝑁
𝑝

1 � 𝛼𝑁
𝑝

𝜌𝐻p𝒳 p𝑀q, t0uq � 𝑅𝑝, 𝑝 P t1; 2;8u.

Тогда в силу определения расстояния Хаусдорфа

𝒳8 � cl𝒳8 � 𝒳 p𝑁𝑀q � ℬ𝑅𝑝p0q,

где

ℬ𝑅1p0q � convtp0, . . . , 0loomoon
𝑖

, 𝑟, 0, . . . , 0q𝑇 : 𝑟 P t�𝑅1, 𝑅1u, 𝑖 � 0, 𝑛� 1u,
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ℬ𝑅2p0q �
#
𝑥 P R𝑛 :

d
𝑛̧

𝑖�1

|𝑥𝑖|2 ¤ 𝑅2

+
,

ℬ𝑅8p0q �
"
𝑥 P R𝑛 : max

𝑖�1,𝑛
|𝑥𝑖| ¤ 𝑅8

*
.

Следствие 1.3 доказано.

Следствие 1.3 позволяет построить внешние оценки множества 𝒳8 с любой

наперед заданной точностью. В отличие от результатов раздела 1.2 данные оценки

не соприкасаются с предельным множеством 0-управляемости и имеют весьма слож-

ную структуру, поскольку представляют собой сумму по Минковскому различных

множеств. Для получения более точных оценок можно использовать оба подхода

одновременно:

𝒳8 � 𝒳 1
8 X 𝒳 2

8,

где 𝒳 1
8� внешняя оценка 𝒳8, построенная на основе лемм 1.4, 1.5, 1.6, 𝒳 2

8� внешняя

оценка, построенная согласно следствию 1.3.

1.5 Примеры

Продемонстрируем теоретические результаты предыдущих разделов на при-

мерах различных дискретных систем.

Пример 1.1. Пусть матрица системы 𝐴 P R5�5 имеет вид

𝐴 �

�������
1
2

0 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3
?

2 3
?

2

0 0 0 �3
?

2 3
?

2

������
.

Множество допустимых значений управления имеет вид 𝒰 � r�1; 1s5. Оценим пре-
дельное множество 0-управляемости системы p𝐴,𝒰q. Матрица 𝐴 представима в виде

𝐴 �
��𝐴1 𝑂 𝑂

𝑂 𝐴2 𝑂

𝑂 𝑂 𝐴3

�
,

где 𝐴1 �
�
1
2

�
, 𝐴2 �

�
2 1

0 2



, 𝐴3 �

�
3
?

2 3
?

2

�3
?

2 3
?

2



.

По лемме 1.3 для предельного множества 0-управляемости системы p𝐴,𝒰q
справедливо равенство
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𝒳8 � R𝑛1 � 𝒳23,8,

где 𝒳23,8 – предельное множество 0-управляемости системы p𝐴23,𝒰23q,

𝐴23 �

�����
2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 3
?

2 3
?

2

0 0 �3
?

2 3
?

2

����
,𝒰23 � r�1; 1s4.

Предельное множество 0-управляемости 𝒳23,8 по лемме 1.1 представимо в виде

𝒳23,8 � 𝒳2,8 � 𝒳3,8,

где 𝒳2,8 – предельное множество 0-управляемости подсистемы p𝐴2,𝒰2q,𝒰2 � r�1; 1s2,
𝒳3,8 – предельное множество 0-управляемости подсистемы p𝐴3,𝒰3q,𝒰3 � r�1; 1s2.

Рассмотрим подсистему p𝐴2,𝒰2q. У матрицы 𝐴2 существует единственное соб-
ственное значение 𝜆2 � 2 кратности 2. Тогда p𝐴2,𝒰2q удовлетворяет условиям леммы
1.5. Откуда следует, что

𝒳2,8 �
2£

𝑖�1

t𝑥 P R2 : 𝑥𝑖 P p𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxqu.

𝑥1,min �
2�1̧

𝑗�0

mintp�1q𝑗�1𝑢1�𝑗,min; p�1q𝑗�1𝑢1�𝑗,maxu
p𝜆2 � 1q𝑗�1

�

� mintp�1q𝑢1,min; p�1q𝑢1,maxu � mintp�1q2𝑢2,min; p�1q2𝑢2,maxu � p�1q � p�1q � �2,

𝑥1,max �
2�1̧

𝑗�0

maxtp�1q𝑗�1𝑢1�𝑗,min; p�1q𝑗�1𝑢1�𝑗,maxu
p𝜆2 � 1q𝑗�1

�

� maxtp�1q𝑢1,min; p�1q𝑢1,maxu � maxtp�1q2𝑢2,min; p�1q2𝑢2,maxu � 1 � 1 � 2,

𝑥2,min �
2�2̧

𝑗�0

mintp�1q𝑗�1𝑢2�𝑗,min; p�1q𝑗�1𝑢2�𝑗,maxu
p𝜆2 � 1q𝑗�1

�

� mintp�1q𝑢2,min; p�1q𝑢2,maxu � �1,

𝑥2,max �
2�2̧

𝑗�0

maxtp�1q𝑗�1𝑢2�𝑗,min; p�1q𝑗�1𝑢2�𝑗,maxu
p𝜆2 � 1q𝑗�1

�

� maxtp�1q𝑢2,min; p�1q𝑢2,maxu � 1,

Тогда

𝒳2,8 � t𝑥 P R2 : 𝑥1 P p�2; 2qu X t𝑥 P R2 : 𝑥2 P p�1; 1qu � p�2; 2q � p�1; 1q.
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Рассмотрим подсистему p𝐴3,𝒰3q. У матрицы 𝐴3 существует два комплексно-
сопряженных собственных значения 𝜆3 � p3 � 3iq?2, 𝜆4 � p3 � 3iq?2. Матрица 𝐴3

представима в виде

𝐴3 � 𝑟𝐴𝜙 � 𝑟

�
cosp𝜙q sinp𝜙q
� sinp𝜙q cosp𝜙q



,

где 𝑟 � 6, 𝜙 � 𝜋
4
.

Тогда по лемме 1.6

𝒳3,8 � t𝑥 P R2 : }p𝑥1 𝑥2q𝑇 }R2   𝑅1,maxu,

𝑟1,max � max
𝑢P𝒰3

}p𝑢1 𝑢2q𝑇 }R2 � max
𝑢P𝒰3

b
𝑢2
1 � 𝑢2

2 �
?

2,

𝑅1,max �
1�1̧

𝑗�0

𝑟1�𝑗,max

p𝑟 � 1q𝑗�1
� 𝑟1,max

p6 � 1q �
?

2

5
.

Из этого следует, что 𝒳3,8 �
!
𝑥 P R2 : }p𝑥1 𝑥2q𝑇 }R2  

?
2
5

)
.

Тогда согласно леммам 1.1 и 1.3 предельное множество 0-управляемости си-
стемы p𝐴,𝒰q можно оценить следующим образом:

𝒳8 � R2 � p�2; 2q � p�1; 1q �
"
𝑥 P R2 :

b
𝑥2
1 � 𝑥2

2  
?

2

5

*
.

Пример 1.2. Построим для подсистемы p𝐴2,𝒰2q из примера 1.1 оценку пре-
дельного множества 0-управляемости 𝒳2,8 согласно теореме 1.2 и следствию 1.3. В
качестве значения параметра, определяющего норму в R2, выберем 𝑝 � 1, т.е.

}𝑥}1 � |𝑥1| � |𝑥2|.
Тогда

𝐴�1
2 �

�
1
2

�1
4

0 1
2



, }𝐴�1

2 } � 𝛼1 � 3

4
,

т.е. 𝑀 � 1. Согласно лемме 1.7

𝒳 p𝑀q � �𝐴�1
2 𝒰2 � conv

"�
1
4
1
2



,

��3
4
1
2



,

��1
4
�1
2



,

�
3
4
�1
2


*
,

max
𝑥P𝒳 p𝑀q

}𝑥}1 � 5

4
,

𝑅1p𝑁q � p3
4
q𝑁

1 � 3
4

� 5

4
� 5

�
3

4


𝑁

.

Построим внешние оценки для различных 𝑁 .
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𝒳2,8 �
𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘
2 𝒰2 � conv

"�
𝑅1p𝑁q

0



,

��𝑅1p𝑁q
0



,

�
0

𝑅1p𝑁q


,

�
0

�𝑅1p𝑁q

*

.

Оценки 𝒳2,8 для случаев 𝑁 � 2 и 𝑁 � 10 представлены на рисунках 1.1 и 1.2.

Рисунок 1.1. Оценка 𝒳2,8 для случая 𝑁 � 2 (серым цветом).

Пример 1.3. Рассмотрим матрицу

𝐴 �
�� �3 0 1

0.5 �3.5 0.5

�0.5 0.5 �2.5

�
.

Пусть множество допустимых значений управления имеет вид 𝒰 � r�1; 1s3.
Матрица 𝐴 имеет единственное собственное значение 𝜆1 � �3 кратности 3, которому
соответствуют собственный вектор ℎ1 и присоединные векторы ℎ2, ℎ3:

ℎ1 �
��1

1

0

�
, ℎ2 �
��1

0

1

�
, ℎ3 �
��0

1

1

�
.
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Рисунок 1.2. Оценка 𝒳2,8 для случая 𝑁 � 10 (серым цветом).

Вещественная жорданова форма матрицы 𝐴 имеет вид

𝐽 � 𝑆�1𝐴𝑆 �
���3 1 0

0 �3 1

0 0 �3

�
,

Согласно лемме 1.2
𝒳8 � 𝑆𝒳 1

8, (1.13)

где 𝒳8 – предельное множество 0-управляемости системы p𝐴,𝒰q, 𝒳 1
8 – предельное

множество 0-управляемости системы p𝐽, 𝑆�1𝒰q.

𝑆�1𝒰 � conv

$&
%

�
�
0.5

0.5

0.5

�

,

�
�
�0.5

�0.5

1.5

�

,

�
�
�0.5

1.5

�0.5

�

,

�
�

1.5

�0.5

�0.5

�

,

�
�
�1.5

0.5

0.5

�

,

�
�

0.5

0.5

�1.5

�

,

�
�

0.5

�1.5

0.5

�

,

�
�
�0.5

�0.5

�0.5

�


,.
- .

Cистема p𝐽, 𝑆�1𝒰q удовлетворяет условиям леммы 1.5. Откуда следует, что

𝒳 1
8 �

3£
𝑖�1

t𝑦 P R3 : 𝑦𝑖 P p𝑦𝑖,min; 𝑦𝑖,maxqu.

𝑦𝑖,min �
3�𝑖̧

𝑗�0

�𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2 � 2𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2 � 4𝑗�1

	
,

𝑦𝑖,max �
3�𝑖̧

𝑗�0

�𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2 � 2𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2 � 4𝑗�1

	
,
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где 𝑢𝑖,max � max
𝑢P𝑆�1𝒰

𝑢𝑖 � 1.5, 𝑢𝑖,min � min
𝑢P𝑆�1𝒰

𝑢𝑖 � �1.5, 𝑖 � 1, 3.

𝑦1,min � �21

16
, 𝑦1,max � 21

16
, 𝑦2,min � 9

8
, 𝑦2,max � 9

8
, 𝑦3,min � �3

4
, 𝑦3,max � 3

4
.

Тогда

𝒳 1
8 �

�
�21

16
;
21

16



�
�
�9

8
;
9

8



�
�
�3

4
;
3

4



.

В силу (1.13) верно включение

𝒳8 � int conv

$'&'%
����39

16

�33
16

�15
8

��
,

����39
16

� 9
16

�3
8

��
,

���� 3
16

�33
16
3
8

��
,

���� 3
16

� 9
16

15
8

��
,

��� 3
16
9
16

�15
8

��
,

��� 3
16
33
16

�3
8

��
,

���39
16
9
16
3
8

��
,

���39
16
33
16
15
8

��

,/./- .

1.6 Выбор шага квантования

Теорема 1.2 из раздела 1.4 позволяет строить оценки с любой наперёд задан-
ной точностью 𝑅𝑝. Погрешность зависит от выбора шага квантования𝑀 и параметра
𝑝 пространства R𝑛

𝑝 , который определяет норму, ассоциированнyю с нормой простран-
ства Хаусдорфа K𝑛. В данном разделе представлен метод подбора параметра 𝑀 по-
средством численного анализа. В качестве параметров 𝑝 рассматриваются 1 и 8, так
как в этом случае оценки будут представлять собой многогранники, что упрощает
суммирование по Минковскому для подсчета множеств 0-управляемости. Параметр
𝑀 влияет на подсчёт коэффициента сжатия 𝛼𝑝 и max

𝑥P𝒳 p𝑀q
}𝑥}𝑝. Коэффициент сжатия

𝛼𝑝 рассчитывается как операторная норма матрицы 𝐴�𝑀 и зависит от выбора шага
квантования 𝑀 :

𝛼𝑝 � }𝐴�𝑀} � sup
}𝑥}𝑝¤1

}𝐴�𝑀𝑥}𝑝 (1.14)

𝐴�𝑀 �

���𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

��

Зафиксируем значение 𝑁max. Целью главы является минимизация погрешно-

сти внешней оценки предельного множества 0-управляемости от параметра 𝑀 при
ограничении 𝑁𝑀 ¤ 𝑁max, то есть следует решить следующую оптимизационную
задачу:

𝛼𝑁

1 � 𝛼
𝜌𝐻p𝒳 p𝑀q, t0uq Ñ min

𝑀,𝑁 : 𝑀𝑁¤𝑁max

. (1.15)

В общем случае решить задачу (1.15) не представляется возможным. По этой
причине выбор оптимального значения 𝑀 будем осуществлять на основе анализа
экспериментальных данных. Рассмотрим на примере двумерной системы с собствен-
ным значением 1.56 кратности 2 актуальность поставленной задачи (1.15), сравнив
оценки для различных значений параметра 𝑀 . Пусть



—49—

𝐴 �
�

1.56 0.78

0 1.56



,𝒰 � conv
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1

1



,

�
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,

��1

1



,

��1

�1



,

�
0

1



,

�
1

1


*
.

а) 𝑝 � 1, 𝑀 � 1, 𝛼1 � 0.9615, 𝑁max � 30 б) 𝑝 � 1, 𝑀 � 3, 𝛼8 � 0.6585, 𝑁max � 30

Рисунок 1.3. Внутренняя оценка 𝒳8 красным цветом, внешняя оценка 𝒳8 зелёным
цветом

Как видно из рисункка 1.3, выбор значения 𝑀 влияет на погрешность внеш-
них оценок предельного множества 0-управляемости. Истинное предельное множе-
ство 0-управляемости лежит в зазоре между внутренней оценкой (множества 0-
управляемости за 𝑁 шагов) и внешней оценкой. При 𝑀 � 3 точность оценивания
оказывается значительно выше, чем при 𝑀 � 1, что определяет целесообразность
решения задачи (1.15).

Для решения поставленной задачи рассмотрим системы разной размерности
с различными типами собственных значений матрицы системы.

Пример 1.4. Пусть

𝐴1 �
�

5.22 0.27

0.82 1.09



, 𝒰1 � conv

"�
1

1



,

�
0

1



,

��1

1



,

��1

�1



,

�
0

1



,

�
1

1


*
.

Матрица 𝐴1 имеет действительные собственные значения 𝜆1 � 5.27 и 𝜆2 � 1.04.
Рассмотрим зависимость погрешности 𝑅𝑝 от выбора значения 𝑀 � 1, 50 при 𝑁max �
100.

В случае с 𝑝 � 1 отображение 𝑇𝑀 становится сжимающим, начиная с 𝑀 � 1,
а в случае 𝑝 � 8 – начиная с 𝑀 � 4. Следовательно, для рисунка 1.4(б) параметры
𝑀   4 исключены. Для рисунка 1.4(а) для сохранения масштаба исключены из
рассмотрения параметры 𝑀 � 1 и 𝑀 � 2.

Из графика видно, что скачкообразный рост возникает при уменьшении зна-
чения целой части 𝑁max

𝑀
. Например, при переходе от 𝑀 � 20 к 𝑀 � 21 погрешность
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а) 𝑝 � 1, 𝑀 � 1, 𝛼1 � 0.997 б) 𝑝 � 8, 𝑀 � 4 𝛼8 � 0.992

Рисунок 1.4. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для p𝐴1,𝒰1q

𝑅𝑝 растет. Связано это с тем, что оптимальное значение 𝑁 при решении задачи (1.15)
имеет вид

𝑁 �
�
𝑁max

𝑀

�
𝑀.

Т.е. последнее множество 0-управляемости, используемое для построения внеш-
ней оценки предельного множества, имеет номер 𝑁 , а множества с номерами
𝑁 � 1, . . . , 𝑁max фактически никак не используются. Значения 𝑀 , после которых
происходит изменение целой части 𝑁max

𝑀
, на рисунке рисунке 1.4 выделены красным

цветом. Начиная с некоторого 𝑀0, красные точки начинают монотонно убывать, в
связи с чем для минимизации погрешности нужно брать самое большое значение 𝑀 ,
в этом случае это 50.

Проверим, есть ли зависимость результатов численного моделирования от вы-
бора множества допустимых значений управлений 𝒰 . Для этого рассмотрим при той
же матрице 𝐴1 следующее множество 𝒰2:
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Аналогичные численные расчеты представлены на рисунке 1.5.
Результаты для системы p𝐴1,𝒰2q идентичны результатам для системы p𝐴1,𝒰1q.

Пример 1.5. Пусть

𝐴2 �
��0.55 1.21

�1.21 �0.55
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а) 𝑝 � 1 б) 𝑝 � 8

Рисунок 1.5. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для системы p𝐴1,𝒰2q.

Матрица 𝐴2 имеет коплексно-сопряженные собственные значения 𝜆1 � �0.55� 1.21i

и 𝜆2 � �0.55 � 1.21i. Рассмотрим зависимость погрешности 𝑅𝑝 от выбора значения
𝑀 � 1, 50 при 𝑁max � 100.

а) 𝑝 � 1, 𝑀 � 1, 𝛼1 � 0.994 б) 𝑝 � 8, 𝑀 � 1, 𝛼8 � 0.994

Рисунок 1.6. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для системы p𝐴2,𝒰1q.

Отображение 𝑇𝑀 является сжимающим для 𝑀 � 1 в случае 𝑝 � 1 и является
сжимающим для 𝑀 � 4 в случае 𝑝 � 8. Следовательно, для рисунке 1.6 (б) пара-
метры 𝑀   4 исключены. Для рисунка 1.6 (а) для сохранения масштаба исключены
из рассмотрения параметры 𝑀 � 1, 𝑀 � 2, 𝑀 � 3.

Из графика видно, что скачкообразный рост возникает при уменьшении зна-
чения целой части 𝑁max

𝑀
. Например, при переходе от 𝑀 � 25 к 𝑀 � 26 погрешность

𝑅𝑝 растет. Связано это с тем, что оптимальное значение 𝑁 при решении задачи (1.15)
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имеет вид

𝑁 �
�
𝑁max

𝑀

�
𝑀.

Т.е. последнее множество 0-управляемости, используемое для построения внеш-
ней оценки предельного множества, имеет номер 𝑁 , а множества с номерами
𝑁 � 1, . . . , 𝑁max фактически никак не используются. Значения 𝑀 , после которых
происходит изменение целой части 𝑁max

𝑀
, на рисунке 1.6 выделены красным цветом.

Начиная с некоторого 𝑀0, красные точки начинают монотонно убывать, в связи с
чем для минимизации погрешности нужно брать самое большое значение 𝑀 , в этом
случае это 50.

Проверим, есть ли зависимость результатов численного моделирования от вы-
бора множества допустимых значений управлений 𝒰 . Для этого рассмотрим при той
же матрице 𝐴2 следующее множество 𝒰2:

𝒰2 � conv
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Аналогичные численные расчеты представлены на рисунке 1.7.

а) 𝑝 � 1 б) 𝑝 � 8

Рисунок 1.7. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для системы p𝐴2,𝒰2q .

Результаты для системы p𝐴2,𝒰2q идентичны результатам для системы p𝐴2,𝒰1q.

Пример 1.6. Пусть
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Матрица 𝐴3 имеет единственное собственное значение кратности 2 𝜆1 � 1.51.
Рассмотрим зависимость погрешности 𝑅𝑝 от выбора значения 𝑀 � 1, 50 при 𝑁max �
100.

а) 𝑝 � 1, 𝑀 � 1, 𝛼1 � 0.99 б) 𝑝 � 8, 𝑀 � 1, 𝛼8 � 0.99

Рисунок 1.8. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для p𝐴3,𝒰1q.

Отображение 𝑇𝑀 является сжимающим для 𝑀 � 1 в случае 𝑝 � 1 и 𝑝 � 8.
Для рисунка 1.8 для сохранения масштаба исключены из рассмотрения параметры
𝑀   4.

Из графика видно, что скачкообразный рост возникает при уменьшении зна-
чения целой части 𝑁max

𝑀
. Например, при переходе от 𝑀 � 20 к 𝑀 � 21 погрешность

𝑅𝑝 растет. Связано это с тем, что оптимальное значение 𝑁 при решении задачи (1.15)
имеет вид

𝑁 �
�
𝑁max

𝑀

�
𝑀.

Т.е. последнее множество 0-управляемости, используемое для построения внеш-
ней оценки предельного множества, имеет номер 𝑁 , а множества с номерами
𝑁 � 1, . . . , 𝑁max фактически никак не используются. Значения 𝑀 , после которых
происходит изменение целой части 𝑁max

𝑀
, на рисунке 1.8 выделены красным цветом.

Начиная с некоторого 𝑀0, красные точки начинают монотонно убывать, в связи с
чем для минимизации погрешности нужно брать самое большое значение 𝑀 , в этом
случае это 50.

Проверим, есть ли зависимость результатов численного моделирования от вы-
бора множества допустимых значений управлений 𝒰 . Для этого рассмотрим при той
же матрице 𝐴3 следующее множество 𝒰2:
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Аналогичные численные расчеты представлены на 1.9.

а) 𝑝 � 1 б) 𝑝 � 8

Рисунок 1.9. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для p𝐴3,𝒰2q.

Результаты для системы p𝐴,𝒰2q идентичны результатам для системы p𝐴,𝒰1q.

Пример 1.7. Рассмотрим трёхмерную систему с действительными собствен-
ными значениями. Пусть
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Матрица 𝐴4 имеет собственные значения 𝜆1 � �0.55 � 1.2i, 𝜆2 � �0.55 � 1.2i, 𝜆3 �
1.33. Рассмотрим зависимость погрешности 𝑅𝑝 от выбора значения 𝑀 � 1, 35 при
𝑁max � 36.

Отображение 𝑇𝑀 является сжимающим для 𝑀 � 1 в случае 𝑝 � 1 и 𝑝 � 8.
Для рисунка 1.10 для сохранения масштаба исключены из рассмотрения параметры
𝑀   3.

Из графика видно, что скачкообразный рост возникает при уменьшении зна-
чения целой части 𝑁max

𝑀
. Например, при переходе от 𝑀 � 18 к 𝑀 � 19 погрешность
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а) 𝑝 � 1, 𝑀 � 1, 𝛼1 � 0.99 б) 𝑝 � 8, 𝑀 � 1, 𝛼8 � 0.99

Рисунок 1.10. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для p𝐴4,𝒰3q.

𝑅𝑝 растет. Связано это с тем, что оптимальное значение 𝑁 при решении задачи (1.15)
имеет вид

𝑁 �
�
𝑁max

𝑀

�
𝑀.

Т.е. последнее множество 0-управляемости, используемое для построения внеш-
ней оценки предельного множества, имеет номер 𝑁 , а множества с номерами
𝑁 � 1, . . . , 𝑁max фактически никак не используются. Значения 𝑀 , после которых
происходит изменение целой части 𝑁max

𝑀
, на рисунке 1.10 выделены красным цветом.

Начиная с некоторого 𝑀0, красные точки начинают монотонно убывать, в связи с
чем для минимизации погрешности нужно брать самое большое значение 𝑀 , в этом
случае это 50.

Проверим, есть ли зависимость результатов численного моделирования от вы-
бора множества допустимых значений управлений 𝒰 . Для этого рассмотрим при той
же матрице 𝐴4 следующее множество 𝒰4:
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Результаты для системы p𝐴4,𝒰4q идентичны результатам для системы p𝐴4,𝒰3q.

1.7 Выводы по главе 1

1. Получено явное описание структуры предельных множеств 0-
управляемости для линейных дискретных систем с геометрическими ограничениями
на управление. Установлено, что данные множества представляют собой цилиндри-
ческие множества, ориентированные вдоль собственных подпространств матрицы
системы, соответствующих устойчивым модам.
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а) 𝑝 � 1 б) 𝑝 � 8

Рисунок 1.11. Зависимость 𝑅𝑝 от выбора 𝑀 для трехмерной системы.

2. Доказаны фундаментальные свойства предельных множеств 0-
управляемости, такие как их ограниченность, выпуклость и открытость. Разработана
методика декомпозиции исходной задачи на подсистемы меньшей размерности, что
существенно упрощает анализ и построение оценок.

3. Предложен алгоритм построения внешних оценок предельных множеств 0-
управляемости на основе аппарата опорных полупространств. Получены аналитиче-
ские выражения для опорных функций, позволяющие эффективно вычислять оценки
множеств управляемости.

4. Разработан алгоритм приближенного построения предельных множеств 0-
управляемости, основанный на принципе сжимающих отображений. Доказана сходи-
мость итерационной процедуры и получены оценки точности приближения в метрике
Хаусдорфа.

5. Проведен численный анализ зависимости точности оценок от параметров
алгоритма. Экспериментально установлены оптимальные значения шага квантова-
ния, обеспечивающие минимальную погрешность при заданных вычислительных ре-
сурсах. Исследовано влияние выбора нормы в пространстве состояний на качество
получаемых оценок.

Основные результаты главы 1 опубликованы в [145,147,149,150,154,

156–160].



Глава 2. Построение оценок предельных множеств до-

стижимости для линейных дискретных систем

с ограниченным управлением

В данной главе исследуются методы построения предельных множеств дости-
жимости для линейных дискретных систем с ограниченным управлением. Основное
внимание уделяется разработке алгоритмов оценивания этих множеств.

Глава организована следующим образом:

– В разделе 2.1 представлена постановка задачи, включающая описание системы
и основные определения.

– Раздел 2.2 посвящен декомпозиции линейной системы. Доказано, что исходную
задачу можно разложить на подзадачи меньшей размерности.

– В разделе 2.3 представлена оценка предельного множества достижимости на
основе опорных полупространств.

– Раздел 2.4 представляет метод построения внешних оценок на основе принципа
сжимающих отображений.

– В разделе 2.5 представленые модельные примеры, на которых проиллюстиро-
ваны теоретические результаты, полученные в предыдущих разделах главы.

– В разделе 2.6 сформулированы выводы по главе 2.

2.1 Постановка задачи

Рассматривается 𝑛-мерная линейная автономная дискретная система управ-
ления p𝐴,𝒰q с ограниченным управлением вида (1.1).

Обозначим через t𝒴p𝑁qu8𝑁�0 семейство множеств достижимости, где каждое
𝒴p𝑁q представляет собой множество тех состояний, в которые посредством выбора
допустимого управления систему (1.1) можно перевести из начала координат за 𝑁

шагов:

𝒴p𝑁q �
#
t𝑥 P R𝑛 : D𝑢p0q, . . . , 𝑢p𝑁 � 1q P 𝒰 : 𝑥p0q � 0, 𝑥p𝑁q � 𝑥u, 𝑁 P N,
t0u, 𝑁 � 0.

(2.1)

Требуется построить предельное множество достижимости 𝒴8, т.е. множество
тех состояний, в которые систему p𝐴,𝒰q можно перевести из начала координат за
любое конечное число шагов:

𝒴8 � t𝑥 P R𝑛 : D𝑁 P N, D𝑢p0q, . . . , 𝑢p𝑁 � 1q P 𝒰 : 𝑥p𝑁q � 𝑥, 𝑥p0q � 0u.

57
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С учетом (2.1) также справедливо представление

𝒴8 �
8¤

𝑁�0

𝒴p𝑁q. (2.2)

2.2 Декомпозиция линейной системы

Структура предельного множества достижимости системы (1.1) определяется
свойствами матрицы системы 𝐴. В [80, теорема 1] доказано, что 𝒴8 представляет
собой цилиндрическое множество, ориентированное вдоль собственных векторов 𝐴,
соответствующих собственным значениям, которые по модулю не меньше 1. По этой
причине процесс построения 𝒴8 связан с переходом в жорданов базис 𝐴. Рассмот-
рим свойства системы (1.1) и множеств вида (2.1) и (2.2), связанные с различными
линейными преобразованиями системы координат.

Введем следующее инвариантное подпространство:

L 1 � Lintℎ𝑖 : ℎ𝑖 соответствует собственному значению 𝜆, |𝜆|   1u,
Справедлив следующий критерий ограниченности предельного множества (2.2).

Теорема 2.1. Пусть множество 𝒴8 и определяется соотношением (2.2).
Тогда 𝒴8 ограничено тогда и только тогда, когда 𝒰 � L 1;

Доказательство теоремы 2.1.

Разобьём элементы вещественного жорданова базиса
ℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚 , где ℎ𝑖,𝑗 P R𝑛 – присоединенный вектор матрицы 𝐴

ранга 𝑗, соответствующий значению 𝜆𝑖 P C матрицы 𝐴, или ℎ𝑖,𝑗 � pℎ𝑟𝑒
𝑖,𝑗, ℎ

𝑖𝑚
𝑖,𝑗 q P R𝑛�2

– действительная и мнимая части присоединенного вектора матрицы 𝐴 ранга 𝑗,
соответствующего собственному значению 𝜆𝑖 P C. Тогда вещественная жорданова
форма матрицы 𝐴 состоит из 𝑚 клеток, а 𝑛𝑖 и 2𝑛𝑖 – размерность 𝑖-й клетки в
зависимости от типа собственного значения. Причем в силу [89, Раздел 3.1] верно
представление:

𝐴 � 𝑆Λ𝑆�1, где

𝑆 � pℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚q,
Λ � 𝑑𝑖𝑎𝑔p𝐽1, . . . , 𝐽𝑚q.

Для всех 𝑖 � 1,𝑚 жорданова клетка 𝐽𝑖 P R𝑛𝑖�𝑛𝑖 имеет один из следующих двух
видов:

𝐽𝑖 �

�����
𝜆𝑖 1 0 . . . 0

0 𝜆𝑖 1 . . . 0
... . . .

. . . . . .
...

0 . . . . . . 0 𝜆𝑖

����
P R𝑛𝑖�𝑛𝑖 , 𝜆𝑖 P R,

𝐽𝑖 �

�����
𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

𝐼 0 . . . 0

0 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
𝐼 . . . 0

... . . .
. . . . . .

...
0 . . . . . . 0 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

����
P R2𝑛𝑖�2𝑛𝑖 , 𝜆𝑖 � 𝑟𝑖𝑒
𝑖𝜙𝑖 P C, 𝐴𝜙𝑖

�
�

cosp𝜙𝑖q sinp𝜙𝑖q
� sinp𝜙𝑖q cosp𝜙𝑖q



.
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Для любого 𝑢p𝑁 � 𝑘 � 1q P 𝒰 верно разложение

𝑢p𝑁 � 𝑘 � 1q �
𝑚̧

𝑖�1

𝑛𝑖̧

𝑗�1

ℎ𝑖,𝑗𝛼𝑖,𝑗p𝑘q,

где 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q P R, если 𝜆𝑖 P R и 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q P R2, если 𝜆𝑖 P C. Тогда справедливо следующее
представление:

𝑆�1𝑢p𝑁 � 𝑘 � 1q � pℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚q�1
𝑚̧

𝑖�1

𝑛𝑖̧

𝑗�1

ℎ𝑖,𝑗𝛼𝑖,𝑗p𝑘q �

� 𝑆�1 pℎ1,1, . . . , ℎ1,𝑛1 , . . . , ℎ𝑚,1, . . . , ℎ𝑚,𝑛𝑚qloooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon
𝑆

�������������

𝛼1,1p𝑘q
...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q
...

𝛼𝑚,1p𝑘q
...

𝛼𝑚,𝑛𝑚p𝑘q

������������

�

�������������

𝛼1,1p𝑘q
...

𝛼1,𝑛1p𝑘q
...

𝛼𝑚,1p𝑘q
...

𝛼𝑚,𝑛𝑚p𝑘q

������������

.

Пусть 𝜆𝑖 P R. Заметим, что для жордановых клеток 𝐽𝑖 справедливо следующее
представление:

𝐽𝑖 � 𝜆𝑖𝐼 � 𝑃 , где 𝑃 �

������
0 1 . . . 0

0 0
. . .

...
...

...
. . . 1

0 0 . . . 0

�����
. Тогда 𝐽𝑘
𝑖 � p𝜆𝑖𝐼 � 𝑃 q𝑘 � °𝑘

𝑙�0𝐶
𝑙
𝑘𝜆

𝑘�𝑙
𝑖 𝑃 𝑙.

Введем новое обозначение 𝛽𝑖:

𝛽𝑖 �
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐽𝑘
𝑖

���𝛼𝑖,1p𝑘q
...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

��
�
𝑁�1̧

𝑘�0

𝑘̧

𝑙�0

𝐶 𝑙
𝑘𝜆

𝑙
𝑖𝑃

𝑘�𝑙

���𝛼𝑖,1p𝑘q
...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

��
, где

p𝑃 𝑙𝑥q𝑗 �
#
𝑥𝑗�𝑙, 𝑙 ¤ 𝑛𝑖 � 𝑗

0, 𝑗 ¥ 𝑛𝑖 � 𝑗.

Тогда

𝛽𝑖,𝑗 �
𝑁�1̧

𝑘�0

mint𝑘,𝑛𝑖�𝑗u¸
𝑙�0

𝐶 𝑙
𝑘𝜆

𝑘�𝑙
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q �

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1̧

𝑘�𝑙

𝐶 𝑙
𝑘𝜆

𝑘�𝑙
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q �

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1�𝑙¸
𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙𝜆

𝑘
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘�𝑙q.

Пусть 𝒰 � L 1, т.е. 𝛼𝑖,𝑗 � 0, если |𝜆𝑖| ¥ 1. Получим

|𝛽𝑖,𝑗| � |
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1�𝑙¸
𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙𝜆

𝑘
𝑖 𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘 � 𝑙q| ¤

𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1�𝑙¸
𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙|𝜆𝑘

𝑖 ||𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘 � 𝑙q| ¤
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¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

8̧

𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙|𝜆𝑘

𝑖 ||𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘 � 𝑙q| ¤
#°𝑛𝑖�𝑗

𝑙�0

°8
𝑘�0𝐶

𝑙
𝑘�𝑙𝜆

𝑘
𝑚𝑎𝑥𝛼max, |𝜆𝑖|   1,

0, |𝜆𝑖| ¥ 1
¤

¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝛼𝑚𝑎𝑥

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q𝑙�1
¤ 𝑛𝑖𝛼max

p1 � 𝜆maxq𝑛𝑖
¤ 𝑛𝛼𝑚𝑎𝑥

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q𝑛 ,

𝜆max � maxt|𝜆| : 𝜆� собственное значение 𝐴 и |𝜆|   1u,
𝛼max � max

𝑢P𝒰
max
𝑖�1,𝑚

max
𝑗�1,𝑛𝑖

}𝛼𝑖,𝑗}.

Рассмотрим теперь случай комплексно-сопряженных собственных значений.
В этом случае для жордановой клетки 𝐽𝑖 справедливо следующее соотношение:

𝐽𝑖 � 𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

q � 𝑃 2.

Тогда

𝐽𝑘
𝑖 � p𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
q � 𝑃 2q𝑘 �

𝑘̧

𝑙�0

𝐶 𝑙
𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
q𝑙𝑃 2p𝑘�𝑙q.

Аналогично вещественному случаю для 𝜆𝑖 P C получим

𝛽𝑖 �
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐽𝑘
𝑖

���𝛼𝑖,1p𝑘q
...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

��
�
𝑁�1̧

𝑘�0

𝑘̧

𝑙�0

𝐶 𝑙
𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

, . . . , 𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
q𝑘�𝑙𝑃 2𝑙

���𝛼𝑖,1p𝑘q
...

𝛼𝑖,𝑛𝑖
p𝑘q

��
.

Учтём, что 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q P R2 и получим

𝛽𝑖,𝑗 �
𝑁�1̧

𝑘�0

mint𝑘,𝑛𝑖�𝑗u¸
𝑙�0

𝐶 𝑙
𝑘p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

q𝑘�𝑙𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q �

�
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1̧

𝑘�𝑙

𝐶 𝑙
𝑘p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

q𝑘�𝑙𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘q �
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1�𝑙¸
𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙𝑟

𝑘
𝑖 𝐴𝑘𝜙𝑖

𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘 � 𝑙q.

Пусть 𝒰 � L 1, т.е. 𝛼𝑖,𝑗 � 0, если |𝜆𝑖| ¥ 1. Получим

}𝛽𝑖,𝑗} ¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1�𝑙¸
𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙}𝑟𝑘𝑖 𝐴𝑘𝜙𝑖

𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘 � 𝑙q} �
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝑁�1�𝑙¸
𝑘�0

𝐶 𝑙
𝑘�𝑙𝑟

𝑘
𝑖 }𝛼𝑖,𝑗�𝑙p𝑘 � 𝑙q} ¤

¤
#°𝑛𝑖�𝑗

𝑙�0

°8
𝑘�0𝐶

𝑙
𝑘�𝑙𝜆

𝑘
𝑚𝑎𝑥𝛼𝑚𝑎𝑥, |𝜆𝑖|   1,

0, |𝜆𝑖| ¥ 1.
¤

¤
𝑛𝑖�𝑗̧

𝑙�0

𝛼max

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q𝑙�1
¤ 𝑛𝑖𝛼𝑚𝑎𝑥

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q𝑛𝑖
¤ 𝑛𝛼𝑚𝑎𝑥

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q𝑛 .
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Верны соотношения

}𝑥p𝑁q} � }𝑆
𝑁�1̧

𝑘�0

Λ𝑘𝑆�1𝑢p𝑁�𝑘�1q} ¤ }𝑆}
� 𝑚̧

𝑖�1

𝑛𝑖̧

𝑗�1

}𝛽𝑖,𝑗}2
	 1

2 ¤ }𝑆}
�
𝑛

𝑛2𝛼2
𝑚𝑎𝑥

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q2𝑛
	 1

2 � }𝑆}𝑛 3
2𝛼𝑚𝑎𝑥

p1 � 𝜆𝑚𝑎𝑥q𝑛 .

Следовательно, по определению 2.2 множество 𝒴8 ограничено.
Пусть 𝒰 � L 1. Тогда найдется 𝑢 P 𝒰 такой, что в его разложении по базису

ℎ1, . . . , ℎ𝑛 𝛼𝑖,𝑗 � 0 для |𝜆𝑖| ¥ 1, 𝑗 � 1, 𝑛𝑖. Без ограничения общности будем полагать,
что

𝛼𝑖,𝑗�1 � . . . � 𝛼𝑖,𝑛𝑖
� 0 или 𝑗 � 𝑛𝑖.

Если 𝜆𝑖 P R, рассмотрим следующее управление

𝑢p𝑁 � 𝑘 � 1q �
#
𝑢, 𝑘 P t0, 2, 4, . . .u,
0, 𝑘 P t1, 3, 5, . . .u.�����𝑁�1̧

𝑘�0

Λ𝑘𝑆�1𝑢p𝑁 � 𝑘 � 1q
����� � ��𝑆�1𝑥p𝑁q�� ¤ }𝑆�1}}𝑥p𝑁q},

}𝑥p2𝑁q} ¥ 1

}𝑆�1} �
�����2𝑁�1¸

𝑘�0

Λ𝑘𝑆�1𝑢p𝑁 � 𝑘 � 1q
����� ¥ 1

}𝑆�1}}𝛽𝑖,𝑗} �

� 1

}𝑆�1}|
2𝑁�1¸
𝑘�0

𝜆𝑘
𝑖 𝛼𝑖,𝑗p𝑘q| � 1

}𝑆�1}
𝑁�1̧

𝑘�0

𝜆2𝑘
𝑖 |𝛼𝑖,𝑗| 𝑁Ñ8ÝÝÝÑ 8.

Если 𝜆𝑖 P C и 𝜙𝑖

𝜋
R Q, то рассмотрим возрастающую последовательность

t𝑘1, 𝑘2, . . .u � N такую, что

p𝜙𝑖𝑘𝑁 � 𝜃q mod 2𝜋 P r0;
𝜋

6
q, где 𝛼𝑖,𝑗 � }𝛼𝑖,𝑗}

�
cosp𝜃q
sinp𝜃q



.

Такая последовательность существует, поскольку в силу теоремы Вейля clt𝜙𝑖𝑘

mod 2𝜋 : 𝑘 P Nu � r0; 2𝜋s.
Если 𝜙𝑖 � 2𝜋 𝐾1

𝐾2 , то положим 𝑘𝑁 � 𝑁𝐾2. В обоих случаях выберем управление
следующим образом:

𝑢p𝑘𝑁 � 𝑘 � 1q �
#
𝑢, 𝑘 P t𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, . . .u,
0, 𝑘 R t𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, . . .u.

Тогда для 𝜙𝑖 � 2𝜋 𝐾1

𝐾2

}𝑥p𝑘𝑁q} ¥ 1

}𝑆�1} }𝛽𝑖,𝑗} � 1

}𝑆�1}

�����
𝑘𝑁�1¸
𝑘�0

𝑟𝑘𝑖 𝐴𝑘𝜙𝑖
𝛼𝑖,𝑗p𝑘q

����� �
� 1

}𝑆�1}

�����
rp𝑁�1q{𝐾2s¸

𝑘�0

𝑟𝑘𝐾
2

𝑖 𝐴𝑘2𝜋𝐾1𝛼𝑖,𝑗

����� � 1

}𝑆�1}
rp𝑁�1q{𝐾2s¸

𝑘�0

𝑟𝑘𝐾
2

𝑖 }𝛼𝑖,𝑗} 𝑁Ñ8ÝÝÝÑ 8.
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Если 𝜙𝑖

𝜋
R Q, то

}𝑥p𝑘𝑁q} ¥ 1

}𝑆�1}}𝛽𝑖,𝑗} � 1

}𝑆�1}

�����
𝑘𝑁�1¸
𝑘�0

𝑟𝑘𝑖 𝐴𝑘𝜙𝑖
𝛼𝑖,𝑗p𝑘q

����� � 1

}𝑆�1}

�����𝑁�1̧

𝑞�0

𝑟
𝑘𝑞
𝑖 𝐴𝑘𝑞𝜙𝑖

𝛼𝑖,𝑗p𝑘q
����� ¥

¥ 1

}𝑆�1}
𝑁�1̧

𝑞�0

𝑟
𝑘𝑞
𝑖 }𝛼𝑖,𝑗} � | cosp𝑘𝑞𝜙𝑖 � 𝜃q| ¥ 1

2}𝑆�1}
𝑁�1̧

𝑞�0

𝑟
𝑘𝑞
𝑖 }𝛼𝑖,𝑗} 𝑁Ñ8ÝÝÝÑ 8.

Таким образом, во всех трёх случаях множество 𝒴8 оказывается неограниченным.
Теорема 2.1 доказана.
Пусть p𝐴1,𝒰1q и p𝐴2,𝒰2q – 𝑛1-мерная и 𝑛2-мерная системы вида (1.1) соот-

ветственно. Обозначим через p𝐴1,𝒰1q � p𝐴2,𝒰2q систему p𝐴,𝒰q размерности 𝑛1 � 𝑛2,
где

𝐴 �
�
𝐴1 𝑂

𝑂 𝐴2



P Rp𝑛1�𝑛2q�p𝑛1�𝑛2q, 𝒰 � 𝒰1 � 𝒰2 P R𝑛1�𝑛2 .

Лемма 2.1. Пусть через t𝒴𝑖p𝑁qu8𝑁�0 и 𝒴𝑖,8 обозначены класс множеств до-

стижимости и предельное множество достижимости соответственно системы

p𝐴𝑖,𝒰𝑖q, 𝑖 P t1, 2u, также p𝐴,𝒰q � p𝐴1,𝒰1q � p𝐴2,𝒰2q.
Тогда

1) 𝒴p𝑁q � 𝒴1p𝑁q � 𝒴2p𝑁q, 𝑁 P NY t0u;
2) 𝒴8 � 𝒴1,8 � 𝒴2,8.

Доказательство леммы 2.1. Обозначим через 𝑥1 P R𝑛1 и 𝑥2 P R𝑛2 тер-

минальные состояния системы p𝐴1,𝒰1q и p𝐴2,𝒰2q соответственно. Тогда 𝑥 �
�
𝑥1

𝑥2



–

терминальное состояние системы p𝐴,𝒰q.
В силу (1.1) верно, что для всех 𝑁 P N при 𝑥0 � 0

𝑥p𝑁q � 𝐴𝑁�1𝑢p0q � 𝐴𝑁�2𝑢p1q � . . .� 𝑢p𝑁 � 1q �

�
�
𝐴𝑁�1

1 𝑂

𝑂 𝐴𝑁�1
2


�
𝑢1p0q
𝑢2p0q



� . . .�

�
𝑢1p𝑁 � 1q
𝑢2p𝑁 � 1q



�

�
�
𝐴𝑁�1

1 𝑢1p0q � . . .� 𝑢1p𝑁 � 1q
𝐴𝑁�1

2 𝑢2p0q � . . .� 𝑢2p𝑁 � 1q


�
�
𝑥1p𝑁q
𝑥2p𝑁q



.

Получим, что 𝑥p𝑁q � 𝑥 тогда и только тогда, когда существуют 𝑢1p0q, . . . , 𝑢1p𝑁�1q P
𝒰1 и 𝑢2p0q, . . . , 𝑢2p𝑁 � 1q P 𝒰2 такие, что 𝑥1p𝑁q � 𝑥1, 𝑥2p𝑁q � 𝑥2. Данные равенства
в силу (2.1) эквивалентны включению 𝑥1 P 𝒴1p𝑁q, 𝑥2 P 𝒴2p𝑁q. Следовательно,

𝒴p𝑁q � 𝒴1p𝑁q � 𝒴2p𝑁q.
Пусть 𝑥 P 𝒴8. Тогда согласно (2.2) существует r𝑁 P N такой, что

𝑥 P 𝒴p r𝑁q � 𝒴1p r𝑁q � 𝒴2p r𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝒴1p𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝒴2p𝑁q � 𝒴1,8 � 𝒴2,8,
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т.е. 𝒴8 � 𝒴1,8 � 𝒴2,8.
Пусть 𝑥 P 𝒴1,8 � 𝒴2,8. Следовательно, существуют r𝑁1, r𝑁2 P N такие, что 𝑥 P

𝒴1p r𝑁1q�𝒴2p r𝑁2q � 𝒴1p r𝑁q�𝒴2p r𝑁q, где r𝑁 � maxt r𝑁1, r𝑁2u. Тогда в силу пункта 1 леммы
2.1

𝑥 P 𝒴p r𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝒴p𝑁q � 𝒴8,

т.е. 𝒴1,8 � 𝒴2,8 � 𝒴8.
Окончательно получаем, что 𝒴8 � 𝒴1,8 � 𝒴2,8. Лемма 2.1 доказана.

Лемма 2.2. Пусть 𝑆 P R𝑛�𝑛, det𝑆 � 0, p𝐴,𝒰q – 𝑛-мерная система вида

(1.1), через t𝒴 1p𝑁qu8𝑁�0 и 𝒴 1
8 обозначены класс множеств достижимости и пре-

дельное множество достижимости соответственно системы p𝑆�1𝐴𝑆, 𝑆�1𝒰q.
Тогда

1) 𝒴p𝑁q � 𝑆𝒴 1p𝑁q, 𝑁 P NY t0u;

2) 𝒴8 � 𝑆𝒴 1
8.

Доказательство леммы 2.2.

Пусть t𝑦p𝑘qu𝑁𝑘�0 – траектория системы p𝑆�1𝐴𝑆, 𝑆�1𝒰q, т.е. 𝑦p𝑁q согласно (1.1)
для начального состояния 𝑦0 P R𝑛 допускает следующее представление:

𝑦p𝑁q � 𝑆�1𝐴𝑆𝑦p𝑁 � 1q � 𝑣p𝑁 � 1q � . . . �

� 𝑆�1𝐴𝑁𝑆𝑦0 � 𝑆�1𝐴𝑁�1𝑆𝑣p0q � . . .� 𝑣p𝑁 � 1q,
где 𝑣p0q, . . . , 𝑣p𝑁 � 1q P 𝑆�1𝒰 .

В силу (2.1) при 𝑦0 � 0 включение 𝑦 P 𝒴p𝑁q верно тогда и только тогда, когда
𝑦p𝑁q � 𝑦, т.е.

𝑆�1𝐴𝑁�1𝑆𝑣p0q � . . .� 𝑣p𝑁 � 1q � 𝑦,

𝐴𝑁�1𝑆𝑣p0q � . . .� 𝑆𝑣p𝑁 � 1q � 𝑆𝑦,

что в силу (2.1) эквивалентно включению 𝑆𝑦 P 𝒴p𝑁q, так как по построению
𝑆𝑣p0q, . . . , 𝑆𝑣p𝑁 � 1q P 𝒰 . Откуда следует равенство 𝒴p𝑁q � 𝑆𝒴 1p𝑁q.

Пусть 𝑥 P 𝒴8. В силу (2.2) существует r𝑁 P NYt0u, для которого 𝑥 P 𝒴p r𝑁q, что
эквивалентно включению 𝑥 P 𝑆𝒴 1p r𝑁q согласно пункту 1 леммы 2.2. Следовательно,

𝑆�1𝑥 P 𝒴 1p r𝑁q. Тогда 𝑆�1𝑥 P
8�

𝑁�0

𝒴 1p𝑁q � 𝒴 1
8, т.е. 𝑥 P 𝑆𝒴 1

8. Тогда 𝒴8 � 𝑆𝒴 1
8.

Пусть 𝑥 P 𝑆𝒴 1
8, тогда 𝑆�1𝑥 P 𝒴 1

8. В силу (2.2) существует r𝑁 P N Y t0u такой,
что 𝑆�1𝑥 P 𝒴 1p r𝑁q. Тогда 𝑥 P 𝑆𝒴 1p r𝑁q, что эквивалентно включению 𝑥 P 𝒴p r𝑁q в силу
пункта 1 леммы 2.2. Согласно соотношениям (2.2) также верно включение 𝑥 P 𝒴8.
Тогда 𝑆𝒴 1

8 � 𝒴8.
Окончательно получаем, что 𝑆𝒴 1

8 � 𝒴8. Лемма 2.2 доказана.
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Лемма 2.3. Пусть 0 P int 𝒰 , 𝐴1 P R𝑛1�𝑛1, 𝐴2 P R𝑛2�𝑛2,

𝐴 �
�
𝐴1 𝑂

𝑂 𝐴2



P Rp𝑛1�𝑛2q�p𝑛1�𝑛2q,

при этом все собственные значения матрицы 𝐴1 по модулю не меньше 1. Через

𝒰2 � R𝑛2 обозначена проекция выпуклого компактного тела 𝒰 � R𝑛1�𝑛2 на 𝑛2-мерное

подпространство:

𝒰2 �

���0 � � � 0 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 � � � 0 0 � � � 1

��

𝑛2�p𝑛1�𝑛2q

𝒰 � R𝑛2 .

Тогда для p𝑛1 � 𝑛2q-мерной системы p𝐴,𝒰q справедливо равенство

𝒴8 � R𝑛1 � 𝒴2,8,

где 𝒴2,8 – предельное множество достижимости системы p𝐴2,𝒰2q.

Замечание 2.1. Общую постановку вида (1.1) можно свести к частному слу-
чаю 0 P int𝒰 для класса управляемых систем.

Для произвольного 𝑀 P N введем обозначение

𝒰𝑀 � 𝒰 � 𝐴𝒰 � . . .� 𝐴𝑀�1𝒰 .

Предельные множества достижимости (2.2) систем p𝐴,𝒰q и p𝐴𝑀 ,𝒰𝑀q совпа-
дают.

Доказательство леммы 2.3. Поскольку 𝒰 ограничено, то существует вы-
пуклое r𝒰1 P R𝑛1 такое, что

𝒰 � r𝒰1 � 𝒰2. (2.3)

Если через r𝒴1,8 обозначить предельное множество достижимости системы p𝐴1, r𝒰1q,
то предельное множество достижимости системы p𝐴, r𝒰1�𝒰2q в силу пункта 2 леммы
2.1 имеет вид r𝒴1,8 � 𝒴2,8. С учётом (2.3) 𝒴8 � 𝒴1,8 � 𝒴2,8 � R𝑛1 � 𝒴2,8.

Пусть 𝑥 �
�
𝑥1

𝑥2



P R𝑛1 � 𝒴2,8. Поскольку 0 P int 𝒰 , то существует 𝑢max ¡ 0

такое, что
r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1 � t0u � 𝒰 . (2.4)

Так как 𝑥2 P 𝒴2,8, согласно (2.1) и (2.2) найдутся 𝑁2 P N и 𝑢2p0q, ..., 𝑢2p𝑁2 � 1q P 𝒰2

такие, что
𝑁2̧

𝑘�1

𝐴𝑁2�𝑘
2 𝑢2p𝑘 � 1q � 𝑥2.

По определению 𝒰2 существуют 𝑢1p0q, ..., 𝑢1p𝑁2 � 1q P R𝑛1 такие, что

𝑢p𝑘q �
�
𝑢1p𝑘q
𝑢2p𝑘q



P 𝒰 , 𝑘 � 0, 𝑁2 � 1.
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Предположим, что 𝑥0 �
�
𝑥0,1

0



, тогда

𝑥p𝑁2q �
�� 𝑁1°

𝑘�1

𝐴𝑁1�𝑘
1 𝑢1p𝑘 � 1q � 𝐴𝑁1

1 𝑥0,1

𝑥2

�
.

Следовательно, равенство 𝑥p𝑁2q � 𝑥 эквивалентно равенству

𝑥1 �
𝑁1̧

𝑘�1

𝐴𝑁1�𝑘
1 𝑢1p𝑘 � 1q � 𝐴𝑁1

1 𝑥0,1,

что с учетом условия det 𝐴1 � 0 равносильно

𝑥0,1 � 𝐴�𝑁1
1 𝑥1 �

𝑁1̧

𝑘�1

𝐴�𝑘
1 𝑢1p𝑘 � 1q.

Таким образом, для доказательства включения R𝑛1�𝒴2,8 � 𝒴8 достаточно доказать,

что

�
𝑥0,1

0



P 𝒴8, для чего требуется доказать с учетом (2.4) и (1.1), что 𝒴1,8 � R𝑛1 ,

где 𝒴1,8 – предельное множество достижимости системы p𝐴1, r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1q.
При этом в силу невырожденности 𝐴1 согласно лемме 1.7 для про-

извольного 𝑁 P N множество 0-управляемости (1.2) за 𝑁 шагов системы
p𝐴�1

1 , 𝐴�1
1 r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1q имеет вид

𝒳1p𝑁q � �
𝑁̧

𝑘�1

�
𝐴�1

1

	�𝑘�
𝐴�1

1 r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1

	
� �

𝑁̧

𝑘�1

𝐴𝑘�1
1 r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1 .

С другой стороны, в силу [28, лемма 1] множество достижимости за 𝑁 шагов системы�
𝐴1, r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1

	
имеет вид

𝒴1p𝑁q �
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐴𝑘
1r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1 .

Таким образом, множество 0-управляемости системы
�
𝐴�1

1 , 𝐴�1
1 r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1

	
и

множество достижимости системы
�
𝐴1, r�𝑢max;𝑢maxs𝑛1

	
за одинаковое число шагов

совпадают, а следовательно, совпадают и их предельные аналоги 𝒳1,8 и 𝒴1,8. Однако
в силу леммы 1.3 𝒳1,8 � R𝑛1 , так как все собственные значения 𝐴�1

1 не превосходят по
модулю 1, будучи взаимнообратными собственным значениям матрицы 𝐴1 [89, утвер-
ждение 1.1.7].

Лемма 2.3 полностью доказана.
Леммы 2.1, 2.2 и 2.3 определяют структуру предельного множества дости-

жимости произвольной системы вида (1.1). Согласно лемме 2.3 каждое множество
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𝒴8 представляет собой цилиндрическое множество, ориентированное вдоль собствен-
ных и присоединенных векторов матрицы 𝐴, соответствующих собственным значе-
ниям, не меньшим 1 по модулю. Для перехода в жорданов базис матрицы 𝐴 мож-
но воспользоваться леммой 2.2. При этом процедура построения 𝒴8 в силу блочно-
диагонального вида жордановой формы матрицы с учётом леммы 2.1 может быть
сведена к построению аналогичных множеств для подсистем меньшей размерности
с жордановыми клетками в качестве матриц.

2.3 Построение оценок предельных множеств достижимости

Рассмотрим метод построения оценок множества 𝒴8, основанный на аппарате
опорных полупространств и свойствах выпуклых множеств.

Замечание 2.2. Для любой 𝑛-мерной системы p𝐴,𝒰q вида (1.1) верно, что
𝒴8 – выпуклое множество.

Для предельных множеств 0-управляемости также гарантируется, что они яв-
ляются открытыми и выпуклыми, что доказано в теореме 1.2. Однако при рассмот-
рении предельных множеств достижимости общие утверждения об их открытости
или замкнутости не представляется возможными.

Пример 2.1. Пусть в двухмерной системе p𝐴,𝒰q параметры определяются
следующим образом:

𝐴 �
�

0 1

0 0



, 𝒰 � r�1; 1s � r�1; 1s.

Верно равенство 𝐴2 � 𝑂, из которого для 𝑁 ¥ 2 получим

𝑥p𝑁q � 𝑢p𝑁 � 1q � 𝐴𝑢p𝑁 � 2q.

Следовательно, по определению (2.2) включения 𝑥 P 𝒴8 и 𝑥 P 𝒰 �𝐴𝒰 эквивалентны.
Отсюда можно получить следующее представление

𝒴8 � 𝒰 � 𝐴𝒰 � conv

"�
1

1



,

��1

1



,

�
1

�1



,

��1

�1


*
� conv

"�
1

0



,

��1

0


*
�

� conv

"�
2

1



,

��2

1



,

�
2

�1



,

��2

�1


*
.

Окончательно, 𝒴8 замкнуто.

Пример 2.2. Пусть в двухмерной системе p𝐴,𝒰q параметры определяются
следующим образом:

𝐴 �
�

0 0

0 1
2



, 𝒰 � r�1; 1s � r�1; 1s.
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Для любого 𝑁 P N и управления t𝑢p𝑘qu𝑁�1
𝑘�0 � 𝒰 верно, что

𝑥p𝑁q � 𝑢p𝑁 � 1q � 𝐴𝑢p𝑁 � 2q � . . .� 𝐴𝑁�1𝑢p0q �
�� 𝑢1p𝑁 � 1q

𝑁�1°
𝑘�0

1
2𝑘
𝑢2p𝑁 � 𝑘 � 1q

�
,

|𝑥1p𝑁q| ¤ 1, |𝑥2p𝑁q| ¤
𝑁�1̧

𝑘�0

1

2𝑘
� 2 � 1

2𝑁�1
  2.

В силу (2.2)
𝒴8 � r�1; 1s � p�2; 2q.

С другой стороны, для любого 𝑥 � p𝑥1, 𝑥2qT P r�1; 1s � p�2; 2q найдется 𝑁 P N
такой, что

|𝑥2| ¤ 2 � 1

2𝑁�1
.

Следовательно, для всех 𝑘 � 0, 𝑁 � 1 допустимыми будут управляющие воздействия

𝑢2p𝑘q � 𝑥2

2 � 2�𝑁�1
P r�1; 1s, 𝑢1p𝑘q � 𝑥1 P r�1; 1s.

Тогда

𝑥p𝑁q �
�� 𝑥1

𝑁�1°
𝑘�0

1
2𝑘

𝑥2

2�2�𝑁�1

�
�
�� 𝑥1

𝑥2

2�2�𝑁�1

𝑁�1°
𝑘�0

1
2𝑘

�
�
�

𝑥1
𝑥2

2�2�𝑁�1

�
2 � 2�𝑁�1

�� �
�
𝑥1

𝑥2



.

Получили включение
r�1; 1s � p�2; 2q � 𝒴8.

Окончательно, справедливо представление

𝒴8 � r�1; 1s � p�2; 2q,
т.е. предельное множество достижимости 𝒴8 в данном примере не является ни за-
мкнутым, ни открытым.

Пример 2.3. Пусть теперь 𝑛 � 1 и в системе p𝐴,𝒰q

𝐴 � 1

2
, 𝒰 � r�1; 1s.

Повторяя рассуждения из примера 2.2 только для второй координаты, получим, что

𝒴8 � p�2; 2q.
Т.е. предельное множество достижимости 𝒴8 в данном примере является открытым.

В силу лемм 2.1, 2.2 и 2.3 задачу построения предельного множества дости-
жимости можно рассматривать исключительно для систем, собственные значения
матриц которых строго меньше 1. Поскольку в силу замечания 2.2 𝒴8 выпукло, то
его замыкание можно представить в виде пересечения всех опорных к нему полу-
пространств [76, теорема 18.8]. Сформулируем в виде леммы 2.4 структуру опорного
полупространства к 𝒴8.
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Лемма 2.4. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по модулю

строго меньше 1, 𝒴8 определяется соотношениями (2.2).
Тогда для всех 𝑝 P R𝑛zt0u выполнены следующие соотношения:

1) 𝒴8 � ℋ𝑝 �
"
𝑥 P R𝑛 : p𝑝, 𝑥q ¤

8°
𝑘�0

max
𝑢𝑘P𝒰

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘

�*
;

2) 𝑥� �
8°

𝑘�0

𝐴𝑘𝑢�𝑘 P cl𝒴8 X Bℋ𝑝, где 𝑢�𝑘 � arg max
𝑢𝑘P𝒰

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘

�
.

Доказательство леммы 2.4.

Поскольку спектральный радиус матрицы 𝐴   1, то существует }𝐴} � 𝛼   1.

Пусть 𝑅 � max𝑢P𝒰 }𝑢}. Из определения (2.2) следует, что

𝜌𝐻p𝒴p𝑁q, cl𝒴8q � sup
𝑦P𝒴8

inf
𝑥P𝒴p𝑁q

}𝑥� 𝑦} �

� sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

inf
𝑢̃p0q,...,𝑢̃p𝑁�1qP𝒰

}
𝑁̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢̃p𝑘q �
𝑀̧

𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢p𝑘q} ¤

¤ sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

}
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐴𝑘𝑢p𝑘q �
𝑀�1̧

𝑘�0

𝐴𝑘𝑢p𝑘q} � sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

}
𝑀�1̧

𝑘�𝑁

𝐴𝑘𝑢p𝑘q} ¤

¤ sup
𝑀¥𝑁�1

𝑢p0q,...,𝑢p𝑀�1qP𝒰

𝑀�1̧

𝑘�𝑁�1

}𝐴}𝑘}𝑢p𝑘q} ¤
8̧

𝑘�𝑁

𝛼𝑘𝑅 � 𝛼𝑁

1 � 𝛼
𝑅

𝑁Ñ8ÝÑ 0.

Тогда по [4, лемма 1.11.4] для опорных функций 𝑠p𝑝,𝒴p𝑁qq 𝑁Ñ8ÝÑ 𝑠p𝑝, cl𝒴8q
поточечно. Тогда можно использовать [4, следствие 1.17.2 ], из которого следует, что
для любого 𝜀 ¡ 0 существует 𝑁̃ P Nтакой, что для любого 𝑁 ¥ 𝑁̃

B𝑠p𝑝,𝒴p𝑁qq � B𝑠p𝑝, cl𝒴8q � ℬ𝜀p0q. (2.5)

По [4, теорема Моро-Рокафеллара 1.16.5], [28, лемма 1] и по определению субдиффе-
ренциала для опорной функции

𝑥�𝑁 �
𝑁̧

𝑘�0

𝐴𝑘𝑢�𝑘 P B𝑠p𝑝,𝒳 p𝑁qq.

Тогда с учетом (2.5)
𝑥� � lim

𝑁Ñ8
𝑥�𝑁 P B𝑠p𝑝, cl𝒴8q.

Также из определения опорной точки и опорного вектора следует п.1.
Если матрица 𝐴 не приведена к вещественной жордановой форме, то мож-

но перейти в вещественный жорданов базис матрицы 𝐴. В данном базисе построить
оценку предельного множества 0-управляемости и затем по лемме 2.2 получить оцен-
ку предельного множества 0-управляемости в первоначальном базисе.
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Следствие 2.1. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по

модулю строго меньше 1, 𝒴8 определяется соотношениями (2.2).
Тогда для всех 𝑝 P R𝑛zt0u выполнены следующие соотношения:

1) 𝒴8 � ℋ�𝑝 �
"
𝑥 P R𝑛 : p𝑝, 𝑥q ¥

8°
𝑘�0

min
𝑢𝑘P𝒰

pp𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘q
*
;

2) 𝑥� �
8°

𝑘�0

𝐴𝑘𝑢�𝑘 P cl𝒴8 X Bℋ�𝑝, где 𝑢�𝑘 � arg min
𝑢𝑘P𝒰

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘

�
.

Доказательство следствия 2.1. Для доказательства достаточно записать
положения леммы 2.4 для вектора �𝑝.

Лемма 2.5. Пусть для 𝑛-мерной системы p𝐴,𝒰q выполнено условие

𝐴 �

������
𝜆 1 � � � 0

0 𝜆
. . . 0

...
...

. . . 1

0 0 � � � 𝜆

�����
P R𝑛�𝑛,

введены обозначения 𝑢𝑖,max � max
𝑢P𝒰

𝑢𝑖, 𝑢𝑖,min � min
𝑢P𝒰

𝑢𝑖, 𝑖 � 1, 𝑛.

Тогда

𝒴8 �
𝑛£

𝑖�1

t𝑥 P R𝑛 : 𝑥𝑖 P r𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxsu,

1) если 𝜆 ¥ 0, то

𝑥𝑖,min �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑖�𝑗,min

p1 � 𝜆q𝑗�1
,

𝑥𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑖�𝑗,max

p1 � 𝜆q𝑗�1
;

2) если 𝜆   0, то

𝑥𝑖,min �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

�
𝑢𝑖�𝑗,min � 𝑢𝑖�𝑗,max

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

�
,

𝑥𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

�
𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

�
.

Доказательство леммы 2.5. Пусть 𝑝 � p0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q𝑇 P R𝑛, где 1
соответствует 𝑖-й координате вектора 𝑝. Пусть 𝑘 ¥ 𝑛� 1. Тогда

𝐴𝑘 �

�����
𝜆𝑘 𝐶1

𝑘𝜆
𝑘�1 𝐶2

𝑘𝜆
𝑘�2 . . . 𝐶𝑛�1

𝑘 𝜆𝑘�𝑛�1

0 𝜆𝑘 𝐶1
𝑘𝜆

𝑘�1 . . . 𝐶𝑛�2
𝑘 𝜆𝑘�𝑛�2

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . 𝜆𝑘

����
,
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p𝐴𝑘q𝑇𝑝 � �
0, . . . , 0, 𝜆𝑘, 𝐶1

𝑘𝜆
𝑘�1, . . . , 𝐶𝑛�𝑖

𝑘 𝜆𝑘�𝑛�𝑖
�𝑇

,�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� � 𝜆𝑘𝑢𝑖 � 𝐶1
𝑘𝜆

𝑘�1𝑢𝑖�1 � 𝐶2
𝑘𝜆

𝑘�2𝑢𝑖�2 � . . .� 𝐶𝑛�𝑖
𝑘 𝜆𝑘�𝑛�𝑖𝑢𝑛 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘𝜆

𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖.

Пусть 𝑘   𝑛� 1. Тогда

𝐴𝑘 �

�����
𝜆𝑘 𝐶1

𝑘𝜆
𝑘�1 𝐶2

𝑘𝜆
𝑘�2 . . . 𝐶𝑘

𝑘𝜆
𝑘�𝑘 0 . . . 0

0 𝜆𝑘 𝐶1
𝑘𝜆

𝑘�1 . . . 𝐶𝑘�2
𝑘 𝜆𝑘�p𝑘�1q 𝐶𝑘

𝑘𝜆
𝑘�𝑘 . . . 0

...
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0 0 . . . 𝜆𝑘

����
,

p𝐴𝑘q𝑇𝑝 � �
0, . . . , 0, 𝜆𝑘, 𝐶1

𝑘𝜆
𝑘�1, . . . , 𝐶𝑘�1

𝑘 𝜆, 1, 0, . . . , 0
�𝑇

,

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� � 𝜆𝑘𝑢𝑖 � 𝐶1
𝑘𝜆

𝑘�1𝑢𝑖�1 � 𝐶2
𝑘𝜆

𝑘�2𝑢𝑖�2 � . . .� 𝐶𝑘
𝑘𝜆

𝑘�𝑘𝑢𝑖�𝑘 �
𝑘̧

𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘𝜆

𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖

Таким образом,

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� � mint𝑘,𝑛�𝑖u¸
𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘𝜆

𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,

max
𝑢P𝒰

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� ¤ mint𝑘,𝑛�𝑖u¸
𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘 max
𝑢𝑗�𝑖Pr𝑢𝑗�𝑖,min;𝑢𝑗�𝑖,maxs

𝜆𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖 �

�

$'''&'''%
mint𝑘,𝑛�𝑖u°

𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘𝜆

𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,max, 𝜆 ¥ 0,

mint𝑘,𝑛�𝑖u°
𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘|𝜆|𝑘�𝑗 maxtp�1q𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,max, p�1q𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,minu, 𝜆   0,

min
𝑢P𝒰

�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� ¥ mint𝑘,𝑛�𝑖u¸
𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘 min
𝑢𝑗�𝑖Pr𝑢𝑗�𝑖,min;𝑢𝑗�𝑖,maxs

𝜆𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖 �

�

$'''&'''%
mint𝑘,𝑛�𝑖u°

𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘𝜆

𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,min, 𝜆 ¥ 0,

mint𝑘,𝑛�𝑖u°
𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘|𝜆|𝑘�𝑗 mintp�1q𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,max, p�1q𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,minu, 𝜆   0.

Тогда с учётом леммы 2.4 для любого 𝑦 P 𝒴8 верны следующие неравенства.
Для 𝜆 ¥ 0

𝑥𝑖 � p𝑝, 𝑥q ¤
8̧

𝑘�0

mint𝑘,𝑛�𝑖u¸
𝑗�0

𝐶𝑗
𝑘𝜆

𝑘�𝑗𝑢𝑗�𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑢𝑗�𝑖,max

p1 � 𝜆q𝑗�1
� 𝑥𝑖,max.



—71—

Для 𝜆   0

𝑥𝑖 � p𝑝, 𝑥q ¤
mint𝑘,𝑛�𝑖u¸

𝑗�0

8̧

𝑘�0

maxtp�1q𝑘�𝑗𝑢𝑖�𝑗,max, p�1q𝑘�𝑗𝑢𝑖�𝑗,minu𝐶𝑗
𝑘�𝑗|𝜆|𝑘�𝑗 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

8̧

𝑘�0

maxtp�1q𝑘𝑢𝑖�𝑗,max; p�1q𝑘𝑢𝑖�𝑗,minu𝐶𝑗
𝑘�𝑗|𝜆|𝑘 �

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

� 8̧

𝑘�0

𝑢𝑖�𝑗,max𝐶
𝑗
2𝑘�𝑗|𝜆|2𝑘 �

8̧

𝑘�0

𝑢𝑖�𝑗,min𝐶
𝑗
2𝑘�𝑗�1|𝜆|2𝑘�1

�
�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

�
𝑢𝑖�𝑗,max

8̧

𝑘�0

𝐶𝑗
2𝑘�𝑗|𝜆|2𝑘 � 𝑢𝑖�𝑗,min

8̧

𝑘�0

𝐶𝑗
2𝑘�𝑗�1|𝜆|2𝑘�1

�
�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

1

2

�
𝑢𝑖�𝑗,max

�
1

p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 1

p1 � |𝜆|q𝑗�1



�𝑢𝑖�𝑗,min

�
1

p|𝜆| � 1q𝑗�1
� 1

p1 � |𝜆|q𝑗�1


�
�

�
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

�
𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢𝑖�𝑗,max � 𝑢𝑖�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

�
� 𝑥𝑖,max

Аналогично из следствия 2.1 получим, что 𝑥𝑖 ¥ 𝑥𝑖,min.
Лемма 2.5 полностью доказана.

Лемма 2.6. Пусть для 2𝑛-мерной системы p𝐴,𝒰q выполнено условие

𝐴 �

������
𝑟𝐴𝜙 𝐼 � � � 𝑂

𝑂 𝑟𝐴𝜙
. . . 𝑂

...
...

. . . 𝐼

𝑂 𝑂 � � � 𝑟𝐴𝜙

�����
P R2𝑛�2𝑛, 𝐴𝜙 �
�

cos𝜙 sin𝜙

� sin𝜙 cos𝜙



, 𝐼 �

�
1 0

0 1



,

где 𝑟 ¡ 1, 𝜙 P r0; 2𝜋q, введено обозначение 𝑟𝑖,max � max
𝑢P𝒰

a
𝑢2
2𝑖�1 � 𝑢2

2𝑖, 𝑖 � 1, 𝑛.

Тогда

𝒴8 �
𝑛£

𝑖�1

t𝑥 P R2𝑛 :
b
𝑥2
2𝑖�1 � 𝑥2

2𝑖 ¤ 𝑅𝑖,maxu.

𝑅𝑖,max �
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟𝑖�𝑗,max

p1 � 𝑟q𝑗�1
,

Доказательство леммы 2.6. Пусть 𝑝 � p0, 0, . . . , r𝑝𝑇 , . . . , 0q𝑇 P R2𝑛, r𝑝 �
p𝑝1, 𝑝2q𝑇 P R2, 𝑝21 � 𝑝22 � 1, где r𝑝 соответствует p2𝑖 � 1q-й и 2𝑖-й координатам вектора
𝑝. Тогда для 𝑘 ¥ 𝑛� 1

𝐴𝑘 �

�����
𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙 𝐶1

𝑘𝑟
𝑘�1𝐴p𝑘�1q𝜙 . . . 𝐶𝑛�1

𝑘 𝑟𝑘�𝑛�1𝐴p𝑘�𝑛�1q𝜙
0 𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙 . . . 𝐶𝑛�2

𝑘 𝑟𝑘�𝑛�2𝐴p𝑘�𝑛�2q𝜙
...

...
. . .

...
0 0 . . . 𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙

����
,
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p𝐴𝑘q𝑇𝑝 � p0, . . . , 𝑟𝑘𝐴�𝑘𝜙r𝑝, 𝐶1
𝑘𝑟

𝑘�1𝐴�p𝑘�1q𝜙r𝑝, . . . , 𝐶𝑛�𝑖
𝑘 𝑟𝑘�𝑛�𝑖𝐴�p𝑘�𝑛�𝑖q𝜙r𝑝q𝑇 ,

В случае 𝑘   𝑛� 1

𝐴𝑘 �

�����
𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙 𝐶1

𝑘𝑟
𝑘�1𝐴p𝑘�1q𝜙 . . . 𝐶𝑘

𝑘𝑟
𝑘�𝑘𝐴p𝑘�𝑘q𝜙 0 . . . 0

0 𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙 . . . 𝐶1
𝑘�1𝑟

𝑘�p𝑘�1q𝐴p𝑘�p𝑘�1qq𝜙 𝐶𝑘
𝑘𝑟

𝑘�𝑘𝐴p𝑘�𝑘q𝜙 . . . 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0 0 . . . 𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙

����
,

p𝐴𝑘q𝑇𝑝 � �
0, . . . , 0, 𝑟𝑘𝐴�𝑘𝜙r𝑝, 𝐶1

𝑘𝑟
𝑘�1𝐴�p𝑘�1q𝜙r𝑝, . . . , 𝐶𝑘�1

𝑘 𝑟𝑘�p𝑘�1q𝐴�p𝑘�p𝑘�1qq𝜙r𝑝, r𝑝, 0, . . . , 0�𝑇 .

Пусть 𝑢𝑖 P R2, 𝑖 � 1, 𝑛, 𝑢 �
�
𝑢1𝑇 , . . . , 𝑢𝑛𝑇

	𝑇

P R2𝑛. При 𝑘 ¥ 𝑛� 𝑖�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� � 𝑟𝑘p𝐴�𝑘𝜙r𝑝, 𝑢𝑖q � 𝐶1
𝑘𝑟

𝑘�1p𝐴�p𝑘�1q𝜙r𝑝, 𝑢𝑖�1q � . . .�

�𝐶𝑛�𝑖
𝑘 𝑟𝑘�𝑛�𝑖p𝐴�p𝑘�𝑛�𝑖q𝜙r𝑝, 𝑢𝑛q ¤ 𝑟𝑘}𝐴�𝑘𝜙r𝑝}}𝑢𝑖}�

�𝐶1
𝑘𝑟

𝑘�1}𝐴�p𝑘�1q𝜙r𝑝}}𝑢𝑖�1} � . . .� 𝐶𝑛�𝑖
𝑘 𝑟𝑘�𝑛�𝑖}𝐴�p𝑘�𝑛�𝑖q𝜙r𝑝}}𝑢𝑛} ¤

¤ 𝑟𝑘𝑟𝑖,max � 𝐶1
𝑘𝑟

𝑘�1𝑟𝑖�1,max � 𝐶2
𝑘𝑟

𝑘�2𝑟𝑖�2,max � . . .� 𝐶𝑛�𝑖
𝑘 𝑟𝑘�𝑛�𝑖𝑟𝑛,max.

При 𝑘   𝑛� 𝑖�p𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢� � 𝑟𝑘p𝐴�𝑘𝜙r𝑝, 𝑢𝑖q � 𝐶1
𝑘𝑟

𝑘�1p𝐴�p𝑘�1q𝜙r𝑝, 𝑢𝑖�1q � . . .�

�𝐶𝑘
𝑘𝑟

𝑘�𝑘p𝐴�p𝑘�𝑘q𝜙r𝑝, 𝑢𝑖�𝑘q ¤ 𝑟𝑘}𝐴�𝑘𝜙r𝑝}}𝑢𝑖} � 𝐶1
𝑘𝑟

𝑘�1}𝐴�p𝑘�1q𝜙r𝑝}}𝑢𝑖�1}�
� . . .� 𝐶𝑘

𝑘𝑟
𝑘�𝑘}𝐴�p𝑘�𝑘q𝜙r𝑝}}𝑢𝑖�𝑘} ¤ 𝑟𝑘𝑟𝑖,max � 𝐶1

𝑘𝑟
𝑘�1𝑟𝑖�1,max � . . .� 𝐶𝑘

𝑘𝑟
𝑘�𝑘𝑟𝑖�𝑘,max.

Тогда
8̧

𝑘�0

max
𝑢𝑘P𝒰

pp𝐴𝑘q𝑇𝑝, 𝑢𝑘q ¤
𝑛�𝑖̧

𝑗�0

8̧

𝑘�0

𝑟𝑘𝐶𝑗
𝑘�𝑗𝑟𝑖�𝑗,max �

𝑛�𝑖̧

𝑗�0

𝑟𝑖�𝑗,max

p1 � 𝑟q𝑗�1
.

Следовательно,

𝒴8 �
𝑛£

𝑖�1

!
𝑥 P R2𝑛

b
𝑥2
2𝑖�1 � 𝑥2

2𝑖 ¤ 𝑅𝑖,max

)
.

Лемма 2.6 доказана.
Леммы 2.5 и 2.6 позволяют построить внешние оценки предельного множества

достижимости системы (1.1) в направлении каждого из собственных и присоединен-
ных векторов. Для построения соответствующих опорных гиперплоскостей, ограни-
чивающих 𝒴8, достаточно вычислить собственные значения матрицы 𝐴. В случае,
если полученных ограничений на 𝒴8 недостаточно, можно воспользоваться леммой
2.4 для построения произвольной опорной гиперплоскости.
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2.4 Внешняя оценка предельного множества достижимости на ос-

нове принципа сжимающих отображений

Рассмотрим случай, когда предельное множество достижимости 𝒴8 системы
p𝐴,𝒰q ограниченно, что в силу леммы 2.4 эквивалентно тому, что все собственные
значения матрицы 𝐴 по модулю строго меньше 1. Справедлива следующая лемма,
определяющая структуру множеств достижимости системы p𝐴,𝒰q.

Лемма 2.7. [28, лемма 1] Для всех 𝑁 P N множество достижимости (2.1)
системы p𝐴,𝒰q удовлетворяет соотношениям

𝒴p𝑁q �
𝑁�1̧

𝑘�0

𝐴𝑘𝒰 ,

𝒴p𝑁q � 𝐴𝒴p𝑁 � 1q � 𝒰 .

Если учесть, что 𝒰 – выпуклый компакт в R𝑛, то каждое множество вида
(2.1) также является выпуклым компактом, т.к. представимо в виде алгебраической
суммы линейных преобразований компактов [37, раздел 3.8, свойство 3]. Тогда в
метрическом пространстве pK𝑛, 𝜌𝐻q можно определить отображение 𝑇 : K𝑛 Ñ K𝑛

следующего вида:
𝑇 p𝒴q � 𝐴𝒴 � 𝒰 . (2.6)

С учетом леммы 2.7 и соотношения (2.6), если отображение 𝑇 либо 𝑇 � . . . � 𝑇loooomoooon
𝑀

для

некоторого𝑀 P N являются сжимающими, предел последовательности множеств до-
стижимости (2.1) в пространстве pK𝑛, 𝜌𝐻q, может быть определён посредством прин-
ципа сжимающих отображений [39, раздел 4.1]. Также принцип сжимающих отобра-
жений позволяет оценить погрешность приближения предельной точки при помощи
метода простой итерации. С другой стороны, предельная точка с точностью до за-
мыкания в силу (2.2) должна совпадать c 𝒴8. Сформулируем данный факт в виде
теоремы.

Теорема 2.2. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по мо-

дулю строго меньше 1, семейство t𝒴p𝑁qu8𝑁�0 определяется соотношением (2.1),
множество 𝒴8 определяется соотношением (2.2), отображение T имеет вид (2.6).

Тогда

1) существует 𝑀 P N такое, что отображение 𝑇𝑀 � 𝑇 � . . . � 𝑇loooomoooon
𝑀

является сжи-

мающим с некоторым коэффициентом сжатия 𝛼 P r0; 1q;
2) cl𝒴8 – единственная неподвижная точка отображения 𝑇 в пространстве

pK𝑛, 𝜌𝐻q;
3) справедлива оценка

𝜌𝐻pcl𝒴8,𝒴p𝑁𝑀qq ¤ 𝛼𝑁

1 � 𝛼
𝜌𝐻p𝒴p𝑀q, t0uq.
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Доказательство теоремы 2.2. Доказательство следует из теоремы 1.2 при
замене 𝐴�1 на 𝐴 и p�𝐴�1𝒰q на 𝒰 .

Значение коэффицента сжатия 𝛼 из теоремы 2.2 вообще говоря зависит от
выбора нормы в пространстве R𝑛 и, как следствие, от ассоциированной с ней опера-
торной нормы матрицы 𝐴. Например, известны следующие оценки величины 𝛼 при
выборе различных норм (1.12) в R𝑛 [39, глава II, параграф 4, раздел 2]. Методы,
позволяющие в общем случае определить, при каком значении 𝑀 P N отображение
𝑇𝑀 окажется сжимающим, на данный момент неизвестны. Однако с учётом оценок
(1.12) величина 𝑀 может быть определена численно посредством последовательного
вычисления 𝛼 для различных значений 𝑀 P N. Также выбор нормы в пространстве
R𝑛 влияет на значение расстояния Хаусдорфа в K𝑛, что в конечном счете определяет
структуру внешних оценок множества 𝒴8.

Следствие 2.2. Пусть все собственные значения матрицы 𝐴 P R𝑛�𝑛 по

модулю строго меньше 1, семейство t𝒴p𝑁qu8𝑁�0 определяется соотношениями

(2.1), множество 𝒴8 определяется соотношением (2.2), величина 𝑀 P N выбрана

так, чтобы 𝑇𝑀 являлось сжимающим отображением с коэффициентами сжатия

𝛼1, 𝛼2, 𝛼8 P r0; 1q, которые ассоциированы с нормами }�}1, }�}2, }�}8 в пространстве

R𝑛 соответственно. Тогда

𝒴8 � 𝒴p𝑁𝑀q � convtp0, . . . , 0loomoon
𝑖

, 𝑟, 0, . . . , 0q𝑇 : 𝑟 P t�𝑅1, 𝑅1u, 𝑖 � 0, 𝑛� 1u,

𝒴8 � 𝒴p𝑁𝑀q �
#
𝑥 P R𝑛 :

d
𝑛̧

𝑖�1

|𝑥𝑖|2 ¤ 𝑅2

+
,

𝒴8 � 𝒴p𝑁𝑀q � t𝑥 P R𝑛 : max
𝑖�1,𝑛

|𝑥𝑖| ¤ 𝑅8u,

𝑅𝑝 �
𝛼𝑁
𝑝

1 � 𝛼𝑝

max
𝑥P𝒴p𝑀q

}𝑥}𝑝, 𝑝 P t1, 2,8u, 𝑁 P N.

Доказательство следствия 2.2. В силу пункта 3 теоремы 2.2

𝜌𝐻
�

cl𝒴8,𝒴p𝑁𝑀q� ¤ 𝛼𝑁
𝑝

1 � 𝛼𝑁
𝑝

𝜌𝐻p𝒴p𝑀q, t0uq � 𝑅𝑝, 𝑝 P t1, 2,8u.

Тогда в силу определения расстояния Хаусдорфа

𝒴8 � cl𝒴8 � 𝒴p𝑁𝑀q � ℬ𝑅𝑝p0q,

где

ℬ𝑅1p0q � conv

$&%p0, . . . , 0loomoon
𝑖

, 𝑟, 0, . . . , 0q𝑇 : 𝑟 P t�𝑅1, 𝑅1u, 𝑖 � 0, 𝑛� 1

,.- ,

ℬ𝑅2p0q �
#
𝑥 P R𝑛 :

d
𝑛̧

𝑖�1

|𝑥𝑖|2 ¤ 𝑅2

+
,
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ℬ𝑅8p0q �
"
𝑥 P R𝑛 : max

𝑖�1,𝑛
|𝑥𝑖| ¤ 𝑅8

*
.

Следствие 2.2 доказано.
Следствие 2.2 позволяет построить внешние оценки множества 𝒴8 с любой

наперед заданной точностью. В отличие от результатов раздела 2.3 данные оценки
не являются касательными к предельному множеству достижимости и имеют весьма
сложную структуру, поскольку представляют собой сумму по Минковскому различ-
ных выпуклых множеств. Для получения более точных оценок можно использовать
оба подхода одновременно:

𝒴8 � 𝒴1
8 X 𝒴2

8,

где 𝒴1
8 – внешняя оценка 𝒴8, построенная на основе лемм 2.4, 2.5, 2.6, 𝒴2

8 – внешняя
оценка 𝒴8, построенная согласно теореме 2.2.

2.5 Примеры

Продемонстрируем полученные в разделах 2.4 и 2.5 теоретические результа-
ты на примере построения предельного множества достижимости для различных
линейных дискретных систем вида (1.1).

Пример 2.4. Пусть матрица системы 𝐴 P R5�5 имеет вид

𝐴 �

�������
2 0 0 0 0

0 1
2

1 0 0

0 0 1
2

0 0

0 0 0
?
2
3

?
2
3

0 0 0 �
?
2
3

?
2
3

������
.

В качестве множества допустимых значений управления рассмотрим куб 𝒰 �
r�1; 1s5. Построим внешнюю оценку предельного множества достижимости системы
p𝐴,𝒰q. Матрица 𝐴 представима в виде

𝐴 �
��𝐴1 𝑂 𝑂

𝑂 𝐴2 𝑂

𝑂 𝑂 𝐴3

�
, 𝐴1 �
�
2
�
, 𝐴2 �

�
1
2

1

0 1
2



, 𝐴3 �

� ?
2
3

?
2
3

�
?
2
3

?
2
3

�
.

По лемме 2.3 для предельного множества достижимости системы p𝐴,𝒰q справедливо
равенство

𝒴8 � R� 𝒴23,8,

где 𝒴23,8 – предельное множество достижимости системы p𝐴23,𝒰23q,

𝐴23 �
�
𝐴2 𝑂

𝑂 𝐴3



, 𝒰23 � r�1; 1s4.

Предельное множество достижимости 𝒴23,8 по лемме 2.1 представимо в виде

𝒴23,8 � 𝒴2,8 � 𝒴3,8,
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где 𝒴2,8 – предельное множество достижимости подсистемы p𝐴2,𝒰2q, 𝒰2 � r�1; 1s2,
𝒴3,8 – предельное множество достижимости подсистемы p𝐴3,𝒰3q, 𝒰3 � r�1; 1s2.

Рассмотрим подсистему p𝐴2,𝒰2q. У матрицы 𝐴2 существует единственное соб-
ственное значение 𝜆2 � 1

2
кратности 2. Тогда p𝐴2,𝒰2q удовлетворяет условиям леммы

2.5. Откуда следует, что

𝒴2,8 �
2£

𝑖�1

t𝑥 P R2 : 𝑥𝑖 P r𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxsu,

𝑥1,min �
2�1̧

𝑗�0

�𝑢1�𝑗,min � 𝑢1�𝑗,max

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢1�𝑗,max � 𝑢1�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

� � �6,

𝑥1,max �
2�1̧

𝑗�0

�
𝑢1�𝑗,max � 𝑢1�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢1�𝑗,max � 𝑢1�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

�
� 6,

𝑥2,min �
2�2̧

𝑗�0

�𝑢2�𝑗,min � 𝑢2�𝑗,max

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢2�𝑗,max � 𝑢2�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

� � �2,

𝑥2,max �
2�2̧

𝑗�0

�
𝑢2�𝑗,max � 𝑢2�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1
� 𝑢2�𝑗,max � 𝑢2�𝑗,min

2p1 � |𝜆|q𝑗�1

�
� 2.

Тогда

𝒴2,8 � t𝑥 P R2 : 𝑥1 P r�6; 6su X t𝑥 P R2 : 𝑥2 P r�2; 2su � r�6; 6s � r�2; 2s.
Рассмотрим подсистему p𝐴3,𝒰3q. У матрицы 𝐴3 существует два комплексно-

сопряженных собственных значения 𝜆3 �
�?

2
3
�

?
2
3
i
	
, 𝜆4 �

�?
2
3
�

?
2
3
i
	
. Матрица 𝐴3

представима в виде

𝐴3 � 𝑟𝐴𝜙 � 𝑟

�
cosp𝜙q sinp𝜙q
� sinp𝜙q cosp𝜙q



,

где 𝑟 � 2
3
, 𝜙 � 𝜋

4
. Тогда по лемме 2.6

𝒴3,8 �
#
𝑥 P R2 :

b
𝑥2
1 � 𝑥2

2 ¤ 𝑅1,max

+
,

𝑟1,max � max
𝑢P𝒰3

b
𝑢2
1 � 𝑢2

2 �
?

2,

𝑅1,max �
1�1̧

𝑗�0

𝑟1�𝑗,max

p1 � 𝑟q𝑗�1
� 𝑟1,max

p1 � 2
3
q � 3

?
2.

Из этого следует, что 𝒴3,8 �
#
𝑥 P R2 :

a
𝑥2
1 � 𝑥2

2 ¤ 3
?

2

+
.

Согласно леммам 2.1 и 2.3 предельное множество достижимости системы
p𝐴,𝒰q можно оценить следующим образом:

𝒴8 � R� r�6; 6s � r�2; 2s �
"
𝑥 P R2 :

b
𝑥2
1 � 𝑥2

2 ¤ 3
?

2

*
.
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Пример 2.5. Выберем следующие параметры систем:

𝐴 �
�

0.4 �1

0 0.3



,𝒰 � conv

"�
1

1



,

�
0

2



,

��1

1



,

��1

�1



,

�
0

�2



,

�
1

�1


*
.

Построим для системы p𝐴,𝒰q оценку предельного множества достижимости 𝒴8 со-
гласно теореме 2.2. В качестве значения параметра, определяющего норму в R2, вы-
берем 𝑝 � 1.

Тогда
}𝐴3} � 𝛼1 � 0.397,

т.е. 𝑀 � 3. В соответствии с теоремой 2.2

max
𝑥P𝒴p𝑀q

}𝑥}1 � 6.18, 𝑅1p𝑁q � p0.397q𝑁
1 � 0.397

6.18.

Построим внешнюю оценку 𝒴8 для 𝑁 � 5.

𝒴8 � 𝒴p5 � 3q � conv

"�
𝑅1p5q

0



,

��𝑅1p5q
0



,

�
0

𝑅1p5q


,

�
0

�𝑅1p5q

*

.

Оценка 𝒴8 для случая 𝑁 � 5 изображена на рисунке 2.1.

Рисунок 2.1. Сплошной линией обозначена внутренняя оценка предельного
множества достижимости, т.е. 𝒴p15q, пунктирной линией обозначена внешняя

оценка предельного множества достижимости для 𝑝 � 1

Выберем 𝑝 � 8. Тогда

}𝐴3} � 𝛼8 � 0.434,
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т.е. 𝑀 � 3. В соответствии с теоремой 2.2

max
𝑥P𝒴p𝑀q

}𝑥}8 � 4.4;𝑅8p𝑁q � p0.434q𝑁
1 � 0.434

4.4.

Построим внешнюю оценку для 𝑁 � 5.

𝒴8 � 𝒴p5 � 3q � conv

"�
𝑅8p5q
𝑅8p5q



,

��𝑅8p5q
𝑅8p5q



,

��𝑅8p5q
�𝑅8p5q



,

�
𝑅8p5q
�𝑅8p5q


*
.

Оценка 𝒴8 для случая 𝑁 � 5 представлена на рисунке 2.2.

Рисунок 2.2. Сплошной линией обозначена внутренняя оценка предельного
множества достижимости, т.е. 𝒴p15q, пунктирной линией обозначена внешняя

оценка предельного множества достижимости для 𝑝 � 8

Приведем матрицу 𝐴 к жордановой форме согласно лемме 2.2.

𝑆 �
�

10 1

1 0



, 𝐽 �

�
0.3 0

0 0.4



,

𝑆�1𝒰 � conv

"�
1

�9



,

�
2

�20



,

�
1

�11



,

��1

9



,

��2

20



,

��1

11


*
.

Проведём декомпозицию системы по лемме 2.1. Будем рассматривать отдельно блоки
𝐽1 � 0.3 и 𝐽2 � 0.4, множество 𝑆�1𝒰 оценим сверху множеством r�2; 2s � r�20; 20s и
разобьём его на подблоки 𝒰1 � r�2; 2s и 𝒰2 � r�20; 20s.

Для подсистемы p𝐽1,𝒰1q

𝒴 1
1,8 �

1£
𝑖�1

t𝑥 P R1 : 𝑥𝑖 P r𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxsu.
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𝑥1,min � �20

7
, 𝑥1,max � 20

7
.

Для подсистемы p𝐽2,𝒰2q

𝒴 1
2,8 �

1£
𝑖�1

t𝑥 P R1 : 𝑥𝑖 P r𝑥𝑖,min;𝑥𝑖,maxsu.

𝑥1,min � �200

6
, 𝑥1,max � 200

6
.

В итоге получаем 𝒴 1
8 � ��20

7
; 20

7

�� ��200
6

; 200
6

�
. Тогда оценка предельного мно-

жества достижимости исходной системы

𝒴8 � 𝑆

�
�20

7
;
20

7

�
�
�
�200

6
;
200

6

�
� conv

"�
1300
21
20
7



,

��100
21

20
7



,

��1300
21

�20
7



,

�
100
21

�20
7


*
.

Результаты аппроксимации изображены на рисунке 2.3.

Рисунок 2.3. Сплошной линией обозначена внутренняя оценка предельного
множества достижимости, т.е. 𝒴p15q, штриховой линией обозначена внешняя оценка
предельного множества достижимости на основе метода опорных гиперплоскостей.

Пример 2.6. Рассмотрим трехмерную систему p𝐴,𝒰q, где

𝐴 �
��0.25 0 1

0 �1.66 0

0 0 0.14

�
,

𝒰 � conv

$&%
��4

4

3

�
,

�� 2

4

�3

�
,

���2

2

0

�
,

���4

�4

3

�
,

���2

�4

3

�
,

�� 2

�2

0

�
,

��0

0

4

�
,

�� 0

0

�4

�
,.- .
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Построим для системы p𝐴,𝒰q оценку предельного множества достижимости 𝒴8 со-
гласно теореме 2.2. В качестве значения параметра, определяющего норму в R3, вы-
берем 𝑝 � 1. Тогда

}𝐴} � 𝛼1 � 0.25, 𝑀 � 1, max
𝑥P𝒴p𝑀q

}𝑥}1 � 11, 𝑅1p𝑁q � p0.25q𝑁
1 � 0.25

11.

Построим внешнюю оценку 𝒴8 для 𝑁 � 3:

𝒴8 � 𝒴p3q �  
𝑥 P R3 : |𝑥1| � |𝑥2| � |𝑥3| ¤ 𝑅1p3q

(
.

Оценка 𝒴8 для случая 𝑁 � 3 представлена на рисунке 2.4. Выберем 𝑝 � 8. Тогда

Рисунок 2.4. В виде полиэдра обозначена внутренняя оценка предельного
множества достижимости 𝒴p3q, сплошной линией обозначена внешняя оценка

предельного множества достижимости для 𝑝 � 1

}𝐴} � 𝛼8 � 0.25, 𝑀 � 1, max
𝑥P𝒳 p𝑀q

}𝑥}8 � 4, 𝑅8p𝑁q � p0.25q𝑁
1 � 0.25

4.

Построим внешнюю оценку 𝒴8 для 𝑁 � 3.

𝒴8 � 𝒴p3q �
"
𝑥 P R3 : max

𝑖�1,3
|𝑥𝑖| ¤ 𝑅8p3q

*
.

Оценка 𝒴8 для случая 𝑁 � 3 представлена на рисунке 2.5.
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Рисунок 2.5. В виде полиэдра обозначена внутренняя оценка предельного
множества достижимости 𝒴p3q, сплошной линией обозначена внешняя оценка

предельного множества достижимости для 𝑝 � 8.

2.6 Выводы по главе 2

1. Разработан подход к построению предельных множеств достижимости для
линейных дискретных систем с ограниченным управлением. Приведено теоретиче-
ское обоснование возможности декомпозиции исходной системы на подсистемы мень-
шей размерности с использованием жорданова базиса матрицы системы (леммы 2.1-
2.3).

2. Доказана выпуклость предельных множеств достижимости (теорема 2.2),
что позволило применить методы выпуклого анализа для их исследования. Разра-
ботаны явные формулы для построения опорных гиперплоскостей, ограничивающих
предельные множества (леммы 2.4-2.6).

3. Предложен метод внешнего оценивания предельных множеств достижимо-
сти на основе принципа сжимающих отображений (теоремы 2.2 и 2.2). Метод позво-
ляет получать оценки с любой наперед заданной точностью в различных нормах.

4. Теоретические результаты проиллюстрированы на примерах.
Основные результаты главы 2 опубликованы в [148,150,153,155].



Глава 3. Построение внешних оценок предельных мно-

жеств достижимости и 0-управляемости для ли-

нейных почти периодических дискретных си-

стем

Целью данной главы является разработка метода построения внешних оце-
нок предельных множеств достижимости и 0-управляемости для линейных почти
периодических дискретных систем. Рассматривается частный случай системы, рас-
смотренной в главах 1 и 2.

Основные разделы главы организованы следующим образом:

– В разделе 3.1 описывается исследуемая система управления и производится
постановка задачи.

– Раздел 3.2 посвящен явному представлению предельных множеств 0-
управляемости и предельных множеств достижимости для периодических си-
стем.

– В разделе 3.3 представлен подход к внешнему оцениванию предельных мно-
жеств 0-управляемости и достижимости почти периодических систем на основе
суммирования предельных множеств периодических систем и погрешности.

– Раздел 3.4 рассматривает аппроксимационную задачу выбора оптимального
значения параметра, позволяющего определить наиболее точную внешнюю
оценку при ограничениях на вычислительные ресурсы.

– В разделе 3.5 сформулированы выводы по главе 3.

3.1 Постановка задачи

Рассматривается 𝑛-мерная линейная автономная дискретная система управле-
ния p𝐴,𝒰q с ограниченным управлением вида (1.1). Предполагается, что 0 P int𝒰 и
все собственные значения 𝐴 являются комплексно-сопряженными, т.е. 𝑛 � 2𝑚, суще-
ствуют невырожденная матрица 𝑆 P R𝑛�𝑛 и числа 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 ¡ 0, 𝜙1, . . . , 𝜙𝑚 P r0; 2𝜋q
такие, что

𝐴 � 𝑆

���𝑟1𝐴𝜙1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 𝑟𝑚𝐴𝜙𝑚

��
𝑆�1, 𝐴𝜙 �
�

cos𝜙 sin𝜙

� sin𝜙 cos𝜙



. (3.1)

Замечание 3.1. Термин почти периодическая применительно к системе (1.1)
подразумевает под собой существование разложения (3.1) в том смысле, что свобод-
ное движение системы (1.1) с любой наперед заданной точностью может быть при-
ближено периодической функцией, что обусловленно действием матриц поворота 𝐴𝜙82
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на вектор состояния. При этом разложение (3.1) не предполагает, что все собственные
значения 𝐴 должны быть существенно комплексными. При 𝜙 P t0, 𝜋u соответствую-
щие собственные значения 𝑟e�i𝜙 являются действительными.

Для системы (1.1) решается задача построения и оценивания предельных мно-
жеств достижимости 𝒴8 и 0-управляемости 𝒳8 в случае, если данные множества
являются ограниченными (1.4) и (2.4).

3.2 Предельные множества 0-управляемости и достижимости для

𝑛 � 2

Рассмотрим базовый случай двумерных систем, к которому можно будет све-
сти систему (1.1), удовлетворяющую условию (3.1), при помощи декомпозиции. Ре-
зультаты данного раздела являются, с одной стороны, обобщением работы [112], с
другой стороны, продолжают исследования предыдущих глав, где множества (2.2) и
(1.3) рассматриваются как неподвижные точки некоторого сжимающего отображе-
ния в метрическом пространстве компактов pK𝑛, 𝜌𝐻q.

Рассмотрим случай, когда собственные значения матрицы 𝐴 удовлетворяют
следующему условию:

𝜆1,2 � 𝑟e�i𝜙 P C,

𝑟 ¡ 0, 𝜙 � 2𝜋
𝐾 1

𝐾2 , 𝐾 1 P Z, 𝐾2 P N.
(3.2)

На основе идей, заложенных в [112], построим явное описание предельных множеств
0-управляемости 𝒳8 и достижимости 𝒴8.

Теорема 3.1. Пусть 𝑛 � 2 и собственные значения матрицы 𝐴 системы

(1.1) удовлетворяют условию (3.2). Тогда

1) если 0   𝑟   1, то

𝒴8 � 1

1 � 𝑟𝐾2
int

𝐾2�1¸
𝑘�0

𝐴𝑘𝒰 � 1

1 � 𝑟𝐾2
int𝒴p𝐾2q,

2) если 𝑟 ¡ 1, то

𝒳8 � �1

1 � 𝑟�𝐾2
int

𝐾2¸
𝑘�1

𝐴�𝑘𝒰 � 1

1 � 𝑟�𝐾2
int𝒳 p𝐾2q.

Доказательство теоремы 3.1. Для произвольного 𝑘 P NYt0u верны соот-
ношения

𝐴𝑘𝐾2 � 𝑟𝑘𝐾
2

𝑆𝐴𝜙𝑘𝐾2𝑆�1 � 𝑟𝑘𝐾
2

𝑆𝐴2𝜋𝐾1𝑘𝑆
�1 �

� 𝑟𝑘𝐾
2

𝑆

�
cosp2𝜋𝑘𝐾 1q sinp2𝜋𝑘𝐾 1q
� sinp2𝜋𝑘𝐾 1q cosp2𝜋𝑘𝐾 1q



𝑆�1 � 𝑟𝑘𝐾

2

𝑆

�
1 0

0 1



𝑆�1 � 𝑟𝑘𝐾

2

𝐼.
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Из леммы 2.7 следует, что 𝒴p𝑁q � 𝒴p𝑁 � 1q. Тогда

𝒴8 �
8¤

𝑁�0

𝒴p𝑁q �
8¤

𝑁�0

𝑁�1¤
𝑘�0

𝒴p𝑁𝐾2 � 𝑘q �
8¤

𝑁�1

𝒴p𝑁𝐾2q.

Рассмотрим каждое множество 𝒴p𝑁𝐾2q по отдельности. Согласно лемме 2.7

𝒴p𝑁𝐾2q � p𝒰 � . . .� 𝐴𝐾2�1𝒰q � . . .� p𝐴p𝑁�1q𝐾2𝒰 � . . .� 𝐴𝑁𝐾2�1𝒰q �

� p𝒰 � . . .� 𝐴𝐾2�1𝒰q � 𝐴𝐾2p𝒰 � . . .� 𝐴𝐾2�1𝒰q � . . .� 𝐴p𝑁�1q𝐾2p𝒰 � . . .� 𝐴𝐾2�1𝒰q �

� 𝒴p𝐾2q � 𝑟𝐾
2

𝐼𝒴p𝐾2q � . . .� 𝑟p𝑁�1q𝐾2

𝐼𝒴p𝐾2q �

� �
1 � 𝑟𝐾

2 � 𝑟2𝐾
2 � . . .� 𝑟p𝑁�1q𝐾2�𝒴p𝐾2q � 𝒴p𝐾2q1 � 𝑟𝐾

2𝑁

1 � 𝑟𝐾2
.

Пусть 𝑥 P int 1
1�𝑟𝐾2𝒴p𝐾2q. Тогда существует 𝛼 ¡ 1 такой, что

𝑥 P int 1

𝛼p1 � 𝑟𝐾2q𝒴p𝐾
2q. (3.3)

Поскольку lim
𝑁Ñ8

1�𝑟𝐾
2𝑁

1�𝑟𝐾2 � 1
1�𝑟𝐾2 , то для 𝜀 � 1

1�𝑟𝐾2 � 1
𝛼p1�𝑟𝐾2 q ¡ 0 существует

𝑁̃p𝜀q P N такой, что для любого 𝑁 ¥ 𝑁̃ выполняются соотношения���� 1

1 � 𝑟𝐾2
� 1 � 𝑟𝐾

2𝑁

1 � 𝑟𝐾2

����   𝜀,

1

1 � 𝑟𝐾2
� 1 � 𝑟𝐾

2𝑁

1 � 𝑟𝐾2
  1

1 � 𝑟𝐾2
� 1

𝛼p1 � 𝑟𝐾2q ,

1 � 𝑟𝐾
2𝑁

1 � 𝑟𝐾2
¡ 1

𝛼p1 � 𝑟𝐾2q . (3.4)

Из (3.3), (3.4) и выпуклости 𝒴p𝐾2q следует, что

𝑥 P int 1

𝛼p1 � 𝑟𝐾2q𝒴p𝐾
2q � int

1 � 𝑟𝐾
2𝑁

1 � 𝑟𝐾2
𝒴p𝐾2q � int𝒴p𝑁𝐾2q � 𝒴8.

Если 𝑥 R int 1
p1�𝑟𝐾2 q𝒴p𝐾2q, то для любого 𝑁 P N

𝑥 R 1 � 𝑟𝐾
2𝑁

1 � 𝑟𝐾2
𝒴p𝐾2q � 𝒴p𝑁𝐾2q, 𝑥 R

8¤
𝑁�0

𝒴p𝑁𝐾2q � 𝒴8.

Окончательно получаем равенство

𝒴8 � int
1

1 � 𝑟𝐾2
𝒴p𝐾2q.

Пункт 1 теоремы 3.1 доказан.
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Согласно леммам 1.7 и 2.7, если det𝐴 � 0, то множества достижимости (2.1)
системы p𝐴�1,�𝐴�1𝒰q в точности совпадают с множествами 0-управляемости (1.2)
исходной системы p𝐴,𝒰q. Учтём, что собственные значения матрицы 𝐴�1 взаимно-
обратны собственным значениям матрицы 𝐴, и в силу пункта 1 получим

𝒳8 � 1

1 � p𝑟�1q𝐾2 int
𝐾2�1¸
𝑘�0

�
𝐴�1

�𝑘 ��𝐴�1𝒰
�
,

что эквивалентно пункту 2 теоремы 3.1.
Теорема 3.1 полностью доказана.

Следствие 3.1. Пусть 𝑛 � 2 и собственные значения матрицы 𝐴 системы

(1.1) удовлетворяют условию (3.2), верно представление

𝒰 � convt𝑢1, . . . , 𝑢𝑀u.

Тогда

1) если 0   𝑟   1, то

𝒴8 � int conv

#
1

1 � 𝑟𝐾2

𝐾2�1¸
𝑘�0

𝐴𝑘𝑢𝑗𝑘 , 𝑗𝑘 � 1,𝑀, 𝑘 � 1, 𝐾2

+
;

2) если 𝑟 ¡ 1, то

𝒳8 � int conv

#
�1

1 � 𝑟�𝐾2

𝐾2¸
𝑘�1

𝐴�𝑘𝑢𝑗𝑘 , 𝑗𝑘 � 1,𝑀, 𝑘 � 1, 𝐾2

+
.

Доказательство следствия 3.1. Доказательство следует непосредственно
из теоремы 3.1 и следующих формул [76, теорема 19.3, следствие 19.3.2]:

𝐴 convt𝑢1, . . . , 𝑢𝑀u � convt𝐴𝑢1, . . . , 𝐴𝑢𝑀u,

convt𝑢1, . . . , 𝑢𝑀u � convt𝑥1, . . . , 𝑥𝑁u � convt𝑢𝑖 � 𝑥𝑗 : 𝑖 � 1,𝑀, 𝑗 � 1, 𝑁u.

Хотя результаты теоремы 3.1 применимы только для случая (3.2), можно на
основе данной теоремы, используя свойства сжимающих отображений, в более общем
случае получить сколь угодно точные оценки множеств 𝒴8 и 𝒳8.

Для произвольной матрицы 𝑆 P R𝑛�𝑛 обозначим через }𝑆}2 операторную нор-
му 𝑆:

}𝑆}2 � max
}𝑥}¤1

}𝑆𝑥}.
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Лемма 3.1. Пусть система 𝑛 � 2, 𝑆 P R2�2 и det𝑆 � 0, для любого

𝜙 P r0; 2𝜋q через 𝒴8p𝜙q и 𝒳8p𝜙q обозначены предельные множества достижимо-

сти (2.2) и 0-управляемости (1.3) соответственно системы p𝑆𝑟𝐴𝜙𝑆
�1,𝒰q.

Тогда для любых 𝜙1, 𝜙2 P r0; 2𝜋q
1) если 0   𝑟   1, то

𝜌𝐻 pcl𝒴8p𝜙1q, cl𝒴8p𝜙2qq ¤ 2𝑟}𝑆}2
1 � 𝑟

���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	��� max
𝑥Pcl𝑆�1𝒴8p𝜙2q

}𝑥};

2) если 𝑟 ¡ 1, то

𝜌𝐻 pcl𝒳8p𝜙1q, cl𝒳8p𝜙2qq ¤ 2}𝑆}2
𝑟 � 1

���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	��� � max
𝑥Pcl𝑆�1𝒳8p𝜙2q

}𝑥} � max
𝑢P𝑆�1𝒰

}𝑢}


.

Доказательство леммы 3.1. 1. Рассмотрим вспомогательные неравенства.
Пусть 𝒳1,𝒳2,𝒴1,𝒴2 P K𝑛. Тогда верны соотношения

sup
𝑥P𝒳1�𝒳2

inf
𝑢P𝒰1�𝒰2

}𝑥� 𝑢} � sup
𝑥1P𝒳1
𝑥2P𝒳2

inf
𝑢1P𝒰1
𝑢2P𝒰2

}𝑥1 � 𝑥2 � 𝑢1 � 𝑢2} ¤

¤ sup
𝑥1P𝒳1
𝑥2P𝒳2

�
inf

𝑢1P𝒰1

}𝑥1 � 𝑢1} � inf
𝑢2P𝒰2

}𝑥2 � 𝑢2}


�

� sup
𝑥1P𝒳1

inf
𝑢1P𝒰1

}𝑥1 � 𝑢1} � sup
𝑥2P𝒳2

inf
𝑢2P𝒰2

}𝑥2 � 𝑢2}.

Отсюда с учётом определения расстояния Хаусдорфа следует неравенство

𝜌𝐻p𝒳1 � 𝒳2,𝒰1 � 𝒰2q ¤ 𝜌𝐻p𝒳1,𝒰1q � 𝜌𝐻p𝒳2,𝒰2q. (3.5)

Пусть 𝒳 P K2, 𝜙1, 𝜙2 P r0, 2𝜋q. Тогда

sup
𝑥P𝒳

inf
𝑦P𝒳

}𝐴𝜙1𝑥� 𝐴𝜙2𝑦} ¤ sup
𝑥P𝒳

}𝐴𝜙1𝑥� 𝐴𝜙2𝑥} �

� max
𝑥P𝒳

�ppcos𝜙1 � cos𝜙2q𝑥1 � psin𝜙1 � sin𝜙2q𝑥2q2�

�ppcos𝜙1 � cos𝜙2q𝑥2 � p� sin𝜙1 � sin𝜙2q𝑥1q2
� 1

2 �

� max
𝑥P𝒳

}𝑥}
a

2 � 2 cosp𝜙2 � 𝜙1q � max
𝑥P𝒳

}𝑥}
c

4 sin2
�𝜙2 � 𝜙1

2

	
�

� 2
���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	���max
𝑥P𝒳

}𝑥}.
Отсюда с учётом определения расстояния Хаусдорфа

𝜌𝐻p𝐴𝜙1𝒳 , 𝐴𝜙2𝒳 q ¤ 2
���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	���max
𝑥P𝒳

}𝑥}. (3.6)
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Рассмотрим случай 𝑟   1 и отображение 𝑇𝜙 : K2 Ñ K2:

𝑇𝜙p𝒴q � 𝑟𝐴𝜙𝒴 � 𝑆�1𝒰 .

В силу теоремы 2.2 𝑇𝜙p𝒴q – сжимающее отображение с коэффициентом сжатия
𝑟, а его неподвижной точкой является cl𝒴8p𝜙q – замыкание предельного множества
достижимости системы p𝑟𝐴𝜙, 𝑆

�1𝒰q. Тогда согласно методу простой итерации [5, тео-
рема, §1, гл. VII]. Для любых 𝒴 P K2 и 𝑚 P NY t0u верны оценки

𝜌𝐻pcl𝒴8p𝜙q, 𝑇 p𝑚q
𝜙 p𝒴qq ¤ 𝑟𝑚

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝒴 , 𝑇𝜙p𝒴qq. (3.7)

Положим 𝜙 � 𝜙1,𝑚 � 0,𝒴 � cl𝒴8p𝜙2q и получим соотношения

𝜌𝐻pcl𝒴8p𝜙1q, cl𝒴8p𝜙2qq ¤ 𝑟0

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝑇𝜙1pcl𝒴8p𝜙2qq, cl𝒴8p𝜙2qq �

� 1

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝑇𝜙1pcl𝒴8p𝜙2qq, 𝑇𝜙2pcl𝒴8p𝜙2qqq �

� 1

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝑟𝐴𝜙1 cl𝒴8p𝜙2q � 𝑆�1𝒰 , 𝑟𝐴𝜙2 cl𝒴8p𝜙2q � 𝑆�1𝒰q (3.5)¤

¤ 1

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝑟𝐴𝜙1 cl𝒴8p𝜙2q, 𝑟𝐴𝜙2 cl𝒴8p𝜙2qq � 1

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝑆�1𝒰 , 𝑆�1𝒰q �

� 𝑟

1 � 𝑟
𝜌𝐻p𝑟𝐴𝜙1 cl𝒴8p𝜙2q, 𝑟𝐴𝜙2 cl𝒴8p𝜙2qq

(3.6)¤

¤ 2𝑟

1 � 𝑟

���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	��� max
𝑥Pcl𝒴8p𝜙2q

}𝑥}.

Учтём, что с учетом леммы 2.2 верно равенство 𝒴8p𝜙q � 𝑆𝒴8p𝜙q, окончатель-
но получим

𝜌𝐻pcl𝒴8p𝜙1q, cl𝒴8p𝜙2qq � 𝜌𝐻pcl𝑆𝒴8p𝜙1q, cl𝑆𝒴8p𝜙2qq ¤

¤ }𝑆}2𝜌𝐻pcl𝒴8p𝜙1q, cl𝒴8p𝜙2qq ¤ }𝑆}2 2𝑟

1 � 𝑟

���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	��� max
𝑥Pcl𝑆�1𝒴8p𝜙2q

}𝑥}.

Теперь рассмотрим случай 𝑟 ¡ 1 и отображение 𝐹𝜙 : K2 Ñ K2 :

𝐹𝜙p𝒳 q � 𝑟�1𝐴�𝜙𝒳 � p�𝑟�1𝐴�𝜙𝑆
�1𝒰q.

В силу теоремы 1.2 𝐹𝜙p𝒳 q – сжимающее отображение с коэффициентом сжа-
тия 𝑟�1, а его неподвижной точкой является cl𝒳8p𝜙q – замыкание предельного мно-
жества 0-управляемости p𝑟𝐴𝜙, 𝑆

�1𝒰q. Тогда согласно методу простой итерации [5,
теорема, §1, гл. VII]. Для любых 𝒳 P K2 и 𝑚 P NY t0u верны оценки

𝜌𝐻pcl𝒳8p𝜙q, 𝐹 p𝑚q
𝜙 p𝒳 qq ¤ p𝑟�1q𝑚

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p𝒳 , 𝐹𝜙p𝒳 qq. (3.8)
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Положим 𝜙 � 𝜙1,𝑚 � 0,𝒳 � cl𝒳8p𝜙2q и получим соотношения

𝜌𝐻pcl𝒳8p𝜙1q, cl𝒳8p𝜙2qq ¤ p𝑟�1q0
1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p𝐹𝜙1pcl𝒳8p𝜙2qq, cl𝒳8p𝜙2qq �

� 1

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p𝐹𝜙1pcl𝒳8p𝜙2qq, 𝐹𝜙2pcl𝒳8p𝜙2qqq �

� 1

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p𝑟
�1𝐴�𝜙1 cl𝒳8p𝜙2q�

�p�𝑟�1𝐴�𝜙1𝑆
�1𝒰q, 𝑟�1𝐴�𝜙2 cl𝒳8p𝜙2q � p�𝑟�1𝐴�𝜙2𝑆

�1𝒰qq (3.5)¤

¤ 1

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p𝑟
�1𝐴�𝜙1 cl𝒳8p𝜙2q, 𝑟�1𝐴�𝜙2 cl𝒳8p𝜙2qq�

� 1

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p�𝑟
�1𝐴�𝜙1𝑆

�1𝒰 ,�𝑟�1𝐴�𝜙2𝑆
�1𝒰q �

� 𝑟�1

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p𝐴�𝜙1 cl𝒳8p𝜙2q, 𝐴�𝜙2 cl𝒳8p𝜙2qq�

� 𝑟�1

1 � p𝑟�1q𝜌𝐻p�𝐴�𝜙1𝑆
�1𝒰 ,�𝐴�𝜙2𝑆

�1𝒰q (3.6)¤

¤ 2

𝑟 � 1

���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	��� � max
𝑥Pcl𝒳8p𝜙2q

}𝑥} � max
𝑢P𝑆�1𝒰

}𝑢}


.

Учтём, что в силу леммы 1.2 верно равенство 𝒳8p𝜙q � 𝑆𝒳8p𝜙q,и окончательно
получим

𝜌𝐻pcl𝒳8p𝜙1q, cl𝒳8p𝜙2qq � 𝜌𝐻pcl𝑆𝒳8p𝜙1q, cl𝑆𝒳8p𝜙2qq ¤

¤ }𝑆}2𝜌𝐻pcl𝒳8p𝜙1q, cl𝒳8p𝜙2qq ¤ }𝑆}2 2

𝑟 � 1

���sin�𝜙2 � 𝜙1

2

	��� � max
𝑥Pcl𝑆�1𝒳8p𝜙2q

}𝑥} � max
𝑢P𝑆�1𝒰

}𝑢}


.

Лемма 3.1 доказана.

Теорема 3.2. Пусть для некоторых 𝑟 ¡ 0, 𝜙 P r0; 2𝜋q и 𝑆 P R2�2 матрица

𝐴 системы (1.1) допускает разложение

𝐴 � 𝑆𝑟𝐴𝜙𝑆
�1,

𝜙 P r0; 2𝜋q удовлетворяет условию

𝜙 � 2𝜋
𝐾 1

𝐾2 , 𝐾 1 P Z, 𝐾2 P N.

Тогда
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1) если 𝑟   1, то

𝒴8 � 𝒴8 � ℬ𝑅𝒴 p0q,

𝒴8 � 1

1 � 𝑟𝐾2

𝐾2�1¸
𝑘�0

𝑆𝑟𝑘𝐴𝑘𝜙𝑆
�1𝒰 ,

𝑅𝒴 � 2𝑟}𝑆}2
1 � 𝑟

����sin�𝜙� 𝜙

2


���� max
𝑦P𝑆�1𝒴8

}𝑦},

2) если 𝑟 ¡ 1, то

𝒳8 � 𝒳8 � ℬ𝑅𝒳 p0q,

𝒳8 � �1

1 � 𝑟�𝐾2

𝐾2¸
𝑘�1

𝑆𝑟�𝑘𝐴�𝑘𝜙𝑆
�1𝒰 ,

𝑅𝒳 � 2}𝑆}2
𝑟 � 1

����sin�𝜙� 𝜙

2


���� � max
𝑥P𝑆�1𝒳8

}𝑥} � max
𝑢P𝑆�1𝒰

}𝑢}


.

Доказательство теоремы 3.2. 1. В случае 𝑟   1 в силу теоремы 3.1 int𝒴8
является предельным множеством достижимости системы p𝑆𝑟𝐴𝜙𝑆

�1,𝒰q. Тогда со-
гласно пункту 1 леммы 3.1:

𝜌𝐻

�
cl𝒴8,𝒴8

	
¤ 2𝑟}𝑆}2

1 � 𝑟

����sin�𝜙� 𝜙

2


���� max
𝑥P𝑆�1𝒴8

}𝑥} � 𝑅𝒴 .

Из определения метрики Хаусдорфа следует следующее включение:

𝒴8 � ℬ𝑅𝒴 p0q � 𝒴8.

2. В случае 𝑟 ¡ 1 в силу теоремы 3.1 int𝒳8 является предельным множеством
0-управляемости системы p𝑆𝑟𝐴𝜙𝑆

�1,𝒰q. Тогда согласно пункту 1 леммы 3.1:

𝜌𝐻

�
cl𝒳8,𝒳8

	
¤ 2}𝑆}2

𝑟 � 1

����sin�𝜙� 𝜙

2


���� � max
𝑥P𝑆�1𝒳8

}𝑥} � max
𝑢P𝑆�1𝒰

}𝑢}


� 𝑅𝒳 .

Из определения метрики Хаусдорфа следует следующее включение:

𝒳8 � ℬ𝑅𝒳 p0q � 𝒳8.

Теорема 3.2 доказана.
При помощи теоремы 3.1 множества 𝒴8 и 𝒳8 могут быть построены в явном

виде только в случае (3.2). Однако теорема 3.2 позволяет построить сколь угодно
точные внешние оценки данных множеств.



—90—

3.3 Оценки предельных множеств 0-управляемости и достижимо-

сти в общем случае

Продемонстрируем, как при помощи декомпозиции и результатов раздела
3.2 можно построить внешнюю оценку предельных множеств достижимости и 0-
управляемости для системы (1.1) с условием (3.1) в случае, если они ограничены.
Здесь существенным будет переход к вещественной жордановой форме матрицы 𝐴,
который позволяет вместо одной 𝑛-мерной системы рассмотреть 𝑚 � 𝑛

2
двумерных

подсистем.

Теорема 3.3. Пусть для системы (1.1) выполняется условие (3.1),
𝒰1, . . . ,𝒰𝑚 � R2 – выпуклые компакты такие, что

𝑆�1𝒰 � 𝒰1 � . . .� 𝒰𝑚, (3.9)

для всех 𝑖 � 1,𝑚 числа 𝜙𝑖 P r0; 2𝜋q удовлетворяют условию

𝜙𝑖 � 2𝜋
𝐾 1

𝑖

𝐾2
𝑖

, 𝐾 1
𝑖 P Z, 𝐾2

𝑖 P N.

Тогда

1) если 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚   1, то

𝒴8 � 𝑆
𝑚â
𝑖�1

�
𝒴𝑖,8 � ℬ𝑅𝑖

p0q
	
,

𝒴𝑖,8 � 1

1 � 𝑟𝐾
2

𝑖

𝐾2

𝑖 �1¸
𝑘�0

𝑟𝑘𝑖 𝐴𝑘𝜙𝑖
𝒰𝑖,

𝑅𝑖 � 2𝑟𝑖
1 � 𝑟𝑖

����sin�𝜙𝑖 � 𝜙𝑖

2


���� max
𝑦P𝒴𝑖,8

}𝑦},

2) если 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 ¡ 1, то

𝒳8 � 𝑆
𝑚â
𝑖�1

�
𝒳𝑖,8 � ℬ𝑅𝑖

p0q
	
,

𝒳𝑖,8 � 1

1 � 𝑟�𝐾2

𝑖

𝐾2

𝑖̧

𝑘�1

�𝑟�𝑘
𝑖 𝐴�𝑘𝜙𝑖

𝒰𝑖,

𝑅𝑖 � 2

𝑟𝑖 � 1

����sin�𝜙𝑖 � 𝜙𝑖

2


����
�

max
𝑥P𝒳𝑖,8

}𝑥} � max
𝑢P𝒰𝑖

}𝑢}
�
.

Доказательство теоремы 3.3. Пусть 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚   1. Для всех 𝑖 � 1,𝑚

через 𝒴𝑖,8 обозначим предельное множество достижимости системы p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖
,𝒰𝑖q. Тогда

в силу теоремы 3.2 верно включение:

𝒴𝑖,8 � ℬ𝑅𝑖
p0q � 𝒴𝑖,8.
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Согласно леммам 2.1 и 2.2 𝒴1,8 � . . . � 𝒴𝑚,8 является предельным множеством до-
стижимости системы p𝑆�1𝐴𝑆,𝒰1 � . . . � 𝒰𝑚q, а 𝑆p𝒴1,8 � . . . � 𝒴𝑚,8q – предельное
множество достижимости системы p𝐴, 𝑆p𝒰1� . . .�𝒰𝑚qq. Тогда из (3.9) следует пункт
1 теоремы 3.3.

Пусть 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 ¡ 1. Для всех 𝑖 � 1,𝑚 через 𝒳𝑖,8 обозначим предельное мно-
жество 0-управляемости системы p𝑟𝑖𝐴𝜙𝑖

,𝒰𝑖q. Тогда в силу теоремы 3.2 верно вклю-
чение:

𝒳𝑖,8 � ℬ𝑅𝑖
p0q � 𝒳𝑖,8.

Согласно леммам 1.1 и 1.2 𝒳1,8 � . . . � 𝒳𝑚,8 является предельным множеством 0-
управляемости системы p𝑆�1𝐴𝑆,𝒰1 � . . . � 𝒰𝑚q, а 𝑆p𝒳1,8 � . . . � 𝒳𝑚,8q – предельное
множество 0-управляемости системы p𝐴, 𝑆p𝒰1 � . . . � 𝒰𝑚qq. Тогда из (3.9) следует
пункт 2 теоремы 3.3.

Теорема 3.3 доказана.
Теорема 3.3 позволяет построить внешние оценки предельных множеств дости-

жимости и 0-управляемости в случае их ограниченности для почти периодических
систем вида (1.1). Теорема 3.2 оказывается частным случаем теоремы 3.3 при 𝑛 � 2.
Однако сколь угодно точные оценки в смысле расстояния Хаусдорфа на основе пред-
ложенного метода могут быть получены только для двумерных систем или в случае,
когда условие вложенности (3.9) выполняется как равенство. В общем случае резуль-
тирующие оценки будут обладать некоторой априорной погрешностью связанной с
аппроксимацией (3.9).

Также в условии теоремы 3.3 нет указаний на то, как выбрать множества
𝒰1, . . . ,𝒰𝑚 � R2, хотя из построения следует, что точность будет тем выше, чем мень-
ше данные множества по включению. Это приводит к тому, что оптимальным будет
выбор в качестве 𝒰𝑖 проекции 𝑆�1𝒰 на двухмерное подпространство соответствую-
щее p2𝑖 � 1q-й и p2𝑖q-й координатам. Однако при проведении численных расчетов
можно выбрать большее по включению множество, но обладающее более удобной
структурой, например, многогранник или эллипсоид.

3.4 Оптимальная аппроксимация предельных множеств достижи-

мости линейных дискретных почти периодических систем

В данном разделе проведён численный анализ зависимости погрешности внеш-
ней оценки предельного множества при ограниченных вычислительных ресурсах, что
позволяет определить оптимальное значение параметра, характеризующего наиболее
точную оценку.

Точность аппроксимаций, получаемых в соответствии с теоремой 3.3, опреде-
ляется величинами 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚. Можно добиться сколь угодно их малого значения за
счёт выбора 𝜙1, . . . , 𝜙𝑚, однако на практике, как правило, возможные значения 𝐾2

ограничены некоторым значением 𝑁max P N. По этой причине оказывается актуаль-
ной следующая задача для фиксированных 𝒰 P R2, 𝜙 P r0; 2𝜋q, 𝑟 ¡ 0:

𝑅𝑖 Ñ min
0¤𝐾1 𝐾2¤𝑁max

. (3.10)
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Нижний индекс 𝑖 для упрощения опустим. Решить данную задачу в общем случае
проблематично, в связи со сложной зависимостью 𝒴8 и 𝒳8 от 𝜙, но можно в качестве
ее приближения рассмотреть p𝐾 1

0, 𝐾
2
0 q – решение вспомогательной задачи:����𝜙� 2𝜋𝐾 1{𝐾2

2

����Ñ min
0¤𝐾1 𝐾2¤𝑁max

Зафиксируем значение 𝐾2 и определим 𝐾 1
𝑜𝑝𝑡p𝐾2q.

𝐾 1
𝑜𝑝𝑡p𝐾2q � arg min

0¤𝐾1 𝐾2

����𝜙� 2𝜋𝐾 1{𝐾2

2

���� � R
𝜙𝐾2

2𝜋

^
,

где r𝑡u – округление числа 𝑡 к ближайшему целому числу. Тогда значение 𝐾2
𝑜𝑝𝑡 можно

найти с помощью перебора:

𝐾2
0 � arg min

1¤𝐾2¤𝑁max

������𝜙2 �
𝜋
Q
𝜙𝐾2

2𝜋

]
𝐾2

������ , 𝐾 1
0 � 𝐾 1

𝑜𝑝𝑡p𝐾2
0 q.

Проиллюстрируем результаты на примере.

Пример 3.1. Пусть 𝜙 � 1 , 𝑟 � 0.95,

𝑆 �
�

1 1

1 0



,𝒰 � conv

"�
1

1



,

�
0

1



,

�
0

�1



,

��1

�1


*
Таблица 3.1. Результаты расчетов.

𝑁max 10 20 30 40 50 60 70
𝐾 1

0 1 3 4 4 7 7 7
𝐾2

0 6 19 25 25 44 44 44
.

Результаты расчётов представлены в таблице 3.1.
Причем 𝐾 1

0 � 𝐾 1
�, 𝐾

2
0 � 𝐾2

�, где 𝐾
1
�, 𝐾

2
� – решение, полученное полным перебором.

Для других наборов входных данных значения 𝐾 1
� и 𝐾 1

0, 𝐾
2
� и 𝐾2

0 также совпадают.

3.5 Выводы по главе 3

1. Разработан декомпозиционный подход для построения внешних оценок пре-
дельных множеств достижимости и 0-управляемости линейных почти периодиче-
ских дискретных систем с комплексными собственными значениями. Метод основан
на спектральном разложении матрицы системы и последующем анализе двумерных
подсистем.

2. Для систем с матрицами поворота получены явные аналитические выраже-
ния предельных множеств в случае, когда углы являются рациональными делителя-
ми 𝜋.

3. Доказаны теоремы, позволяющие оценить погрешность аппроксимации пре-
дельных множеств для произвольных углов поворота через расстояние Хаусдорфа.
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Рисунок 3.1. Внешняя оценка 𝒴8 (черным пунктиром) для различных значений
𝑁max, построенная на основе теоремы 3.3, внутренняя оценка 𝒴8 (красным цветом)

для различных значений 𝑁max

Показано, что точность оценки зависит от приближения угла поворота рациональ-
ными делителями 𝜋.

4. Предложен метод оптимальной аппроксимации погрешности внешней оцен-
ки при ограничениях на вычислительные ресурсы за счет перехода к вспомогатель-
ной задаче – минимизации разности аргументов почти периодической и периодиче-
ской систем.

Основные результаты главы опубликованы в [151,161].
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Рисунок 3.2. Внешняя оценка 𝒴8 (черным пунктиром) для различных значений
𝑁max, построенная на основе теоремы 3.3, внутренняя оценка 𝒴8 (красным цветом)

для различных значений 𝑁max, внешняя оценка 𝒴8 (бордовым пунктиром) на
основе леммы 2.6, внешние оценки 𝒴8 (синим пунктиром для 𝑝 � 1 и зеленым

пунктиром для 𝑝 � 8) на основе теоремы 2.2



Глава 4. Программа для построения внешних оценок

предельных множеств 0-управляемости и пре-

дельных множеств достижимости

Целью данной главы является описание программы, реализующей алгоритмы,
разработанные в 1, 2 и 3. Также представлены решения прикладных задач.

– В разделе 4.1 описывается программа для ЭВМ, написанная на языке C++,
реализующая методы из предыдущих глав.

– В разделе 4.2 решается задача построения внешней оценки предельного мно-
жества 0-управляемости для системы управления аэростатом.

– В разделе 4.3 вычислительными средствами получена внешняя оценка предель-
ного множества достижимости на основе опорных полупространств в задаче
стабилизации уровня глюкозы крови.

– В разделе 4.4 приведены внешние оценки предельных множеств достижимости
в задаче демпфирования высотного сооружения.

– В разделе 4.5 сформулированы выводы по главе 4.

4.1 Описание программы для ЭВМ

Для построения оценок предельных множеств 0-управляемости линейной дис-
кретной автономной системы с ограниченным управлением (1.1) была разработана
программа на языке С++. Выбор языка обусловлен несколькими ключевыми пре-
имуществами этого языка. Во-первых, C++ обладает обширным набором библио-
тек, которые поддерживают разнообразные алгоритмы, что значительно расширя-
ет функциональные возможности разрабатываемого программного обеспечения. Во-
вторых, C++ обеспечивает мультиплатформенность, позволяя создавать приложе-
ния, которые могут работать на различных операционных системах без значитель-
ных изменений в исходном коде. В-третьих, благодаря широкому распространению
и популярности C++, существует большое количество ресурсов и сообществ, что
облегчает процесс коррекции и модификации исходного кода в соответствии с тре-
бованиями пользователей.

Для построения оценок необходимо задать матрицу системы 𝐴 и множество
допустимых значений управления 𝒰 . Множество 𝒰 может быть вписано явным об-
разом в окно ввода вершин, после загрузки вершин автоматически добавляются
симметричные вершины голубого цвета. Также вершины можно добавлять щелчком
мыши по экрану. Для ввода матрицы системы 𝐴 используется интерфейс. Сначала
необходимо выбрать тип собственных значений, после этого с помощью интерфейса

95
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Рисунок 4.1. Голубым цветом изображено множество допустимых значений
управления, фиолетовым цветом единичная область собственных значений, зеленая
стрелка – собственный вектор, красная стрелка – присоединенный вектор, точка

задает собственные значения

можно выбрать численные значения собственных значений (посредством передви-
жения розовой точки по экрану). Для удобства на экране выводится фиолетовая
область (линией), которая обозначает единичную область собственных значений –
внутри области значения будут меньше 1 по модулю. Для кратных собственных зна-
чений выбирается только одно число, для комплексных выбирается действительная
и мнимая часть, второе собственное значение будет комплексно-сопряженным. Так-
же для построения матрицы 𝐴 нужны собственные векторы, которые в интерфейсе
обозначены как зелёные стрелки (для комплексных собственных значений данные
стрелки отвечают за действительную и мнимую части одного из собственных век-
торов, для кратных собственных значений зеленым цветом обозначен собственный
вектор, красным цветом – присоединенный).

Также реализована возможность построения внутренних оценок предельного
множества 0-управляемости 𝒳8, то есть множеств 𝒳 p𝑁q. Можно выбрать желае-
мое количество шагов 𝑁 и отрисовать 𝒳 p𝑁q для всех шагов, включая 𝑁 -й, либо
только последнее множество ("Draw only the last 0-controllability set") для удобства
сравнения внутренних оценок с внешними. Для программной реализации операции
сложения множеств 0-управляемости в работе используются подходы, предложенные
в [33].

После того, как заданы матрица системы 𝐴 и множество допустимых значе-
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Рисунок 4.2. Визуализация 𝒳 p𝑁q, 𝑁 � 0, 𝑁

ний управления 𝒰 можно выбрать способ построения внешней оценки. Также преду-
смотрена возможность построения оценки на основе опорных полупространств ("1st
estimation of infinite 0-controllability set") из раздела 1.3 и на основе принципа сжи-
мающих отображений ("2nd estimation of infinite 0-controllability set") из раздела 1.4.
Также можно построить для случая периодических систем предельное множество
0-управляемости 𝒳8 явно согласно результатам раздела 3.2 ("Find closest rational
argument of eigenvalues").

4.2 Система управления аэростатом

Рассмотрим задачу построения предельного множества 0-управляемости дис-
кретной линейной системы, описывающей соответствующую модель – твердое тело
(аэростат), подвешенный на струне и способный совершать вращательные движения.
Предполагается, что тело подвержено вязкому трению воздуха, моменту, связанному
с упругостью струны. Управление осуществляется при помощи двух противополож-
но направленных вентиляторных двигателей ограниченной мощности.

Уравнения, описывающие движение модели, представляют собой систему
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка:#

9𝛼 � 𝜔,

𝐽 9𝜔 � 𝛿𝜔 � 𝜎𝛼 � �1
2
𝑅𝑆𝜌p𝑉 2

𝑒 � 𝑉 2q,
(4.1)

где 𝛼 и 𝜔 – угловое отклонение и угловая скорость исследуемого объекта соответ-
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Рисунок 4.3. Интерфейс программы

ственно, 𝑆 – площадь диска вентилятора, 𝜌 – плотность воздуха, 𝑅 – расстояние от
оси вращения до вентилятора, 𝑉𝑒 – скорость воздуха после выхода из вентилятора в
случае работы вентилятора, 𝐽 – момент инерции тела относительно оси вращения, 𝜎
– коэффициент упругости струны, 𝛿 – коэффициент вязкого трения о воздух. Знак
«+» или «-» выбирается в зависимости от того, положительный или отрицатель-
ный момент создается двигателем. Управление на практике осуществляется за счёт
изменения скорости вращения лопастей вентиляторных двигателей.

В результате замены дифференциальных уравнений (4.1) конечно-разностным
аналогом была получена следующая система управления:

𝑥p𝑘 � 1q �
�
𝛼p𝑘 � 1q
𝜔p𝑘 � 1q



�
�

1 0.1

1 1.9


�
𝛼p𝑘q
𝜔p𝑘q



�
�

0

0.24



𝑣p𝑘q, (4.2)

𝑥p0q � 𝑥0, 𝑣p𝑘q P r�1; 1s, 𝑘 P NY t0u. (4.3)

Параметры системы получены приближенно на основании модели, описанной в [34,
раздел 1].

𝐴 �
�

1 0.1

1 1.9



, 𝜆1 � 2, 𝜆2 � 0.9,

ℎ1 �
�

0.1

1



, ℎ2 �

��1

1



,
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𝑈 � conv

"�
0

�0.24



,

�
0

0.24


*
.

В этом случае предельное множество 0-управляемости 𝒳8 является неогра-
ниченной полосой, ориентированной вдоль собственного вектора, соответствующего
собственному значению 𝜆2, что совпадает с результатом леммы 1.5.

𝒳8 �
"
𝑥0,1ℎ1 � 𝑥0,2ℎ2 : |𝑥0,1|   12

55
, 𝑥0,2 P R

*
.

Графическим множество 𝒳8 представлено на рисунке 4.4.

Рисунок 4.4. Внешняя оценка 𝒳8 сплошным цветом и множество управляемости
𝒳 p𝑁q линиями

4.3 Система стабилизации уровня глюкозы в плазме крови

Продемонстрируем эффективность подхода из раздела 2.2 на примере за-
дачи построения предельного множества достижимости для системы стабилизации
уровня глюкозы и инсулина в плазме крови. Для наглядности и возможности ви-
зуализации вычисленных множеств рассмотрим наиболее простую математическую
модель Бергмана [110, раздел 2], описываемую трехмерной системой:

9𝐺p𝑡q � �𝑞1𝐺p𝑡q �𝑋p𝑡qp𝐺p𝑡q �𝐺𝐵q � 𝑣1p𝑡q,
9𝑋p𝑡q � �𝑞2𝑋p𝑡q � 𝑞3𝐼p𝑡q,
9𝐼p𝑡q � �𝑚p𝐼p𝑡q � 𝐼𝐵q � 𝑣2p𝑡q

𝑉𝐼

,

(4.4)

где 𝐺p𝑡q, 𝐼p𝑡q – отклонение концентрации глюкозы и свободного инсулина в плазме
крови от нормальных значений 𝐺𝐵, 𝐼𝐵 соответственно, 𝑋p𝑡q – член, отвечающий за
запаздывание процессов метаболизма свободного инсулина, через 𝑚 обозначен коэф-
фициент частичной элиминации (выведения из организма), 𝑉𝑡 – объем распределения
инсулина в тканях, 𝑣1p𝑡q, 𝑣2p𝑡q – скорость внешнего поступления глюкозы и инсули-
на соответственно, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 – вспомогательные числовые параметры. Для расчетов
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используются следующие численные значения параметров, полученные эксперимен-
тальным путем в [110, формула 2.2]:

𝑞1 � 0.028, 𝑞2 � 0.025, 𝑞3 � 0.000013,

𝑉𝐼 � 12 л, 𝑚 � 5

54
мин�1, 𝐺𝐵 � 4.5 ммоль/л, 𝐼𝐵 � 15 мМЕ/л.

Проведя линеаризацию и последующую дискретизацию c шагом 𝛿𝑡 � 10 мин
в предположении релейности управляющих воздействий 𝑣1p𝑡q, 𝑣2p𝑡q уравнений (4.4),
получим конечно-разностные соотношения вида (1.1) со следующими параметрами:

𝐴𝑑 �
��0.7557 �34.5225 �0.0018

0 0.7788 0.000073

0 0 0.3961

�
,

𝒰𝑑 � conv

$&%
�� �30.61

�0.1418

�0.93

�
,

�� �28.03

�0.1418

�0.93

�
,

�� �30.62

�0.1423

2.11

�
,

�� �28.04

�0.1423

2.11

�
,

���28.03

0.1421

�0.93

�
,

�� 30.62

0.1421

�0.93

�
,

�� 28.02

0.1416

2.11

�
,

�� 30.61

0.1416

2.11

�
,.- .

Заметим, что для системы p𝐴𝑑,𝒰𝑑q не выполняется условие 0 P int𝒰𝑑, так как
dim𝒰𝑑 � 2. По этой причине удвоим шаг квантования и перейдем к эквивалентной
с точки зрения построения предельных множеств достижимости системе с парамет-
рами

𝐴 � 𝐴2
𝑑 �

��0.5712 �52.9824 �0.0046

0 0.6065 0.0001

0 0 0.1569

�
, 𝒰 � 𝒰𝑑 � 𝐴𝑑𝒰𝑑.

Собственные значения матрицы 𝐴 имеют вид 𝜆1 � 0.5712, 𝜆2 � 0.6065, 𝜆3 � 0.1569,
т.е. удовлетворяют условиям леммы 2.1. Воспользуемся данным утверждением для
построения внешней полиэдральной оценки множества 𝒴8.

Вычислим векторы 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 из следствия 2.1:

𝑝1 � �p1, 0, 0q𝑆�1
�T � p1, 1500, 0.3qT,

𝑝2 � �p0, 1, 0q𝑆�1
�T � p0, 1500, 0.28qT,

𝑝3 � �p0, 0, 1q𝑆�1
�T � p0, 0, 1qT.

Также верны равенства

min
𝑣P𝑆�1𝒰

𝑣1 � �997.88, min
𝑣P𝑆�1𝒰

𝑣2 � �963.25, min
𝑣P𝑆�1𝒰

𝑣3 � �1.54,

max
𝑣P𝑆�1𝒰

𝑣1 � 998.18, max
𝑣P𝑆�1𝒰

𝑣2 � 963.53, max
𝑣P𝑆�1𝒰

𝑣3 � 3.506.
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Окончательно получим следующую оценку предельного множества достижи-
мости:

𝒴8 � 𝒴8 � t𝑥 P R𝑛 : � 997.88 ¤ p𝑝1, 𝑥q ¤ 998.18uX
Xt𝑥 P R𝑛 : � 963.25 ¤ p𝑝2, 𝑥q ¤ 963.53u X t𝑥 P R𝑛 : � 1.54 ¤ p𝑝3, 𝑥q ¤ 3.506u.

Графическим множество 𝒴8 представлено на рисунке 4.5.

Рисунок 4.5. Внешняя оценка 𝒴8 (линиями) и множество достижимости 𝒴p11q
(поверхностью) для дискретизированной системы (4.4)

4.4 Оценки предельного множества достижимости для системы

демпфирования

В качестве демонстрации эффективности методов, разработанных в раз-
делах 2 и 4, рассмотрим математическую модель высотного сооружения, располо-
женного в зоне сейсмической активности. Для данной системы управления построим
предельные множества достижимости.

Сейсмические возмущения вызывают колебания сооружения, которые влия-
ют на устойчивость и в конечном счете приводят к его разрушению. В этой связи
возникает задача гашения колебаний сооружения посредством дополнительно при-
кладываемых сил, рассчитанных на основе приобретенных изменений. В качестве
механической системы, моделирующей колебания высотного сооружения, предпола-
гается одномерная последовательность упругосвязанных материальных точек (эта-
жей или секций сооружения), одна из которых (основание) совершает поступатель-
ное движение, порождаемое сейсмическим воздействием. Предполагается, что масса
основания намного превышает массы остальных материальных точек, поэтому вли-
янием движения секций сооружения на движение основания можно пренебречь. В
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дальнейшем будем считать, что массы всех материальных точек одинаковы, а упру-
гие и демпфирующие связи моделируются линейными элементами с одинаковыми
коэффициентами упругости и демпфирования.

Уравнения движения рассматриваемой системы согласно модели, предложен-
ной в [38, глава 20], имеют вид$'''''''''''&'''''''''''%

𝑚0
:𝜉1p𝑡q � � 2𝑏 9𝜉1p𝑡q � 2𝑐𝜉1p𝑡q � 𝑏 9𝜉2p𝑡q � 𝑐𝜉2p𝑡q � 𝑈1p𝑡q,

...

𝑚0
:𝜉𝑖p𝑡q � � 2𝑏 9𝜉𝑖p𝑡q � 2𝑐𝜉𝑖p𝑡q � 𝑏 9𝜉𝑖�1p𝑡q�

� 𝑐𝜉𝑖�1p𝑡q � 𝑏 9𝜉𝑖�1p𝑡q � 𝑐𝜉𝑖�1p𝑡q � 𝑈𝑖p𝑡q,
...

𝑚0
:𝜉𝑚p𝑡q � � 2𝑏 9𝜉𝑚p𝑡q � 2𝑐𝜉𝑚p𝑡q � 𝑏 9𝜉𝑚�1p𝑡q � 𝑐𝜉𝑚�1p𝑡q � 𝑈𝑚p𝑡q,

(4.5)

где 𝜉𝑖 – координата 𝑖-й материальной точки относительно основания, 𝑈𝑖 – управ-
ляющая сила, приложенная к 𝑖-й материальной точке, 𝑚0 – масса материальной
точки, 𝑏 и 𝑐 – коэффициенты демпфирования и упругости межсекционных связей
соответственно. Управляющее воздействие считается ограниченным по мощности:
𝑈p𝑡q P 𝒰0 � R𝑚, где 𝒰0 – компакт.

Предполагается, что управление является релейным, т.е. 𝑈p𝑡q � 𝑣𝑘, 𝑡 P r𝑘𝛿; p𝑘�
1q𝛿q для произвольного 𝑘 P N Y t0u и фиксированного шага дискретизации 𝛿 ¡ 0.
Введём обозначение

𝑥p𝑘q � p𝜉p2𝑘𝛿q𝑇 , 9𝜉p2𝑘𝛿qq𝑇 P R2𝑛, 𝑘 P NY t0u.
Тогда, полагая начальные условия системы (4.5) равными 𝑥p𝑘q, можно решить дан-
ную систему явно и получить следующее решение в момент времени 2p𝑘 � 1q𝛿:

𝑥p𝑘 � 1q � Φp2𝛿qΦ�1p0q𝑥p𝑘q � Φp𝛿qΦ�1p0q𝐵𝑣2𝑘 �𝐵𝑣2𝑘�1,

где 𝐵 � Φp𝛿qΦ�1p0q𝐴�1 � 𝐴�1, Φp𝑡q – матрица фундаментальной системы решений
(4.5), 𝐴 – матрица системы линейных дифференциальных уравнений (4.5). Данные
соотношения эквивалентны 1.1, если ввести обозначения:

𝐴 � Φp2𝛿qΦ�1p0q,
𝑢p𝑘q � Φp𝛿qΦ�1p0q𝐵𝑣2𝑘 �𝐵𝑣2𝑘�1,

𝒰 � 𝐴𝐵𝒰0 �𝐵𝒰0.

(4.6)

Можно предположить, что управляющие установки на различных этажах ра-
ботают независимо друг от друга, а на релейные режимы управления наложены
только ограничения, связанные с максимальной мощностью управляющих воздей-
ствий 𝑢max ¡ 0:

𝒰0 � t0u10 � r�𝑢max;𝑢maxs10.
Предельное множество достижимости дискретной системы (1.1) с параметрами (4.6)
сходится к предельному множеству непрерывной системы (4.5). А следовательно, для
их построения можно воспользоваться теоретическими результатами данной статьи.
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Пусть высота здания составляет 10 этажей, т.е. 𝑚 � 10. Также пусть, 𝛿 � 1,
𝑚0 � 600000, 𝑏 � 600000, 𝑐 � 2400000. Значение параметров выбраны на основе
модели, описанной в [38, глава 20]. Также можно условно принять 𝑢max � 1, посколь-
ку в силу определения (2.2) предельные множества достижимости, соответствующие
различным значениям 𝑢max, будут пропорциональны друг другу.

Матрица 𝐴 имеет 10 пар комплексно-сопряженных собственных значений:

𝜆1,2 � 0.809 � 0.516i, 𝜆3,4 � 0.375 � 0.766i,

𝜆5,6 � �0.0938 � 0.707i, 𝜆7,8 � �0.272 � 0.486i, 𝜆9,10 � �0.333 � 0.262i,

𝜆11,12 � �0.300 � 0.107i, 𝜆13,14 � �0.241 � 0.021i,

𝜆15,16 � �0.134 � 0.041i, 𝜆17,18 � �0.154 � 0.035i, 𝜆19,20 � �0.190 � 0.018i.

Из этого следует, что справедливо разложение (3.1). При этом спектральный
радиус 𝐴 строго меньше 1, т.е. в силу леммы 2.4 искомое множество 𝒴8 ограничено,
а для его оценивания можно воспользоваться теоремой 3.3. Результаты расчетов
представлены в табл. 4.1. На рисунке 4.6 для сравнения на графике представлены
оценки из лемм 2.2, 2.5 и оценка из теоремы 3.3 для 1-ой подсистемы.

Рисунок 4.6. Красным цветом представлено множество достижимости 𝒴p30q,
коричневым цветом оценка 𝒴8 на основе аппарата опорных полупространств,

синим (𝑝 � 1) и зеленым p𝑝 � 8q оценки 𝒴8 на основе сжимающих отображений,
черным цветом оценка 𝒴8 из главы 3.

Результаты вычислений для всей системы представлены в Таблице 4.1. Ито-
говая оценка предельного множества достижимости исходной системы вычисляется
как декартово произведение оценок предельных множеств достижимости подсистем
согласно теореме 3.1.
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Таблица 4.1. Результаты расчетов.

Результаты
𝑖 𝜙𝑖 𝜙𝑖 𝑟𝑖 𝑅𝑖

1 1.135 1.13 0.922 1.56
2 2.23 2.2 0.72 0.905
3 -3.03 -3.02 0.5 0.12
4 -2.11 -2.07 0.31 0.14
5 -1.33 -1.32 0.17 0.02
6 -0.68 -0,69 0.101 0.006
7 -0.177 -0.188 0.06 0.008
8 -0.59 -0.57 0.019 0.01
9 -0.45 -0.44 0.025 0.0045
10 -0.197 -0.188 0.036 0.004

4.5 Выводы по главе 4

1. Разработана программа для ЭВМ, реализующая алгоритмы построения пре-
дельных множеств 0-управляемости из глав 1, 2, 3.

2. Эффективность предложенных алгоритмов показана для задач построения
предельных множеств в прикладных примерах: стабилизации уровня глюкозы и ин-
сулина в крови, демпфировании многоэтажного сооружения, управлении аэростатом.

Основные результаты главы опубликованы в [147,148,151,162].



Заключение

В диссертационной работе предложены и обоснованы алгоритмы построения
предельного множества 0-управляемости и предельного множества достижимости
(или их оценок) для линейной дискретной автономной с геометрическими ограниче-
ниями на управление, что выразилось в следующих результатах:

1.Сформулированы и доказаны необходимые и достаточные условия ограни-
ченности предельных множеств 0-управляемости и достижимости для линейных си-
стем с дискретным временем и геометрическим ограничением на управление.

2. Доказано свойство выпуклости предельного множества 0-управляемости (а
также открытости) и предельного множества достижимости. На основе данного свой-
ства разработан алгоритм построения оценок предельных множеств 0-управляемости
достижимости, основанный на аппарате опорных полупространств.

2. Разработан алгоритм построения внешней оценки предельных множеств 0-
управляемости и достижимости на основе принципа сжимающих отображений с лю-
бой наперед заданной точностью, который основан на рекуррентных соотношении
конечных аналогов данных множеств, данное соотношение может быть обобщено при
определенных условиях до сжимающего отображения (или композиции отображений
𝑀 раз) в метрическом пространстве компактов с метрикой Хаусдорфа. Доказано,
что в этом случае предельная точка сжимающего отображения будет предельным
множеством 0-управляемости или достижимости с точностью до замыкания. Прове-
ден численный анализ выбора шага квантования 𝑀 для минимизации погрешности
внешней оценки при ограничениях на вычислительные ресурсы.

3. Разработан алгоритм построения внешней оценки предельных множеств
0-управляемости и достижимости для частного случая линейной дискретной авто-
номной системы, когда собственные значения являются комплексно-сопряженными.
Доказано, что для периодических систем (когда аргумент является рациональным
делителем 𝜋) предельные множества 0-управляемости и достижимости может быть
построено явно. В случае почти периодических систем можно построить внешнюю
оценку предельных множеств с любой наперед точностью как сумму погрешности
и предельного множества периодической системы. Посредством численного анализа
установлено оптимальное значение параметра, влияющего на погрешность внешней
оценки, при ограничениях на вычислительные ресурсы.

4. Разработана программа, которая реализует эти методы. На прикладных
примерах продемонстрирована эффективность доказанных алгоритмов построения
предельных множеств: в задаче стабилизации уровня глюкозы и инсулина в крови,
в задаче управления аэростатом, в задаче демпфирования высотного сооружения.

Среди направлений для дальнейших исследований стоит выделить обобще-
ние полученных результатов на случай произвольных ограничений на управление и
нестационарных систем. Данный результат позволит существенно расширить количе-
ство прикладных задач, которые могут быть решены разработанными алгоритмами.
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