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Список основных обозначений

𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛) : 𝐴 → 𝐵 – 𝑓 (1), . . . , 𝑓 (𝑛) являются функциями, которые опре-

делены на множестве 𝐴 и принимают значения из множества 𝐵.

𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥) – 𝑓 является функцией переменной 𝑥.

𝑥 ↦→ 𝑓(𝑥) : 𝐴 → 𝐵 – 𝑓 является функцией переменной 𝑥, которая опреде-

лена на множестве 𝐴 и принимает значения из множества 𝐵.

ℛ𝑛 – 𝑛-мерное евклидово пространство, ℛ := ℛ1.

T – знак транспонирования.

‖𝑥‖, 𝑥 ∈ ℛ𝑛 – евклидова норма вектора 𝑥, ‖𝑥‖ :=
√
𝑥T𝑥.

ℛ+ – множество неотрицательных вещественных чисел.

ℛ𝑛×𝑚 – пространство вещественных матриц размерности 𝑛×𝑚.

tr
[︀
𝐴
]︀
, 𝐴 ∈ ℛ𝑛×𝑛 – след матрицы 𝐴, tr

[︀
𝐴
]︀
:=

𝑛∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖𝑖.

‖𝐴‖, 𝐴 ∈ ℛ𝑛×𝑚 – евклидова норма матрицы 𝐴, ‖𝐴‖ :=
√︁

tr
[︀
𝐴T𝐴

]︀
𝒮𝑛 – пространство симметрических вещественных матриц размерности

𝑛× 𝑛, 𝒮𝑛 := {𝐴 ∈ ℛ𝑛×𝑛 : 𝐴 = 𝐴T}.

svec[𝑃 ], 𝑃 ∈ 𝒮𝑛 – симметрическая векторизация матрицы 𝑃 ,

svec
[︀
𝑃
]︀
:= (𝑃11,

√
2𝑃21, . . . ,

√
2𝑃𝑛1, 𝑃22,

√
2𝑃32, . . . ,

√
2𝑃𝑛2, . . . , 𝑃𝑛𝑛)

T.
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𝐴⊗𝑠 𝐵, 𝐴 ∈ ℛ𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ ℛ𝑛×𝑛 – симметрическое произведение Кронекера

матриц 𝐴 и 𝐵, 𝐴⊗𝑠 𝐵 ∈ ℛ
𝑛(𝑛+1)

2 ×𝑛(𝑛+1)
2 :

(𝐴⊗𝑠 𝐵) svec
[︀
𝑃
]︀
=

1

2
svec

[︀
𝐴𝑃𝐵T +𝐵𝑃𝐴T]︀, ∀𝑃 ∈ 𝒮𝑛.

𝐴 ≻ 𝐵 (𝐴 ⪰ 𝐵) – матрица 𝐴−𝐵 является положительно (неотрицательно)

определенной.

𝒩 – множество натуральных чисел, 𝒩 := {1, 2, 3, . . . }.

𝑖 = 𝑗, 𝑘 – сокращение для записи ∀𝑖 ∈ 𝒩 : 𝑗 6 𝑖 6 𝑘.

𝑡 – время, 𝑡 ∈ ℛ+.

Ω – пространство элементарных исходов.

ℱ – 𝜎-алгебра событий на Ω.

P – вероятностная мера на измеримом пространстве (Ω,ℱ), т.е. P : ℱ →

ℛ+, P(Ω) = 1.

{ℱ𝑡}𝑡>0 – поток 𝜎-алгебр на Ω.

E – математическое ожидание, E 𝜉 :=
∫︀
Ω 𝜉(𝜔)P(𝑑𝜔), где 𝜉 – случайная

величина на вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P).

𝒞2(ℛ𝑛) – пространство дважды непрерывно дифференцируемых функций

на ℛ𝑛 со значениями в ℛ.

� – символ, означающий полное завершение доказательства.
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Введение

Важнейшим научным подходом при изучении и конструировании все-

го многообразия объектов и явлений реального мира является математиче-

ское моделирование. Сущность данной методологии заключается в постро-

ении математических моделей рассматриваемых объектов или явлений и

дальнейшем их исследовании [1]. Распространенным примером математи-

ческой модели является динамическая система [2]. Динамические системы

служат математическим описанием обширного множества эволюциониру-

ющих во времени объектов и явлений реального мира. Под управляемыми

динамическими системами понимают динамические системы, которые со-

держат управляемые параметры. Данные параметры моделируют величи-

ны воздействующих на моделируемый объект управляющих возмущений.

Закон, по которому в каждый момент времени определяются величины

управляемых параметров, называется управлением или функцией управ-

ления. Управляемая динамическая система в совокупности с управлением

представляют собой математическую модель системы управления [3]. Си-

стемы управления являются основным объектом изучения теории управ-

ления, которая играет ключевую роль в таких областях как управление

промышленными и химическими процессами, реакторами, магистральны-

ми энергетическими системами, аэрокосмическое конструирование, теория

квантовых систем и теория компьютерных систем [4].

В каждый момент времени значения функции управления могут

определяться в зависимости от тех или иных параметров математической
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модели. Как правило, в качестве таковых выступают текущий момент вре-

мени, а также некоторый набор величин, который называется вектором

измерений или наблюдений. Если величина управляемых величин зависит

только от текущего момента времени и не зависит от измерений состояния

системы, то соответствующее управление называют программным. Функ-

цию управления, построенную с учётом информации о величинах измеря-

емых параметров, называют управлением с обратной связью. При этом,

если вектор измерений в каждый момент времени позволяет восстановить

полную информацию о текущем состоянии системы, то такое управление

называют управлением с полной обратной связью [3], иначе – управлени-

ем с неполной обратной связью. Во втором случае можно говорить о том,

что на управление наложены информационные ограничения. Информаци-

онные ограничения естественным образом возникают в различных систе-

мах управления, например в крупномасштабных системах и в системах с

децентрализованным управлением [5].

При построении управления, как правило, руководствуются струк-

турными параметрами данной математической модели, а также целью

управления. Цель управления можно определить как одно или сразу

несколько свойств, которые система должна приобрести при выборе кон-

кретного закона управления. Примерами таких, полезных с инженерной

точки зрения, свойств управляемой системы являются устойчивость и

асимптотическая устойчивость траекторий системы в пространстве состо-

яний [6]. Задача синтеза управления, которое обеспечивает свойство устой-

чивости относительно желаемой траектории, называется задачей стабили-

зации. Другое важное свойство управляемой системы можно сформулиро-

вать следующим образом: траектории системы и управляющих параметров
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должны обеспечивать минимум некоторого заранее заданного функциона-

ла. Этот функционал называют функционалом качества управления, а за-

дачу синтеза подобного управления – задачей оптимального управления [3].

На практике часто встречаются ситуации [7], когда какие-либо па-

раметры объекта управления не могут быть точно определены на этапе

моделирования. К примеру, такая ситуация возникает, если система управ-

ления не может быть физически реализована с требуемой точностью, или

если необходимо спроектировать управляющее устройство для уже суще-

ствующего объекта, точные параметры которого невозможно определить.

Поэтому особый интерес представляет решение задачи синтеза управле-

ния динамическими системами при наличии неопределенностей [8]. При-

мером подобного рода неопределенности является неопределенность воз-

действующих на объект управления неуправляемых внешних возмущений.

Несмотря на отсутствие полной информации о присутствующих в системе

возмущениях, иногда имеется априорная вспомогательная информация об

их свойствах, например: возмущения ограничены по величине некоторой

константой, являются непрерывными функциями времени, описываются

некоторым обыкновенным дифференциальным уравнением [9] и др. Хоро-

шо известны примеры динамических систем, в которых неопределенные

внешние возмущения имеют случайный характер [10]. Естественно пола-

гать, что чем больше информации о свойствах неуправляемых внешних

воздействий учтено при моделировании, тем качественнее будет результат

математического моделирования.

Среди динамических систем с непрерывными траекториями, имеется

богатый подкласс математических моделей, которые описываются обык-

новенными дифференциальными уравнениями. Это позволяет применять



10

в задачах анализа и синтеза управлений для математических моделей

данного типа богатый аппарат теории обыкновенных дифференциальных

уравнений. Однако, в рамках теории обыкновенных дифференциальных

уравнений, вообще говоря, не удается дать строгое математическое описа-

ние непрерывных динамических систем при наличии случайных возмуще-

ний [11,12]. Преодолеть данную проблему удалось K. Itô, который в своих

работах [13–15] ввел и обосновал понятие стохастического интеграла и свя-

занное с ним понятие стохастического дифференциала. Конструкция стоха-

стического интеграла позволила описать эволюцию динамических систем,

которые формально можно представить в виде обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, содержащих стохастические дифференциалы случай-

ных процессов. Такие соотношения называют стохастическими дифферен-

циальными уравнениями, а описываемые данными уравнениями динамиче-

ские системы – стохастическими. Модели, описываемые стохастическими

дифференциальными уравнениями, нашли широкое применение в эконо-

мике, физике, биологии, социологии, авиационной и ракетно-космической

технике [10, 16, 17]. При этом естественный интерес представляют собой

различные проблемы синтеза управлений для систем данного типа и, в

частности, задачи стабилизации.

Задаче оптимального управления стохастическими динамическими

системами посвящено большое количество работ (см., например, рабо-

ты [18–36] и обзоры [37, 38]). В данных работах получены обобщения на

стохастические системы широко известных методов и принципов теории

оптимального управления детерминированными системами. Стоит отме-

тить, что полученные результаты, как правило, имеют достаточно общий

характер, что усложняет их анализ и использование на практике. В свя-
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зи с этим важной задачей является выделение среди всего многообразия

математических моделей таких подклассов, которые с одной стороны яв-

ляются достаточно богатыми, чтобы представлять практический интерес,

а с другой стороны позволяют строить конструктивные условия оптималь-

ности, с целью упростить задачи анализа математической модели и синте-

за оптимального управления. Примером такого подкласса является класс

линейных стохастических систем (см., например, работы [39–106] и обзо-

ры [11,12,37,107–109]).

Тема диссертационной работы посвящена выделению и исследованию

нового подкласса математических моделей, названных в диссертационной

работе квазилинейными стохастическими системами с управляемыми па-

раметрами. Данные математические модели описываются линейными од-

нородными стохастическими дифференциальными уравнениями, матрицы

которых (в общем случае нелинейно) зависят от управляемых параметров.

В контексте задачи оптимальной стабилизации предложенный класс ма-

тематических моделей является обобщением класса линейных стохастиче-

ских систем с мультипликативными шумами. Вопреки данной общности

для математических моделей предложенного класса возможно построение

качественных и приближенных аналитических методов исследования мо-

делей и разработка эффективных вычислительных методов с применени-

ем современных компьютерных технологий. Вопросы построения методов

исследования и разработки вычислительных методов для квазилинейных

стохастических систем с управляемыми параметрами представляют прак-

тический интерес, потому что, в частности, данные системы позволяют

моделировать широкий спектр задач оптимизации регуляторов линейной

структуры для оптимальной стабилизации объектов, описываемых линей-
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ными стохастическими системами с мультипликативными шумами. Приме-

ром такой задачи является задача оптимальной стабилизации при наличии

информационных ограничений. Таким образом, тема диссертационного ис-

следования является актуальной.

Объектом диссертационного исследования является класс математи-

ческих моделей, названный квазилинейными стохастическими системами с

управляемыми параметрами.

Предметом диссертационного исследования является решение задачи

оптимальной стабилизации в классе квазилинейных стохастических систем

с управляемыми параметрами.

Целью диссертационной работы является получение и исследование

нового класса математических моделей, названных квазилинейными сто-

хастическими системами с управляемыми параметрами, формализация и

постановка задач оптимальной стабилизации для моделей данного класса,

разработка методов и алгоритмов решения задачи оптимальной стабили-

зации и применение полученных результатов для построения качествен-

ных и приближенных аналитических методов, разработки эффективных

вычислительных методов с применением современных компьютерных тех-

нологий и реализации полученных численных методов и алгоритмов в виде

комплексов программ для решения задачи оптимальной стабилизации ли-

нейных стохастических систем с мультипликативными шумами и информа-

ционными ограничениями.

В соответствии с целью диссертационной работы были поставлены

следующие задачи исследования:

1) Формализовать новый класс математических моделей – квазилиней-

ные стохастические системы с управляемыми параметрами. Сформу-



13

лировать и поставить задачу оптимальной стабилизации квазилиней-

ных стохастических систем с управляемыми параметрами.

2) Получить условия оптимальности в задаче оптимальной стабилиза-

ции:

- в классе квазилинейных стохастических систем с управляемыми

параметрами;

- в классе линейных стохастических систем с мультипликативны-

ми шумами при наличии информационных ограничений;

- в классе линейных стохастических систем с мультипликативны-

ми шумами с полной информацией о состоянии.

3) Разработать алгоритмы и численные методы градиентного типа для

поиска оптимальных и субоптимальных управлений в перечисленных

задачах оптимальной стабилизации.

4) Разработать комплекс программ, реализующих указанные численные

методы.

5) Полученные результаты применить для моделирования и реше-

ния ряда модельных примеров и прикладных задач авиационной и

ракетно-космической техники.

Для того, чтобы привести обзор известных работ в области исследова-

ния и обосновать новизну полученных результатов, приведем далее ряд ма-

тематических моделей и связанные с их анализом результаты. Далее будем

полагать, что заданы полное фильтрованное вероятностное пространство

(Ω,ℱ , {ℱ𝑡}𝑡>0,P), где 𝜎-алгебра ℱ0 содержит все события нулевой меры;
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ℱ0-измеримая векторная случайная величина 𝜉0, E‖𝜉0‖2 < +∞; независи-

мые стандартные векторные винеровские процессы 𝛽(𝑖) : ℛ+×Ω → ℛ𝑏𝑖, 𝑖 =

1, 2, которые являются мартингалами относительно потока {ℱ𝑡}𝑡>0; ограни-

ченные на каждом конечном интервале кусочно-непрерывные отображе-

ния: 𝐴(0), 𝐴(𝑖) : ℛ+ → ℛ𝑛×𝑛, 𝐵(0), 𝐵(𝑖) : ℛ+ → ℛ𝑛×𝑚, 𝐶(𝑖) : ℛ+ → ℛ𝑛, 𝑖 =

1, 𝑏1; 𝐷(0), 𝐷(𝑖) : ℛ+ → ℛ𝑝1×𝑛, 𝐹 (𝑖) : ℛ+ → ℛ𝑝1, 𝑖 = 1, 𝑏2; 𝐺 : ℛ+ → ℛ𝑝2×𝑛;

𝑄, 𝑅 : ℛ+ → 𝒮𝑛; 𝑆 : ℛ+ → ℛ𝑛×𝑚; 𝐸 : ℛ+ → 𝒮𝑚; 𝐸(𝑡) ≻ 0, 𝑅(𝑡) ⪰ 0,

𝑄(𝑡) ⪰ 𝑆(𝑡)𝐸(𝑡)−1𝑆(𝑡)T, 𝑡 > 0.

Рассмотрим математическую модель системы управления, которая

описывается стохастическими дифференциальными уравнениями Ито сле-

дующего вида:

𝑑𝜉(𝑡) =
(︀
𝐴(0)(𝑡)𝜉(𝑡) +𝐵(0)(𝑡)𝜐(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

+
𝑏1∑︀
𝑖=1

(︀
𝐴(𝑖)(𝑡)𝜉(𝑡) +𝐵(𝑖)(𝑡)𝜐(𝑡) + 𝐶(𝑖)(𝑡)

)︀
𝑑𝛽

(1)
𝑖 (𝑡), 𝜉(0) = 𝜉0,

(0.1)

𝑑𝜁(𝑡) = 𝐷(0)(𝑡)𝜉(𝑡)𝑑𝑡+
𝑏2∑︀
𝑖=1

(︀
𝐷(𝑖)(𝑡)𝜉(𝑡) + 𝐹 (𝑖)(𝑡)

)︀
𝑑𝛽

(2)
𝑖 (𝑡), 𝜁(0) = 0,

𝜂(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝜉(𝑡), 𝑡 > 0.

(0.2)

Уравнение (0.1) моделирует движение объекта управления, а систе-

ма (0.2) описывает процесс измерений. Согласованный с потоком {ℱ𝑡}𝑡>0

непрерывный случайный процесс 𝜉 : ℛ+ × Ω → ℛ𝑛 описывает эволю-

цию состояния системы во времени, 𝜐 : ℛ+ × Ω → ℛ𝑚 – управление,

𝜁 : ℛ+ × Ω → ℛ𝑝1 содержит накопленные наблюдения о системе при на-

личии случайных ошибок, а 𝜂 : ℛ+ × Ω → ℛ𝑝2 – точные мгновенные

измерения состояния системы в каждый момент времени.

Управляемые динамические системы, которые описываются уравне-

ниями вида (0.1), в литературе, как правило, называют линейными сто-

хастическими системами [11, 12]. Слагаемые
∑︀𝑏1

𝑖=1𝐶
(𝑖)(𝑡)𝑑𝛽

(1)
𝑖 (𝑡) интерпре-
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тируются как действующие на объект управления аддитивные гауссовские

шумы, а
∑︀𝑏1

𝑖=1𝐴
(𝑖)(𝑡)𝜉(𝑡)𝑑𝛽

(1)
𝑖 (𝑡) и

∑︀𝑏1
𝑖=1𝐵

(𝑖)(𝑡)𝜐(𝑡)𝑑𝛽
(1)
𝑖 (𝑡) – действующие на

объект управления мультипликативные по состоянию и управлению слу-

чайные возмущения. Слагаемое
𝑏2∑︀
𝑖=1

(︀
𝐷(𝑖)(𝑡)𝜉(𝑡)+𝐹 (𝑖)(𝑡)

)︀
𝑑𝛽

(2)
𝑖 (𝑡) моделирует

случайные ошибки в канале измерения.

Вопросам оптимального управления на конечном интервале времени

системами вида (0.1)–(0.2) посвящено обширное множество работ [39–62].

Среди них отдельно стоит выделить работы [42–45], в которых допускается,

что матрицы системы могут быть случайными функциями времени. В по-

давляющем большинстве работ в качестве критерия качества управления

выбрано математическое ожидание классического квадратичного критерия

качества управления [42–62]

𝐽𝑡𝑓 (𝜐) = E
𝑡𝑓∫︀
0

(︁
𝜉(𝑠)T𝑄(𝑠)𝜉(𝑠) + 𝜉(𝑠)T𝑆(𝑠)𝜐(𝑠) + 𝜐(𝑠)T𝑆(𝑠)T𝜉(𝑠)+

+𝜐(𝑠)T𝐸(𝑠)𝜐(𝑠)
)︁
𝑑𝑠+ E 𝜉(𝑡𝑓)

T𝑅(𝑡𝑓) 𝜉(𝑡𝑓), 𝑡𝑓 > 0.

Задачи оптимального управления линейными системами с квадра-

тичным критерием качества управления известны как задачи линейно-

квадратичного управления. Если в системе управления присутствуют толь-

ко аддитивные гауссовские возмущения (т.е. при 𝐴(𝑖)(𝑡) ≡ 𝐵(𝑖)(𝑡) ≡ 0, 𝑖 =

1, 𝑏1, 𝐷(𝑖)(𝑡) ≡ 0, 𝑖 = 1, 𝑏2), то такие задачи называют задачами линейно-

квадратичного гауссовского управления. В указанных выше работах по

линейно-квадратичной задаче на конечном интервале времени можно вы-

делить два подхода к построению оптимальных регуляторов с неполной

обратной связью: построение статических регуляторов (или регуляторов с

мгновенной обратной связью) [11, 47–57] и построение динамических регу-

ляторов [12, 58–61, 109]. Первый подход заключается в том, что управле-

ние в каждый момент времени находится как значение некоторой функ-
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ции времени и текущих измерений 𝜐(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝜁(𝑡), 𝜂(𝑡)), 𝑡 > 0, где

𝑢 : ℛ+ × ℛ𝑝1 × ℛ𝑝2 → ℛ𝑚 – некоторая борелевская функция. При этом,

как правило, постулируется линейная структура функции 𝑢 относитель-

но наблюдений и строятся условия оптимальности в более узком классе

допустимых законов управления. В случае динамической обратной связи

полагается, что величина управляющих воздействий в каждый момент вре-

мени определяется на основании информации о всей истории наблюдений

до данного момента времени.

Классический пример регулятора, построенного по принципу дина-

мической обратной связи, дает известный принцип разделения (см. ра-

боты [12, 37, 41, 61, 62, 109]). Согласно данному принципу решение в за-

даче линейно-квадратичного гауссовского управления имеет вид 𝜐(𝑡) =

−𝐾(𝑡)𝜉(𝑡), 𝑡 > 0, где матричный коэффициент 𝐾 : ℛ+ → ℛ𝑚×𝑛 в точ-

ности совпадает с соответствующим коэффициентом регулятора с полной

обратной связью, а 𝜉(𝑡) – наилучшая в среднем квадратическом оценка со-

стояния системы, полученная на основе всех измерений до момента време-

ни 𝑡, которая может быть получена с использованием линейных уравнений

фильтра Калмана–Бьюси [63]. При этом выбор оптимальных параметров

фильтра не зависит от выбора оптимального коэффициента регулятора, и

наоборот. Таким образом, задача оптимального управления при неполной

информации сведена к двум раздельным задачам оптимального управле-

ния и оценивания.

Стоит отметить, что для линейных систем с мультипликативными

случайными возмущениями уравнения фильтра для оптимальной оценки

состояния не являются линейными, что усложняет его исследование и ре-

ализацию [64,65]. Это приводит к необходимости построения оптимальных
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фильтров линейной структуры [64,66]. Помимо этого, для линейных систем

с мультипликативными шумами, вообще говоря, не справедлив принцип

разделения и поэтому задача синтеза оптимального динамического регуля-

тора приводит к решению двух связанных задач оптимального управления

и оценивания [58–60,67].

Известно, что задача линейно-квадратичного гауссовского управле-

ния, вообще говоря, не имеет решения, если матрицы 𝐸(𝑡), 𝑡 > 0, в

критерии не являются положительно определенными. При этом в рабо-

тах [48,50,51,57] отмечается, что если на систему действуют мультиплика-

тивные по управлению возмущения, то задача перестает быть вырожден-

ной даже в том случае, когда матрицы 𝐸(𝑡), 𝑡 > 0, являются отрицательно

определенными. С целью подчеркнуть указанные здесь и другие особенно-

сти, системы, описываемые уравнениями вида (0.1), называют: линейными

в широком смысле [110], билинейными [111], с мультипликативными по со-

стоянию и управлению шумами [45,50,60,68–70,108], с зависящими от состо-

яния и управления шумами [58,59,66,71–80] или квазилинейными [52–55].

Задача оптимального управления линейными стохастическими систе-

мами на бесконечном интервале времени тесно связана с задачей стабили-

зации данных систем. Различные вопросы устойчивости линейных стоха-

стических систем исследовались в работах [65,68, 73, 77, 81, 83, 89, 92–94,98,

101, 104, 112, 113]. Как правило, изучение вопросов устойчивости и опти-

мальной стабилизации проводится для стационарных (или автономных)

стохастических систем. Это, в первую очередь, связано с тем, что даже

при отсутствии случайных возмущений анализ асимптотической устойчи-

вости и решение задачи оптимальной стабилизации для нестационарных

систем сопряжены с рядом трудностей. Поэтому будем дальше полагать,
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что матрицы системы и критерия не зависят от времени:

𝑑𝜉(𝑡) =
(︀
𝐴(0)𝜉(𝑡) +𝐵(0)𝜐(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

+
𝑏1∑︀
𝑖=1

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑡) +𝐵(𝑖)𝜐(𝑡) + 𝐶(𝑖)

)︀
𝑑𝛽

(1)
𝑖 (𝑡), 𝜉(0) = 𝜉0,

(0.3)

𝑑𝜁(𝑡) = 𝐷(0)𝜉(𝑡)𝑑𝑡+
𝑏2∑︀
𝑖=1

(︀
𝐷(𝑖)𝜉(𝑡) + 𝐹 (𝑖)

)︀
𝑑𝛽

(2)
𝑖 (𝑡), 𝜁(0) = 0,

𝜂(𝑡) = 𝐺𝜉(𝑡), 𝑡 > 0,

𝐽∞(𝜐) = E
+∞∫︀
0

(︁
𝜉(𝑠)T𝑄𝜉(𝑠) + 𝜉(𝑠)T𝑆 𝜐(𝑠)+

+𝜐(𝑠)T𝑆T𝜉(𝑠) + 𝜐(𝑠)T𝐸 𝜐(𝑠)
)︁
𝑑𝑠,

где 𝐴(0), 𝐴(𝑖) ∈ ℛ𝑛×𝑛, 𝐵(0), 𝐵(𝑖) ∈ ℛ𝑛×𝑚, 𝐶(𝑖) ∈ ℛ𝑛, 𝑖 = 1, 𝑏1; 𝐷(0), 𝐷(𝑖) ∈

ℛ𝑝1×𝑛, 𝐹 (𝑖) ∈ ℛ𝑝1, 𝑖 = 1, 𝑏2; 𝐺 ∈ ℛ𝑝2×𝑛, 𝑄 ∈ 𝒮𝑛, 𝑆 ∈ ℛ𝑛×𝑚, 𝐸 ∈ ℛ𝑚×𝑚;

𝐸 ≻ 0, 𝑄 ⪰ 𝑆𝐸−1𝑆T.

Нетрудно видеть, что критерий 𝐽∞ устроен таким образом, что для

того, чтобы значение критерия 𝐽∞(𝜐) было конечным, управление 𝜐 долж-

но обеспечивать достаточную скорость сходимости в среднем квадратиче-

ском процесса 𝜉 к нулю при 𝑡 → +∞. Однако, при воздействии на систе-

му аддитивных случайных возмущений
∑︀𝑏1

𝑖=1𝐶
(𝑖)𝑑𝛽

(1)
𝑖 (𝑡) этого невозможно

добиться. При этом теряет содержательный смысл постановка вопроса об

оптимальном управлении линейными системами на бесконечном интерва-

ле времени с классическим квадратичным критерием качества управле-

ния 𝐽∞. В связи с этим в ряде работ по оптимальной стабилизации стоха-

стических систем используются [45,60,74,75,79,80,90,103,106] усредненный

по времени интегральный функционал

̂︀𝐽∞(𝜐) = lim
𝑡𝑓→+∞

1

𝑡𝑓
E

𝑡𝑓∫︀
0

(︁
𝜉(𝑠)T𝑄𝜉(𝑠) + 𝜉(𝑠)T𝑆 𝜐(𝑠)+

+𝜐(𝑠)T𝑆T𝜉(𝑠) + 𝜐(𝑠)T𝐸 𝜐(𝑠)
)︁
𝑑𝑠,
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или не интегральный по времени критерий вида

̃︀𝐽∞(𝜐) = lim
𝑡𝑓→+∞

E
(︁
𝜉(𝑡𝑓)

T𝑄𝜉(𝑡𝑓) + 𝜉(𝑡𝑓)
T𝑆 𝜐(𝑡𝑓)+

+𝜐(𝑡𝑓)
T𝑆T𝜉(𝑡𝑓) + 𝜐(𝑡𝑓)

T𝐸 𝜐(𝑡𝑓)
)︁
.

Для того, чтобы значения данных критериев были определены, управление

𝜐 должно обеспечивать лишь существование конечного предела в среднем

квадратическом на бесконечности для процесса 𝜉.

Имеется ряд результатов [47,50,67,72,76,85,86,91,95,97,100,102,114,

115] по оптимальной с критерием 𝐽∞ стабилизации линейных стохасти-

ческих систем, которые не содержат аддитивных случайных возмущений

(т.е. когда 𝐶(𝑖) = 0, 𝑖 = 1, 𝑏1; при этом уравнения движения системы

иногда классифицируют как линейные однородные стохастические диф-

ференциальные уравнения [116]). Дело в том, что при 𝐶(𝑖) = 0, 𝑖 = 1, 𝑏1

уравнение состояния (0.3) допускает нулевое решение 𝜉(𝑡) ≡ 0 и становит-

ся возможным обеспечить его асимптотическую устойчивость в среднем

квадратическом [73]. В данном случае приобретает интересную интерпре-

тацию следующая задача стабилизации системы (0.3). Предположим, что

имеется функция 𝑢 : ℛ+ ×ℛ𝑝1 ×ℛ𝑝2 → ℛ𝑚 такая, что при любом началь-

ном условии 𝜉0, E‖𝜉0‖2 < +∞, управление 𝜐(𝑡) = 𝑢(𝑡, 𝜁(𝑡), 𝜂(𝑡)), 𝑡 > 0,

вместе с решением 𝜉 системы (0.3) с заданным управлением асимптоти-

чески стремятся к нулю в среднем квадратическом. Тогда коэффициенты

𝐴(𝑖)𝜉(𝑡) + 𝐵(𝑖)𝜐(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑏1, при шуме также стремятся к нулю в сред-

нем квадратическом. Другими словами, интенсивность воздействующих

на объект управления шумов уменьшается с течением времени, т.е. дан-

ное управление «подавляет» воздействие случайных возмущений на объект

управления. С целью подчеркнуть данную особенность, задача оптималь-

ной стабилизации, которая заключается в поиске стратегии управления 𝑢,
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которая обеспечивают асимптотическую устойчивость в среднем квадра-

тическом замкнутой системы (0.3), в диссертационной работе также на-

зывается задачей подавления случайных возмущений, а соответствующая

задача оптимизации – задача оптимизации процесса подавления случайных

возмущений. Будем далее полагать, что 𝐶(𝑖) = 0, 𝑖 = 1, 𝑏1.

Из работ по оптимальной стабилизации с критерием 𝐽∞ линей-

ных стохастических систем без аддитивных шумов стоит выделить рабо-

ты [47, 50, 76, 91, 100, 114, 115], в которых при различных предположени-

ях о системе и критерии исследуется задача оптимальной стабилизации с

полной информацией о состоянии системы (т.е. при 𝜂(𝑡) = 𝜉(𝑡), 𝑡 > 0).

Частные случаи поставленной задачи изучены в [47,76,115]. В работе [114]

в данной задаче получены достаточные условия оптимальности. В рабо-

тах [50,100], с допущением, что матрицы в критерии могут быть неопреде-

ленными, получены необходимые условия оптимальности. Стоит отметить,

что во всех перечисленных здесь работах оптимальное управление прини-

мает вид линейного стационарного регулятора. В диссертационной рабо-

те для данной задачи, допуская лишь неотрицательную определенность

матрицы 𝑄, получены необходимые и одновременно достаточные условия

оптимальности линейного стационарного регулятора среди широкого мно-

жества допустимых управлений.

Также стоит отметить работы [47, 72, 86], которые посвящены задаче

синтеза оптимального стабилизирующего линейного стационарного регуля-

тора вида 𝜐(𝑡) = −𝐾𝜂(𝑡), 𝐾 ∈ ℛ𝑚×𝑝2, 𝑡 > 0, для линейных стохастических

систем с мультипликативными шумами. В работе [86] предложена числен-

ная процедура синтеза оптимального скалярного линейного стационарного

регулятора, а в [47, 72] получены достаточные условия оптимальности в
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классе линейных стационарных регуляторов. В диссертационном исследо-

вании получены необходимые условия оптимальности стабилизирующего

линейного стационарного регулятора. Кроме того, получены необходимые

условия оптимальности с информационными ограничениями более обще-

го вида, которые заключаются в том, что каждая компонента управления

зависит от заранее заданного набора компонент вектора измерений. Такие

ограничения характерны при управлении крупномасштабными объектами

или децентрализованном управлении.

С учетом перечисленных работ можно заключить, что подавляющее

большинство результатов в задаче оптимальной стабилизации линейных

стохастических систем касается статических и динамических регуляторов

линейной структуры. При этом если изначально предполагать линейную

структуру регулятора, то изначальная задача сводится к частному случаю

задачи следующего вида:

𝑑𝜉(𝑡) = 𝐴(0)(𝑢(𝑡))𝜉(𝑡)𝑑𝑡+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑡))𝜉(𝑡)𝑑𝛽𝑖(𝑡), 𝜉(0) = 𝜉0, (0.4)

𝐽∞(𝑢) = E
+∞∫︀
0

𝜉(𝑠)T𝐿(𝑢(𝑠)) 𝜉(𝑠)𝑑𝑠, (0.5)

где 𝐴(𝑖) : ℛ𝑚 → ℛ𝑛×𝑛, 𝑖 = 1, 𝑏, – непрерывно дифференцируемые на ℛ𝑚

матричнозначные отображения; 𝑢 : ℛ+ → ℛ𝑚 – управление; 𝛽 : ℛ+×Ω →

ℛ𝑏 – стандартный винеровский процесс, который является мартингалом

относительно потока {ℱ𝑡}𝑡>0; 𝐿 : ℛ𝑚 → 𝒮𝑛×𝑛 – дифференцируемое на ℛ𝑚

матричнозначное отображение, 𝐿(𝑣) ⪰ 0, 𝑣 ∈ ℛ𝑚.

Математические модели, которые описываются стохастическими

дифференциальными уравнениями вида (0.4), здесь и далее называются

квазилинейными стохастическими системами с управляемыми параметра-

ми и являются основным объектом исследования диссертационной работы.
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Детерминированный аналог системы подобного вида рассматривался в ра-

боте [117], модификация данной системы при наличии только аддитивных

шумов встречалась в работе [118], в [119–121] рассматривались математи-

ческие модели с наличием мультипликативных и аддитивных шумов, а в

работе [122] решена задача оптимальной стабилизации с усредненным по

времени интегральным критерием систем данного вида при наличии муль-

типликативных и аддитивных шумов. Результатов в задаче оптимальной

стабилизации системы вида (0.4) с критерием (0.5) на текущий момент не

известно.

Стоит отметить, что управление 𝑢 является детерминированным про-

граммным управлением. На первый взгляд такая постановка задачи про-

тиворечит духу теории стохастического управления, в которой обычно ис-

комое управление зависит от текущих измерений. Однако, можно принять

точку зрения, что 𝑢 задает структуру действующих на объект управляю-

щих воздействий. В частности, если отображения 𝐴(𝑖), 𝑖 = 0, 𝑏 линейны,

то 𝑢 играет роль коэффициентов линейного регулятора, подставленного в

систему.

Для того, чтобы сформулировать основной результат диссертацион-

ной работы, введем следующие обозначения. Обозначим через 𝒟𝜉0 мно-

жество допустимых процессов управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣), которые являются

парами случайных процессов 𝜉 и векторов 𝑣 ∈ ℛ𝑚, таких что

1. Непрерывный случайный процесс 𝜉 является решением уравне-

ния (0.4) с начальным условием 𝜉0 и управлением 𝑢(𝑡) ≡ 𝑣.
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2. Выполнено условие

E
+∞∫︁
0

‖𝜉(𝑠)‖2𝑑𝑠 < +∞.

О п р е д е л е н и е. Вектор 𝑣, для которого существует допустимый

процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝜉0, будем называть допустимым.

О п р е д е л е н и е. Вектор 𝑣 будем называть стабилизирующим, ес-

ли он является допустимым при любом 𝜉0, E‖𝜉0‖2 < +∞.

Множество всех стабилизирующих векторов обозначим 𝒱 ⊂ ℛ𝑚, а

множество соответствующих процессов управления 𝒟𝒱
𝜉0

,

𝒟𝒱
𝜉0
:= {(𝜉, 𝑣) : (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝜉0, 𝑣 ∈ 𝒱}.

На множестве 𝒟𝒱
𝜉0

определим функционал

𝐽(𝑧) := 𝐽∞(𝑢), 𝑧 = (𝜉, 𝑣), 𝑢(𝑡) ≡ 𝑣. (0.6)

Задача оптимальной стабилизации заключается в поиске процесса

управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

, который будет минимизировать критерий

𝐽 на допустимом множестве 𝒟𝒱
𝜉0

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝒱

𝜉0

𝐽(𝑧). (0.7)

Основным результатом диссертационной работы являются следую-

щие необходимые условия оптимальности.

Т е о р е м а. Если процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

оптимален в

задаче (0.4),(0.6), (0.7), то выполнены следующие условия

tr
[︀(︀
𝑀

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐴(0)(𝑣) +

𝑏∑︀
𝑗=1

𝐴(𝑗)(𝑣)T𝑀
𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐴(𝑗)(𝑣)+

+
1

2

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐿(𝑣)

)︀
𝑃
]︀
= 0, 𝑖 = 1,𝑚,
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где неотрицательно определенные матрицы 𝑀 ∈ 𝒮𝑛 и 𝑃 ∈ 𝒮𝑛 – единствен-

ные решения уравнений

𝑀𝐴(0)(𝑣) + 𝐴(0)(𝑣)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)T𝑀𝐴(𝑖)(𝑣) = −𝐿(𝑣),

𝑃𝐴(0)(𝑣)T + 𝐴(0)(𝑣)𝑃 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)𝑃𝐴(𝑖)(𝑣)T = −𝑃0,

𝑃0 := E 𝜉0 𝜉
T
0 .

На основе полученных условий оптимальности в диссертационной ра-

боте предложен численный метод синтеза оптимального стабилизирующего

вектора 𝑣. Из теоремы следует, что оптимальный стабилизирующий век-

тор зависит от матрицы 𝑃0 вторых начальных моментов случайной ве-

личины 𝜉0. Данное наблюдение служит отправной точкой для построе-

ния алгоритма синтеза субоптимального программного стабилизирующе-

го управления для квазилинейных стохастических систем с управляемыми

параметрами. Суть предлагаемой в диссертации процедуры синтеза про-

граммного управления заключается в периодическом пересчете матрицы

вторых начальных моментов текущего состояния системы и оптимально-

го стабилизирующего вектора. Данные результаты содержатся в первой

главе диссертации. Во второй главе полученные условия оптимальности и

предложенный метод были конкретизированы в задаче оптимальной ста-

билизации линейных стохастических систем с мультипликативными шума-

ми при наличии информационных ограничений. В третьей главе получены

условия оптимальности в задаче с полной информацией о состоянии.

Фундаментом для используемого в диссертационной работе

метода исследования выступает метод функций Ляпунова–Лагранжа,

разработанный М. М. Хрусталёвым [31,32] для решения задачи оптимиза-

ции в стохастических дифференциальных играх с неполной информацией.
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Данный метод является обобщением метода функций В. Ф. Крото-

ва [123] на стохастические системы. Центральной идеей метода функций

Ляпунова–Лагранжа является построение вспомогательного функционала

качества управления, который на допустимом множестве совпадает с

исходным функционалом качества, но при этом содержит функции,

подлежащие определению. Вспомогательный функционал, который стро-

ится в методе Ляпунова–Лагранжа, был позднее назван функционалом

Лагранжа–Кротова [120, 121]. В соответствии с принципом расширения

В. И. Гурмана [123] подбор функций Ляпунова–Лагранжа определен-

ным образом позволяет добиться упрощения решения исходной задачи.

В работах [31, 32] предполагалось, что функции Ляпунова–Лагранжа

нелинейно зависят от вероятностной меры, и построение вспомогатель-

ного функционала качества проводилось при помощи функционального

дифференциального уравнения в специально построенном для этого

пространстве вероятностных мер. Для целей диссертационной работы

оказалось достаточно использования функций Ляпунова–Лагранжа более

простого вида и, как следствие, более простого метода построения допол-

нительного функционала, основанного на формуле Ито. Схожий подход

к построению модифицированного функционала качества использовался,

например, в работе [114].

Практическая значимость. В диссертационной работе были разрабо-

таны новые алгоритмы синтеза оптимальных стратегий управления в зада-

че оптимальной стабилизации для богатого класса математических моде-

лей, вносящие существенный вклад в арсенал методов оптимизации процес-

сов функционирования сложных технических систем при наличии возму-

щений и неполноты информации. Был разработан комплекс программ для
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решения задачи синтеза оптимального управления и произведена его госу-

дарственная регистрация. С помощью разработанного комплекса программ

был решен ряд демонстративных примеров и прикладных задач авиацион-

ной и ракетно-космической техники. Также стоит отметить, что получен-

ный алгоритм синтеза субоптимального программного управления отлича-

ется простотой и в силу своей структуры позволяет производить расчет в

реальном времени.

Достоверность полученных результатов подтверждается математиче-

скими доказательствами, численными экспериментами и сравнением полу-

ченных результатов с уже существующими. Работа предложенных алго-

ритмов и программ была проверена на ряде демонстративных примеров

и прикладных задач. Приведенные условия оптимальности согласуются с

известными результатами в области исследования.

Апробация работы. Ключевые результаты диссертационной рабо-

ты были получены при поддержке РФФИ (гранты №15-07-09091, №16-

08-00472). Основные результаты опубликованы в изданиях из переч-

ня ВАК [124, 125] или входящих в международные наукометрические

базы данных [126, 127], опубликованы в других изданиях [128] и бы-

ли доложены на региональных и международных научных конферен-

циях [126, 127, 129–132]: III Национальный Суперкомпьютерный Форум

(Переславль-Залесский, 2014), 14-я Международная конференция «Авиа-

ция и космонавтика-2015» (Москва, 2015), 42-я Молодежная научная кон-

ференция «Гагаринские чтения-2016» (Москва-2016), 13-я Международная

конференция «Устойчивость и колебания нелинейных систем управления»

(Москва, 2016), 14-я Международная конференция «Устойчивость и коле-

бания нелинейных систем управления» (Москва, 2018), XIII Всероссийское
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совещание по проблемам управления (Москва, 2019). Кроме того имеется

свидетельство о регистрации программы для ЭВМ [133].

Личный вклад автора. Все новые научные результаты, изложенные

в диссертационной работе, получены лично автором. Работы [125,127,132]

содержат результаты в задаче оптимальной стабилизации квазилинейных

стохастических систем с управляемыми параметрами, в работах [125, 127]

получены необходимые условия оптимальности данной задаче и предложе-

ны численные методы синтеза оптимального вектора параметров, в [132]

предложен алгоритм синтеза субоптимального программного управления.

Результаты по задаче оптимальной стабилизации линейных стохастических

систем с мультипликативными возмущениями при наличии информацион-

ных ограничений получены в [125, 126, 131]. Необходимые и одновременно

достаточные условия оптимальности в задаче оптимизации процесса по-

давления случайных возмущений в линейных стохастических системах с

мультипликативными возмущениями с полной обратной связью получены

в работах [124, 128, 129]. Применения полученных результатов к задачам

стабилизации технических систем приведены в работах [124, 128] и были

доложены на конференциях [126,127,130].

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и биб-

лиографического списка из 137 наименований. Работа изложена на 102

страницах машинописного текста и содержит 3 рисунка.

В первой главе формулируются результаты диссертационной работы,

посвященные задаче оптимальной стабилизации квазилинейных стохасти-

ческих систем с управляемыми параметрами.

Во второй главе получены результаты, связанные с задачей оптималь-

ной стабилизации линейных стохастических систем с мультипликативными
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шумами при наличии информационных ограничений.

Третья глава диссертационной работы посвящена задаче оптимиза-

ции процесса подавления случайных возмущений в квазилинейных стоха-

стических системах при наличии полной информации о состоянии.

Четвертая глава диссертации содержит описание комплекса про-

грамм, разработанного в процессе диссертационного исследования, а также

решение ряда прикладных задач авиационной и ракетно-космической тех-

ники.

Научные результаты, выносимые на защиту:

1) Выделен и исследован новый класс математических моделей – ква-

зилинейные стохастические системы с управляемыми параметрами.

Для математических моделей выделенного класса сформулирована и

поставлена задача оптимальной стабилизации [125,127,132].

2) В задаче оптимальной стабилизации получены необходимые условия

оптимальности:

а) стабилизирующего вектора в квазилинейных стохастических си-

стемах с управляемыми параметрами [125,127,132];

б) линейного стационарного регулятора в линейных стохастиче-

ских системах с мультипликативными шумами системах при на-

личии информационных ограничений [125,126,131].

3) Разработаны эффективные численные методы градиентного типа для

построения:

а) оптимального стабилизирующего вектора и субоптимального

векторного программного управления в задаче оптимальной ста-
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билизации в квазилинейных стохастических системах с управля-

емыми параметрами [125,127,132,133];

б) оптимального стабилизирующего линейного стационарного ре-

гулятора и субоптимального линейного нестационарного регуля-

тора в задаче оптимальной стабилизации в линейных стохасти-

ческих системах с мультипликативными шумами при наличии

информационных ограничений [125,126,131].

4) Полученные численные методы реализованы в виде комплекса про-

грамм.

5) Получены необходимые и достаточные условия оптимальности в за-

даче оптимальной стабилизации в линейных стохастических системах

с мультипликативными шумами при наличии полной информации о

состоянии [128,129].

6) Полученные результаты применены для моделирования и реше-

ния задач оптимальной стабилизации движения спутника с упругой

штангой [130], движения спутника на круговой орбите [124], опти-

мального сближения двух спутников на круговой орбите [127].

Результаты диссертационной работы соответствуют пп. 1–4 паспорта

специальности 05.13.18 и пп. 2, 4, 5 паспорта специальности 05.13.01.
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1. Оптимальная стабилизация квазилинейных

стохастических систем с управляемыми параметрами

В первой главе формулируются результаты диссертационной работы,

связанные с задачей оптимальной стабилизации квазилинейных стохасти-

ческих систем с управляемыми параметрами.

Раздел 1.1 содержит постановку задачи оптимальной стабилизации

квазилинейных стохастических систем с управляемыми параметрами. Вво-

дятся основные понятия и обозначения, используемые далее в работе. По-

строению функционала Лагранжа–Кротова для поставленной задачи по-

священ раздел 1.2. В разделе 1.3 проводится анализ свойств стабилизиру-

ющих векторов для квазилинейных стохастических систем с управляемыми

параметрами. В §1.4 получены необходимые условия оптимальности в клас-

се стабилизирующих векторов. Раздел 1.5 содержит численную процедуру

синтеза оптимального стабилизирующего вектора параметров. Процедура

синтеза субоптимального программного управления предложена в §1.6.

1.1. Постановка задачи оптимальной стабилизации квазилиней-

ных стохастических систем с управляемыми параметрами

Квазилинейные стохастические системы с управляемыми параметра-

ми описываются стохастическими дифференциальными уравнениями Ито
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вида

𝑑𝜉(𝑡) = 𝐴(0)(𝑢(𝑡))𝜉(𝑡)𝑑𝑡+
𝑏∑︁

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑡))𝜉(𝑡) 𝑑𝛽𝑖(𝑡), 𝜉(0) = 𝜉0, (1.1)

где 𝑡 > 0 – время; 𝜉 – случайный процесс со значениями в ℛ𝑛; 𝛽 – стандарт-

ный винеровский процесс со значениями в ℛ𝑏; 𝑢 : ℛ+ → ℛ𝑚 – программное

управление; 𝐴(𝑖) : ℛ𝑚 → ℛ𝑛×𝑛, 𝑖 = 0, 𝑏, – непрерывно-дифференцируемые

матричнозначные функции на ℛ𝑚; 𝜉0 – случайный вектор, который не за-

висит от 𝛽(𝑡), 𝑡 ≥ 0, и удовлетворяет условию E‖𝜉0‖2 < +∞.

Обозначим через 𝒟𝜉0 множество допустимых процессов управления

𝑧 = (𝜉, 𝑢), которые являются парами случайных процессов 𝜉 и функций

управления 𝑢, таких что

1. Функция 𝑢 является ограниченной кусочно-непрерывной на каждом

конечном интервале времени.

2. Непрерывный случайный процесс 𝜉 является решением уравне-

ния (1.1) с заданными 𝜉0 и 𝑢.

3. Выполнено условие

E
+∞∫︁
0

‖𝜉(𝑠)‖2𝑑𝑠 < +∞. (1.2)

О п р е д е л е н и е 1. Управление 𝑢, для которого существует допу-

стимый процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟𝜉0, будем называть допустимым.

О п р е д е л е н и е 2. Управление 𝑢 будем называть стабилизиру-

ющим, если оно является допустимым при любом 𝜉0, E‖𝜉0‖2 < +∞.

З а м е ч а н и е 1. Управление 𝑢 является стабилизирующим тогда

и только тогда, когда замкнутая по 𝑢 система асимптотически устойчива

в среднем квадратическом.
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На множестве 𝒟𝜉0 определим функционал 𝐽 : 𝒟𝜉0 → ℛ

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︁
0

𝜉(𝑠)T𝐿(𝑢(𝑠))𝜉(𝑠)𝑑𝑠, (1.3)

где 𝐿 : ℛ𝑚 → 𝒮𝑛 – дифференцируемая на ℛ𝑚 матричнозначная функция,

такая что 𝐿(𝑣) < 0, 𝑣 ∈ ℛ𝑚.

Задача состоит в поиске процесса управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟𝜉0, кото-

рый будет минимизировать критерий (1.3) на 𝒟𝜉0

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝜉0

𝐽(𝑧). (1.4)

1.2. Функционал Лагранжа–Кротова

Следуя методу Ляпунова–Лагранжа [31, 122], построим для данной

задачи вспомогательный функционал качества управления. Для этого фик-

сируем некоторый процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟𝜉0. Известно [10, тео-

рема 4.2.1], что для всякой функции (𝑡, 𝑥) ↦→ 𝜙(𝑡, 𝑥) : ℛ+ × ℛ𝑛 → ℛ,

имеющей непрерывные частные производные 𝜕𝜙
𝜕𝑡 ,

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, верна

формула Ито

𝜙(𝑡, 𝜉(𝑡)) = 𝜙(0, 𝜉0) +
𝑡∫︀
0

(︁
𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝑠, 𝜉(𝑠)) +∇𝑥𝜙(𝑠, 𝜉(𝑠))

T𝐴(0)(𝑢(𝑠))𝜉(𝑠)+

+
1

2

𝑏∑︀
𝑖=1

𝜉(𝑠)T𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))T𝐻𝜙
𝑥 (𝑠, 𝜉(𝑠))𝐴

(𝑖)(𝑢(𝑠))𝜉(𝑠)
)︁
𝑑𝑠+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝑡∫︀
0

∇𝑥𝜙(𝑠, 𝜉(𝑠))
T𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))𝜉(𝑠)𝑑𝛽𝑖(𝑠), 𝑡 > 0,

(1.5)

где ∇𝑥𝜙(𝑡, 𝑥) – градиент функции 𝜙(𝑡, ·), ∇𝑥𝜙 :=
(︀
𝜕𝜙
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑛

)︀T; 𝐻𝜙
𝑥 (𝑡, ·) –

матрица Гессе функции 𝜙(𝑡, 𝑥), (𝐻𝜙
𝑥 )𝑖𝑗 =

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Применяя данную формулу к 𝜙(𝑡, 𝑥) = 𝑥T𝑀𝑥, (𝑡, 𝑥) ∈ ℛ+ × ℛ𝑛,
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где 𝑀 ∈ 𝒮𝑛, получим равенство

𝜉(𝑡)T𝑀𝜉(𝑡) = 𝜉T
0 𝑀𝜉0 +

𝑡∫︀
0

𝜉(𝑠)T
(︀
𝑀𝐴(0)(𝑢(𝑠)) + 𝐴(0)(𝑢(𝑠))T𝑀+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))T𝑀𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))
)︀
𝜉(𝑠)𝑑𝑠+

+2
𝑏∑︀

𝑖=1

𝑡∫︀
0

𝜉(𝑠)T𝑀𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))𝜉(𝑠)𝑑𝛽𝑖(𝑠), 𝑡 > 0.

Возьмем математическое ожидание от левой и правой частей этого

равенства. Тогда, учитывая свойства стохастического интеграла Ито [10,

теорема 3.2.1], будем иметь

E
(︁
𝜉(𝑡)T𝑀𝜉(𝑡)

)︁
= E

(︁
𝜉T
0 𝑀𝜉0

)︁
+ E

𝑡∫︀
0

𝜉(𝑠)T
(︀
𝑀𝐴(0)(𝑢(𝑠))+

+𝐴(0)(𝑢(𝑠))T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))T𝑀𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))
)︀
𝜉(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 > 0.

Устремляя 𝑡 к бесконечности, учитывая (1.2), получим

E
(︁
𝜉T
0 𝑀𝜉0

)︁
+ E

+∞∫︀
0

𝜉(𝑠)T
(︀
𝑀𝐴(0)(𝑢(𝑠)) + 𝐴(0)(𝑢(𝑠))T𝑀+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))T𝑀𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))
)︀
𝜉(𝑠)𝑑𝑠 = 0.

(1.6)

Теперь рассмотрим вспомогательный функционал качества управле-

ния Γ : 𝒟𝜉0 → ℛ

Γ(𝑧) := E
(︁
𝜉T
0 𝑀𝜉0

)︁
+ E

+∞∫︀
0

𝜉(𝑠)T
(︀
𝑀𝐴(0)(𝑢(𝑠)) + 𝐴(0)(𝑢(𝑠))T𝑀+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠))T𝑀𝐴(𝑖)(𝑢(𝑠)) + 𝐿(𝑢(𝑠))
)︀
𝜉(𝑠)𝑑𝑠.

Нетрудно видеть, что, в силу равенства (1.6) и произвольности выбора про-

цесса управления 𝑧, выполнено следующее важное свойство

Γ(𝑧) ≡ 𝐽(𝑧), 𝑧 ∈ 𝒟𝜉0, (1.7)

которое не зависит от выбора матрицы 𝑀 ∈ 𝒮𝑛.

Введем в рассмотрение отображение 𝐻 : ℛ𝑚 ×ℛ𝑛×𝑛 → ℛ𝑛×𝑛

𝐻(𝑣,𝑀) := 𝑀𝐴(0)(𝑣) + 𝐴(0)(𝑣)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)T𝑀𝐴(𝑖)(𝑣) + 𝐿(𝑣). (1.8)
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При помощи отображения 𝐻 можно переписать функционал Γ в более ком-

пактном виде

Γ(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ E

+∞∫︁
0

𝜉(𝑠)T𝐻(𝑢(𝑠),𝑀)𝜉(𝑠)𝑑𝑠, (1.9)

где 𝑃0 ∈ ℛ𝑛×𝑛 – матрица вторых начальных моментов вектора 𝜉0.

1.3. Стабилизирующий вектор параметров

В данном и следующем разделе будут рассмотрены постоянные по

времени стратегии управления 𝑢(𝑡) ≡ 𝑣 ∈ ℛ𝑚. При этом будем отождеств-

лять вектор параметров 𝑣 и соответствующую этому вектору стратегию

управления 𝑢(𝑡) ≡ 𝑣 и писать 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝜉0. Если соответствующее

вектору программное управление является допустимым или стабилизиру-

ющим, то вектор будем также называть допустимым или стабилизирую-

щим соответственно. Множество всех стабилизирующих векторов обозна-

чим 𝒱 ⊂ ℛ𝑚, а множество соответствующих процессов управления 𝒟𝒱
𝜉0

,

𝒟𝒱
𝜉0
:= {(𝜉, 𝑣) : (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝜉0, 𝑣 ∈ 𝒱}.

Позже нам потребуется следующий результат, касающийся стабили-

зирующих векторов.

Л е м м а 1. Если вектор 𝑣 является стабилизирующим, то существу-

ет неотрицательно определенная матрица 𝑀 ∈ 𝒮𝑛, которая является един-

ственным решением уравнения

𝑀𝐴(0)(𝑣) + 𝐴(0)(𝑣)T𝑀 +
𝑏∑︁

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)T𝑀𝐴(𝑖)(𝑣) = −𝐿(𝑣). (1.10)

Линейное матричное уравнение (1.10) называют обобщенным урав-

нением Ляпунова, и оно играет ключевую роль при анализе устойчивости
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уравнения (1.1). Подробное изучение свойств данного уравнения имеет-

ся в монографии [114]. Доказательство леммы 1 приведено в работе [122,

стр. 68]. Прямым следствием данной леммы и равенств (1.7), (1.8), (1.9)

является следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е 1. Пусть имеется процесс управления 𝑧 =

(𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

. Значение критерия 𝐽(𝑧) можно вычислить по формуле

𝐽(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
, (1.11)

где неотрицательно определенная матрица 𝑀 ∈ 𝒮𝑛 – единственное решение

уравнения (1.10).

Теперь покажем, что на множестве 𝒟𝒱
𝜉0

функционал Γ можно предста-

вить в виде функции Γ̂ от переменной 𝑣, дифференцируемой на 𝒱 . Пусть

имеется процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟𝜉0. Известно (см., например, [114,

стр. 9]), что матрица вторых начальных моментов 𝑃 (𝑡) случайной величи-

ны 𝜉(𝑡) описывается линейным обыкновенным матричным дифференци-

альным уравнением

𝑃̇ (𝑡) = 𝐴(0)(𝑢(𝑡))𝑃 (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(0)(𝑢(𝑡))T+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑢(𝑡))𝑃 (𝑡)𝐴(𝑖)(𝑢(𝑡))T, 𝑡 > 0, 𝑃 (0) = 𝑃0.
(1.12)

Предположим, что 𝑢(𝑡) ≡ 𝑣 ∈ ℛ𝑚. Проинтегрируем уравнение (1.12)

на интервале [0,+∞). При этом будем учитывать, что, как следует из (1.2),

предел ‖𝑃 (𝑡)‖ при 𝑡 → +∞ равен нулю. Получим линейное матричное

уравнение

−𝑃0 = 𝑃𝐴(0)(𝑣)T + 𝐴(0)(𝑣)𝑃 +
𝑏∑︁

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)𝑃𝐴(𝑖)(𝑣)T, (1.13)

где 𝑃 :=
+∞∫︀
0

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠.
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Используя симметрическое произведение Кронекера и оператор сим-

метрической векторизации, уравнения (1.12) и (1.13) можно переписать в

виде линейных векторных уравнений относительно svec
[︀
𝑃 (𝑡)

]︀
и svec

[︀
𝑃
]︀

svec[𝑃̇ (𝑡)] = Λ(𝑣) svec
[︀
𝑃 (𝑡)

]︀
, 𝑡 > 0,

svec[𝑃 (0)] = svec[𝑃0],
(1.14)

Λ(𝑣) svec
[︀
𝑃
]︀
= −svec

[︀
𝑃0

]︀
, (1.15)

Λ(𝑣) :=
(︀
2𝐴(0)(𝑣)⊗𝑠 𝐼 +

𝑏∑︁
𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)⊗𝑠 𝐴
(𝑖)(𝑣)

)︀
,

где 𝐼 ∈ 𝒮𝑛 – единичная матрица. Верны следующие утверждения.

У т в е р ж д е н и е 2. Вектор 𝑣 является стабилизирующим тогда и

только тогда, когда вещественные части собственных чисел матрицы Λ(𝑣)

строго меньше нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как было отмечено в замечании 1, вектор

𝑣 является стабилизирующим в том и только в том случае, когда замкну-

тая система асимптотически устойчива в среднем квадратическом. Как из-

вестно (см., например, [114, стр. 11–13]), что система (1.1) асимптотически

устойчива в среднем квадратическом, если и только если асимптотически

устойчивы матричное дифференциальное уравнение (1.12) или эквивалент-

ная ей система линейных дифференциальных уравнений (1.14). Из теории

устойчивости детерминированных систем хорошо известно, что линейная

система с постоянными коэффициентами (1.14) асимптотически устойчива

тогда и только тогда, когда спектр матрицы системы Λ(𝑣) принадлежит

левой открытой полуплоскости.

У т в е р ж д е н и е 3. Множество 𝒱 является открытым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из свойств симметрического произведе-

ния Кронекера и дифференцируемости отображений 𝐴(𝑖), 𝑖 = 1,𝑚, по 𝑣
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на ℛ𝑚 следует, что отображение Λ : ℛ𝑚 → ℛ
𝑛(𝑛+1)

2 ×𝑛(𝑛+1)
2 также является

дифференцируемым по 𝑣 на ℛ𝑚. В частности, оно является непрерывным.

Из утверждения 2 следует, что при отображении Λ множество 𝒱 есть пол-

ный прообраз множества асимптотически устойчивых матриц, которое яв-

ляется открытым. Таким образом, множество 𝒱 как прообраз открытого

множества при непрерывном отображении, является открытым.

У т в е р ж д е н и е 4. Если 𝑣 ∈ 𝒱 , то существует неотрицательно

определенная матрица 𝑃 ∈ 𝒮𝑛, которая является единственным решением

уравнения (1.13). При этом 𝑃 можно рассматривать как дифференцируе-

мую функцию от 𝑣.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим эквивалентное (1.13) линей-

ное векторное уравнение с постоянными коэффициентами (1.15). Из утвер-

ждения 2 следует, что матрица системы не вырождена и, следовательно,

существует единственное решение данного уравнения

svec
[︀
𝑃
]︀
= −Λ(𝑣)−1 svec

[︀
𝑃0

]︀
. (1.16)

Полученная таким образом матрица 𝑃 будет удовлетворять уравнению

(1.13) и по построению является неотрицательно определенной. Посколь-

ку при любом 𝑣 ∈ 𝒱 определена соответствующая матрица 𝑃 , будем да-

лее полагать, что имеется отображение 𝑃 : 𝒱 → ℛ𝑛×𝑛, которое опреде-

ляется равенством (1.16). Более того, функция 𝑃 является дифференци-

руемой функцией на ℛ𝑚. Действительно, значения частных производных
𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝑃 (𝑣), 𝑖 = 1,𝑚, можно найти из равенств (1.13) или (1.15) как произ-

водные неявной функции. Продифференцируем, например, (1.15) по 𝑣𝑖 и

получим [︁ 𝜕

𝜕𝑣𝑖
Λ(𝑣)

]︁
svec

[︁
𝑃 (𝑣)

]︁
+ Λ(𝑣) svec

[︁ 𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝑃 (𝑣)

]︁
= 0,
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откуда

svec
[︁ 𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝑃 (𝑣)

]︁
= −Λ(𝑣)−1 𝜕

𝜕𝑣𝑖
Λ(𝑣) svec

[︀
𝑃 (𝑣)

]︀
=

= −Λ(𝑣)−1 𝜕

𝜕𝑣𝑖
Λ(𝑣)Λ(𝑣)−1 svec

[︀
𝑃0

]︀
.

(1.17)

В постановке задачи указано, что отображения 𝐴(𝑖), 𝑖 = 0, 𝑏, непрерывно

дифференцируемы на ℛ𝑚, и из равенства (1.17) следует, что частные про-

изводные
𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝑃 , 𝑖 = 1,𝑚 также являются непрерывными функциями на

множестве 𝒱 . Таким образом, выполняются достаточные условия диффе-

ренцируемости отображения 𝑃 на множестве 𝒱 .

Пусть 𝑀 ∈ 𝒮𝑚 – некоторая матрица. При помощи интеграла мат-

рицы вторых моментов 𝑃 (𝑣), мы можем представить функционал Γ на

множестве 𝒟𝒱
𝜉0

в следующем виде

Γ(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ E

+∞∫︀
0

𝜉(𝑠)T𝐻(𝑣,𝑀)𝜉(𝑠)𝑑𝑠 =

= tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+

+∞∫︀
0

E tr
[︀
𝐻(𝑣,𝑀)𝜉(𝑠)𝜉(𝑠)T

]︀
𝑑𝑠 =

= tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ tr

[︀
𝐻(𝑣,𝑀)

+∞∫︀
0

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠
]︀
=

= tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ tr

[︀
𝐻(𝑣,𝑀)𝑃 (𝑣)

]︀
=: Γ̂(𝑣), 𝑧 = (𝜉, 𝑣).

Таким образом, на множестве 𝒟𝒱
𝜉0

функционал Γ представим в виде функ-

ции Γ̂ : ℛ𝑚 → ℛ, дифференцируемой по 𝑣 на 𝒱 . Заметим также, что если 𝑣

является допустимым вектором, то значение Γ̂(𝑣) не зависит от выбора

матрицы 𝑀 ∈ 𝒮𝑛.

1.4. Необходимые условия оптимальности стабилизирующего

вектора параметров

Получены следующие необходимые условия в задаче поиска процесса

управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

, который минимизирует критерий (1.3) на
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суженном множестве допустимых процессов управления 𝒟𝒱
𝜉0

,

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝒱

𝜉0

𝐽(𝑧). (1.18)

Т е о р е м а 1. Если процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

оптимален

на множестве 𝒟𝒱
𝜉0

в задаче (1.1)–(1.3), (1.18), то выполнены следующие

условия

tr
[︀(︀
𝑀

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐴(0)(𝑣) +

𝑏∑︀
𝑗=1

𝐴(𝑗)(𝑣)T𝑀
𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐴(𝑗)(𝑣)+

+
1

2

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐿(𝑣)

)︀
𝑃
]︀
= 0, 𝑖 = 1,𝑚,

(1.19)

где неотрицательно определенные матрицы 𝑀 ∈ 𝒮𝑛 и 𝑃 ∈ 𝒮𝑛 – единствен-

ные решения уравнений

𝑀𝐴(0)(𝑣) + 𝐴(0)(𝑣)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)T𝑀𝐴(𝑖)(𝑣) = −𝐿(𝑣),

𝑃𝐴(0)(𝑣)T + 𝐴(0)(𝑣)𝑃 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)(𝑣)𝑃𝐴(𝑖)(𝑣)T = −𝑃0.

(1.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть имеется допустимый процесс управле-

ния 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

. Из леммы 1 следует, что найдется единственная

неотрицательно определенная матрица 𝑀 ∈ 𝒮𝑛 удовлетворяющая перво-

му равенству в (1.20). Зафиксируем данную матрицу 𝑀 . По определению

отображения 𝐻 будет выполнено

𝐻(𝑣,𝑀) = 0. (1.21)

Ранее было показано, что функционал Γ на множестве 𝒟𝒱
𝜉0

можно

представить в виде дифференцируемой на 𝒱 функции Γ̂. С учетом (1.21)
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получим величины частных производных функции Γ̂ в точке 𝑣 ∈ 𝒱
𝜕

𝜕𝑣𝑖
Γ̂(𝑣) =

𝜕

𝜕𝑣𝑖
tr
[︀
𝐻(𝑣,𝑀)𝑃 (𝑣)

]︀
= tr

[︀
𝑃 (𝑣)

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐻(𝑣,𝑀)+

+𝐻(𝑣,𝑀)
𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝑃 (𝑣)

]︀
= tr

[︀
𝑃 (𝑣)

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐻(𝑣,𝑀)

]︀
=

= 2 tr
[︀(︀
𝑀

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐴(0)(𝑣) +

𝑏∑︀
𝑗=1

𝐴(𝑗)(𝑣)T𝑀
𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐴(𝑗)(𝑣)+

+
1

2

𝜕

𝜕𝑣𝑖
𝐿(𝑣)

)︀
𝑃 (𝑣)

]︀
, 𝑖 = 1,𝑚,

(1.22)

где 𝑃 (𝑣) по определению является решением относительно 𝑃 второго урав-

нения из (1.20).

Процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑣) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

является точкой минимума

функционала Γ на множестве 𝒟𝒱
𝜉0

тогда и только тогда, когда 𝑣 является

точкой минимума функции Γ̂ на множестве 𝒱 . Учитывая то, что Γ̂ диф-

ференцируема на 𝒱 , и 𝒱 является открытым, для вектора 𝑣 выполнены

необходимые условия экстремума первого порядка, а именно

𝜕

𝜕𝑣𝑖
Γ̂(𝑣) = 0, 𝑖 = 1,𝑚.

Вводя обозначение 𝑃 = 𝑃 (𝑣), в совокупности c (1.22) получаем усло-

вия (1.19).

1.5. Численный метод синтеза оптимального стабилизирующего

вектора

Выражение (1.22) для частных производных функции Γ̂ может быть

применено для построения следующей процедуры градиентного типа.

Пусть имеется процесс управления 𝑧(𝑙) = (𝜉(𝑙), 𝑣(𝑙)) ∈ 𝒟𝒱
𝜉0

. Тогда мы мо-

жем улучшить значение функционала качества выбрав новый вектор 𝑣(𝑙+1)

по следующей формуле

𝑣
(𝑙+1)
𝑖 = 𝑣

(𝑙)
𝑖 − 𝜃

𝜕

𝜕𝑣𝑖
Γ̂(𝑣(𝑙)), 𝑖 = 1,𝑚, (1.23)
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где 𝜃 > 0 – достаточно малый шаг.

На основе процедуры (1.23) предлагается следующий алгоритм гра-

диентного типа для синтеза оптимального стабилизирующего вектора па-

раметров:

Ш а г 1. Задать 𝜃 > 0 – шаг градиентного метода, 𝜀1 > 0, 𝜀2 >

0 – требуемые погрешности приближения, 𝑣(0) – начальное приближение

(стабилизирующий вектор), и положить номер итерации 𝑘 = 0, количество

успешных итераций 𝑖 = 0.

Ш а г 2. Численно решить систему матричных уравнений (1.20), по-

ложив в них 𝑣 = 𝑣(𝑘).

Ш а г 3. Численно проверить, что полученный вектор является стаби-

лизирующим. Если 𝑘 = 0 и вектор 𝑣(𝑘) не является стабилизирующим, то

закончить расчёт. Если 𝑘 > 0 и вектор 𝑣(𝑘) не является стабилизирующим,

то положить 𝑖 = 0, уменьшить 𝜃 вдвое, уменьшить 𝑘 на единицу и перейти

к шагу 7. Иначе перейти к шагу 4.

Ш а г 4. Вычислить значение 𝐽(𝑧(𝑘)) по формуле (1.11). Если 𝑘 = 0, то

перейти к шагу 6. Если 𝐽(𝑧(𝑘)) > 𝐽(𝑧(𝑘−1)), то положить 𝑖 = 0, уменьшить 𝜃

вдвое, уменьшить 𝑘 на единицу и перейти к шагу 7. Иначе перейти шагу 5.

Ш а г 5. Если 𝑖 = 2, увеличить 𝜃 вдвое, положить 𝑖 = 0.

Ш а г 6. Вычислить 𝜕Γ̂(𝑣(𝑘))/𝜕𝑣𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, по формуле (1.22).

Ш а г 7. Вычислить величину ‖∇Γ̂(𝑣(𝑘))‖ и проверить выполнение

условий ‖∇Γ̂(𝑣(𝑘))‖ < 𝜀1, 𝜃 < 𝜀2: если любое из условий выполнено, искомое

значение 𝑣 положить равным 𝑣(𝑘) и закончить расчет, иначе вычислить

𝑣(𝑘+1) по формуле (1.23) и перейти к шагу 7.

Ш а г 8. Увеличить 𝑘 на единицу и перейти к шагу 2.
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1.6. Субоптимальное программное управление

Нахождение оптимального программного управления в задаче (1.1)–

(1.4) сопряжено с рядом трудностей, и точного численного алгоритма ее

решения не известно. Поэтому привлекательными являются приближен-

ные алгоритмы синтеза субоптимальных программных управлений. Отме-

тим тот факт, что полученные выше в теореме 1 условия содержат матри-

цу 𝑃0 вторых начальных моментов вектора 𝜉0. Этот факт приводит к идее

алгоритма синтеза кусочно-постоянного программного управления, осно-

ванного на рекуррентном вычислении стабилизирующего вектора, удовле-

творяющего условиям теоремы 1. Примером такого алгоритма является

следующий.

Ш а г 1. Задать разбиение 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑞 < +∞ интерва-

ла [0,+∞); 𝑣(0) – начальное приближение (стабилизирующий вектор, удо-

влетворяющий условиям теоремы 1); 𝜀 > 0 – параметр алгоритма, отвеча-

ющий за условие остановки. Положить номер итерации 𝑘 = 0.

Ш а г 2. Вычислить 𝑃 (𝑡𝑘+1), решая задачу Коши (1.12) на интервале

времени [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] при 𝑢(𝑡) ≡ 𝑣(𝑘) с начальным условием 𝑃 (𝑡𝑘), 𝑃 (𝑡0) = 𝑃0.

Ш а г 3. При помощи предложенной выше процедуры вычислить

стабилизирующий вектор 𝑣(𝑘+1), удовлетворяющий уравнениям теоремы 1

при 𝑃0 = 𝑃 (𝑡𝑘+1). За начальное приближение алгоритма взять 𝑣(𝑘).

Ш а г 4. Проверить выполнение условий ‖𝑃 (𝑡𝑘+1)‖ < 𝜀 и 𝑘 + 1 < 𝑞.

Если не выполнено, то увеличить 𝑘 на единицу и перейти к шагу 2. Иначе
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искомую стратегию 𝑢(𝑡) положить равной функции вида

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣(0), 0 6 𝑡 < 𝑡1,

𝑣(1), 𝑡1 6 𝑡 < 𝑡2,

. . .

𝑣(𝑘+1), 𝑡𝑘+1 6 𝑡 < +∞.

Полезное свойство данного алгоритма заключается в том, что он яв-

ляется не ухудшающим, то есть каково бы ни было разбиение интервала

времени, значение критерия, соответствующее найденному управлению 𝑢,

будет не хуже, чем соответствующее вектору 𝑣(0). Кроме того, данный ал-

горитм отличается относительной простотой производимых вычислений и

является рекуррентным, то есть возможно производить расчет в реальном

времени. Среди недостатков стоит отметить тот, что результат работы мо-

жет значительно зависеть от выбора разбиения интервала времени. При

этом вопрос выбора наилучшего разбиения остается открытым.

1.7. Модельный пример

Продемонстрируем применение полученных результатов на модель-

ном примере. Пусть имеется следующая задача оптимальной стабилизации⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑𝜉1(𝑡) = 2𝜉2(𝑡)𝑑𝑡+

1
2 𝑢(𝑡)𝜉1 𝑑𝛽(𝑡), 𝜉1(0) = 1,

𝑑𝜉2(𝑡) = (−𝜉1(𝑡)− 𝑢(𝑡)𝜉2)𝑑𝑡, 𝜉2(0) = 1,

𝑡 > 0,

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︀
0

(︁
(1 + 𝑢(𝑠)2)𝜉21(𝑠) + 𝜉22(𝑠)

)︁
𝑑𝑠,

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝜉0

𝐽(𝑧).

Данная задача является частным случаем задачи (1.1)–(1.4). Если

мы ограничимся рассмотрением только постоянных стратегий управления
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𝑢(𝑡) ≡ 𝑣 ∈ ℛ, то получим задачу (1.1)–(1.3),(1.18), для которой в разделе

§1.4 получены условия оптимальности и градиентная процедура синтеза

оптимального регулятора. Найденное при помощи численного метода по-

стоянное управление 𝑢, удовлетворяющее условиям теоремы 1, и соответ-

ствующее значение критерия равны

𝑢 ≈ 0.6776, 𝐽 ≈ 6.777.

Воспользовавшись алгоритмом синтеза субоптимального программного

управления, предложенного в разделе 1.6, найдены программная кусочно-

постоянная функция управления с одним переключением в момент времени

𝑡1 = 1.4200 и значение критерия

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0.6776, 0 6 𝑡 < 𝑡1,

1.2389, 𝑡1 6 𝑡 < +∞,

, 𝐽 ≈ 6.1854.

Таким образом, даже используя кусочно-постоянную стратегию управле-

ния с одним переключением, удалось значительно улучшить значение кри-

терия.

1.8. Результаты

Сформулирована задача оптимальной стабилизации квазилинейных

стохастических систем с управляемыми параметрами и получены следую-

щие результаты:

1) Получены необходимые условия оптимальности и предложен числен-

ный метод синтеза стабилизирующего вектора в задаче оптимальной

стабилизации квазилинейных стохастических систем с управляемыми

параметрами.
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2) Предложен численный метод синтеза субоптимального программно-

го управления в задаче оптимальной стабилизации квазилинейных

стохастических систем с управляемыми параметрами.

Результаты данной главы были опубликованы в [125,127,132].
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2. Оптимальная стабилизация линейных

стохастических систем с мультипликативными

шумами при наличии информационных ограничений

Во второй главе результаты главы 1 применены к задаче оптималь-

ной стабилизации линейных стохастических систем с мультипликативными

шумами при наличии информационных ограничений.

В разделе 2.1 приводится постановка задачи. Раздел 2.2 содержит вы-

вод условий оптимальности в поставленной задаче. В §2.3 получены числен-

ные процедуры синтеза оптимальных линейных регуляторов. Решение мо-

дельного примера приведено в §2.5.

2.1. Постановка задачи оптимальной стабилизации линейных

стохастических систем с мультипликативными шумами при

наличии информационных ограничений

Линейная стохастическая система с мультипликативными шумами

описывается стохастическим дифференциальным уравнением Ито следу-

ющего вида

𝑑𝜉(𝑡) =
(︁
𝐴(0)𝜉(𝑡) +𝐵(0)𝑢(𝑡, 𝜂(𝑡))

)︁
𝑑𝑡+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

(︁
𝐴(𝑖)𝜉(𝑡) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑡, 𝜂(𝑡))

)︁
𝑑𝛽𝑖(𝑡), 𝜉(0) = 𝜉0,

(2.1)

где 𝑡 > 0 – время; 𝜉 – случайный процесс со значениями в ℛ𝑛; 𝛽 – стан-

дартный винеровский процесс со значениями в ℛ𝑏; 𝑢 : ℛ+ × ℛ𝑝 → ℛ𝑚

– стратегия управления; 𝐴(𝑖) ∈ ℛ𝑛×𝑛, 𝐵(𝑖) ∈ ℛ𝑛×𝑚, 𝑖 = 0, 𝑏 – постоянные
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матрицы; 𝜂(𝑡) = 𝐺𝜉(𝑡), 𝐺 ∈ ℛ𝑝×𝑛, – измеряемый выход системы. Предпо-

лагается, что случайный вектор 𝜉0 не зависит от 𝛽(𝑡), 𝑡 > 0, и удовлетворяет

условию E‖𝜉0‖2 < +∞.

Для того, чтобы свести задачу к рассмотренной ранее в главе 1, огра-

ничим множество стратегий управления линейными регуляторами 𝑢(𝑡, 𝑦) =

−𝑈(𝑡)𝑦, 𝑈(𝑡) ∈ ℛ𝑚×𝑝, 𝑡 > 0. При этом далее управлением, подлежащим

определению, будем считать не 𝑢, а 𝑈 . Заметим, что из описания системы

следует, что

𝑢(𝑡, 𝜂(𝑡)) = −𝑈(𝑡)𝐺𝜉(𝑡), 𝑡 > 0. (2.2)

Обозначим через 𝒟𝜉0 множество процессов управления 𝑧 = (𝜉, 𝑈),

которые являются парами случайных процессов 𝜉 и отображений 𝑈 таких,

что

1. Отображение 𝑈 является ограниченным и кусочно-непрерывным на

каждом конечном интервале.

2. При заданной стратегии управления 𝑢(𝑡, 𝑦) = −𝑈(𝑡)𝑦 непрерывный

случайный процесс 𝜉 является решением уравнения (2.1) с заданным

начальным условием.

3. Выполнено условие (1.2).

На множестве 𝒟𝜉0 определим функционал 𝐽 : 𝒟𝜉0 → ℛ

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︀
0

(︀
𝜉(𝑠)T𝑄𝜉(𝑠) + 𝜉(𝑠)T𝑆𝑢(𝑠, 𝜂(𝑠))+

+𝑢(𝑠, 𝜂(𝑠))T𝑆T𝜉(𝑠) + 𝑢(𝑠, 𝜂(𝑠))T𝐸𝑢(𝑠, 𝜂(𝑠))
)︀
𝑑𝑠,

который с учетом равенства (2.2) принимает вид

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︀
0

𝜉(𝑠)T
(︀
𝑄− 𝑆𝑈(𝑠)𝐺−𝐺T𝑈(𝑠)T𝑆T+

+𝐺T𝑈(𝑠)T𝐸𝑈(𝑠)𝐺
)︀
𝜉(𝑠)𝑑𝑠,

(2.3)
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где 𝑄 ∈ 𝒮𝑛, 𝐸 ∈ 𝒮𝑚, 𝑆 ∈ ℛ𝑛×𝑚 𝐸 ≻ 0, 𝑄 < 𝑆𝐸−1𝑆T.

Задача состоит в поиске такого процесса управления 𝑧 = (𝜉, 𝑈) ∈ 𝒟𝜉0,

который минимизирует критерий (2.3) на допустимом множестве

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝜉0

𝐽(𝑧). (2.4)

2.2. Необходимые условия оптимальности стабилизирующего

линейного стационарного регулятора

Полученная задача (2.1)–(2.4) представляет собой частный случай за-

дачи (1.1)–(1.4), и к ней могут быть применены предложенные условия

оптимальности и процедуры улучшения. В роли компонент оптимизиру-

емого управления 𝑢 здесь выступают координатные функции отображе-

ния 𝑈 . Однако, с учетом линейной структуры данной задачи, полученные

условия оптимальности можно конкретизировать и далее улучшить.

Аналогично тому, как это было сделано в главе 1, далее будут рас-

смотрены постоянные по времени отображения 𝑈(𝑡) ≡ 𝑉 ∈ ℛ𝑚×𝑝, мы

будем отождествлять матрицы 𝑉 и соответствующие постоянные по вре-

мени отображения 𝑈(𝑡) ≡ 𝑉 , и писать 𝑧 = (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝜉0. Также будем

считать, что понятия допустимого и стабилизирующего управления, опре-

деления которых даны в разделе 1.1, аналогичным образом применимы

к отображениям 𝑈 и матрицам 𝑉 . Множество стабилизирующих матриц

обозначим 𝒱 ⊂ ℛ𝑚×𝑝, а множество соответствующих процессов управле-

ния 𝒟𝒰
𝜉0
⊂ 𝒟𝜉0,

𝒟𝒰
𝜉0
:= {(𝜉, 𝑉 ) : (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝜉0, 𝑉 ∈ 𝒰}.

Имеют место следующие необходимые условия в задаче поиска про-

цесса управления 𝑧 = (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝒰
𝜉0

, который минимизирует критерий (2.3)
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на суженном множестве допустимых процессов управления 𝒟𝒰
𝜉0

,

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝒰

𝜉0

𝐽(𝑧). (2.5)

Т е о р е м а 2. Если процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝒰
𝜉0

оптимален

на множестве 𝒟𝒰
𝜉0

в задаче (2.1)–(2.3), (2.5), то выполнено условие(︁(︀
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︀
𝑉 𝐺−

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)−

−𝑆T −𝐵(0)T𝑀
)︁
𝑃𝐺T = 0,

(2.6)

где неотрицательно определенные матрицы 𝑀 ∈ 𝒮𝑛 и 𝑃 ∈ 𝒮𝑛 – единствен-

ные решения уравнений

𝑀𝐴
(0)
𝑢 (𝑉 ) + 𝐴

(0)
𝑢 (𝑉 )T𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑉 )T𝑀𝐴

(𝑖)
𝑢 (𝑉 ) =

= −𝑄+ 𝑆𝑉 𝐺+𝐺T𝑉 T𝑆T −𝐺T𝑉 T𝐸𝑉 𝐺,

𝑃𝐴
(0)
𝑢 (𝑉 )T + 𝐴

(0)
𝑢 (𝑉 )𝑃 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑉 )𝑃𝐴

(𝑖)
𝑢 (𝑉 )T = −𝑃0,

𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑉 ) := 𝐴(𝑖) −𝐵(𝑖)𝑉 𝐺, 𝑉 ∈ ℛ𝑚×𝑝, 𝑖 = 0, 𝑏.

(2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы покажем, что за-

дача (2.1)–(2.4) представляет из себя частный случай рассмотренной ранее

в данной работе задачи (1.1)–(1.4), и при этом условия теоремы 2 эквива-

лентны условиям теоремы 1.

Действительно, рассмотрим отображение vec : ℛ𝑚×𝑝 → ℛ𝑚𝑝,

vec
[︀
𝑉
]︀
:= (𝑉11, 𝑉21, . . . , 𝑉𝑚1, 𝑉12, 𝑉22, . . . , 𝑉𝑚2, . . . , 𝑉𝑚𝑝)

T, 𝑉 ∈ ℛ𝑚×𝑝.

Обратное к vec отображение обозначим mat, mat : ℛ𝑚𝑝 → ℛ𝑚×𝑝. Сразу

отметим, что отображения vec и mat являются взаимно однозначными и

непрерывно-дифференцируемыми всюду на области определения.

Произвольную матрицу 𝑉 ∈ ℛ𝑚×𝑝 можно считать результатом при-

менения оператора mat к некоторому вектору 𝑣 ∈ ℛ𝑚𝑝. Если произвести
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в задаче (2.1)–(2.4) замену 𝑈(𝑡) = mat[𝑢(𝑡)], 𝑡 > 0, где 𝑢 : ℛ+ → ℛ𝑚𝑝

– ограниченная кусочно-непрерывная на каждом конечном интервале вре-

мени функция, мы получаем эквивалентную задачу поиска оптимального

управления 𝑢, которая является частным случаем задачи (1.1)–(1.4), в ко-

торой

𝐴(𝑖)(𝑣) = 𝐴
(𝑖)
𝑢 (mat[𝑣]), 𝑖 = 0, 𝑏,

𝐿(𝑣) = 𝑄− 𝑆 mat[𝑣]𝐺−𝐺Tmat[𝑣]T𝑆T+

+𝐺Tmat[𝑣]T𝐸 mat[𝑣]𝐺, 𝑣 ∈ ℛ𝑚𝑝.

(2.8)

Нетрудно видеть, что при этом все утверждения, касающиеся допустимых

управлений 𝑢 и векторов 𝑣, полученные в разделе 1.3, переносятся и на

допустимые отображения 𝑈 и матрицы 𝑉 соответственно, с точностью до

равенств (2.8). В частности, множество 𝒰 как прообраз открытого множе-

ства 𝒱 при непрерывном отображении vec является открытым. Кроме того,

функция 𝑃𝒰(𝑉 ) := 𝑃 (vec[𝑉 ]), 𝑉 ∈ 𝒰 , как композиция дифференцируемых

отображений, является дифференцируемым на 𝒰 отображением.

Пусть задана некоторая матрица 𝑀 ∈ 𝒮𝑛. Введем в рассмотрение

функции Γ̂𝒰 : ℛ𝑚×𝑝 → ℛ и 𝐻𝒰 : ℛ𝑚×𝑝 × 𝒮𝑛 → ℛ𝑛×𝑛

Γ̂𝒰(𝑉 ) := tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ tr

[︀
𝐻𝒰(𝑉,𝑀)𝑃𝒰(𝑉 )

]︀
,

𝐻𝒰(𝑉,𝑀) := 𝑀𝐴
(0)
𝑢 (𝑉 ) + 𝐴

(0)
𝑢 (𝑉 )T𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑉 )T𝑀𝐴

(𝑖)
𝑢 (𝑉 )+

+𝑄− 𝑆𝑉 𝐺−𝐺T𝑉 T𝑆T +𝐺T𝑉 T𝐸𝑉 𝐺.

Отметим, что с учетом (2.8), выполнено равенство

Γ̂𝒰(𝑉 ) = Γ̂(vec[𝑉 ]), 𝑉 ∈ 𝒰 . (2.9)

Пусть процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝒰
𝜉0

оптимален на множе-

стве 𝒟𝒰
𝜉0

в задаче (2.1)–(2.3), (2.5). Из вышесказанного следует, что вектор

𝑣 = vec[𝑉 ] удовлетворяет условиям теоремы 1. С учетом отношений (2.8)
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условия (1.20) совпадают с условиями (2.7). Пусть далее матрицы 𝑀 и 𝑃

– неотрицательно определенные симметрические матрицы, удовлетворяю-

щие равенствам (2.7). При этом будет выполнено соотношение

𝐻𝒰(𝑉,𝑀) = 0. (2.10)

Покажем, что условия (1.19) эквивалентны условиям (2.6). Исполь-

зуя аппарат матричного дифференцирования, с учетом дифференцируе-

мости 𝑃𝒰 на 𝒰 и при помощи тождества (2.10), можно найти градиент

функции Γ̂𝒰 в точке 𝑉 ,

∇Γ̂𝒰(𝑉 ) =
(︁(︀

𝐸 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︀
𝑉 𝐺−

−
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖) − 𝑆T −𝐵(0)T𝑀
)︁
𝑃𝒰(𝑉 )𝐺T,

(2.11)

где 𝑃𝒰(𝑉 ) = 𝑃 . Из этого выражения и тождества (2.9) следует, что усло-

вия (1.19) и (2.6) совпадают.

Полученный результат может быть обобщен на задачу оптимальной

стабилизации со структурными ограничениями на матрицу регулятора.

Пусть задана матрица 𝐶 ∈ ℛ𝑚×𝑝, состоящая из нулей и единиц.

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что матрица 𝑉 ∈ ℛ𝑚×𝑝

удовлетворяет структурным ограничениям, если выполнено условие

tr
[︀
𝐶T𝑉

]︀
= 0. Множество матриц, удовлетворяющих структурным огра-

ничениям, образует подпространство в ℛ𝑚×𝑝. Обозначим его ℒ.

Множество стабилизирующих матриц, удовлетворяющих структур-

ным ограничениям, обозначим 𝒢, 𝒢 := 𝒰
⋂︀

ℒ. Будем предполагать, что

данное множество не пусто. Множество соответствующих процессов управ-

ления обозначим 𝒟𝒢
𝜉0
⊂ 𝒟𝒰

𝜉0
⊂ 𝒟𝜉0,

𝒟𝒢
𝜉0
:= {(𝜉, 𝑉 ) : (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝒰

𝜉0
, 𝑉 ∈ 𝒢}.
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Докажем следующие необходимые условия в задаче поиска процесса

управления 𝑧 = (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝒢
𝜉0

, который минимизирует критерий (2.3) на

суженном множестве допустимых процессов управления 𝒟𝒢
𝜉0

,

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟𝒢

𝜉0

𝐽(𝑧). (2.12)

Т е о р е м а 3. Если процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑉 ) ∈ 𝒟𝒢
𝜉0

оптимален

на множестве 𝒟𝒢
𝜉0
⊂ 𝒟𝜉0 в задаче (2.1)–(2.3), (2.12), то для всех 𝑖, 𝑗, таких

что 𝐶𝑖𝑗 = 0, выполнены условия(︁(︀(︀
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︀
𝑉 𝐺−

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)−

−𝑆T −𝐵(0)T𝑀
)︁
𝑃𝐺T

)︁
𝑖𝑗
= 0,

где неотрицательно определенные матрицы 𝑀 ∈ 𝒮𝑛 и 𝑃 ∈ 𝒮𝑛 – единствен-

ные решения уравнений (2.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество 𝒢 как пересечение открытых

множеств является открытым (в подпространстве ℒ), а функция Γ̂𝒰 яв-

ляется дифференцируемой на 𝒰 ⊃ 𝒢. Условия теоремы 3 в совокупности

представляют собой условие равенства нулю проекции на подпространство

ℒ градиента (2.11) функции Γ̂𝒰 .

Примером задачи, в которой могут возникнуть структурные ограни-

чения на матрицу регулятора, является задача с информационными огра-

ничениями общего вида. Действительно, пусть заданы числа 𝑝𝑖 > 0, 𝑖 =

1,𝑚,
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖 = 𝑝. Определим матрицу 𝐶 ∈ ℛ𝑚×𝑝 следующим образом

𝐶𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0,

𝑖−1∑︀
𝑟=1

𝑝𝑟 < 𝑗 ≤
𝑖∑︀

𝑟=1
𝑝𝑟,

1, иначе.

При этом подпространство ℒ, которое согласно определению 3 задается

матрицей 𝐶, состоит из матриц 𝑉 ∈ ℛ𝑚×𝑝, которые можно представить в
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виде блочной матрицы следующим образом

𝑉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑉 (1) 0 . . . 0

0 𝑉 (2) . . . 0

... ... . . . ...

0 0 . . . 𝑉 (𝑚)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑉 (𝑖) ∈ ℛ1×𝑝𝑖.

На содержательном уровне данные информационные ограничения заклю-

чаются в том, что каждая компонента управления зависит от своего век-

тора выхода,

𝑢(𝜂(𝑡)) =
(︀
𝑢1(𝜂

(1)(𝑡)), . . . , 𝑢𝑚(𝜂
(𝑚)(𝑡))

)︀T
,

где 𝑢𝑖 : ℛ𝑝𝑖 → ℛ; 𝜂(𝑖)(𝑡) = 𝐺𝑖𝜉(𝑡), 𝐺𝑖 ∈ ℛ𝑝𝑖×𝑛, 𝑖 = 1,𝑚. Для решения

поставленной задачи можно воспользоваться теоремой 3.

2.3. Численный метод синтеза оптимального стабилизирующего

линейного стационарного регулятора

Обозначим pr[∇Γ̂𝒰(𝑉 )] ортогональную проекцию градиента функ-

ции Γ̂𝒰 в точке 𝑉 на подпространство ℒ,

pr[∇Γ̂𝒰(𝑉 )] = ∇Γ̂𝒰(𝑉 )− 𝐶 ∘ ∇Γ̂𝒰(𝑉 ), (2.13)

где 𝐴∘𝐵 ∈ ℛ𝑚×𝑝 обозначает поэлементное произведение матриц (произве-

дение Адамара). Используя полученные условия оптимальности и выраже-

ние для проекции градиента (2.13), сформулируем следующую процедуру

градиентного типа. Пусть имеется процесс управления 𝑧(𝑙) = (𝜉(𝑙), 𝑉 (𝑙)) ∈

𝒟𝒰
𝜉0

. Тогда мы можем улучшить значение функционала качества, выбрав

новую матрицу 𝑉 (𝑙+1) по следующей формуле

𝑉 (𝑙+1) = 𝑉 (𝑙) − 𝜃 pr[∇Γ̂𝒰(𝑉
(𝑙))]− 𝛾 𝐶 ∘ 𝑉 (𝑙), (2.14)
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где 𝜃 > 0, 𝛾 > 0 достаточно малы. Здесь проекция градиента обеспечива-

ет движение вдоль структурных ограничений, а дополнительное слагаемое

обеспечивает сходимость к подпространству ℒ. Такая процедура улучше-

ния имеет существенное преимущество в том, что начальное приближение

𝑉 (𝑙) может не принадлежать ℒ. Более того, начальным приближением для

численного метода на основе данной процедуры может служить управление

с полной обратной связью, что существенно упрощает процедуру подбора

начального приближения.

На основе процедуры (2.14) предлагается следующий алгоритм гради-

ентного типа для синтеза оптимального стабилизирующего стационарного

линейного регулятора:

Ш а г 1. Задать 𝜃 > 0, 𝛾 > 0 – параметры шага градиентного метода,

𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0 – требуемые погрешности приближения, 𝑉 (0) – начальное

приближение (стабилизирующая матрица регулятора), и положить номер

итерации 𝑘 = 0, количество успешных итераций 𝑖 = 0.

Ш а г 2. Численно решить систему матричных уравнений (2.7), поло-

жив в них 𝑉 = 𝑉 (𝑘).

Ш а г 3. Численно проверить, что полученная матрица регулятора

является стабилизирующей. Если 𝑘 = 0 и матрица 𝑉 (𝑘) не является стаби-

лизирующей, то закончить расчёт. Если 𝑘 > 0 и матрица 𝑉 (𝑘) не является

стабилизирующей, то положить 𝑖 = 0, уменьшить 𝜃 и 𝛾 вдвое, уменьшить

𝑘 на единицу и перейти к шагу 7. Иначе перейти к шагу 4.

Ш а г 4. Вычислить значение 𝐽(𝑧(𝑘)) по формуле (1.11). Если 𝑘 = 0, то

перейти к шагу 6. Если 𝐽(𝑧(𝑘)) > 𝐽(𝑧(𝑘−1)), то положить 𝑖 = 0, уменьшить 𝜃

и 𝛾 вдвое, уменьшить 𝑘 на единицу и перейти к шагу 7. Иначе перейти

шагу 5.
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Ш а г 5. Если 𝑖 = 2, увеличить 𝜃 и 𝛾 вдвое, положить 𝑖 = 0.

Ш а г 6. Вычислить ∇Γ̂𝒰(𝑉
(𝑘)), по формуле (2.11).

Ш а г 7. Вычислить величину ‖∇Γ̂𝒰(𝑉
(𝑘))‖ и проверить выполне-

ние условий ‖∇Γ̂𝒰(𝑉
(𝑘))‖ < 𝜀1, 𝜃 < 𝜀2: если любое из условий выполнено,

искомую матрицу регулятора положить равной 𝑉 положить равным 𝑉 (𝑘)

и закончить расчет, иначе вычислить 𝑉 (𝑘+1) по формуле (2.14) и перейти

к шагу 7.

Ш а г 8. Увеличить 𝑘 на единицу и перейти к шагу 2.

2.4. Субоптимальный линейный нестационарный регулятор

Для задач со структурными и информационными ограничениями, так

же как это было сделано ранее в диссертационной работе, можно построить

субоптимальное программное управление. Алгоритм построения по своей

структуре полностью совпадает с предложенным ранее в главе 1:

Ш а г 1. Задать разбиение 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑞 < +∞ интер-

вала [0,+∞); 𝑉 (0) – начальное приближение (стабилизирующая матрица

регулятора, удовлетворяющая условиям теоремы 3); 𝜀 > 0 – параметр алго-

ритма, отвечающий за условие остановки. Положить номер итерации 𝑘 = 0.

Ш а г 2. Вычислить 𝑃 (𝑡𝑘+1), решая задачу Коши (1.12) на интервале

времени [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] при 𝑢(𝑡) ≡ vec[𝑉 (𝑘)] с начальным условием 𝑃 (𝑡𝑘), 𝑃 (𝑡0) =

𝑃0 и учетом соотношений (2.8).

Ш а г 3. При помощи предложенной выше процедуры вычислить

стабилизирующую матрицу 𝑉 (𝑘+1), удовлетворяющую условиям теоремы 3

при 𝑃0 = 𝑃 (𝑡𝑘+1). За начальное приближение алгоритма взять 𝑉 (𝑘).

Ш а г 4. Проверить выполнение условий ‖𝑃 (𝑡𝑘+1)‖ < 𝜀 и 𝑘 + 1 < 𝑞.

Если не выполнено, то увеличить 𝑘 на единицу и перейти к шагу 2. Иначе
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искомую матрицу регулятора 𝑈(𝑡) положить равной функции вида

𝑈(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑉 (0), 0 6 𝑡 < 𝑡1,

𝑉 (1), 𝑡1 6 𝑡 < 𝑡2,

. . .

𝑉 (𝑘+1), 𝑡𝑘+1 6 𝑡 < +∞.

2.5. Модельный пример

Продемонстрируем полученные результаты на модельном примере.

Пусть имеется следующая задача оптимальной стабилизации⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝜉1(𝑡) = −𝜉2(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝜉2(𝑡) = (𝜉3(𝑡) + 𝑢(𝑡, 𝜂(𝑡)))𝑑𝑡,

𝑑𝜉3(𝑡) = (𝜉1(𝑡) + 𝜉2(𝑡)− 2 𝜉3(𝑡))𝑑𝑡+
1
2𝜉2(𝑡)𝑑𝛽(𝑡),

𝜂(𝑡) = 𝐺𝜉(𝑡), 𝐺 ∈ ℛ𝑝×3, 𝑡 > 0, 𝜉(0) = 𝜉0, E𝜉0𝜉T
0 = 𝐼,

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︀
0

(︁
‖𝜉(𝑠)‖2 + 𝑢(𝑠, 𝜂(𝑠))2

)︁
𝑑𝑠, 𝐽(𝑧) = min

𝑧∈𝒟𝜉0

𝐽(𝑧).

Постулируя линейную структуру стратегии управления 𝑢 : ℛ+×ℛ𝑝 → ℛ,

данная задача становится частным случаем задачи (2.1)–(2.4). Если мы

ограничимся рассмотрением только стабилизирующих линейных стаци-

онарных регуляторов 𝑢(𝑡, 𝜂(𝑡)) = −𝑉 𝜂(𝑡), то получим задачу (2.1)–

(2.3),(2.5), для которой в разделах 2.2–2.3 получены условия оптимально-

сти и градиентная процедура синтеза оптимального регулятора.

Сначала будем полагать, что имеется полная информация о состоя-

нии системы (т.е. 𝑝 = 3 и 𝐺 – единичная матрица). Численно найденная

матрица 𝑉 стабилизирующего линейного стационарного регулятора, удо-

влетворяющая условиям теоремы 2, и соответствующее ему значение кри-
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терия равны

𝑉 ≈
(︁
− 1.033, 2.102, 0.617

)︁
, 𝐽 ≈ 5.387.

Пусть теперь 𝑝 = 1 и 𝐺 =
(︀
1, −1

)︀
, т.е. измеряется разность первых

двух компонент вектора состояния системы. Тогда численно найденные

коэффициент регулятора и соответствующее значение критерия равны

𝑉 ≈ −2.279, 𝐽 ≈ 7.095.

Наконец, воспользовавшись алгоритмом синтеза субоптимального ли-

нейного нестационарного регулятора, предложенного в разделе 2.4, найде-

ны кусочно-постоянная матрица регулятора 𝑈(𝑡) с одним переключением

в момент времени 𝑡1 = 2 и соответствующее значение критерия

𝑈(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−2.279, 0 6 𝑡 < 𝑡1,

−4.025, 𝑡1 6 𝑡 < +∞,

, 𝐽 ≈ 6.857.

Таким образом, даже используя кусочно-постоянную стратегию управле-

ния с одним переключением, удалось существенно улучшить значение кри-

терия.

2.6. Результаты

Сформулирована задача оптимальной стабилизации линейных стоха-

стических систем с мультипликативными шумами при наличии информа-

ционных ограничений и получены следующие результаты:

1) Получены необходимые условия оптимальности и предложен числен-

ный метод синтеза стабилизирующего линейного стационарного регу-

лятора в задаче оптимальной стабилизации линейных стохастических
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систем с мультипликативными шумами при наличии информацион-

ных ограничений.

2) Предложен численный метод синтеза субоптимального нестационар-

ного линейного регулятора в задаче оптимальной стабилизации ли-

нейных стохастических систем с мультипликативными шумами при

наличии информационных ограничений.

3) В модельном примере получен линейный нестационарный регулятор,

который обеспечивает значение критерия качества управления мень-

ше, чем любой стационарный стабилизирующий регулятор.

Результаты данной главы были опубликованы в [125,126,131].
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3. Оптимальная стабилизации линейных

стохастических систем с мультипликативными

шумами и полной обратной связью

В главе 3 рассматривается задача оптимальной стабилизации линей-

ных стохастических систем с мультипликативными шумами при наличии

полной информации о состоянии. Раздел 3.1 содержит постановку зада-

чи. В §3.2 происходит построение функционала Лагранжа–Кротова для

поставленной задачи. В разделе 3.3 формулируются и доказываются необ-

ходимые и одновременно достаточные условия оптимальности в данной за-

даче.

3.1. Постановка задачи оптимальной стабилизации линейных

стохастических систем с мультипликативными шумами и

полной обратной связью

Рассматривается стохастическое дифференциальное уравнение Ито

вида
𝑑𝜉(𝑡) =

(︁
𝐴(0)𝜉(𝑡) +𝐵(0)𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡))

)︁
𝑑𝑡+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

(︁
𝐴(𝑖)𝜉(𝑡) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡))

)︁
𝑑𝛽𝑖(𝑡),

(3.1)

где 𝑡 > 0 – время; 𝜉 – случайный процесс со значениями в ℛ𝑛; 𝛽 – стандарт-

ный винеровский процесс со значениями в ℛ𝑏; 𝑢 : ℛ+ ×ℛ𝑛 → ℛ𝑚 – изме-

римая по Борелю стратегия управления; 𝐴(𝑖) ∈ ℛ𝑛×𝑛, 𝐵(𝑖) ∈ ℛ𝑛×𝑚, 𝑖 = 0, 𝑏

– постоянные матрицы.
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Обозначим через 𝒟P0
множество процессов управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢), ко-

торые являются парами случайных процессов 𝜉 и стратегий управления 𝑢

таких, что

1. При заданной стратегии управления 𝑢 непрерывный случайный

процесс 𝜉 является слабым решением [10, раздел 5.3] уравнения (3.1) с

начальным условием

P𝜉(0) = P0, (3.2)

где P𝜉(0) обозначает распределение случайного вектора 𝜉(0), а P0

– борелевская вероятностная мера на ℛ𝑛, удовлетворяющая условию∫︀
ℛ𝑛 ‖𝑥‖4P0(𝑑𝑥) < +∞. Предполагается, что 𝜉(0) не зависит от 𝛽(𝑡), 𝑡 > 0;

2. Выполнены условия:

E
𝑡∫︁

0

‖𝜉(𝑠)‖4𝑑𝑠 < +∞, E
𝑡∫︁

0

‖𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))‖4𝑑𝑠 < +∞, 𝑡 > 0, (3.3)

E
+∞∫︀
0

(︁
‖𝜉(𝑠)‖2 + ‖𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))‖2

)︁
𝑑𝑠 < +∞,

lim
𝑡→+∞

E‖𝜉(𝑡)‖2 = 0,

(3.4)

(здесь и далее математическое ожидание берется в вероятностном про-

странстве, связанном с 𝑧).

З а м е ч а н и е 2. Здесь подразумевается, что вместе с каждым

отдельно взятым процессом управления 𝑧 имеется полное фильтрованное

вероятностное пространство (Ω,ℱ , {ℱ𝑡}𝑡>0,P), на котором заданы непре-

рывный случайный процесс 𝜉 : ℛ+ × Ω → ℛ𝑛, согласованный с пото-

ком {ℱ𝑡}𝑡>0, и стандартный винеровский процесс 𝛽 : ℛ+ × Ω → ℛ𝑏, яв-

ляющийся мартингалом относительно потока {ℱ𝑡}𝑡>0, такие, что выпол-

нено начальное условие (3.2) и п.н. для всех 𝑡 > 0 выполняется равен-
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ство (3.1). При этом под процессом управления правильно понимать кор-

теж 𝑧 = ((Ω,ℱ , (ℱ𝑡)𝑡>0,P), (𝛽(𝑡),ℱ𝑡)𝑡>0, (𝜉(𝑡),ℱ𝑡)𝑡>0, 𝑢). С целью упростить

обозначения далее не будем указывать данные подробности.

З а м е ч а н и е 3. Как известно, условия существования слабых

решений стохастического дифференциального уравнения являются более

мягкими, чем для существования сильных решений. С этой точки зрения

рассмотрение слабых решений позволяет охватить более широкий класс

допустимых стратегий управления. Однако представленные в данной ра-

боте результаты остаются верны, если ограничить множество допустимых

стратегий управления таким образом, чтобы стохастическое дифференци-

альное уравнение имело сильные решения.

З а м е ч а н и е 4. Известно, что если неуправляемая стохастиче-

ская система асимптотически устойчива в среднем квадратическом, то она

экспоненциально устойчива в среднем квадратическом. Поэтому если ли-

нейный стационарный регулятор 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 обеспечивает асимптоти-

ческую устойчивость в среднем квадратическом системы (3.1), то условия

(3.3) и (3.4) выполнены автоматически для любого процесса управления

𝑧 = (𝜉, 𝑢), удовлетворяющего условию 1.

Пусть ℳ – множество борелевских вероятностных мер P0 на ℛ𝑛, для

которых выполнено условие
∫︀
ℛ𝑛 ‖𝑥‖4P0(𝑑𝑥) < +∞, а 𝒟 :=

⋃︀
P0∈ℳ

𝒟P0
. На

множестве 𝒟 зададим функционал качества управления 𝐽 : 𝒟 → ℛ,

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︀
0

(︁
𝜉(𝑠)T𝑄𝜉(𝑠) + 𝜉(𝑠)T𝑆𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))+

+𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))T𝑆T𝜉(𝑠) + 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))T𝐸𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))
)︁
𝑑𝑠,

(3.5)

где 𝑄 ∈ ℛ𝑛, 𝐸 ∈ 𝒮𝑚, 𝑆 ∈ ℛ𝑛×𝑚, 𝐸 ≻ 0, 𝑄 < 𝑆𝐸−1𝑆T.

О п р е д е л е н и е 4. Стратегию управления 𝑢 будем называть ста-

билизирующей, если при любом начальном распределении P0 ∈ ℳ суще-
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ствует процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟P0
.

Задача оптимальной стабилизации системы (3.1) состоит в поиске та-

кой стабилизирующей стратегии управления 𝑢, что при любом фиксирован-

ном начальном распределении P0 ∈ ℳ процесс управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈

𝒟P0
минимизирует критерий (3.5), т.е.

𝐽(𝑧) = min
𝑧∈𝒟P0

𝐽(𝑧). (3.6)

Такую стратегию управления 𝑢 будем называть оптимальной.

3.2. Функционал Лагранжа–Кротова

Аналогично тому, как это было сделано в разделе §1.2, построим

функционал Лагранжа–Кротова для данной задачи. Применяя формулу

Ито к функции 𝜙(𝑡, 𝑥) = 𝑥T𝑀𝑥, где 𝑀 ∈ 𝒮𝑛, получим равенство

𝜉(0)T𝑀𝜉(0) +
𝑡∫︀
0

(︁
2 𝜉(𝑠)T𝑀

(︀
𝐴(0)𝜉(𝑠) +𝐵(0)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀
+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀T
𝑀

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀)︁
𝑑𝑠+

+2
𝑏∑︀

𝑖=1

𝑡∫︀
0

(︁
𝜉(𝑠)T𝑀

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀)︁
𝑑𝛽𝑖(𝑠) = 𝜉(𝑡)T𝑀𝜉(𝑡).

Возьмем математическое ожидание от левой и правой частей этого

равенства. Тогда, учитывая свойства [10, теорема 3.2.1] стохастического

интеграла Ито и требования (3.3), будем иметь

E
(︁
𝜉(0)T𝑀𝜉(0)

)︁
+ E

𝑡∫︀
0

(︁
2 𝜉(𝑠)T𝑀

(︀
𝐴(0)𝜉(𝑠) +𝐵(0)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀
+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀T
𝑀

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀)︁
𝑑𝑠 =

= E
(︁
𝜉(𝑡)T𝑀𝜉(𝑡)

)︁
.
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Устремляя 𝑡 к бесконечности, с учетом (3.3) и (3.4) получим

E
(︁
𝜉(0)T𝑀𝜉(0)

)︁
+ E

+∞∫︀
0

(︁
2 𝜉(𝑠)T𝑀

(︀
𝐴(0)𝜉(𝑠) +𝐵(0)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀
+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀T
𝑀

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀)︁
𝑑𝑠 = 0.

(3.7)

Теперь рассмотрим вспомогательный функционал Γ : 𝒟 → ℛ:

Γ(𝑧) := E
(︁
𝜉(0)T𝑀𝜉(0)

)︁
+ E

+∞∫︀
0

(︁
2 𝜉(𝑠)T𝑀

(︀
𝐴(0)𝜉(𝑠) +𝐵(0)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀
+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀T
𝑀

(︀
𝐴(𝑖)𝜉(𝑠) +𝐵(𝑖)𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀
+

+𝜉(𝑠)T𝑄𝜉(𝑠) + 𝜉(𝑠)T𝑆𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠)) + 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))T𝑆T𝜉(𝑠)+

+𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))T𝐸𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))
)︁
𝑑𝑠.

Нетрудно видеть, что в силу равенства (3.7) и произвольности выбора про-

цесса управления 𝑧 выполнено важное свойство

Γ(𝑧) ≡ 𝐽(𝑧), 𝑧 ∈ 𝒟, (3.8)

которое не зависит от выбора матрицы 𝑀 .

Введем в рассмотрение функцию ℎ : ℛ𝑛 ×ℛ𝑚 ×ℛ𝑛×𝑛 → ℛ

ℎ(𝑥, 𝑢,𝑀) := 𝑥T(𝑀𝐴(0) + 𝐴(0)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖) +𝑄)𝑥+

+𝑥T(𝑀𝐵(0) +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖) + 𝑆)𝑢+

+𝑢T(𝐵(0)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖) + 𝑆T)𝑥+

+𝑢T(𝐸 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖))𝑢.

(3.9)

Сразу же отметим, что при фиксированной матрице 𝑀 ∈ ℛ𝑛×𝑛 функция

ℎ(·, ·,𝑀) является линейно-квадратичной функцией по совокупности пе-

ременных (𝑥, 𝑢) ∈ ℛ𝑛 × ℛ𝑚. При помощи функции ℎ можно переписать
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функционал Γ в более компактном виде

Γ(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ E

+∞∫︁
0

ℎ(𝜉(𝑠), 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠, (3.10)

где 𝑃0 ∈ 𝒮𝑛 – матрица вторых начальных моментов вектора 𝜉0.

3.3. Необходимые и достаточные условия оптимальности линей-

ного стационарного регулятора

Т е о р е м а 4. Для того, чтобы стабилизирующий линейный стаци-

онарный регулятор 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 был оптимальной стратегией, необходи-

мо и достаточно существование неотрицательно определенной симметри-

ческой матрицы 𝑀 , удовлетворяющей условиям:

𝑀𝐴
(0)
𝑢 + 𝐴

(0)
𝑢

T
𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴
(𝑖)
𝑢

T
𝑀𝐴

(𝑖)
𝑢 +

+𝑄− 𝑆𝑉 − 𝑉
T
𝑆T + 𝑉

T
𝐸𝑉 = 0,

(3.11)

𝑉 =
(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁−1(︁

𝐵(0)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖) + 𝑆T
)︁
, (3.12)

где 𝐴
(𝑖)
𝑢 = 𝐴(𝑖) −𝐵(𝑖)𝑉 , 𝑖 = 0, 𝑏.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑀 – произвольная неотрицательно

определенная симметрическая матрица. Тогда функцию ℎ можно перепи-

сать в виде

ℎ(𝑥, 𝑢,𝑀) = (𝑢+𝑅(𝑀)𝑥)T(𝐸 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖))(𝑢+𝑅(𝑀)𝑥)+

+𝑥T
(︀
𝑀𝐴(0) + 𝐴(0)T𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)+

+𝑄−𝑅(𝑀)T(𝐸 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖))𝑅(𝑀)
)︀
𝑥,

(3.13)

где 𝑅(𝑀) :=
(︀
𝐸+

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︀−1(︀

𝐵(0)T𝑀+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)+𝑆T
)︀
. С другой
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стороны, верно равенство

ℎ(𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀) = 𝑥T(𝑀𝐴
(0)
𝑢 + 𝐴

(0)
𝑢

T
𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴
(𝑖)
𝑢

T
𝑀𝐴

(𝑖)
𝑢 +

+𝑄− 𝑆𝑉 − 𝑉
T
𝑆T + 𝑉

T
𝐸𝑉 )𝑥.

(3.14)

Из равенств (3.13), (3.14) можно видеть, что условия (3.11), (3.12)

равносильны условиям

ℎ(𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀) ≡ 0, (3.15)

𝑀𝐴(0) + 𝐴(0)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)+

+𝑄−𝑅(𝑀)T
(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
𝑅(𝑀) = 0,

(3.16)

и, в частности, условие (3.11) равносильно (3.15).

Пусть теперь условия (3.11) и (3.12) выполнены. Докажем, что в этом

случае стратегия управления 𝑢(𝑡, 𝑥) является оптимальной. Для этого фик-

сируем начальное распределение P0 ∈ ℳ и покажем, что процесс управ-

ления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟P0
минимизирует критерий, т.е. для любого процесса

управления ̃︀𝑧 = (̃︀𝜉, ̃︀𝑢) ∈ 𝒟P0
верно неравенство

𝐽(̃︀𝑧)− 𝐽(𝑧) > 0.

Используя свойство (3.8), выражение (3.10) для функционала Γ и учитывая

(3.15), (3.16), получим, что

𝐽(̃︀𝑧)− 𝐽(𝑧) = Γ(̃︀𝑧)− Γ(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ E

+∞∫︀
0

ℎ(̃︀𝜉(𝑠), ̃︀𝑢(𝑠, ̃︀𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠−

−tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
− E

+∞∫︀
0

ℎ(𝜉(𝑠), 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠 =

= E
+∞∫︀
0

ℎ(̃︀𝜉(𝑠), ̃︀𝑢(𝑠, ̃︀𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠 =

= E
+∞∫︀
0

(︀̃︀𝑢(𝑠, ̃︀𝜉(𝑠)) +𝑅(𝑀)̃︀𝜉(𝑠))︀T
(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
·

·
(︀̃︀𝑢(𝑠, ̃︀𝜉(𝑠)) +𝑅(𝑀)̃︀𝜉(𝑠))︀𝑑𝑠 > 0.
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Последнее неравенство верно, так как функция под интегралом является

квадратичной формой, и матрица 𝐸 +
∑︀𝑏

𝑖=1𝐵
(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖) этой формы поло-

жительно определена. В силу произвольности выбора P0 полученное нера-

венство верно вне зависимости от начального распределения, и, следова-

тельно, стратегия управления 𝑢 является оптимальной.

Пусть стабилизирующий регулятор 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 оптимален. Из лем-

мы 1 следует, что для данного регулятора существует единственная неот-

рицательно определенная симметрическая матрица 𝑀 , которая является

решением уравнения (3.11) и при этом обеспечивает выполнение тожде-

ства (3.15). Осталось показать, что имеет место равенство (3.12).

Предположим, что условие (3.12) не выполнено. Тогда построим но-

вую стратегию управления

̃︀𝑢(𝑡, 𝑥) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−̃︀𝑉 𝑥, 0 6 𝑡 < 𝑡*,

−𝑉 𝑥, 𝑡 > 𝑡*,

где 𝑡* > 0 – некоторый фиксированный момент времени, матрица ̃︀𝑉 вы-

брана из условия (3.12) и имеет вид

̃︀𝑉 =
(︁
𝐸 +

𝑏∑︁
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁−1(︁

𝐵(0)T𝑀 +
𝑏∑︁

𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖) + 𝑆T
)︁
.

Матрица ̃︀𝑉 существует в силу того, что 𝑀 является неотрицательно опре-

деленной матрицей, а 𝐸 – положительно определенная матрица. Заметим,

что в силу стационарности системы (3.1) линейный регулятор ̃︀𝑢 также бу-

дет стабилизирующим.

Используя равенство (3.13) и тождество (3.15), получим следующие
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соотношения для функции ℎ:

ℎ(𝑥, ̃︀𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥T
(︁
𝑀𝐴(0) + 𝐴(0)T𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖) +𝑄−

−𝑅(𝑀)T
(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
𝑅(𝑀)

)︁
𝑥, 0 6 𝑡 < 𝑡*,

0, 𝑡 > 𝑡*,

ℎ(𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀) = 𝑥T
(︀
𝑅(𝑀)− 𝑉 )T

(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
(𝑅(𝑀)− 𝑉

)︀
𝑥+

+𝑥T
(︁
𝑀𝐴(0) + 𝐴(0)T𝑀 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)+

+𝑄−𝑅(𝑀)T
(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
𝑅(𝑀)

)︁
𝑥 ≡ 0.

При помощи данных выражений можно легко оценить разность

ℎ(𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀)− ℎ(𝑥, ̃︀𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀) =

= 𝑥T
(︀
𝑅(𝑀)− 𝑉 )T

(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
(𝑅(𝑀)− 𝑉

)︀
𝑥 > 0

при 0 6 𝑡 < 𝑡*. Отсюда следует, учитывая тождество (3.15), что имеет место

неравенство ℎ(𝑥, ̃︀𝑢(𝑡, 𝑥),𝑀) 6 0, 0 6 𝑡 < 𝑡*, причем равенство выполняется

только на множестве нулевой меры Лебега в ℛ𝑛.

Зафиксируем такое начальное распределение P0 ∈ ℳ, которое име-

ет плотность распределения 𝑝0 ∈ 𝒞2(ℛ𝑛) и матрицу вторых моментов

𝑃0 ∈ ℛ𝑛×𝑛. Рассмотрим процессы управления 𝑧 = (𝜉, 𝑢) и ̃︀𝑧 = (̃︀𝜉, ̃︀𝑢) из

множества 𝒟P0
. Известно [110, разделы 2.6 и 9.3], что распределение слу-

чайного процесса ̃︀𝜉 (также как и 𝜉) имеет плотность вероятности, кото-

рая описывается уравнением Фоккера–Планка–Колмогорова с начальным

условием 𝑝0. Обозначим через ̃︀𝑝(𝑡, ·) ∈ 𝒞2(ℛ𝑛) плотность распределения

вектора ̃︀𝜉(𝑡).
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Покажем, что 𝐽(̃︀𝑧) < 𝐽(𝑧). Действительно,

𝐽(̃︀𝑧)− 𝐽(𝑧) = Γ(̃︀𝑧)− Γ(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
+ E

+∞∫︀
0

ℎ(̃︀𝜉(𝑠), ̃︀𝑢(𝑠, ̃︀𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠−

−tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
− E

+∞∫︀
0

ℎ(𝜉(𝑠), 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠 =

= E
𝑡*∫︀
0

ℎ(̃︀𝜉(𝑠), ̃︀𝑢(𝑠, ̃︀𝜉(𝑠)),𝑀)𝑑𝑠 =

=
𝑡*∫︀
0

∫︀
ℛ𝑛

ℎ(𝑥, ̃︀𝑢(𝑠, 𝑥),𝑀)̃︀𝑝(𝑠, 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑠 < 0.

Последнее неравенство имеет место в силу того, что, как было показано

выше, подынтегральная функция строго меньше нуля на множестве пол-

ной меры. Таким образом, получено противоречие с тем, что стратегия

управления 𝑢 оптимальна, и сделанное предположение неверно.

С л е д с т в и е 1. Пусть 𝑧 = (𝜉, 𝑢) ∈ 𝒟, 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 – оптималь-

ная стратегия управления. Тогда из соотношений (3.10), (3.15) следует, что

оптимальное значение критерия определяется равенством

𝐽(𝑧) = tr
[︀
𝑀𝑃0

]︀
, (3.17)

где матрица 𝑀 – решение уравнения (3.11), 𝑃0 – матрица вторых началь-

ных моментов вектора 𝜉0.

З а м е ч а н и е 5. Из теоремы следует, что задача синтеза опти-

мальной стратегии управления 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 сводится к совместному ре-

шению матричных уравнений (3.11), (3.12) или (3.12), (3.16). Введем обо-

значение ℛ(𝑀) для оператора в левой части уравнения (3.16):

ℛ(𝑀) := 𝑀𝐴(0) + 𝐴(0)T𝑀 +
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴(𝑖)T𝑀𝐴(𝑖)+

+𝑄−𝑅(𝑀)T
(︁
𝐸 +

𝑏∑︀
𝑖=1

𝐵(𝑖)T𝑀𝐵(𝑖)
)︁
𝑅(𝑀)

и обратимся к вопросу численного решения уравнения ℛ(𝑀) = 0. В [114]

для этой цели использовалось обобщение метода Ньютона на матричные
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уравнения и получена следующая итерационная процедура

𝑀𝑗+1 = 𝑀𝑗 +Δ𝑀𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

𝐴
(0)
𝑢 (𝑀𝑗)

TΔ𝑀𝑗 +Δ𝑀𝑗𝐴
(0)
𝑢 (𝑀𝑗)+

+
𝑏∑︀

𝑖=1

𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑀𝑗)

TΔ𝑀𝑗𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑀𝑗) = −ℛ(𝑀𝑗),

(3.18)

где 𝐴
(𝑖)
𝑢 (𝑀) := 𝐴(𝑖) − 𝐵(𝑖)𝑅(𝑀), 𝑖 = 0, 𝑏. Здесь на каждом шаге прира-

щение Δ𝑀𝑗 находится из линейного матричного уравнения (3.18), которое

имеет решение на каждом шаге, если регулятор 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑅(𝑀0)𝑥 обес-

печивает асимптотическую устойчивость в среднем квадратическом систе-

мы (3.1).

3.4. Результаты

Поставлена задача оптимальной стабилизации линейных стохастиче-

ских систем с мультипликативными шумами и полной обратной связью

и получены необходимые и одновременно достаточные условия оптималь-

ности стабилизирующего линейного стационарного регулятора в данной

задаче.

Результаты данной главы были опубликованы в [124,128,129].
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4. Решение задач стабилизации технических систем

В данной главе содержится описание разработанного комплекса

программ и решение ряда прикладных задач авиационной и ракетно-

космической техники. Раздел 4.1 содержит описание комплекса программ.

В §4.2 решена задача оптимальной стабилизации спутника с упругой штан-

гой. Раздел 4.3 содержит решение задачи оптимальной стабилизации дви-

жения спутника на круговой орбите. В разделе 4.4 решена задача опти-

мального сближения двух спутников на круговой орбите.

4.1. Комплекс программ для решения задач синтеза оптималь-

ного управления и компьютерного моделирования

Предложенные в разделах 1.5, 1.6, 2.3, 2.4 алгоритмы были реализо-

ваны в виде комплекса программ. Данный комплекс программ разработан

для решения задач синтеза оптимальных управлений и компьютерного мо-

делирования квазилинейных стохастических систем.

Функциональное назначение. Комплекс программ предназначен для

синтеза оптимальных и субоптимальных стратегий управления в линейных

стохастических системах с мультипликативными шумами при наличии раз-

личных информационных ограничений на неограниченном интервале вре-

мени, а также для решения задачи оптимальной стабилизации квазилиней-

ных стохастических систем с управляемыми параметрами и компьютерного

моделирования управляемых стохастических систем.
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Основные характеристики. В качестве фреймворка для разработки

программного обеспечения выбрана система компьютерной математики

«Maple», которая включает в себя среду разработки и встроенный язык

программирования. Язык программирования «Maple» поддерживает все

основные парадигмы программирования, что упрощает разработку в дан-

ной среде. Кроме того, данная система имеет богатый набор вспомогатель-

ных библиотек и инструментов, необходимых для реализации численных

алгоритмов.

Разработанное программное обеспечение позволяет решать широкий

спектр практических задач синтеза оптимальных управлений в квазили-

нейных системах с управляемыми параметрами и в линейных системах

с мультипликативными шумами на неограниченном интервале времени, а

именно: синтез оптимальных стабилизирующих векторов и субоптималь-

ных стабилизирующих программных управлений для квазилинейных сто-

хастических систем с управляемыми параметрами, синтез оптимальных

стабилизирующих линейных стационарных регуляторов и субоптимальных

стабилизирующих нестационарных регуляторов для линейных стохастиче-

ских систем с мультипликативными шумами, компьютерное моделирова-

ние и визуализация движения стохастических систем.

Описание логической структуры. Программный комплекс состоит из

ряда подсистем: подсистема ввода и вывода данных, подсистема вспомога-

тельных алгоритмов, подсистема синтеза оптимальных стабилизирующих

векторов для квазилинейных стохастических систем с управляемыми па-

раметрами, подсистема синтеза субоптимальных программных управлений

для квазилинейных стохастических систем с управляемыми параметрами,

подсистема синтеза оптимальных стабилизирующих линейных стационар-
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ных регуляторов для линейных стохастических систем с мультипликатив-

ными шумами и информационными ограничениями, подсистема синтеза

субоптимальных стабилизирующих линейных стационарных регуляторов

для линейных стохастических систем с мультипликативными шумами и

информационными ограничениями, подсистема компьютерного моделиро-

вания и визуализации движения стохастических систем.

Подсистема ввода и вывода данных отвечает за чтение и сохранение

параметров моделей и алгоритмов, а также результатов работы численных

методов. Ввод и вывод данных осуществляется при помощи встроенных в

фреймворк «Maple» инструментов для файлового ввода-вывода, а также

при помощи встроенного в систему «Maple» терминала.

Подсистема вспомогательных алгоритмов содержит реализацию в ви-

де отдельных процедур часто используемых блоков программ из осталь-

ных подсистем. Примерами таких процедур являются процедуры реше-

ния обыкновенных и обобщённых уравнений Ляпунова, решения уравнений

Риккати и другие.

Ряд подсистем синтеза управляющих воздействий реализуют алго-

ритмы, которые были получены в 1.5, 1.6, 2.3, 2.4. Данные модули получа-

ют данные из подсистемы ввода и вывода, при помощи вспомогательных

алгоритмов производят синтез управлений и передают результаты вычис-

лений обратно в подсистему ввода и вывода данных для сохранения.

Подсистема компьютерного моделирования и визуализации движе-

ния стохастических получает параметры математических моделей из под-

системы ввода и вывода данных, производит компьютерное моделирование

эволюции стохастических систем, после чего возвращает результаты обрат-

но в подсистему ввода и вывода данных для сохранения, либо производит
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визуализацию полученных данных при помощи встроенных в среду разра-

ботки «Maple» инструментов. Компьютерное моделирование основано на

алгоритме численного интегрирования Эйлера–Маруямы стохастических

дифференциальных уравнений. Пример результата компьютерного моде-

лирования и визуализации приведен на рисунке 1.

Рис. 1. Выборочные реализации переходного процесса.
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4.2. Задача стабилизации спутника с упругой штангой

Рис. 2. Спутник с упругой штангой

Рассматривается плоское движение абсолютно жесткого спутни-

ка [134] (Рис. 2) с моментом инерции 𝑌𝑐 и массой 𝑚𝑐 под действием воз-

мущающего момента 𝐹𝑀 . В точке 𝑂 жестко закреплено начало прямоли-

нейного стержня длиной 𝑙 с погонной плотностью 𝜌, модулем Юнга 𝐸,

коэффициентом внутреннего трения ℎ и моментом инерции поперечного

сечения 𝑌 . На конце стержня в точке 𝑂1 зафиксировано абсолютно жест-

кое тело 𝐶1 с массой 𝑚1 и моментом инерции 𝑌1. Возмущающий момент

равен 𝐹𝑀 = −Ω𝑀𝛼, где коэффициент Ω𝑀 определяется угловой скоростью

обращения по орбите и моментами инерции спутника.

Линеаризованные уравнения движения спутника в окрестности
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устойчивого состояния имеют вид [135]

𝑌𝑐𝛼̈ = 𝑢̃− Ω𝑀𝛼− 2𝐸𝑌
[︀
1
𝑙 (1 +

3𝑏
𝑙 )(𝛼1 + ℎ𝛼̇1) +

3
𝑙2 (1 +

2𝑏
𝑙 )(𝑦1 + ℎ𝑦̇1)

]︀
,

𝑌𝑐𝛼̈1 = −𝑢̃+ Ω𝑀𝛼 + 2𝐸𝑌
[︀
1
𝑙 (1 +

3𝑏
𝑙 − 2𝑌𝑐

𝑌1
)(𝛼1 + ℎ𝛼1)+

+ 3
𝑙2 (1 +

2𝑏
𝑙 − 𝑌𝑐

𝑌1
)(𝑦1 + ℎ𝑦̇1)

]︀
,

𝑌𝑐𝑦1 = 𝑏+ 𝐼𝑢̃− (𝑏+ 𝐼)Ω𝑀𝛼− 2𝐸𝑌 𝑌𝑐

𝑚1

[︀
1
𝑙 (

3𝑚1

𝑚𝑐𝑙
+ (𝑏+𝐼)𝑚1

𝑌𝑐
(1 + 3𝑏

𝐼 ) +
3
𝑙 )·

·(𝛼1 + ℎ𝛼1) +
3
𝑙2 (

2𝑚1

𝑚𝑐𝑙
+ (𝑏+𝑙)𝑚1

𝑌𝑐
(1 + 2𝑏

𝑙 ) +
2
𝑙 )(𝑦1 + ℎ𝑦1)

]︀
.

Заданы следующие характеристики спутника: 𝑌𝑐 = 0.7 кг· м2, 𝑚𝑐 =

35 кг, 𝑏 = 0.1 м, Ω𝑀 = 0.1 Н·м, 𝑙 = 1 м, ℎ = 0.01 с, 𝜌 = 0.645 кг/м,

𝐸 = 2.8 · 1010 Па, 𝑌 = 3.5 · 10−9 м4, 𝑚1 = 3 кг, 𝑌1 = 0.07 кг·м2.

Обозначим 𝜉 состояние системы 𝜉 = (𝛼, 𝛼̇, 𝛼1, 𝛼1, 𝑦1, 𝑦1)
T. Уравнения

движения системы примут вид

𝑑𝜉(𝑡) = (𝐴(0)𝜉(𝑡) +𝐵(0)𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡)))𝑑𝑡+𝐵1𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡))𝑑𝛽(𝑡),

𝜉(0) = 𝑥0,

где 𝛽(𝑡) – стандартный винеровский процесс; 𝑥0 – начальное состояние;

матрицы 𝐴(0), 𝐵(0) и 𝐵1 удовлетворяют равенствам

𝐴(0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0

−0.143 0 −364 −3.64 −1.08 −10.08

0 0 0 1 0 0

0.143 0 −5236 −52.36 −7392 −73.92

0 0 0 0 0 1

−0.157 0 −613.2 −6.132 −1534.4 −15.344

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝐵(0) = (0, 1.429, 0,−1.429, 0, 1.571)𝑇 , 𝐵1 = (0, 0.357, 0,−0.357, 0, 0.393)𝑇 ,

Здесь предполагается, что система подвергается воздействию случайных

возмущений, интенсивность которых в каждый момент времени пропорци-

ональна величине управляющих воздействий.
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Требуется минимизировать функционал качества управления

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︁
0

(︀
𝜉(𝑠)T𝑄𝜉(𝑠) + 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))T𝐸 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))

)︀
𝑑𝑠,

где 𝑧 = (𝜉, 𝑢) – процесс управления, 𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(500, 1, 60, 0.2, 400, 7.5), 𝐸 =

0.025.

Используя разработанный комплекс программ, численно вычислены

матрица 𝑀 и соответствующая матрица коэффициентов 𝑉 оптимального

линейного регулятора

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

364.99 65.61 −1.56 1.10 −191.07 −48.12

65.61 26.00 −1.68 0.47 −23.53 −19.36

−1.56 −1.68 29.75 0.09 −11.85 0.29

1.10 0.47 0.09 0.02 −0.23 −0.43

−191.07 −23.53 −11.85 −0.23 606.31 16.78

−48.12 −19.36 0.29 −0.43 16.78 15.15

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝑉 =
(︁
60.08 21.96 −7.53 −0.17 −25.12 −11.75

)︁
.

Соответствующее значение критерия зависит от начального условия и мо-

жет быть найдено по формуле (3.17).

Найденная стратегия управления 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 обеспечивает асимп-

тотическую устойчивость в среднем квадратическом замкнутой системы и

вместе с матрицей 𝑀 является решением уравнений (3.11), (3.12), следова-

тельно является оптимальным стабилизирующим регулятором.

4.3. Задача стабилизации движения спутника на круговой ор-

бите Земли

Рассматривается плоское движение искусственного спутника вокруг

центра масс Земли в окрестности заданной круговой орбиты. Предпола-
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гается, что управление реализуется при помощи двигателя, вектор тяги

которого всегда направлен по касательной к круговой орбите движения

спутника и может непрерывно изменяться, в том числе может менять знак.

Линеаризованные уравнения движения спутника в окрестности опорной

траектории движения по круговой орбите радиуса 𝑟0 имеют вид [136]:

𝑑Δ𝑟(𝑡) = Δ𝑉ℛ(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑Δ𝑉ℛ(𝑡) = (𝜔2
0Δ𝑟(𝑡) + 2𝜔0Δ𝑉𝑇 (𝑡))𝑑𝑡,

𝑑Δ𝑉𝑇 (𝑡) = (−𝜔0Δ𝑉ℛ(𝑡) + 𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡)))𝑑𝑡+ 𝛾𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡))𝑑𝛽(𝑡),

𝑑Δ𝑙(𝑡) = (−𝜔0Δ𝑟(𝑡) + Δ𝑉𝑇 (𝑡))𝑑𝑡,

𝜉(0) = 𝜉0,

(4.1)

где 𝑡 > 0 – время; 𝜔0 =
√︁

𝐺𝑚
𝑟30

– угловая скорость движения спутни-

ка по заданной опорной траектории, 𝐺 – гравитационная постоянная, 𝑚

– масса Земли; 𝜉 = (Δ𝑟,Δ𝑉ℛ,Δ𝑉𝑇 ,Δ𝑙)T – вектор состояния системы,

Δ𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡)−𝑟0 – отклонение расстояния 𝑟(𝑡) между спутником и центром

масс Земли от радиуса заданной опорной траектории 𝑟0, Δ𝑉ℛ(𝑡) – нормаль-

ная составляющая скорости движения спутника, Δ𝑉𝑇 (𝑡) =
(︀
𝑉𝑇 (𝑡) − 𝑣0

)︀
– отклонение тангенциальной составляющей скорости движения спутни-

ка 𝑉𝑇 (𝑡) от скорости движения 𝑣0 = 𝜔0𝑟0 по заданной опорной траекто-

рии; Δ𝑙(𝑡) – отклонение спутника от заданной опорной траектории вдоль

круговой орбиты; 𝑢(𝑡, 𝑥) – стратегия управления (величина прямо пропор-

циональная тяге двигателя). Правая часть системы (4.1) содержит слу-

чайные возмущения 𝛾 𝑢(𝑡, 𝜉(𝑡))𝑑𝛽(𝑡), которые имеют смысл мультиплика-

тивных ошибок управления [137]. Мультипликативная ошибка управления

уменьшается при уменьшении тяги двигателя и становится равной нулю

при выключении двигателя. Часто используемая аддитивная ошибка мень-

ше соответствует физическому смыслу происходящих процессов.
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Критерий качества управления имеет вид

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︁
0

(︁
Δ𝑟(𝑠)2 +Δ𝑉ℛ(𝑠)

2 +Δ𝑉𝑇 (𝑠)
2 +Δ𝑙(𝑠)2 + 𝑢(𝑠, 𝜉(𝑠))2

)︁
𝑑𝑠.

Были заданы следующие параметры системы: радиус орбиты 𝑟0 =

6.871 · 106 м, интенсивность возмущений 𝛾 = 10−4.

Матрицы 𝑀 и 𝑉 были найдены численным решением уравнений

(3.11), (3.12). В результате

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
91.2985 4.1182 · 104 0.6343 −90.7549

4.1182 · 104 2.4695 · 107 286.9913 −5450.7739

0.6343 286.9913 0.8602 −0.3162

−90.7549 −5450.7739 −0.3162 120.5546

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝑉 =
(︁
0.6343 286.9913 0.8602 −0.3162

)︁
,

и значение критерия равно 𝐽 = 2.4682 · 107.

Найденный регулятор 𝑢(𝑡, 𝑥) = −𝑉 𝑥 обеспечивает асимптотическую

устойчивость в среднем квадратическом системы (4.1) и вместе с матри-

цей 𝑀 является решением уравнений (3.11), (3.12), следовательно является

оптимальным стабилизирующим регулятором.

4.4. Задача сближения двух спутников на круговой орбите Зем-

ли

Рассматривается плоское движение двух спутников по круговой ор-

бите радиуса 𝑟0 вокруг центра масс Земли (Рис. 3). В каждый момент

времени 𝑡 > 0 расстояние от центра масс Земли до спутников составля-

ет 𝑟(1)(𝑡) и 𝑟(2)(𝑡), тангенциальные составляющие скоростей равны 𝑉
(1)
𝑇 (𝑡)
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и 𝑉
(2)
𝑇 (𝑡), нормальные составляющие равны 𝑉

(1)
𝑅 (𝑡) и 𝑉

(2)
𝑅 (𝑡), расстояние

между спутниками вдоль заданной круговой орбиты равно Δ𝑙(𝑡).

Рис. 3. Движение двух спутников по круговой орбите.

Линеаризованные уравнения движения системы вдоль опорной тра-

ектории имеют вид [136]

𝑑Δ𝑟(1)(𝑡) = Δ𝑉
(1)
𝑅 (𝑡)𝑑𝑡,

𝑑Δ𝑉
(1)
𝑅 (𝑡) = (𝜔2

0Δ𝑟(1)(𝑡) + 2𝜔0Δ𝑉
(1)
𝑇 (𝑡))𝑑𝑡,

𝑑Δ𝑉
(1)
𝑇 (𝑡) = (−𝜔0Δ𝑉

(1)
𝑅 (𝑡) + 𝑢1(𝑡, 𝜂1(𝑡)))𝑑𝑡+ 𝛾1𝑢1(𝑡, 𝜂1(𝑡))𝑑𝛽1(𝑡),

𝑑Δ𝑟(2)(𝑡) = Δ𝑉
(2)
𝑅 (𝑡)𝑑𝑡,

𝑑Δ𝑉
(2)
𝑅 (𝑡) = (𝜔2

0Δ𝑟(2)(𝑡) + 2𝜔0Δ𝑉
(2)
𝑇 (𝑡))𝑑𝑡,

𝑑Δ𝑉
(2)
𝑇 (𝑡) = (−𝜔0Δ𝑉

(2)
𝑅 (𝑡) + 𝑢2(𝑡, 𝜂2(𝑡)))𝑑𝑡+ 𝛾2𝑢2(𝑡, 𝜂2(𝑡))𝑑𝛽2(𝑡),

𝑑Δ𝑙(𝑡) = (−𝜔0Δ𝑟(1)(𝑡) + Δ𝑉
(1)
𝑇 (𝑡) + 𝜔0Δ𝑟(2)(𝑡)−Δ𝑉

(2)
𝑇 (𝑡))𝑑𝑡,

где 𝜔0 – угловая скорость движения по круговой орбите радиуса 𝑟0;

Δ𝑟(𝑖)(𝑡) = 𝑟(𝑖)(𝑡) − 𝑟0, 𝑖 = 1, 2 – отклонение текущего радиуса круговой
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орбиты спутника от радиуса заданной орбиты; Δ𝑉
(𝑖)
𝑅 (𝑡) = 𝑉

(𝑖)
𝑅 (𝑡), 𝑖 = 1, 2

– нормальная составляющая скорости движения спутника; Δ𝑉
(𝑖)
𝑇 (𝑡) =

𝑉
(𝑖)
𝑇 (𝑡) − 𝜔0𝑟0, 𝑖 = 1, 2 – тангенциальная составляющая скорости движе-

ния спутника; Δ𝑙(𝑡) – расстояние между спутниками вдоль заданной кру-

говой орбиты. В правые части уравнений входят случайные возмущения,

которые имеют смысл ошибок управления.

В начальный момент времени 𝑡 = 0 система находится в состоянии

Δ𝑟(1)(0) = Δ𝑉
(1)
𝑅 (0) = Δ𝑉

(1)
𝑇 (0) = Δ𝑟(2)(0) = Δ𝑉

(2)
𝑅 (0) = Δ𝑉

(2)
𝑇 (0) = 0,

Δ𝑙(0) = 10.

Выход системы имеет вид 𝜂 = (𝜂T
1 𝜂T

2 )
T, 𝜂𝑖 =(︁

Δ𝑟(𝑖) Δ𝑉
(𝑖)
𝑅 Δ𝑉

(𝑖)
𝑇 Δ𝑙

)︁T
, 𝑖 = 1, 2. Таким образом, каждый спутник

обладает только информацией о своем положении и расстоянии между

ними, что является реалистичным техническим ограничением.

Критерий качества управления имеет вид

𝐽(𝑧) = E
+∞∫︀
0

(︁
Δ𝑟(1)(𝑠)2 +Δ𝑉

(1)
𝑅 (𝑠)2 + 5Δ𝑉

(1)
𝑇 (𝑠)2+

+Δ𝑟(2)(𝑠)2 +Δ𝑉
(2)
𝑅 (𝑠)2 + 5Δ𝑉

(2)
𝑇 (𝑠)2+

+𝑢1(𝑠, 𝜂(𝑠))
2 + 𝑢2(𝑠, 𝜂(𝑠))

2
)︁
𝑑𝑠

При 𝜔0 = 3.16 · 10−4, 𝛾1 = 𝛾2 = 0.01, матрица регулятора 𝑉 , найден-

ная при помощи разработанного комплекса программ, и соответствующее

значение критерия равны

𝑉 =

⎛⎝1.303 52.152 3.298 −0.22 0 0 0 0

0 0 0 0 1.302 52.214 3.296 0.22

⎞⎠ ,

𝐽 = 19.508.
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4.5. Результаты

Теоретические результаты диссертации из глав 1–3 реализованы в ви-

де программного комплекса, с помощью которого решен ряд практических

задач авиационной и ракетно-космической техники: стабилизация спутника

с упругой штангой, стабилизация движения спутника на круговой орбите

Земли и задача сближения двух спутников на круговой орбите Земли.

Результаты данной главы были частично опубликованы в [124, 127,

130,133].



82

Заключение

В результате диссертационного исследования были получены следу-

ющие результаты:

1) Выделен и исследован новый класс математических моделей – ква-

зилинейные стохастические системы с управляемыми параметрами.

Для математических моделей выделенного класса сформулирована и

поставлена задача оптимальной стабилизации [125,127,132].

2) В задаче оптимальной стабилизации получены необходимые условия

оптимальности:

а) стабилизирующего вектора в квазилинейных стохастических си-

стемах с управляемыми параметрами [125,127,132];

б) линейного стационарного регулятора в линейных стохастиче-

ских систем с мультипликативными шумами системах при на-

личии информационных ограничений [125,126,131].

3) Разработаны эффективные численные методы градиентного типа для

построения:

а) оптимального стабилизирующего вектора и субоптимального

векторного программного управления в задаче оптимальной ста-

билизации в квазилинейных стохастических системах с управля-

емыми параметрами [125,127,132,133];
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б) оптимального линейного стационарного регулятора и субопти-

мального линейного нестационарного регулятора в задаче опти-

мальной стабилизации в линейных стохастических системах с

мультипликативными шумами при наличии информационных

ограничений [125,126,131].

4) Полученные численные методы реализованы в виде комплекса про-

грамм.

5) Получены необходимые и достаточные условия оптимальности в за-

даче оптимальной стабилизации в линейных стохастических системах

с мультипликативными шумами при наличии полной информации о

состоянии [128,129].

6) Полученные результаты применены для моделирования и реше-

ния задач оптимальной стабилизации движения спутника с упругой

штангой [130], движения спутника на круговой орбите [124], опти-

мального сближения двух спутников на круговой орбите [127].



84

Литература

1. Самарский А. А., Михайлов А. П. Математическое моделирование.

Идеи. Методы. Примеры. — Физматлит М., 2001.

2. Калман Р. Э., Фалб П. Л., Арбиб М. А. Очерки по математической

теории систем / Под ред. Я. З. Цыпкин. — Едиториал УРСС, 2004.

3. Пантелеев А. В., Бортаковский А. С. Теория управления в примерах

и задачах. — Высшая школа, 2003.

4. Klamka J. Controllability of dynamical systems. A survey // Bulletin of

the Polish Academy of Sciences: Technical Sciences. –– 2013. –– Vol. 61,

no. 2. –– P. 335–342.

5. Bakule L. Decentralized control: An overview // Annual reviews in

control. –– 2008. –– Vol. 32, no. 1. –– P. 87–98.

6. Демидович Б. П. Лекции по математической теории устойчивости. —

Лань, 2008.

7. Hofer E., Sagirow P. Optimal systems depending on parameters //

AIAA Journal. –– 1968. –– Vol. 6, no. 5. –– P. 953–956.

8. Dorato P. A historical review of robust control // IEEE Control Systems

Magazine. –– 1987. –– Vol. 7, no. 2. –– P. 44–47.

9. Johnson C. Further study of the linear regulator with disturbances – The

case of vector disturbances satisfying a linear differential equation //



85

IEEE Transactions on Automatic Control. –– 1970. –– Vol. 15, no. 2. ––

P. 222–228.

10. Øksendal B. Stochastic differential equations: an introduction with ap-

plications. –– Springer, 2002.

11. Вонэм В. М. Стохастические дифференциальные уравнения в теории

управления // Математика. — 1973. — Т. 17, № 4. — С. 129–167. —

Probab. Methods appl. Math. – 1970 – no. 2 – P. 131–212.

12. Вонэм В. М. Стохастические дифференциальные уравнения в тео-

рии управления // Математика. — 1973. — Т. 17, № 5. — С. 82–114. —

Probab. Methods appl. Math. – 1970 – no. 2 – P. 131–212.
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