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Посвящаю светлой памяти моих родителей:
«Никабадзе Ушанги Эристович» ,
«Никабадзе-Ковзиридзе Нора Барнабовна»

В в е д е н и е

Теории оболочек, пластин стержней и многослойных конструкций представля-
ют собой обширную ветвь механики деформируемого твердого тела (МДТТ).
Формы объектов, рассматриваемых в них чрезвычайно разнообразны, точно
так же велико число областей техники, в которых они встречаются: в машино-
строении это корпуса всевозможных машин, улитки турбин; в приборостроении
– гибкие упругие элементы (сильфоны, мембраны, в том числе гофрирован-
ные, тарельчатые пружины); в гражданском и промышленном строительстве
– покрытия и перекрытия, пандусы, навесы и козырьки; в кораблестроении –
корпуса судов, сухих и плавучих доков; в авиастроении – фюзеляжи и кры-
лья самолетов; в ракетостроении – корпуса ракет; в подвижном составе желез-
ных дорог – кузова вагонов, цистерны, несущие конструкции локомотивов; в
других видах наземного транспорта – кузова автомобилей, тракторов; в мосто-
строении – плиты проезжей части, кессоны, опускные колодцы, сваи-оболочки;
в тоннелестроении и, в частности, в метростроении – обделка тоннелей; в гид-
ротехническом строительстве – арочные плотины, затворы; в промышленной
аппаратуре – всевозможные емкости ( аппаратура химических и ряда других
производств), резервуары, бункера; в котлостроении – котлы; в трубопроводах
– трубы, компенсаторы и т.п.

Теориям оболочек и многослойных конструкций посвящено несколько десят-
ков тысяч трудов. За последние 50 лет предложено огромное количество раз-
личных новых вариантов теории трехслойных [198], многослойных [100, 136]
и композитных оболочек волокнистой структуры [40, 316]. Состоялось боль-
шое количество всевозможных конференций, симпозиумов и семинаров, в том
числе несколько специализированных конференций по теории оболочек и пла-
стин, на которых заслушано несколько сотен докладов. Вышло в свет несколь-
ко десятков монографий по различным аспектам теории оболочек. Опубли-
ковано несколько сотен статей в различных сборниках научных трудов и на-
учных журналах. Написано большое количество обзоров литературы, в кото-
рых рассмотрены общие и частные вопросы теорий в различные промежут-
ки их развития. Например, в книге [410] приведен обзор литературы по тео-
рии оболочек за период с 1967 г. по 1985 г., который включает 621 наимено-
вание. Обзор отечественной и зарубежной литературы более раннего периода
содержится в [8, 127, 318, 490]. Большинство вариантов предложенных теорий
многослойных конструкций подробно рассмотрено в замечательных обзорах
[12, 100, 108, 115, 117, 118, 136, 144, 334, 335]. Автору принадлежат обзор лите-

ратуры [260] по теории многослойных конструкций, который содержит 283
наименования и обзоры по теориям оболочек и многослойных конструкций,
приведенные в работе [282] и включающие 976 наименований. В этой связи ав-
тор не ставил своей целью рассматривать здесь по этой теме обзор литературы.
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Хотя, обойтись без упоминания некоторых работ не целесообразно. Поэтому
мы ограничимся рассмотрением некоторых работ, касающихся лишь несколь-
ких разделов этих теорий.

Моделирование и расчет многослойных конструкций являются сложной про-
блемой МДТТ. Затруднения заключаются в

а) проблеме выбора критерия прочности;
б) учете разных масштабов;
в) необходимости учета анизотропии материала.
Проблема выбора критерия прочности до сих пор ждет окончательного ре-

шения [508], так как разрушение многослойных оболочечных конструкций —
сложный процесс, включающий в себя многочисленные механизмы разруше-
ния, которые в свою очередь имеют как локальный, так и глобальный харак-
тер. Следует отметить, что выбор варианта теории многослойных оболочечных
конструкций определяет заранее возможность исследования критических со-
стояний конструкции и применение тех или иных критериев прочности.

Композитный материал характеризуется наличием различных масштабных
уровней, что также приводит к моделям различной сложности, математиче-
ская обработка которых требует особых вычислительных затрат. Естественно,
все модели можно строить на микромеханическом уровне (масштаб волокон,
частиц в композитном монослое или гофра в среднем слое сандвича). Однако
и в этом случае расчет целой конструкции приводит к неприемлемым в инже-
нерной практике вычислительным затратам. Поэтому наибольшее распростра-
нение получили модели, работающие на мезоскопическом уровне (масштаб –
толщина слоя). При этом свойствами и геометрией волокон, частиц и т.д. прене-
брегают. Вместо этого вводятся так называемые эффективные характеристики
слоя, которые определяются либо из микромеханического анализа некоторого
характерного объема композита, либо из экспериментальных данных. Следу-
ющая масштабная характеристика многослойного композита – толщина всего
пакета. Как и в предыдущем случае, свойства определяются либо дальнейшим
усреднением (уже эффективным или найденным экспериментально на преды-
дущем этапе) свойств слоя по толщине пакета, либо экспериментально для всего
пакета. Очевидно, что при последнем подходе вычислительные затраты мини-
мальны, но зато это приходится платить утратой возможности исследования
процессов локального характера (отслоение, разрыв волокон, разрушение мат-
рицы и т.д.).

Анизотропная природа многослойной оболочечной композитной конструк-
ции приводит к системам связных дифференциальных уравнений в частных
производных. Случаи полной анизотропии на практике, как правило, не встре-
чаются, поскольку каждый слой слоистого композита обладает хотя бы од-
ной плоскостью симметрии, перпендикулярной к нормали срединной плоскости
слоя. Это позволяет моделировать композит как монотропный (моноклинный)
материал, который как известно [203, 204, 309, 336, 338], характеризуется 13-
ю материальными постоянными. Наличие в матрице жесткости такого анизо-
тропного материала 13 независимых компонент обусловливает появление при
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растяжении – сдвиговых, а при сдвиге – нормальных деформаций. Хотя надо
отметить, что эти эффекты просто усложняют систему разрешающих уравне-
ний и не влияют на методы построения таковых.

Следует отметить, что в настоящее время известно несколько путей (мето-
дов) построения теорий многослойных пластин [12, 100, 410]. Они аналогичны
методам построения теории однородных пластин [17, 101, 435, 490, 512, 528], ос-
нованных на:

1) гипотезах о напряженном и/или деформированном состояниях;
2) разложении всех геометрических и механических величин в ряды;
3) асимптотическом интегрировании;
4) представлениях о двумерных средах.
Эти методы различаются возможностями использования в практических

расчетах, уровнем математической строгости и т.д. И в то же время они при-
водят трехмерные системы уравнений в частных производных, которые опи-
сывают механическое поведение реальной конструкции, к двумерной, т.е. при
расчете многослойных оболочечных конструкций решают систему двумерных
дифференциальных уравнений в частных производных.

Первый метод, который еще называют гипотетическим методом [410], ближе
всего к инженерным представлениям. Исходная задача упрощается после при-
нятия определенных допущений (гипотез). Такие гипотезы связаны прежде все-
го с именами Кирхгофа Г. [84,474], Рейснера Е. [510], Генки Х. [469], Тимошенко
С.П. [79,81–84,233], Амбарцумяна С.А. [13,15–17], Левинсона М. [480], Пелеха
Б.Л. [324,326], Хорошуна Л.П. [416,418], Черных К.Ф. [425–427], Твалчрелидзе
А.К., Твалтвадзе Д.В, Никабадзе М.У. [398], Твалчрелидзе А.К. [399–401], Ни-
кабадзе М.У. [235–261, 266] и др. (неклассические гипотезы обычным образом
переносятся на случай построения любой теории тонких тел). Различные кине-
матические модели представлены, например, в работе [481]. См. также [37,411]
и др.

Второй метод связан с разложением в ряды по степеням поперечной ко-
ординаты [168–171, 380–388, 473, 483, 507], разложением в полиномы Лежандра
[223,391,408,412,489], [19,63–67,69,80,224,225], [325,327,332,356–360], [419–424],
[2–7,73–78,126,152–155,523], [262,264,265,267–272,282,284–286,304–306,413–415],
разложением в ряды по системе заданных функций [59, 60], разложением в
многочлены Чебышева [274, 275, 282, 284, 285, 304–306] и др. (эти разложения
с одинаковым успехом используется для построения любой теории тонких тел
[164,292,295–297]).

Третий метод – асимптотическое интегрирование предложено, например, в
работах Гольденвейзера А.Л. [88–90, др.]. В математическом плане оно приво-
дит к равномерному приближению решения по всем элементам теории (кинема-
тическим, силовым), т.к. рассматриваются всегда члены одинакового порядка.

Четвертый метод, основанный на представлении о двухмерных средах и на-
зываемый еще прямым методом [410], находит достаточно редкое применение,
т.к. противоречит традиционным взглядам о представлении результатов расче-
тов в виде полей напряжений. Такое представление для двухмерных теорий –
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весьма трудоемкий, а иногда и невыполнимый процесс. О возможностях этого
метода можно судить, например, по работам [490,529].

Теории многослойных пластин можно строить, как было выше сказано, ана-
логично теориям однослойных пластин. Однако при этом существует два прин-
ципиально различающихся метода [100,117,118,509]:

а) теории, основанные на гипотезе ломаной нормали;
б) теории, основанные на гипотезе эквивалентного слоя.
Основное различие между этими теориями заключается в представлении

о пакете слоев как о совокупности независимых слоев (гипотеза ломаной ли-
нии) или как о целостном эквиваленте (гипотеза эквивалентного слоя). Сле-
довательно, число разрешающих уравнений в теориях основанных на гипотезе
«ломаной нормали», непосредственно зависит от числа слоев пакета и не за-
висит для теорий, основанных на гипотезе «эквивалентного слоя». Кроме то-
го, определение некоторых эффективных характеристик многослойного пакета
существенно затруднено в теориях «эквивалентного слоя», особенно тогда, ко-
гда свойства и толщины слоев сильно различаются, поскольку классические
представления о деформациях поперечных сечений здесь не выполняются. Это
в свою очередь приводит к сложным кинематическим представлениям, в со-
ответствии с которыми определение эффективных характеристик приходится
связывать, как правило, с введением поправочных коэффициентов. Многочис-
ленные дискуссии по поводу правомерности введения поправочных коэффи-
циентов и их механической адекватности свидетельствуют о незавершенности
теорий «эквивалентного слоя» и необходимости дальнейших теоретических раз-
работок в этом направлении. При использовании гипотезы «ломаной нормали»
возникает другая проблема – ошибка, получаемая при неточном описании де-
формации поперечного сечения каждого слоя. Однако она существенно мень-
ше ошибки, возникшей при построении кинематической модели эквивалентного
слоя. Методы построения теорий многослойных пластин обсуждаются в работах
[100, 108, 117, 118, 417, 447, 471, 493–496, 509, 513]. Вопросы правильного опреде-

ления эффективных характеристик и особенно поправочных коэффициентов
обсуждены, например, в [11,482].

Следует заметить, что рассмотренные выше методы построения теорий мно-
гослойных пластин переносятся и на случай многослойных оболочек [100,108,
117,118,136]. Анализ работ, посвященных многослойным оболочкам, позволяет
выявить несколько основных методов построения теорий многослойных оболо-
чек. Они сводятся к следующему:

1. Теории, которые строятся на основе гипотезы Корхгофа–Лява для всего
пакета слоев. Этому методу посвящена обширная литература, которая подробно
отражена в монографиях С.А.Амбарцумяна [14,16–18], а также [100,120] и др.

2. Теории, учитывающие поперечный сдвиг (и реже поперечные нормаль-
ные деформации и напряжения в слоях) (уточненные теории) [97,98,367,511] и
др., на основе «интегральных» гипотез о характере распределения поперечных
касательных напряжений или перемещений по толщине всего пакета слоев в
целом [14,16,17] и др. Порядок получающихся при этом уравнений не зависит
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от числа слоев. Такой метод построения теорий многослойных оболочек на-
зывают сейчас феноменологическим или непрерывно-структурным. См. также
работы, ссылки на которые приведены выше при рассмотрении первого метода
построения теорий многослойных пластин.

3. Теории, учитывающие поперечный сдвиг (а нередко и поперечные нор-
мальные деформации и напряжения в слоях), на основе кинематических гипотез
для каждого отдельного слоя. Порядок системы уравнений теории в этом случае
зависит от числа слоев. Этот подход был развит впервые в статье Э.И.Григолюка
и П.П.Чулкова [99]. Его называют сейчас дискретным или дискретно-структур-
ным методом. Подробный анализ работ дискретно-структурного направления
рассмотрен в [108]. См. также [100, 117, 118] и работы, ссылки на которые
приводятся выше при рассмотрении первого метода построения теорий много-
слойных пластин.

4. Теории, построенные с помощью независимого применения кинематиче-
ских и статических гипотез и смешанного вариационного принципа. Если при
этом гипотезы применяются для всего пакета слоев в целом, то порядок систе-
мы уравнений не зависит от числа слоев. Если независимо аппроксимируют-
ся перемещения и напряжения в каждом отдельном слое, то порядок системы
уравнений зависит от числа слоев.

Недостаток структурного метода, базирующегося на применении кинемати-
ческих гипотез для каждого слоя, состоит в том, что на границах контакта
слоев не выполняются строго условия непрерывности поперечных напряжений.
Сложность получающихся при этом уравнений, с одной стороны и относитель-
ная простота и ограниченная область применимости феноменологических мо-
делей, с другой стороны, привели к появлению работ, в которых одновремен-
но применяются независимые кинематические и статические гипотезы и сме-
шанный вариационный принцип Рейсснера. Отметим, что такой метод мож-
но рассматривать и как дальнейшее развитие дискретно-структурного метода.
Наиболее существенные результаты в этом направлении достигнуты в большом
количестве работ [102–105,109,113,114,190–195].

5. Теории, которые строятся на основе аналитического метода. В этом слу-
чае трехмерная задача теории упругости сводится к двумерной задаче теории
оболочек путем разложения искомых функций в ряды. Порядок получающих-
ся при этом системы уравнений зависит как от числа слоев, так и от числа
удерживаемых членов в разложениях. Этот метод для построения теории трех-
слойных пластин и оболочек использован в работах [9, 80]. См. также рабо-
ты, ссылки на которые приведены выше при рассмотрении второго метода по-
строения теорий многослойных пластин. В теории слоистых оболочек наиболее
полно он реализован в работах [419–421, 424]. Вектор перемещения каждого
слоя аппроксимируется отрезками гипергеометрического ряда от поперечной
координаты. При определенном выборе индексов гипергеометрического ряда
возможно разложение вектора перемещения по различным полиномам. Если
перемещение представлено в виде разложения по полиномам Якоби, то инте-
грирование уравнений трехмерной нелинейной теории упругости приводит к
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системе 3s(N + 1) уравнений равновесия (s — число слоев, N — порядок при-
ближения). При соответствующем задании параметров λ и µ, которые входят в
полиномы Якоби, можно построить уравнения, в которых аппроксимация про-
изводится по ультрасферическим функциям, полиномам Чебышева, Лежандра.
В результате построена обобщенная теория толстых многослойных анизотроп-
ных непологих оболочек произвольной формы с заданной точностью hN . Обоб-
щенная теория позволяет при задании определенных параметров автоматиче-
ски переходить к различным прикладным двумерным теориям, оценивающим
напряженно-деформированное состояние слоистых оболочек с заданной точно-
стью. Приведены асимптотический и численный анализ непрерывности урав-
нений, соответствующих различным вариантам прикладных теорий. На этой
основе дана классификация прикладных теорий и рассмотрены области их при-
менимости. В зависимости от сохранения малых членов по сравнению с едини-
цей выделены: классическая теория слоистых оболочек; теории, учитывающие
поперечный сдвиг; теории, учитывающие поперечный сдвиг и обжатие; теории
толстых оболочек. Существенным моментом предлагаемой классификации тео-
рий многослойных оболочек является введение параметров, учитывающих по-
перечную анизотропию слоистой оболочки. На основе построенной классифи-
кации выделены весьма тонкие слоистые оболочки, тонкие оболочки, оболочки
средней толщины, толстые оболочки. Применение систем ортогональных поли-
номов (Лежандра, Чебышева) демонстрировано в [164,282–286,292,295–297].

6. Теории, в которых применяются соотношения трехмерной теории для ана-
лиза напряженно-деформированного состояния и устойчивости многослойных
оболочек.

Применение пространственного подхода к расчету слоистых анизотропных
тонкостенных конструкций затруднялось двумя факторами [315]: отсутствием
достаточно мощной вычислительной техники и недостаточностью математиче-
ского обоснования численных методов для решения указанных классов задач.
Создание с 80-х годов высокопроизводительных ЭВМ и эффективного систем-
ного математического обеспечения практически позволило снять первый фак-
тор с рассмотрения. Проведенные исследования сходимости и устойчивости ме-
тода конечных элементов при расчете тонкостенных композитных конструкций
позволили считать для этого метода разрешенной и вторую проблему (в том
числе и для геометрически нелинейных задач). Впервые пространственный ме-
тод был применен для исследования осесимметричного деформирования ани-
зотропных оболочек вращения в линейной постановке в работах [54,55,58,497,
519], в геометрически нелинейной постановке в [106,107,221,311,429,430,497], а
также для анализа обобщенной плоской деформации длинных цилиндрических
оболочек и панелей в работах [312, 313]. Из исследований в этом направлении
следует отметить работы [56,57,110–112,119,314] и др.

Эти работы показали, что напряженно-деформированное состояние много-
слойных композитных оболочек и пластин имеет существенно трехмерный ха-
рактер, при котором нельзя пренебрегать поперечными нормальными напря-
жениями и деформациями.



21

7. Теории, построенные посредством асимптотического интегрирования урав-
нений теории упругости [86–91]. Этот метод в математическом плане приводит
к равномерному приближению решения по всем элементам теории (кинематиче-
ским, силовым), так как рассматриваются всегда члены одинакового порядка.

8. Теории, при построении которых применяется метод последовательного
дифференцирования соотношений трехмерной теории [69].

Этим (малоизвестным в литературе) методом в [69] построена непротиворе-
чивая моментная тория оболочек. Выведена система уравнений 10-го порядка,
которая согласована с пятью независимо задаваемыми физическими или ки-
нематическими условиями. На контуре оболочки можно задавать произвольно
значения нормального и касательного усилий, перерезывающей силы, а также
изгибающего и крутящего моментов, или пять независимых кинематических
условий, например, три компоненты вектора перемещения произвольной точки
и две касательные компоненты его производной относительно скалярной попе-
речной координаты x3 на базовой поверхности (x3 = 0). При этом нормальная
компонента производной, выражающая удлинения поперечных волокон, опре-
деляется в явной форме с помощью пяти названных выше компонент. Следова-
тельно, этот метод можно развить на случай многослойных конструкций. По-
рядок получающихся при этом системы уравнений будет зависеть как от числа
слоев, так и от числа удерживаемых членов в разложениях искомых функций.
Вот и, пожалуй, на сегодняшний день все методы построения теорий тонких
тел.

Следует отметить, что к настоящему времени развит целый ряд вариантов
теорий тонких тел. Анализ опубликованных работ свидетельствует, что созда-
ние уточненных теорий оболочек и многослойных конструкций продолжает ак-
тивно развиваться. При этом нелинейные теории тонких тел находят все более
широкое освещение в литературе. Существенно расширился используемый ма-
тематический аппарат как для реализации уже поставленной проблемы, так и
с целью обеспечения новых постановок. Параллельно с теоретическим исполь-
зуется также и экспериментальный путь исследования. Широко применяются
численные методы и дискретные расчетные модели. Однако в геометрически
нелинейных теориях тонких тел обычно рассматриваются два варианта теорий.
В одном учитываются большие прогибы и повороты, но удлинения волокон обо-
лочки считаются малыми. В другом варианте теорий (в основном это касается
одномерных теорий – струна, или двумерных – мембрана) рассматриваются
большие удлинения, но считаются пренебрежимо малыми сдвиги.

В нелинейных теориях при гипотетическом подходе возникают несколько
возможностей формулировок классических гипотез (Кирхгоффа-Лява, Тимо-
шенко и др.). Заметим также, что при таком подходе затруднительно сравни-
вать численные результаты с экспериментальными. В самом деле, в эксперимен-
те замеры обычно производятся на внешней и внутренней поверхностях тонких
тел, а теоретические значения деформаций на этих поверхностях получаются
путем применения принятых гипотез по значениям деформаций срединной по-
верхности. Теории тонких тел с применением систем полиномов Лежандра и
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Чебышева первого и второго родов, в которых базовыми поверхностями явля-
ются внутренняя и внешняя (т.е. доступные к экспериментальному изучению)
создаются впервые.

В принципе любую задачу теории тонких тел можно рассматривать (ре-
шать) в трехмерной постановке, которая является более точной в сравнении
с двумерной постановкой. Однако реализовать на практике эту возможность в
требуемом объеме не всегда удается вследствие чрезмерной сложности решения
трехмерных задач и большого разнообразия практически необходимых поста-
новок задач. Кроме того, известны оценки трудоемкости решения одно-, двух-
и трехмерных краевых задач, согласно которым повышение размерности задач
на единицу повышает трудоемкость решения в 1000 раз [227]. Применительно
к задачам механики деформируемого твердого тела эти оценки являются зани-
женными, поскольку даже в простейшей ее ветви – в теории упругости, многие
задачи в точной постановке остаются практически неразрешимыми [323].

Поведение тонких тел, подчиняясь общим законам механики деформиру-
емого твердого тела, зависит также от специфических присущих им законо-
мерностей [333]. Вследствие относительной малости толщины сопротивление
оболочки в поперечном направлении существенно слабее сопротивления в тан-
генциальных направлениях. Уравнения состояния механики трехмерного тела,
в том числе и закон Гука, не учитывают этого обстоятельства. Поэтому их
непосредственное использование в теории оболочек приводит к существенной
ошибке [69]. Специфические закономерности деформирования тонких тел яв-
ляются физической предпосылкой к построению новых теорий тонких тел.

Следует заметить, что материалы, из которых изготовлены слои многослой-
ных конструкций, могут быть как однородными, так и неоднородными и даже
композитными. Например, в трехслойных конструкциях в качестве внешних
слоев используются однородные материалы, внутренний же слой состоит ли-
бо из мягкого, относительно слоистого материала (различные пены) [97], либо
из жесткого [98], а также либо из конструктивно сложного, неоднородного,
композитного материала (сотовые заполнители, гофры). В многослойных ком-
позитных конструкциях каждый слой сам по себе является композитным ма-
териалом. В современных конструкциях зачастую используется сочетание обо-
их типов слоистых конструкций. Например, трехслойная пластина, имеющая
в качестве внешних слоев многослойные пластины, а также элементы, состоя-
щие как из одного, двух и трех, так и существенно большего количества слоев
из композитных материалов и волокнистой структуры. В такие многослойные
элементы могут быть включены специальные слои, которые, например, демп-
фируют конструкцию или защищают ее от температурных или коррозионных
воздействий. В настоящее время трехслойные и многослойные конструкции,
особенно пластины широко применяются в различных областях техники.

Появление и широкое внедрение в различные отрасли техники композитных
материалов слоистой и волокнистой структуры вызвало необходимость в разра-
ботке новых методов расчета и проектирования тонких тел, изготовляемых из
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этих материалов. Оказалось, что классическая теория, которая до этого безраз-
дельно господствовала в прикладных методах расчета тонкостенных конструк-
ций, не способна удовлетворительно описать напряженно-деформированное со-
стояние композитных тонких тел.

Применение многослойных конструкций при их рациональном проектиро-
вании позволяет обеспечить достижение высокой удельной жесткости и проч-
ности, требуемых звуко- и теплоизоляционных свойств, демпфирующих вибро-
поглащающих характеристик. В ряде случаев необходимость применения мно-
гослойных тонких тел вызывается конструктивными и эксплуатационными со-
ображениями. Это очень важно при повышенных требованиях к безопасности
конструкций, особенно в самолето- и ракетостроении, тем более, что прогресс
вычислительной техники обеспечивает возможность проведения все более и бо-
лее сложных численных расчетов.

Одной из важных задач современной промышленности является постоянная
забота о снижении веса конструкций при сохранении надежности ее работы.
В этой связи представляется необходимым для полного исследования реаль-
ного напряженно-деформированного состояния рассматривать теории высоких
(второго, третьего и т.д.) приближений, геометрическую и физическую нели-
нейность, моментные (микроморфные, микрополярные и др.) теории дефор-
мируемого твердого тела, а также уточненные способы сведения трехмерных
задач к двумерным. Очевидно, новое механическое содержание приводит к но-
вым задачам, нуждающимся в математическом исследовании.

Следует особо отметить, что наблюдающееся в последние годы интенсивное
внедрение новых материалов в современное машино- и приборостроение вызва-
ло быстрый рост интереса к изучению зависимости их физико-механических
свойств от внутренней структуры. Как известно, синтез материалов с заданны-
ми физико-механическими свойствами относится к разряду "вечных" проблем
механики материалов и материаловедения. Особенно актуальными эти задачи
стали в последние два десятилетия, когда появились возможности управления
структурой материала на уровне отдельных молекул и даже атомов [30,124,366].

В 1985 г. при попытках астрофизиков объяснить спектры межзвездной пы-
ли были открыты фуллерен – новая форма существования углерода в природе
наряду с известными алмазом и графитом. Оказалось, что атомы углерода мо-
гут образовать высокосимметричную молекулу C60. Такая молекула состоит из
60 атомов углерода, расположенных на сфере с диаметром приблизительно в
один нанометр и напоминает футбольный мяч.

Вначале C60 получали в небольших количествах, а в 1990 г. была открыта
технология их крупномасштабного производства. Молекулы C60, в свою оче-
редь, могут образовать кристалл фуллерит с гранецентрированной кубической
решеткой и достаточно слабыми межмолекулярными связями [366,454]. В этом
кристалле имеются октаэдрические и тетраэдрические полости, в которых мо-
гут находиться посторонние атомы. Если октаэдрические полости заполнены
ионами щелочных металлов, то при температурах ниже комнатной структу-
ра этих веществ перестраивается и образуется новый полимерный материал.
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Если заполнить также и тетраэдрические полости, то образуется сверхпроводя-
щий материал с критической температурой 20-40 К. Существуют фуллериты и
с другими присадками, дающими материалу уникальные свойства. Например,
C60-этилен имеет ферромагнитные свойства.

Из углерода можно получить молекулы с гигантским числом атомов. Такая
молекула, например C≈1000000 может представлять собой однослойную трубку
с диаметром около нанометра и длиной в несколько десятков микрон. На по-
верхности трубки атомы углерода расположены в вершинах правильных ше-
стиугольников. Концы трубки закрыты с помощью шести правильных пяти-
угольников. Правильные шестиугольники являются ячейкой в плоском графи-
товом листе, который можно свернуть в трубки различной формы. Правиль-
ные пятиугольники (семиугольники) являются локальными дефектами в гра-
фитовом листе, позволяющими получить его положительную (отрицательную)
кривизну. Комбинации правильных пяти-, шести- и семиугольников позволяют
получать разнообразные формы углеродных поверхностей. Геометрия этих на-
ноконструкций определяет их уникальные физико-механические и химические
свойства и, следовательно, возможность существования принципиально новых
материалов.

Предсказание физико-химических свойств новых углеродных материалов
осуществляется, как с помощью квантовых моделей, так и расчетов в рамках
молекулярной динамики. Такой подход позволяет понять сущность физических
закономерностей и объяснить происхождение ряда свойств, не имеющих обосно-
вания в классической теории. Предполагается, что исследуемая система состоит
из атомных ядер (ионов) и электронов. Эти частицы не рождаются и не исче-
зают в силу ограниченности их типичных энергий, и скорости их движения
достаточно малы по сравнению со скоростью света. Поэтому моделирование
атомно-молекулярных систем может проводиться в рамках шредингеровских
моделей. Гамильтониан таких моделей содержит кинетическую энергию ядер,
кинетическую энергию электронов, потенциальную энергию кулоновского вза-
имодействия между электронами, между ядрами и электронами и между всеми
ядрами. При таком подходе, в случае его полной реализации, можно было бы
определить причины существования многих свойств и явлений. Однако, содер-
жательный анализ моделей для реальных систем, состоящих из большого числа
частиц, представляет практически трудноразрешимую задачу даже с помощью
современных вычислительных систем. Несмотря на несомненные успехи кван-
товой механики в объяснении ряда свойств микроскопических объектов, пере-
ход от микрофизики к описанию макроскопических объектов остается все еще
недостаточно изученным. В частности, не ясны критерии, до каких пор мож-
но пользоваться методами классической физики при изучении динамических
процессов в наноструктурах.

Известно, что квантовая теория содержит в себе классическую механику в
качестве предельного случая. Это составляет принцип соответствия в квантовой
механике. А именно, если числовое значение динамической переменной, имею-
щей размерность действия S (Джс), велико по сравнению с постоянной Планка
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h = 6, 6·10−34 Джс, то систему с достаточной точностью можно описать закона-
ми классической физики. Проведем оценку такой величины на примере колеба-
ний периодической структуры из фуллеренов. Наиболее распространенная мо-
лекула фуллерена C60 состоит из 20 гексагонов и 12 пентагонов. Ее поперечный
размер составляет 0,714 нм. При определенных условиях молекулы C60 могут
упорядочиваться и образовывать молекулярные кристаллы с гранецентриро-
ванной кубической решеткой, с параметром а = 1,41 нм. В такой динамической
системе размерностью действия является произведение периода колебаний на
энергию S = TE. Характерная частота колебаний такой структуры составля-
ет 1010+1012 c−1, а энергия возбуждения имеет порядок 106эВ = 1, 6−10 Дж,
Величина действия равна S = TE = 2πE/ω = 10−24+10−25 Джс и отноше-
ние S/h≥108+1010. Следовательно, колебания в решетке из фуллеренов можно
описывать законами классической физики. Таким образом, механику сред с
микроструктурой, включая и нанообъекты, можно строить в рамках законов
классической физики.

Микромеханика твердого тела рассматривает макромехапические свойства
материалов, в том числе и поликристаллических металлов, с микроскопиче-
ских позиций. Поэтому она играет важную роль связующего звена между ис-
следованиями на микро- и макроуровнях [445, 518]. Известно, что для созда-
ния (синтеза) новых материалов, недостаточно умения анализировать свойства
микроструктуры материала. Необходимо определение связи требуемых макро-
скопических характеристик материала с микроскопическими характеристика-
ми структуры, умение воспроизводить заданные макроскопические свойства.
В настоящее время достаточно четко сформировались три различных подхода
к построению математических моделей сред, отражающих внутреннее взаимо-
действие элементов структуры:

– континуальный подход базируется на обобщении континуальной модели
среды за счет расширения понятия представительного объема среды, учета ро-
тационных степеней свободы микрочастиц и аффинных деформаций мезообъ-
ема (континуум Коссера, микроморфная среда Эрингена-Миндлина). В разви-
тии этого подхода решающий вклад внесли работы Коссера Е. и Ф., Аэро Э.Л.,
Вожняк Ц., Германн Г., Грин А.Е., Гриоли Г., Гюнтер В., Койтер В.Т., Кувшин-
ский Е.В., Ломакин В.А., Миндлин Р.Д., Нахди П.М., Новацкий В., Пальмов
В.А., Ривлин Р.С., Савин Г.Н., Стернберг Е., Трусделл К., Тупин Р.А., Эрин-
ген А.К. и др. Основные трудности этого подхода заключаются в выявлении
физического смысла моментных напряжений высших порядков и в отсутствии
теории макроскопических экспериментов, на основании которых можно было
бы найти связь материальных констант среды с параметрами ее микрострук-
туры;

– структурно-феноменологический подход связан с теорией кристалличе-
ской решетки и физикой твердого тела. Здесь следует отметить работы И.Кунина,
Е.Кренера, А.Аскара (Askar А.), Ж.Пуже и Ж.Можена (Pouget J. and Maugin
G.), Л.И. Маневича, Э.Л.Аэро и А.Н.Булыгина, Х.Аскеса (H.Askes) и А.В.Мет-
рикина, А.И.Потапова и И.С.Павлова, А.А.Васильева и А.Е. Мирошниченко;
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– статистический подход основан на пространственном усреднении свойств
микронеоднородных сред и переходе от уравнений движения микроэлементов
к рассмотрению уравнений макродвижений, отражающих взаимодействие эле-
ментов микроструктуры. Сюда заметный вклад внесли работы В.А.Ломакина,
А.А.Ильюшина, В.В.Новожилова, В.Н.Николаевского и др.).

Континуальный подход, базируется на понятиях полярности и нелокально-
сти материала, имеющего микроструктуру. Полярность указывает на то, что,
помимо деформации окрестности частицы структуры, допускается ее жесткое
вращение, в общем случае не связанное с полем перемещений, а нелокальность
указывает на зависимость физических свойств материала от влияния частиц
окружения. Мысленное разбиение тела на части ограничено некоторым пре-
делом, выражающимся в том, что на некотором уровне происходит качествен-
ное изменение физических свойств. Существуют материалы, у которых каче-
ственные изменения происходят постепенно, но у кристаллических твердых тел
этот предел выражен достаточно четко. Получение представлений о пределах,
проявляющихся при измельчении материалов с микроструктурой, представляет
проблему поэтапного познания материи. По мере накопления знаний о микро-
структуре, которая влияет на механическое поведение материалов, происходит
переход на новый уровень познаний – создается теория, позволяющая с но-
вых позиций объяснить механическое поведение. Для укрепления фундамен-
тальной базы теории соответствующего этапа должна быть установлена связь
между характеристиками уровня микроструктуры и макроскопическими ха-
рактеристиками. Поэтому большая роль отводится механике субмакроскопиче-
ского уровня, устанавливающей переход от микро- к макро-, а также критерии
макро- и микроскопических свойств. К структурно-чувствительным материа-
лам (материалам с микроструктурой) в чистом виде неприменима методоло-
гия континуума. Тем не менее, допустимо распространение методов механики
сплошных сред, занимающейся изучением механического поведения материи на
макроуровне, на микроуровень. Они оказываются весьма эффективными для
объяснения поведения материалов. Область науки, в которой поведение мате-
риалов с микроструктурой изучается при использовании методов непрерывной
аппроксимации, называют обобщенной механикой сплошной среды.

Во второй половине XIX века для описания деформации твердых тел ис-
пользовалась, как правило, континуальная теория упругости. Исторически од-
ной из первых континуальных моделей упругой среды, которая не может быть
описана в рамках классической теории упругости, является среда Коссера, со-
стоящая из твердых недеформируемых тел, обладающих тремя трансляцион-
ными и тремя ротационными степенями свободы. Теоретические основы такого
континуума были развиты Е. и Ф.Коссера [455] в 1909 году. Традиционно пред-
полагалось, что эта работа не имеет предшественников, но это не так [218]. Еще в
1839г. была опубликована работа Дж. Мак-Куллага [484], посвященная постро-
ению модели упругой среды, способной одновременно описывать наблюдаемые
отражение и преломление. Эиергия деформации в континууме Мак-Куллага за-
висит от вращательных компонентов деформации. В книгах Е.Моссотти (1851
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г.), А.Клебша (1862 г.), Г.Кирхгофа (1874 г.) и П.Дюгема (1891 г.) также име-
ются отступления от законов классического континуума. В 1862 году А.Клебш,
ввел энергетически сопряженную пару для "вращательной энергии". О важ-
ности учета моментных напряжений говорилось и в работе В.Фойхта (1887г.)
[527]. Таким образом, Е. и Ф.Коссера обобщили и развили более ранние работы
Г.Кирхгофа, А.Клебша, П.Дюгема и В.Фойхта [156,196,446,486].

С начала 60-х годов стали усиленно развиваться обобщенные модели кон-
тинуума Коссера: теория ориентированных сред, несимметричная, моментная,
мультиполярная, микроморфная и т.п. теории упругости (часто их называют
моментными теориями). Так, Э.Л.Аэро и Е.В.Кувшинский [22, 186] на основа-
нии допущения о вращательном взаимодействии частиц вытянутой формы в
анизотропной упругой среде обобщили феноменологическую теорию упругости
с целью объяснения некоторых аномалий динамического поведения пластиков,
которым классическая теория упругости не давала удовлетворительной трак-
товки. В дальнейшем идея "ориентированного"континуума, в котором каж-
дой точке приписывается еще и направление (поле директора), получила свое
развитие в теории жидких кристаллов. Существенный вклад в развитие мо-
ментных теорий внесли также работы Г.Германна, В.Гюнтера, В.Койтера [172],
В.А.Ломакина [156], Р.Миндлина [226], В.Новацкого [309], В.А.Пальмова [320,
321], Р.Ривлина, Г.Н.Савина [371,372], К.Трусделла, Р.Тупина [520], А.Эрингена
[434, 459, 461–463], И.А.Кунина [196, 477]и др. (см. также списки работ в [156,
467]). К середине 60-х годов сформировалось новое направление, тесно свя-
занное с теорией кристаллической решетки, – нелокальная теория упругости,
содержащая обобщенные модели континуума Коссера в качестве длинноволно-
вого приближения (Э. Кренер, Дж. Крумхансл, И.А. Кунин). В дальнейшем
нелокальная теория упругости развивалась также в работах А.Е.Грина, Н. Ло-
оса, Д. Эделена, А. Эришепа и других авторов [121, 150, 196, 448, 461, 467, 476,
477,521,524].

С недостатком классической теории упругости столкнулись в физике твер-
дого тела при изучении термодинамических свойств материалов. В 1952 году
И.М.Лифшиц [209], рассматривая вопрос о тепловых свойствах цепных и сло-
истых структур при низких температурах, обратил внимание на влияние по-
перечной жесткости отдельных атомных слоев или цепей на закон дисперсии
акустических колебаний слоистого кристалла в длинноволновой части спектра,
где она по законам теории упругости должна отсутствовать. В этой работе
приведены законы дисперсии для продольных и поперечных (изгибных) волн.
Впоследствии изгибные волны в кристаллической решетке были более детально
изучены А.М.Косевичем [180,181,475]. Он отметил, что изгибные волны, в отли-
чие от продольных волн, обусловленных центральными силами взаимодействия
вызываются более слабыми силами нецентрального взаимодействия, возника-
ющими при поперечных смещениях частиц. Он также показал, что для более
точного описания нелинейной динамики кристаллической решетки в уравнени-
ях колебаний необходимо учитывать и моментные напряжения, описываемые
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четвертыми пространственными производными от поперечных смещений ча-
стиц.

В последние три десятилетия вырос интерес к задачам построения нелиней-
ных моделей сред сложной структуры [1, 25, 26, 35, 36, 39, 47, 61, 133, 141, 147,
173, 319, 444, 459, 470, 472, 498, 503–506]. Так, например, Ж.Пуже и Ж.Можен в
работе [506] изучали нелинейную динамику ориентированных сред с помощью
микроскопической теории, моделируя среду как систему материальных объек-
тов с трансляционными и вращательными степенями свободы. Один из вари-
антов теории, описывающей моментную динамику твердого деформируемого
тела, был предложен А.Г. Угодчиковым в работах [403–405]. На основе физиче-
ских и механических свойств геоматериалов со сложной структурой в работах
В.Н.Николаевского [308, 492] построены математические модели деформирова-
ния и разрушения горных массивов и пластов при внешних воздействиях.

Структурно-феноменологический подход, как было сказано выше, связан с
теорией кристаллической решетки и физикой твердого тела. При этом подхо-
де особое внимание уделяется структуре среды. Структура среды и, в част-
ности, размер зерна — один из важнейших показателей качества материалов,
непосредственно влияющих на их прочностные и вязкоупругие характеристи-
ки. Частицы, из которых состоит тело, представляют как простые центры сил,
наделенные свойствами массы. Эти элементы тела действуют друг на друга
с помощью центральных сил. Предполагается, что силы, действующие между
структурными элементами тела, быстро убывают с расстоянием и ими можно
пренебречь, если расстояние между элементами превышает "радиус молеку-
лярного действия". Метод центральных сил приводит к определенным соотно-
шениям между упругими постоянными второго порядка, которые называются
соотношениями Коши. В 1830 г. Коши, используя дискретную модель среды
(эфира), сделал попытку объяснить дисперсию света в предположении, что свет
представляет собой упругие волны с очень большой частотой. Он показал, что
для длин волн, много больших расстояния между соседними частицами одно-
мерной решетки, скорость распространения не зависит от длины волны. Для
коротких же волн скорость распространения является функцией длины волны
и может заметно изменяться. Идеи Коши, послужили отправной точкой для
исследований Баден-Пауэлла, который, исходя из модели одномерной решетки,
вывел формулу связи между скоростью распространения волны и ее длиной.
Однако он не заметил одно из важнейших свойств периодических систем, а
именно существование максимальной частоты, при которой волны еще могут
распространяться в решетке. Это открытие сделал в 1881 г. Кельвин, обратив-
ший внимание на то, что частота является функцией волнового числа. С помо-
щью модели цепочки из частиц двух сортов Кельвин смог объяснить явление
дисперсии, избежав затруднений, имевших место в теории Коши.

В 1842 году С.Пуассон сделал предположение о том, что молекулы кристал-
ла представляют собой не точки, а малые твердые тела, которые могут двигать-
ся не только поступательно, но и вращаться [218]. Эта идея позже, в 1887 году,
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была детально разработана В. Фойхтом [527]. В 1890 году В.Томсон (лорд Кель-
вин) указал, что соотношения Коши могут быть устранены, если представить
кристалл состоящим из двух проникающих друг в друга однородных точеч-
ных образований, т.е. двух подрешеток [218]. Более общие структурные схемы
кристаллических материалов были предложены в 1915 году Максом Борном, в
которых каждый структурный элемент кристалла – элементарная ячейка – со-
стоит из собрания притягивающихся и отталкивающихся частиц [43]. Частицы
внутри каждой ячейки одинаково расположены по отношению друг к другу.

В конце 1930-х годов Я.И.Френкель рассмотрел модель цепочки ориенти-
рованных диполей с закрепленными центрами тяжести и показал, что в ней
могут распространяться "волны вращательных качаний"(т.е. ориентационные
волны).

Первую же модель взаимодействия трансляционных и вращательных ко-
лебаний в молекулярной решетке предложили в 1949 году Л.И. Апсельм и
Н.Н. Порфирьева [20]. В такой модели было учтено лишь линейное взаимо-
действие ориентационных волн с одним видом трансляционных колебаний –
продольными волнами. Тем не менее удалось показать, что в кристаллических
решетках молекулярных кристаллов распространяются в основном смешанные
ориентационно-трансляционные колебания, частоты которых зависят как от
массы, так от момента инерции молекул в решетке. Для одномерной модели
молекулярной решетки с двумя молекулами в элементарной ячейке получают-
ся четыре ветви вращательно-трансляционного спектра колебаний. Для длин-
ных волн одна ветвь (акустическая) дает чисто трансляционные колебания,
вторая ветвь — чисто вращательные колебания, зависящие только от момента
инерции, и две другие — смешанные вращательно-трансляционные колебания,
зависящие и от массы, и от момента инерции. Как показали дальнейшие иссле-
дования Н.Н.Порфирьевой, эти результаты, полученные для одномерной моде-
ли решетки, сохраняются в основном и для трехмерной молекулярной решетки
кристалла.

До середины прошлого столетия большинство результатов механики дефор-
мируемого твердого тела были получены в рамках континуального подхода.
Дискретные же модели использовались, как правило, в физике твердого те-
ла и теории кристаллической решетки [43, 45, 179–181]. Интерес к дискретным
моделям возобновился во второй половине XX века [151,437–440,443]. Здесь сто-
ит указать работы Г. Зорского, Д.Рогули и Ч.Рымажа [150], М.Р.Короткиной
[178, 179], Н.Ф. Морозова и М.И. Паукшто [231]. Такой интерес связан со сле-
дующими обстоятельствами:

– Применение дискретных методов в силу дискретности процессов вычисле-
ния идеологически более оправдано.

– Развитие ЭВМ позволяет в настоящее время решать "большие"системы
уравнений, что отчасти снимает возражение о неадекватности реальных и рас-
четных ситуаций.

– Дискретные методы позволили, например в задачах разрушения, обна-
ружить ряд эффектов, не улавливаемых континуальными методами. И это не
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случайно, поскольку разрушение происходит на уровне структуры и описыва-
ется длинноволновой асимптотикой лишь приближенно.

– Дискретные модели представляются привлекательными в силу моделиро-
вания реальной атомной структуры вещества.

Как известно, структурные и кинетические характеристики материалов наи-
более ярко проявляются в их динамическом поведении, поэтому один из эф-
фективных способов определения материальных констант твердых тел основан
на измерениях скоростей и других характеристик упругих волн, распространя-
ющихся по разным кристаллографическим направлениям. При исследовании
твердых материалов упругие (акустические) волны имеют определенные пре-
имущества перед электромагнитными и рентгеновскими волнами, так как могут
распространяться в толще среды, куда последние не проникают. Высокая чув-
ствительность акустических методов и сравнительно малые амплитуды дефор-
мации дают возможность исследовать механические характеристики твердых
тел еще в упругой области деформации без разрушения материала [219, 310,
397, 409, 522]. Это делает актуальной разработку теории волновых процессов в
средах сложной структуры и привлекает большое внимание, как теоретиков,
так и экспериментаторов. В настоящее время представления о существовании
в кристаллической решетке ротационных степеней свободы и различных типов
взаимодействий широко используются при изучении динамических процессов в
средах сложной структуры [20,222,228,449–453,486,487,502–504,525,526]. Тео-
рия ангармонических эффектов в решетке, состоящей из анизотропных частиц,
представляется весьма важной для развития ультразвуковых методов исследо-
вания твердых тел [61,133,148,219,397,409,441,442].

В середине 30-х - начале 40-х годов на важность учета микроструктуры
среды, а именно, вращательных степеней свободы частиц обратили внимание
физики-экспериментаторы. Так, весьма интересны опыты Е.Бауера и М.Мага,
производивших сравнение спектров рассеяния для тяжелой и легкой воды. Из
сравнения спектров этих двух веществ, молекулы которых имеют приближенно
одну и ту же массу, но различные моменты инерции, Е.Бауер и М.Мага делают
заключение о существовании наряду с трансляционными также и вращатель-
ные колебания молекул воды. Допуская существование таких же колебаний,
Дж. Бернал и Ж.Тамм считали возможным объяснить различия в некоторых
физических свойствах легкой и тяжелой воды. В 1940 году Е.Гросс [122] наблю-
дал эффект изменения длины волны рассеянного света в жидкости, связанный
с флуктуациями ориентации анизотропных молекул, и отметил, что при враща-
тельных колебаниях оси молекул могут поворачиваться на значительную вели-
чину, если период колебаний много больше времени релаксации. В дальнейшем
Е.Гросс и А.Коршунов экспериментально установили [123], что и у кристал-
лов некоторых органических веществ спектр рассеяния малых частот связан
с вращательными колебаниями молекул. Наиболее интенсивен спектр рассея-
ния у веществ, молекулы которых обладают большой оптической анизотропией
(сероуглерод, нафталин, бензол).
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В конце 50-х годов стали проводиться опыты по наблюдению оптико-акусти-
ческого эффекта в жидкостях и твердых телах. В частности, опыты по изуче-
нию спектральной зависимости оптико-акустического эффекта в сегнетоэлек-
трических кристаллах (в частности, сегнетовой соли). Исследование спектраль-
ной зависимости такого эффекта в кристалле сегнетовой соли и сопоставление
результатов со спектром инфракрасного поглощения представлялось интерес-
ным с точки зрения проблем, связанных с молекулярным механизмом пьезо-
электрического явления. Однако вопрос о степени эффективности тех или иных
колебаний при возбуждении оптико-акустического эффекта до сих пор до конца
не изучен.

В 1970 году были проведены первые эксперименты по акустике твердых тел
с микроструктурой (Г.Н. Савин и др. [371,372]). Авторы установили корреляцию
между размером зерна в различных металлах и алюминиевых сплавах и дис-
персионным параметром акустической волны. Дисперсию ультразвуковых волн
наблюдали также в искусственном зернистом композите – ферритовая дробь в
эпоксидной смоле.

Учет микроструктуры среды необходим и при исследовании нелинейных
акустических волн в кристаллах, поскольку, как указывается в монографии
В.Е.Лямова [219], наличие микровращений приводит к появлению простран-
ственной дисперсии и новых акустических ветвей в спектре волн. Однако эти
эффекты в книге не рассматриваются.

В последние два десятилетия моделированию свойств сред сложной струк-
туры, а также теоретическому и экспериментальному исследованию процессов
распространения и взаимодействия акустических волн в средах сложной струк-
туры посвящено большое количество работ. Некоторые из них приведены в
списке литературы [29,31–34,72,137,212–217,317], [27,28,35,36,47,174,188,189,
205–208,208,363,393,395,396,428,498,502–505].

Отметим также, что классическая теория упругости довольно хорошо пред-
сказывает поведение реальных твердых тел, находящихся под различной на-
грузкой, во всех случаях, когда «зернистость» строения рассматриваемых ре-
альных тел не является для этих явлений характерной. Однако классическая
теория упругости оказывается не в состоянии удовлетворительно объяснить за-
кономерности некоторых явлений, которые можно наблюдать в реальных упру-
гих телах, не говоря о телах другой реологии. Например, с точки зрения тео-
ретических решений классической теории упругости не удается объяснить и
предсказать законы распространения коротких акустических волн в кристал-
лических твердых телах, поликристаллических металлах и высоких полимерах.
Классическая теория также не дает достаточно удовлетворительной согласо-
ванности ее результатов с экспериментальными данными для тел с ярко выра-
женной поликристаллической структурой в условиях сложного напряженного
состояния с большим градиентом напряжений. В частности, эта теория не мо-
жет дать какого-либо вразумительного объяснения влиянию градиента напря-
жений на усталостные характеристики поликристаллических материалов. При-
чину этой несогласованности теории и опыта, очевидно, надо искать в том, что
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сплошная упругая модель твердого тела, лежащая в основе классической тео-
рии упругости, принципиально не в состоянии отобразить те упругие свойства
реальных тел, которые определяются их дискретной структурой. Следователь-
но, для объяснения этих явлений нужно новая модель твердого тела механики
сплошной среды, в которой свойства, вытекающие из дискретной структуры
реальных тел, были бы явно отражены [370]. Ряд наблюдаемых эффектов (яв-
лений), не объясняемых на оснований классической теории можно смотреть
также в [230]. Как известно, все реальные тела имеют «зернистое» строение,
поэтому их можно рассматривать как совокупность пространственных матери-
альных образований из отдельных «зерен» – материальных частиц, располо-
женных относительно друг друга на расстояниях, сравнимых с их размерами
и связанных между собой сложной системой взаимодействий. Такими «зерна-
ми» могут быть отдельные молекулы вещества, отдельные кристаллы и блоки
кристаллов в поликристаллических материалах и т.п.

Следует заметить также, что дисперсия упругих поверхностных волн Рэ-
лея, не могут быть объяснены в рамках классической модели сплошной среды
[142, 189]. В рамках же среды Коссера (или более обобщенной среды) этот

эффект имеет объяснение. При этом степень затухания амплитуды рэлеевской
волны с глубиной, а также эллиптичность волны зависят от материальных кон-
стант среды, в том числе и от параметров, описывающих моментные свойства.
Это обстоятельство позволяет надеяться на эффективное применение такого ти-
па волн в возможных экспериментальных исследованиях, направленных на об-
наружение моментного поведения материала и далее на определение материаль-
ных параметров. Итак, для практического применения построенных микрокон-
тинуальных теорий требуется определение материальных функций, входящих в
системы уравнений и ОС. Обзор соответствующих работ [142,189,462,466,479]
и др. в этом направлении свидетельствуют, что существуют несколько экспери-
ментальных методов [466, 479] для их определения и ведется активная работа
для нахождения материальных констант различных сред (для некоторых мате-
риалов они определены [142,189,462,466,479]). Следовательно, можно предпо-
лагать, что в ближайшем будущем они будут найдены для большинства нужных
материалов, а построенные микроконтинуальные теории найдут свои практи-
ческие применения. Хотя, из микрополярных теорий тонких тел, пренебрегая
моментными характеристиками, следуют различные теории тонких тел в рам-
ках классической трехмерной теории, которые могут быть использованы на
практике. Кроме того, предоставляется необходимым аналогично [101] отме-
тить некоторые вопросы, требующие дальнейшего развития и остающиеся в
настоящее время актуальными.

Необходимо дальнейшее развитие математических методов приведения трех-
мерных задач механики деформируемого твердого тела к двумерной, одномер-
ной, а также нульмерной. Сюда относятся аналитические и асимптотические
методы, а также метод последовательного дифференцирования соотношений
трехмерной теории. Такие методы следует развивать не только для тел с одним
малым размером, но и для тел с двумя малыми размерами. Последняя задача,
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конечно, является более трудной. При этом особое внимание следует обратить
на динамические теории этих тел.

При приведении трехмерных теорий к двумерным целесообразно привлекать
вариационные методы, которые являются весьма эффективными для получе-
ния внутренне непротиворечивых математически корректных моделей.

Необходимо дальнейшее исследование в направлении математического обос-
нования методов редукции, т.е. исследования вопросов сходимости, оценки по-
грешностей, краевых условий, возможностей ускорения сходимости и т.п.

Остается актуальной необходимость сравнения результатов приближенных
теорий с результатами аналитических и численных решений задач трехмерной
теории. Желательно сравнить результаты приближенных теорий с точными
решениями для тел с одним малым размером различных поперечных сечений.
Имеющиеся в классическом случае сравнения на основе уравнений плоской де-
формации или обобщенного плоского напряженного состояния не убедительны,
поскольку эти уравнения сами являются приближенными.

Важным направлением является приведение трехмерных теорий к двумер-
ным в случае различных реологических свойств материала, геометрически и
физически нелинейных тел, а также с учетом влияния температурных, элек-
тромагнитных и других полей.

Наконец, отметим имеющиеся в настоящее время большой пробел в области
экспериментальных исследований.

В связи с вышесказанным и широким использованием тонких тел (одно-,
двух-, трех- и многослойных конструкций) возникает потребность создания но-
вых уточненных теорий тонких тел в рамках как классической, так и моментной
теории и усовершенствованных методов их расчета. Поэтому построение уточ-
ненных теорий тонких тел и развитие эффективных методов расчета являются
важной и актуальной задачей.

Настоящая диссертационная работа посвящена развитию метода ортого-
нальных полиномов в механике микрополярных и классических упругих тонких
тел и его применению при построении различных вариантов теорий деформиру-
емых твердых тонких тел. Диссертация состоит из 6 глав, заключения и списка
литературы, включающего 530 наименований. Она изложена на 384 страницах.
В ней для формул применяются тройная нумерация. Первая цифра означает
номер главы, а вторая и третья – номер раздела и соотношения соответственно.

В первой главе «О параметризации области тонкого тела трехмерного ев-
клидова пространства» развита рассмотренная в [241] эффективная парамет-
ризация области тонкого тела трехмерного евклидова пространства R3, заклю-
чающаяся в использовании, в отличие от классических подходов, двух базовых
поверхностей, называемых условно внутренней и внешней базовыми поверхно-
стями (см. также [277, 282, 304, 306]). Дано векторное параметрическое урав-
нение области тонкого тела. Введены в рассмотрение свойственные предложен-
ным семействам параметризаций геометрические характеристики. В частности,
рассмотрены различные семейства базисов (реперов) и порожденные ими соот-
ветствующие семейства параметризаций. Введены в рассмотрение компоненты
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переноса единичного тензора второго ранга (ЕТВР), а также основные компо-
ненты ЕТВР, посредством которых выражены сопровождающие рассмотрен-
ные в работе семейства параметризаций различные геометрические объекты.
Получены выражения для компонент ЕТВР через основные компоненты ЕТВР
при различных частных случаев параметризаций области тонкого тела. Даны
представления ЕТВР, единичного тензора четвертого ранга (ЕТЧР), а также
изотропных тензоров четвертого ранга при рассматриваемых семействах пара-
метризаций области тонкого тела трехмерного евклидова пространства. Вве-
дены в рассмотрение мультипликативные базисы и получены деривационные
формулы для них. Даны выражения ковариантных производных от компонент
тензора при рассматриваемой параметризации. С помощью компонент пере-
носа ЕТВР осуществлена связь между различными семействами параметри-
заций. Получены выражения для семейств символов Кристоффеля, компонент
вторых тензоров и средних и гауссовых кривизн поверхностей посредством ком-
понент переноса ЕТВР. Компоненты переноса и компоненты ЕТВР, зависящие
от поперечной координаты x3, представлены в виде рядов относительно этой
координаты. Рассмотрены некоторые вопросы, касающиеся тензора Римана-
Кристоффеля при новой параметризации, а также приведены тождества Ламе.
Сформулирована фундаментальная теорема для области тонкого тела при ее
новой параметризации.

Во второй главе «Рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра
и Чебышева. Моменты тензорных полей и дифференциальных операторов от-
носительно этих систем полиномов» приведена теорема о линейном преобразо-
вании сегмента ортогональности. Выписаны основные рекуррентные формулы
для полиномов Лежандра и Чебышева первого и второго родов, с помощью
которых в свою очередь получены несколько дополнительных соотношений,
играющих важную роль при построении различных вариантов теорий тонких
тел, как при классической, так и при новой (неклассической) параметризации
областей этих тел. Определены моменты тензорных полей, их компонент и неко-
торых дифференциальных операторов от них в криволинейных координатах. В
частности, определены моменты тензорных функций, а также их производных
и повторных производных. Кроме того, получены представления и найдены мо-
менты относительно полиномов Чебышева лапласиана, градиента, ротора, по-
вторного градиента, дивергенции, повторной дивергенции тензора второго ран-
га, градиента дивергенции. Получены выражения для моментов k-го порядка
произведения двух функций на произвольную степень поперечной координаты.

В третьей главе «Представления основных уравнений и определяющих со-
отношений для теории тонких тел. Граничные и начальные условия. Постанов-
ки задач» приведены представления уравнений и определяющих соотношений
(ОС) МДТТ как для классической, так и для микрополярной теорий тонких
тел при новой параметризации области тонкого тела (НПОТТ), а также урав-
нения притока тепла и закона теплопроводности Фурье. В частности, выписаны
трехмерные постановки задач при новой параметризации области тонкого тела.
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Получены представления уравнений в перемещениях (Ламе) и уравнений в
перемещениях и вращениях микрополярной теории как при изотермических,
так и неизотермических процессах при новой параметризации области тонкого
тела. Даны представления законов термодинамики и теплопроводности Фурье,
а также уравнения притока тепла, граничных и начальных условий при новой
параметризации.

Далее из представленных уравнений (движения, притока тепла и др.) и ОС
(законов Гука и теплопроводности Фурье) при новой параметризации области
тонкого тела, используя рекуррентные соотношения для систем полиномов Ле-
жандра и Чебышева второго рода, а также выражения для моментов величин,
выражений и дифференциальных операторов из второй главы, получены со-
ответствующие уравнения и ОС в моментах для теории тонких тел. Выведены
граничные и начальные условия в моментах. При этом получены системы урав-
нений движения нулевого и первого приближений в моментах как классической
(относительно тензора напряжений), так и микрополярной (относительно тен-
зоров напряжений и моментных напряжений) механики деформируемого твер-
дого тонкого тела (МДТТТ). Выведены системы уравнений в перемещениях,
перемещениях и вращениях нулевого и первого приближений в моментах как
при изотермических, так и неизотермических процессах, а также системы урав-
нений притока тепла нулевого и первого приближений в моментах.

Получены ОС классической и микрополярной теорий и закон теплопровод-
ности Фурье нулевого приближения и приближения порядка r в моментах как
для однородного, так и неоднородного относительно x3 материала. Получены
выражения граничных условий физического и теплового содержаний (перво-
го, второго и третьего родов) на лицевых поверхностях и выведены системы

уравнений для нахождения векторов-функций
(−)

u ′,
(+)

u ′,
(−)

φφφ ′,
(+)

φφφ ′ и функций
(−)

T ′,
(+)

T ′, применяемых при представлении ОС в нормированных моментах. Даны
определения систем уравнений в моментах приближения (r,N), а также систем
законов Гука и теплопроводности Фурье в нормированных моментах прибли-
жения (r,N) и в моментах приближения (r,N). Получены граничные условия
физического и теплового (второго и третьего родов) содержаний на граничном
контуре в моментах приближения (r,N). Кроме того, выписаны кинематиче-
ские и тепловые (первого рода) граничные условия на контуре и начальные
условия в моментах приближения N .

Даны постановки связанной и несвязанной динамических задач, а также
нестационарной температурной задачи в моментах приближения (r,N) микро-
полярной термоупругости тонких тел (ТУТТ) с одним малым размером. Об-
суждены способы получения некоторых частных случаев постановок задач из
них.

Следует заметить, что с помощью рассматриваемого метода построения тео-
рии тонких тел получается бесконечная система уравнений, которая имеет то
преимущество, что она содержит величины, зависящие от двух переменных –
гауссовых координат x1 и x2 базовой поверхности. Итак, уменьшение числа
независимых переменных на единицу достигается ценой увеличения количества
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уравнений до бесконечности, что, разумеется, имеет свои очевидные практиче-
ские неудобства. В этой связи сделан следующий необходимый шаг для упроще-
ния проблемы. Производится редукция бесконечной системы к конечной. При
этом приводится несколько различных способов такой редукции. После редук-
ции к конечной системе рассматриваемую задачу можно решить приближенно с

соответствующими граничными условиями на граничном контуре ∂
(−)

S базовой

поверхности
(−)

S . При этом степень приближения шаг за шагом можно увели-
чить. Здесь возникает известная проблема выполнения граничных условий на
лицевых поверхностях. В рассматриваемой теории тонких тел в теоретически
возможных случаях удается и эту проблему решить. При упрощенной схеме
приведения бесконечной системы уравнений к конечной для любого прибли-
женного решения построено корректирующее слагаемое, учет которого обеспе-
чивает выполнение граничных условий на лицевых поверхностях тонкого тела.
В частности, построены корректирующие слагаемые, обеспечивающие выпол-
нение граничных условии на лицевых поверхностях при постановках задач в пе-
ремещениях и вращениях, а также задач в тензорах напряжений и моментных
напряжений. Кроме того, рассмотрен способ В.В.Понятовского удовлетворения
граничных условий на лицевых поверхностях тонкого тела при применении си-
стем полиномов Лежандра. При этом способе компоненты тензоров напряже-
ний и моментных напряжений, которые не участвуют в граничных условиях
на лицевых поверхностях, разлагаются в ряды по рассматриваемой системе ор-
тогональных полиномов, а остальные компоненты определяются через них из
уравнений равновесия таким образом, чтобы они удовлетворяли указанным вы-
ше граничным условиям.

Следует заметить, что этот способ при построении классической теории (од-
нослойных и многослойных) пластин постоянной толщины в случае отсутствия
объемных сил и касательных напряжений на лицевых поверхностях применял
В.В.Понятовский в своих замечательных работах [356–360].

Ниже рассмотрен этот способ удовлетворения граничных условий на лице-
вых поверхностях при построении классической теории призматических тонких
тел с одним малым размером постоянной толщины при классической парамет-
ризации области тонкого тела с учетом объемных сил и непрерывно распреде-
ленных напряжений на лицевых поверхностях. Даны различные представления
компонент Pi3 тензора напряжений, которые согласованы с граничными усло-
виями на лицевых поверхностях. Доказано, что такой способ представления
компонент тензора напряжений эквивалентен способу разложения всех компо-
нент тензора напряжений в ряды по рассматриваемой системе ортогональных
полиномов.

В четвертой главе «Применение метода ортогональных полиномов в тео-
рии многослойных тонких конструкций» рассмотрена эффективная параметри-
зация многослойной трехмерной тонкой области, заключающаяся в использо-
вании в отличие от классических подходов нескольких базовых поверхностей.
Многие соотношения этой главы получаются из соответствующих соотношений
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первой главы, если в них корневые буквы снабжать снизу индексом, обозна-
чаемом номер слоя. Введены в рассмотрение свойственные предложенным па-
раметризациям геометрические характеристики. В частности, выписаны выра-
жения для компонент переноса ЕТВР, а также соотношения, связывающие со-
провождающие рассмотренные в работе параметризации различные семейства
базисов и порожденные ими соответствующие семейства символов Кристоффе-
ля. Введены в рассмотрение компоненты контакта ЕТВР. Получены различные
варианты системы уравнений движения в моментах относительно систем поли-
номов Лежандра и Чебышева. Выписаны межслойные условия при различных
связях соседних слоев многослойного тела. Даны постановки задач.

Аналогично многослойной трехмерной тонкой области и работе [240] рас-
сматривается параметризация многослойной плоской криволинейной области
на основе нескольких базовых кривых. Подробнее вопросы о параметризациях
многослойных тонких областей рассмотрены в [253, 256, 283, 292, 295, 296, 305,
306].

Далее получены системы уравнений, ОС, граничные условия физического
содержания приближения (0,N) для классического упругого материала, а так-
же кинематические граничные условия и начальные условия приближения N .
Выписаны межслойные контактные условия.

В пятой главе «Вариационные принципы микрополярной теории тонких
тел при применении метода ортогональных полиномов» выведены необходи-
мые интегральные соотношения для формулировок вариационных принципов.
Сформулированы и доказаны вариационные принципы Лагранжа и Кастилья-
но, а также обобщенные вариационные принципы типа Рейсснера в рамках
трехмерной микрополярной теории, из которых получены соответствующие ва-
риационные принципы для теории тонких тел, а из которых в свою очередь
выведены соответствующие вариационные принципы для теории тонких тел в
моментах относительно систем полиномов Лежандра и Чебышева. При этом для
микрополярной теории многослойных тонких тел, как при полном контакте, так
и при наличии зон ослабленной адгезии, получены только обобщенные вариа-
ционные принципы типа Рейсснера, так как из них легко выводятся остальные
(Лагранжа, Кастильяно).

В шестой главе «Варианты уравнений микрополярных теорий оболочек и
пластин, аналитические решения в теориях тонких тел, примеры решения за-
дач» исходя из трехмерных уравнений микрополярного деформируемого твер-
дого тела, получены уравнения микрополярных и расширенных микрополяр-
ных теорий оболочек, оболочек класса TS и призматических оболочек в кон-
травариантных компонентах тензоров напряжений и моментных напряжений.
Даны постановки задач. Кроме того, приведены уравнения классической мо-
ментной теории оболочек и уравнения тонких тел, получаемые с помощью ме-
тода классических ортогональных полиномов. Даны сравнения уравнений неко-
торых теорий. Сформулирована кинематическая гипотеза для теории тонких
тел.
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Найдены обратные тензоры-операторы к тензору-оператору уравнений дви-
жения теории упругости в перемещениях изотропного однородного материа-
ла и оператору напряжения, позволяющие расщеплять уравнения и граничные
условия. Построен обратный матричный дифференциальный тензор-оператор к
матричному дифференциальному тензору-оператору уравнений движения мик-
рополярной теории упругости в перемещениях и вращениях как для изотроп-
ных однородных материалов с центром симметрии, так и для материалов, не
обладающих центром симметрии. В этих случаях получены уравнения по от-
дельности векторов перемещений и вращений. Расщепленные уравнения полу-
чены и для редуцированной среды. При этом в последнем случае уравнение
относительно вектора перемещений совпадает с уравнением классической тео-
рии, а уравнение относительно вектора вращений имеет аналогичный ему вид.
Кроме того, при отсутствии объемных нагрузок уравнения редуцированной сре-
ды не зависят от свойств материала. Поэтому можно полагать, что эти урав-
нения могут быть использованы для идентификации материальных констант
этой среды. Построен также обратный матричный дифференциальный тензор-
оператор к матричному дифференциальному тензору-оператору напряжения и
моментного напряжения в случае редуцированной среды. Кроме того, выявле-
ны случаи, при которых легко обратить оператор напряжения и моментного
напряжения.

Из расщепленных уравнений классической и микрополярной теорий упруго-
сти получены соответствующие расщепленные уравнения статической (квази-
статической) задачи теорий призматических тел постоянной толщины в переме-
щениях в классическом случае и в перемещениях и вращениях в микрополярном
случае. Из последних систем уравнений в свою очередь выведены уравнения в
моментах неизвестных векторных функций относительно любых систем орто-
гональных полиномов. Получены системы уравнений различных приближений
(с нулевого по восьмого порядка) в моментах относительно систем полиномов
Лежандра и Чебышева второго рода. При этом эти уравнения выведены как
без учета граничных условий на лицевых поверхностях, так и с учетом этих
условий. Начиная с первого приближения системы уравнений распадаются на
две системы. Одна из них — система относительно моментов четных порядков
неизвестной векторной функции, а другая относительно моментов нечетных по-
рядков той же функций. При этом матричные дифференциальные операторы
этих систем имеют треугольный вид и их определители отличны от нуля, т.е.
существуют для них обратные операторы, которые нетрудно найти для тре-
угольных операторов. Значит, эти системы совместимы. На основании обрат-
ного оператора к оператору какой-нибудь из этих систем она расщепляется и
для каждого момента неизвестной векторной функции получается уравнение
эллиптического типа высокого порядка (порядок системы зависит от порядка
приближения), характеристические корни которого легко находятся. Используя
метод Векуа для решения таких уравнений, можно получить их аналитическое
решение.
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Расщепленные уравнения в моментах векторов перемещений и вращений
относительно произвольной системы полиномов (Лежандра, Чебышева) полу-
чены для микрополярной теории призматических тонких тел с двумя малыми
размерами, имеющих поперечное сечение в виде прямоугольника. Аналогич-
ные уравнения получены и для редуцированной среды, содержащие уравнение
классической среды.

Выведены расщепленные системы уравнений статической (квазистатической)
задачи микрополярной теории многослойных призматических тел постоянной
толщины в перемещениях и вращениях и в моментах векторов перемещений и
вращений, из которых, как частный случай, получаются аналогичные системы
уравнений классической теории многослойных призматических тел постоянной
толщины в перемещениях. Получены расщепленные системы уравнений вось-
мого приближения микрополярной теории многослойных призматических тел
постоянной толщины в моментах векторов перемещений и вращений. Для этой
системы аналогично однослойному призматическому телу, используя метод Ве-
куа, можно выписать аналитическое решение. Аналитическое решение, конечно,
можно выписать и для уравнений редуцированной среды. Кроме того, расщеп-
ленные уравнения в моментах векторов перемещений и вращений относительно
произвольной системы полиномов (Лежандра, Чебышева) получены для мик-
рополярной теории призматических тонких тел с двумя малыми размерами,
имеющих поперечное сечение в виде прямоугольника. Аналогичные уравнения
получены и для редуцированной среды, содержащие уравнение классической
среды.

Приведены решения задач различных приближений о тонком теле с двумя
малыми размерами и прямоугольной тонкой плоской области (полосы) с защем-
ленными краями при различных нагрузках, а также о двухслойной двумерной
области с защемленными краями.

Следует заметить, что при оформлении диссертации замеченные опечатки
в опубликованных (в основном депонированных) работах были исправлены.

В заключении сформулированы основные результаты диссертации.
Автор выражает искреннюю благодарность за постоянное внимание к работе

и ценные советы научному консультанту, профессору Ю.И.Димитриенко, а так-
же профессорам: Б.Е.Победре, В.И.Горбачеву, С.В.Шешенину, Д.В.Георгиевскому
и сотрудникам кафедр «Механика композитов» Механико-математического фа-
культета МГУ им. М.В.Ломоносова и «Вычислительная математика и матема-
тическая физика» МГТУ им. Н.Э.Баумана за сотрудничество и взаимопонима-
ние.
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1 Глава. О параметризации области тонкого тела трехмерного ев-
клидова пространства

1.1 Новая параметризация области тонкого тела с одним малым
размером

Рассмотрим область трехмерного евклидова пространства, ограниченную дву-

мя лицевыми поверхностями
(−)

S и
(+)

S и боковой поверхностью
∑

(рис. 1.1).

В дальнейшем условно лицевую поверхность
(−)

S будем называть внутренней

базовой поверхностью, а лицевую поверхность
(+)

S – внешней базовой поверх-

ностью (рис. 1.1). Кроме того, поверхность
(−)

S часто будем называть основной
базовой поверхностью, так как при параметризации рассматриваемой области
трехмерного евклидова пространства на ней вводятся гауссовы координаты, т.е.

сперва осуществляется параметризация поверхности
(−)

S , а потом, принимая
(−)

S в
качестве основной базовой поверхности, производится параметризация области

и любой эквидистантной от
(−)

S поверхности, обозначаемой через S (рис. 1.1).
При параметризации такой области применяются специальные системы коор-
динат [68,235,236,277,282,304–306].

Следует заметить, что при дальнейшем изложении в качестве
(−)

S и
(+)

S ис-
пользуются регулярные поверхности [350] и, кроме того, в случае ограниченной
незамкнутой области тонкого тела боковая поверхность

∑
считается линейча-

той поверхностью.
Введем определения:

Определение 1.1.1. Отнесение некоторой области к той или иной системе
координат называется параметризацией этой области.
Определение 1.1.2. Трехмерная (двумерная) область евклидова простран-
ства R3, один или два размера (один размер), которой значительно меньше чем
остальные (другой), называется тонкой областью. Размер — максимальное рас-
стояние между двумя точками в данном направлении в специально выбранной
системе координат.
Определение 1.1.3. Тонкая область, имеющая боковую поверхность

∑
, на-

зывается незамкнутой тонкой областью, в противном случае – замкнутой.
Определение 1.1.4. Трехмерное тело, занимающее тонкую область, называ-
ется тонким телом.

В силу определения (1.1.4) в дальнейшем, говоря о тонкой области, будем
подразумевать тонкое тело и, наоборот, говоря о тонком теле, будем подразу-
мевать тонкую область (область тонкого тела).
Определение 1.1.5. Область тонкого тела называется ограниченной, если су-
ществует шар конечного радиуса, который содержит рассматриваемую область
тонкого тела.
Определение 1.1.6. Любая регулярная поверхность называется базовой по-
верхностью или просто базой.
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Рис. 1.1: Новая параметризация области тонкого тела

1.1.1 Векторное параметрическое уравнение области тонкого тела

Радиус-вектор произвольной точки области тонкого тела представляется в виде
(рис. 1.1)

r(x′, x3) =
(−)

r (x′) + x3h(x′) = (1− x3)
(−)

r (x′) + x3
(+)

r (x′), x′ = (x1, x2), ∀x3 ∈ [0, 1], (1.1.1)

где соотношения
(−)

r =
(−)

r (x′),
(+)

r =
(+)

r (x′), x′ = (x1, x2) (1.1.2)

являются векторными параметрическими уравнениями базовых поверхностей
(−)

S и
(+)

S соответственно, x′ = (x1, x2) — произвольная точка на
(−)

S , т.е. x1 и x2 —

криволинейные (гауссовы) координаты1 на внутренней базовой поверхности
(−)

S .
Вектор

h(x′) =
(+)

r (x′)− (−)

r (x′), x′ = (x1, x2), (1.1.3)

топологически отображающий внутреннюю базовую поверхность
(−)

S на внеш-

нюю
(+)

S , вообще говоря, не является перпендикулярным к базовым поверхно-
стям.

Нетрудно увидеть, что (1.1.1) при ∀x′ и x3 = 0 определяет внутреннюю

базовую поверхность
(−)

S , при ∀x′ и x3 = 1 — внешнюю базовую поверхность
(+)

S ,

1 Под x′ раз и навсегда подразумеваем произвольную точку базовой поверхности
(−)

S , имеющую, если
противное не будет оговорено, две координаты x1 и x2, т.е. зависимость величин от x′ означает их зависимость
от x1 и x2. Поэтому с целью сокращения письма в дальнейшем, выписывая соотношения, в которых величины
зависят от x′, не будем указывать на то, что x′ = (x1, x2).
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а при ∀x′ и x3 = const, где x3 ∈ (0, 1) — эквидистантную от базовых
(−)

S и
(+)

S
поверхность S.

Следовательно, соотношение (1.1.1) не что иное, как векторное параметри-
ческое уравнение области тонкого тела2.

1.1.2 Трехмерные семейства реперов (базисов) и порожденные ими
семейства параметризации области

Дифференцируя r (1.1.1) по xP , получим
rP = r−

P
+ x3hP = (1− x3)r−

P
+ x3r+

P
. (1.1.4)

где введены обозначения

hP ≡ ∂h

∂xP
≡ ∂Ph, rP ≡ ∂P r =

∂r

∂xP
, r ∗

P
=

∂
(∗)
r

∂xP
, ∗ ∈ {−,+}. (1.1.5)

Здесь пары векторов r∗
1
, r∗

2
, ∗ ∈ {−, ∅,+}, определенные в точках

(∗)

M ∈
(∗)

S ,
∗ ∈ {−, ∅,+}, образуют двумерные ковариантные поверхностные базисы.

Дифференцируя (1.1.1) по x3, получим

r3 ≡ ∂3r ≡
∂r

∂x3
= h(x′), ∀x3 ∈ [0, 1]. (1.1.6)

На основании (1.1.6) можно принять, что

r−
3
= r3 = r+

3
≡ ∂3r = h(x′), ∀x3 ∈ [0, 1]. (1.1.7)

Соотношение (1.1.7) дает возможность в точках
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−,+}, опре-
делить пространственные ковариантные базисы r∗

p
, ∗ ∈ {−,+}. Таким обра-

зом, третий базисный вектор пространственных ковариантных базисов в точках
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+} — один и тот же вектор h(x′).
Ввиду (1.1.7) соотношения (1.1.4) и (1.1.6) можно соединить и представить

в виде
rp(x

′, x3) = r−
p
(x′) + x3hp(x

′) = (1− x3)r−
p
(x′) + x3r+

p
(x′). (1.1.8)

Тройки векторов r⋆
1
, r⋆

2
, r⋆

3
, ∗ ∈ {−, ∅,+}, определенные в рассматриваемых

точках
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+}, образуют трехмерные (пространственные) кова-
риантные базисы. По этим базисам, как известно [68,210,337], можно построить

2 Применяются обычные правила тензорного исчисления [68, 129, 134, 210, 337]. Прописные и строчные
латинские индексы пробегают значения 1,2 и 1,2,3 соответственно. Кроме того, в дальнейшем часто при-

меняются краткие записи, подобные, например,
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+} или rp̃ = gq̆p̃rq̆, ∼,` ∈ {−, ∅,+}, где

∅ обозначает пустое множество. Первая запись означает: если ∗ = −, то
(−)

M ∈
(−)

S ; если, ∗ = ∅, то M ∈ S;

если ∗ = +, то
(+)

M ∈
(+)

S . Вторая запись означает, что если, например, ∼ = ∅, ` = −, то rp = g
−
q
p r−

q
, если

∼ = +, ` = −, то r+
p
= g

−
q
+
p
r−
q

и т.д. Перебирая все значения, получим все соотношения.
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соответствующие им контравариантные базисы r
⋆
1, r

⋆
2, r

⋆
3, ∗ ∈ {−, ∅,+}. В самом

деле, на основании их определения [68,210,337] имеем

rk̃ =
1

2
C k̃p̃q̃rp̃ × rq̃, ∼ ∈ {−, ∅,+} (1.1.9)

где C k̃p̃q̃ =
(
rk̃ × rp̃

)
· rq̃, ∼ ∈ {−, ∅,+} — контравариантные компоненты дис-

криминантных тензоров [68] в рассматриваемых точках
(∗)

M ∈
(∗)

S , ∗ ∈ {−, ∅,+},
соответственно.

Введем в рассмотрение следующие матрицы:

gp̆q̃ = rp̆ · rq̃, gq̃p̆ = rp̆ · rq̃, gp̆q̃ = rp̆ · rq̃, gp̆q̃ = rp̆ · rq̃, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.10)

В силу (1.1.8) и (1.1.10), очевидно, получаем

gpq̆ = rp · rq̆ = (1− x3)g−
pq̆

+ x3g+
pq̆
,

gq̆p = rp · rq̆ = (1− x3)gq̆−
p
+ x3gq̆+

p
, ` ∈ {−,+}. (1.1.11)

Нетрудно заметить, что в силу (1.1.10) между базисными векторами имеем
следующие связи:

rp̆ = gq̃p̆rq̃ = gp̆q̃r
q̃, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.12)

сохраняющие силу при жонглировании индексами.
На основании (1.1.12) легко доказать, что имеют место соотношения

gq̆p̃ = g
∗
n
p̃ g

q̆
∗
n
, `, ∼, ∗ ∈ {−, ∅,+}, (1.1.13)

сохраняющие силу при жонглировании индексами.
Нетрудно получить выражение для gpq. В самом деле, по (1.1.10) и (1.1.11)

имеем

gpq = rp · rq = g
p
∗
n
g

∗
n
q = (1− x3)2g−

p
−
q
+ x3(1− x3)

(
g−
p
+
q
+ g+

p
−
q

)
+ (x3)2g+

p
+
q
,

g+
p
+
q
= g+

p
−
m
g

−
m
+
q
, ∗ ∈ {−, +}.

(1.1.14)

Найдем выражения для √
g = (r1 × r2) · r3. В силу (1.1.12) при ` = ∅,

∼ ∈ {−,+} имеем

√
g=

1

2
ϵIJ(rI×rJ) · r3=

√
(∼)

g det
(
gQ̃P
)
,

det
(
gq̃p
)
=det

(
gQ̃
P

)
=
1

2
ϵIJϵKLg

K̃
I
gL̃
J
, ∼∈{−,+},

(1.1.15)

где ϵIJ , ϵKL — символы Леви-Чивиты, а√
(∼)

g =
(
r1̃ × r2̃) · r3̃, ∼ ∈ {−,+},

√
(−)

g =
√
g
∣∣∣
x3=0

,

√
(+)

g =
√
g
∣∣∣
x3=1

.

Из (1.1.15) в свою очередь имеем
(∼)

ϑ ≡
√
g

(∼)

g −1 =
1

2
ϵIJϵKLg

K̃
I
gL̃
J
= det

(
gQ̃
P

)
, ∼ ∈ {−,+}. (1.1.16)
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Нетрудно заметить, что имеет место более общее соотношение, чем (1.1.15),
а именно √

(∼)

g =
1

2

√
(∼)

g ϵIJϵKLg
K̆

Ĩ
gL̆
J̃
=

√
(`)

g det
(
gQ̆
P̃

)
, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.17)

Из (1.1.17) получаем

det
(
gQ̆
P̃

)
= det

(
gq̆
p̃

)
=

√
(∼)

g
(`)

g −1 =
1

2
ϵIJϵKLg

K̆
Ĩ
gL̆
J̃
, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.18)

В силу (1.1.18) нетрудно доказать, что, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}

(∼̀)

ϑ ≡
√

(∼)

g
(`)

g −1 =
(∼`)

ϑ −1,
(≈)

ϑ = 1, `, ∼ ∈ {−,+}. (1.1.19)

Учитывая (1.1.18) и (1.1.19), соотношения (1.1.16) можно представить в раз-
вернутом виде

(−)

ϑ =

√
g

(−)

g −1 = (1− x3)2
(=)

ϑ + x3(1− x3)tr
(
g

−
I
+
J

)
+ (x3)2

(∓)

ϑ ,

(+)

ϑ =

√
g

(+)

g −1 = (1− x3)2
(±)

ϑ + x3(1− x3)tr
(
g

+
I
−
J

)
+ (x3)2

(
+
+
)
ϑ .

(1.1.20)

Далее в силу соответствующего равенства (1.1.12) из (1.1.9) при ∼ = ∅ по-
лучим

rk =
1

2

(∼)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃
p g

ñ
q r

l̃, ∼ ∈ {−,+}, (1.1.21)

где ϵkpq, ϵlmn — символы Леви-Чивиты.
Учитывая (1.1.18) и (1.1.19), нетрудно доказать, что имеет место более общее

соотношение, чем (1.1.21), а именно

rk̆ =
1

2

(∼`)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃

p̆
gñ
q̆
rl̃, ` ∈ {−, ∅,+}, ∼ ∈ {−,+}. (1.1.22)

В силу (1.1.22) имеем

gk̆
l̃
= rk̆ · r

l̃
=

1

2

(∼`)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃

p̆
gñ
q̆
,

g l̃k̆ = rk̆ · rl̃ = 1

2

(∼`)

ϑ −1ϵkpqϵsmng
m̃

p̆
gñ
q̆
gs̃l̃, ∼ ∈ {−,+}, ` ∈ {−, ∅,+}.

(1.1.23)

Нетрудно видеть, что на основании (1.1.21) (или из (1.1.23)) имеем

gk
l̃
= rk · r

l̃
=

1

2

(∼)

ϑ −1ϵkpqϵlmng
m̃
p g

ñ
q ,

gkl̃ = rk · rl̃ = 1

2

(∼)

ϑ −1ϵkpqϵsmng
m̃
p g

ñ
q g

s̃l̃, ∼ ∈ {−,+}.
(1.1.24)

Учитывая (1.1.18), из первых соотношений (1.1.23) и (1.1.24) найдем

gK̆
K̃
=

(∼`)

ϑ −1gĨ
Ĭ
=

(∼̀)

ϑ −1gĨ
Ĭ
, gK

K̃
=

(∼)

ϑ −1gĨI , ∼ ∈ {−,+}. (1.1.25)
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После того как были определены базисы в различных точках тонкого тела,
целесообразно ввести следующие определения:

Определение 1.1.7. Множество (двумерных) пространственных ковариант-
ных и контравариантных базисов (r∗

1
, r∗

2
и r

∗
1, r

∗
2) r∗

1
, r∗

2
, r∗

3
и r

∗
1, r

∗
2, r

∗
3 называ-

ется (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством ковариантных и контравариантных базисов соответ-

ственно, ∗ ∈ {−, ∅, +}, а их объединение — (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством базисов, ∗ ∈

{−, ∅, +}.

Определение 1.1.8. Порожденное (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством базисов множество па-

раметризаций называются (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством параметризаций, ∗ ∈ {−, ∅, +}.

Определение 1.1.9. Порожденное (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством базисов множество гео-

метрических характеристик называется (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством геометрических

характеристик, ∗ ∈ {−, ∅, +}.

Определение 1.1.10. Компоненты, имеющие векторы в (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семействе

базисов, называются (
(∗)

S-)
(∗)

S (∗)
g
-семейством компонент, ∗ ∈ {−, ∅, +}.

Определение 1.1.11.
(∼)

S (∼)
g

-семейство базисов называется нормальным
(∼)

S (∼)
g

-

семейством базисов, если третий базисный вектор r3̃ = h(x1, x2) перпендикуля-

рен к соответствующей базовой поверхности
(∼)

S , ∼ ∈ {−, ∅,+}.

Определение 1.1.12.
(∼)

S (∼)
g

-семейство базисов называется естественным семей-

ством базисов, обозначаемым через
(∼)

S (∼)
a

, если третий базисный вектор, обозна-

чаемый через
(∼)

n , является единичным вектором нормали к соответствующей

базовой поверхности
(∼)

S , ∼ ∈ {−, ∅,+}.

Определение 1.1.13. Порожденная (естественным) нормальным (
(∼)

S (∼)
a

-)
(∼)

S (∼)
g

-
семейством базисов параметризация называется (естественным) нормальным

(
(∼)

S (∼)
a

-)
(∼)

S (∼)
g

-семейством параметризации, ∼ ∈ {−, ∅,+}.
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1.1.3 Мультипликативные базисы

Для представления при предлагаемой параметризации области тонкого тела
тензоров, ранг которых не меньше двух, полезно ввести в рассмотрение муль-
типликативные базисы3 [68]. Так как мы в основном будем иметь дело с тензора-
ми, ранг которых не больше четырех, целесообразно ввести мультипликативные
базисы, образованные с помощью тензорного умножения двух, трех и четырех
базисных векторов из рассмотренного выше различного семейства базисов. В
этой связи введем определение.

Определение 1.1.14. Тензорные произведения базисных векторов из
(∗)

S (∗)
g
-семейств,

∗ ∈ {−, ∅, +}, обозначаемые

R · ·
m̃n̆ = rm̃ ⊗ rn̆, R · · ·

m̃n̆p̂ = rm̃ ⊗ rn̆ ⊗ rp̂,

R · · · ·
m̃n̆p̂ q̌ = rm̃ ⊗ rñ ⊗ rp̂ ⊗ rq̌, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+} (1.1.26)

и получаемые из них жонглированием индексами их образы, называются муль-
типликативными базисами.

В качестве примера приведем представление тензоров второго, третьего и
четвертого рангов при рассматриваемых параметризациях области тонкого те-
ла трехмерного евклидова пространства. Имеем представления

P˜ = P m̃n̆
· · R

· ·
m̃n̆ = P m̃n̆

· · rm̃ ⊗ rn̆,

C
≃
= C · · ·

m̃n̆p̂R
m̃n̆p̂
· · · = C · · ·

m̃n̆p̂ r
m̃ ⊗ rn̆ ⊗ rp̂,

C˜̃ = C · · · ·
m̃n̆p̂ q̌R

m̃n̆p̂ q̌
· · · · = C · · · ·

m̃n̆p̂ q̌ r
m̃ ⊗ rñ ⊗ rp̂ ⊗ rq̌, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+},

(1.1.27)

конечно, сохраняющие силу при жонглировании индексами.

1.1.4 Различные семейства символов Кристоффеля

Для нахождения ковариантных производных от тензоров и их компонент нам
понадобятся символы Кристоффеля. Естественно, введенное выше каждое се-
мейство базисов порождает свойственное ему семейство символов Кристоффе-
ля, для которого следует вводить соответствующее обозначение. В связи с этим
введем определения.

Определение 1.1.15. Порожденное
(∼)

S (∼)
g

-семейством базисов множество сим-

волов Кристоффеля первого и второго рода, обозначаемые через Γñp̃q и Γp̃q,ñ

соответственно, называются
(∼)

S (∼)
g

-семействами символов Кристоффеля первого

и второго рода, ∼ ∈ {−, ∅,+}, а их объединение —
(∼)

S (∼)
g

-семейством символов
Кристоффеля, ∼ ∈ {−, ∅,+}.

3В монографии [68] они называются мультипликативными базисными тензорами.
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В рассматриваемом случае математические определения символов Кристоф-
феля первого и второго рода представляются в виде

Γ̃pq,ñ ≡ ∂qrp̃ · rñ ≡ ∂q∂p
(∼)

r · rñ ≡ rp̃q · rñ,

Γñp̃q ≡ ∂qrp̃ · rñ ≡ ∂q∂p
(∼)

r · rñ ≡ rp̃q · rñ, ∼ ∈ {−, ∅,+}.
(1.1.28)

Определение 1.1.16. Множество символов Кристоффеля первого (второго)

рода Γ̄P̃Q,L̃ (Γ̄L̃
P̃Q

) называется
(∼)

S -семейством символов Кристоффеля первого

(второго) рода, а их объединение —
(∼)

S -семейством символов Кристоффеля,
∼ ∈ {−, ∅,+}.

Математически эти символы Кристоффеля определяются следующим обра-
зом:

Γ̄P̃Q,L̃ ≡ ∂QrP̃ · rL̃ ≡ ∂Q∂P
(∼)

r · rL̃ ≡ rP̃Q · rL̃, r3̃ = r3̃ =
(∼)

n ,

Γ̄L̃
P̃Q

≡ ∂QrP̃ · rL̃ ≡ ∂Q∂P
(∼)

r · rL̃ ≡ rP̃Q · rL̃, ∼ ∈ {−, ∅,+}.
(1.1.29)

Следует заметить, что тип применяемых индексов, зависит от типа рас-
сматриваемого семейства параметризации. Поэтому следует различать индек-
сы, применяемые при разных семействах параметризаций. В этой связи введем
определение.

Определение 1.1.17. Индекс, применяемый при
(∼)

S (∼)
g

-семействе параметриза-

ции, называется
(∼)

g -индексом, а индекс, применяемый при
(∼)

S (∼)
a

-семействе пара-

метризации —
(∼)

a -индексом, ∼ ∈ {−, ∅,+}.

1.1.5 Деривационные формулы для мультипликативных базисов

Нетрудно вывести деривационные формулы для мультипликативных базисов,
зная аналогичные формулы для базисных векторов. В связи с этим сначала

выпишем деривационные формулы для
(∼)

S (∼)
g

-семейства базисных векторов, ко-
торые в силу (1.1.28) примут вид

rp̃q ≡ ∂qrp̃ = Γ̃pq,ñ r
ñ = Γñp̃q rñ, rñ, q̃ ≡ ∂qr

ñ = −Γñp̃q r
p̃, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.30)

Теперь выведем деривационные формулы, например, для двухвекторных ба-
зисов. С этой целью в первом соотношении (1.1.26) поднимем, например, индекс
n̆ и продифференцируем его по xp. Имеем

∂pR
· n̆
m̃ · = ∂prm̃ ⊗ rn̆ + rm̃ ⊗ ∂pr

n̆ = rm̃p ⊗ rn̆ + rm̃ ⊗ rn̆, p̆,
∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.31)

При выводе (1.1.31) было использовано правило дифференцирования обыч-
ного произведения функций, которое имеет место и в рассматриваемом случае.
Его можно строго доказать, но на этом останавливаться не будем.
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Учитывая (1.1.30) в (1.1.31), получаем искомое соотношение

∂pR
· n̆
m̃ · = R · n̆

q̃ · Γ
q̃
m̃p −R · q̆

m̃ · Γ
n̆
q̆p, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.32)

Перенося члены из правой части в левую, получим
∂pR

· n̆
m̃ · −R · n̆

q̃ · Γ
q̃
m̃p +R · q̆

m̃ · Γ
n̆
q̆p = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.33)

Левая часть соотношения (1.1.33) представляет ковариантную производную
от мультипликативного (двухвекторного) базиса. Вводя для ковариантной про-
изводной, как принято, обозначение ∇p, соотношение (1.1.33) можно предста-
вить в виде

∇pR
· n̆
m̃ · = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, (1.1.34)

сохраняющее силу при жонглировании индексами.
Можно заметить, что, перенося члены из левых частей (1.1.30) в правые и

вводя обозначение ∇p для оператора ковариантной производной, аналогично
(1.1.34) имеем соотношение

∇p rm̃ = 0, ∇p r
ñ = 0, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.35)

Аналогично (1.1.34) и (1.1.35) доказывается справедливость утверждений
для n-векторных базисов, ∀n ∈ N. Поэтому на этом не будем останавливаться.
Эти утверждения можно сформулировать следующим образом:
Утверждение 1.1.1. Ковариантная производная от любого мультиплика-
тивного базиса равна нулю.

1.1.6 Представление единичного тензора второго ранга

Исходя из обычного представления этого тензора [68,337], на основании (1.1.12)
и (1.1.13) получаем

E˜ = gpqr
prq = gpqg

p
m̃g

q
n̆r

m̃rn̆ = gm̃qg
q
n̆r

m̃rn̆ = gn̆m̃r
m̃rn̆,

т.е. имеем представление
E˜ = gn̆m̃r

m̃rn̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, (1.1.36)

сохраняющее силу при жонглировании4 немыми индексами.
По (1.1.36) видно, что элементы введенных выше матриц (1.1.10) представ-

ляют компоненты единичного тензора второго ранга (ЕТВР).
Введем следующие определения:

Определение 1.1.18. Рассмотренная выше параметризация, характеризую-
щаяся заданием радиус-вектора произвольной точки в виде (1.1.1), называется
новой параметризацией области тонкого тела трехмерного евклидова простран-
ства R3. При этом новая параметризация называется регулярной, если внутрен-

няя
(−)

S и внешняя
(+)

S поверхности — регулярные поверхности.
4Под жонглированием немыми индексами понимается то, что, если один из индексов опускается, то соот-

ветствующий ему индекс поднимается, и наоборот.
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Определение 1.1.19. Компоненты gq̆p̃, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∼ ̸= ` и получаемые из
них жонглированием индексами их образы, называются компонентами переноса
ЕТВР при новой параметризации области тонкого тела.

Определение 1.1.20. Компоненты gp̃q̃, gq̃p̃, gp̃q̃ ∼ = − (∼ = +), и компоненты
переноса gp̃q̆, gq̆p̃, ∼ = +, ` = − (∼ = −, ` = +), называются основными компо-
нентами ЕТВР при новой параметризации области тонкого тела, если в качестве
основной базовой применяется внутренняя (внешняя) базовая поверхность.

1.1.7 Представления изотропных тензоров четвертого ранга

Эти тензоры5 занимают особое место в МДТТ. В частности, ими пользуются,
например, при записи определяющих соотношений в линейной теории упруго-
сти для изотропного материала. Поэтому целесообразно иметь их представле-
ния и в предлагаемом варианте теории. Нетрудно выписать эти представления.
В самом деле, при полном сокращении индексов у мультипликативных базисов,
составленных из четного числа базисных векторов, при условии, что каждая па-
ра зацепленных индексов принадлежит только одному из

(∼)

g -семейств индексов,
∼ ∈ {−, ∅,+}, так что различные пары зацепленных индексов могут принадле-
жать разным семействам индексов, из мультипликативных базисов получаются
изотропные тензоры. Более того, компоненты этих тензоров остаются неизмен-
ными не только при ортогональных преобразованиях, а и при замене одних
(∼)

S (∼)
g

-семейств реперов, ∼ ∈ {−, ∅,+}, другими.
Обнаружив такую структуру, очевидно, при полном сокращении индексов у

мультипликативного базиса из четырех базисных векторов надо ожидать полу-
чение всех изотропных тензоров четвертого ранга. Так как четырехвекторный
мультипликативный базис определяется как тензорное произведение четырех
базисных векторов, то число его изомеров равно 4! = 24. Нетрудно показать,
что при полном сокращении индексов у всех изомеров, указанным выше спосо-
бом, несводимыми друг к другу окажутся только следующие три:

C˜̃ I = R · m̃ n̆ ·
m̃ · · n̆ = rm̃r

m̃rn̆rn̆ = E˜E˜ = gm̃n̆gn̆q̌r
m̃rn̆rp̂rq̌,

C˜̃ II = R · · m̃ n̆
m̃ n̆ · · = rm̃rn̆r

m̃rn̆ = gm̃p̂gn̆q̌r
m̃rn̆rp̂rq̌,

C˜̃ III = R · · m̃ n̆
n̆ m̃ · · = rn̆rm̃r

m̃rn̆ = rn̆E˜ rn̆ = gm̃q̌gn̆p̂r
m̃rn̆rp̂rq̌, ∼, ` ∈ {−, ∅,+},

(1.1.37)

сохраняющие силу при жонглировании индексами.
Нетрудно усмотреть, что если H˜ — тензор второго ранга, то его внутренние

2-произведения с тензорами (1.1.37) приводят к тензорам

C˜̃ I 2

⊗H˜ = H˜ 2

⊗C˜̃ I = I1(H˜ )E˜ , C˜̃ II 2

⊗H˜ = H˜ 2

⊗C˜̃ II = H˜ ,
C˜̃ III 2

⊗H˜ = H˜ 2

⊗C˜̃ III = H˜ T ,
(1.1.38)

где H˜ T обозначает транспонированный тензор, I1(H˜ ) — первый инвариант тен-
зора H˜ ,

2

⊗ — знак внутреннего 2-произведения6 [68, 276,277,282,289,290,302].
5Различные применения этих тензоров можно найти в монографии [210]
6Например, если A˜ и B˜ — тензоры второго ранга, то A˜ 2

⊗B˜ = AijB
ij , а если C˜̃ — тензор четвертого ранга

и A˜ — тензор второго ранга, то C˜̃ 2

⊗ A˜ = rirjC
ijklAkl. Следовательно, если C˜̃ и D˜̃ — тензоры четвертого

ранга , то C˜̃ 2

⊗D˜̃ = rirjrmrnCijklD
klmn, C˜̃ 3

⊗D˜̃ = rirnCijklD
jkln, C˜̃ 4

⊗D˜̃ = CijklD
ijkl.
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Пусть S˜ = (H˜ +H˜ T )/2 — симметричная, а ΩΩΩ˜ = (H˜ −H˜ T )/2 — кососиммет-
ричная часть тензора H˜ . Тогда, как легко заметить, в силу (1.1.38) имеем

1

2
(C˜̃ II +C˜̃ III) 2

⊗H˜ = S˜, 1

2
(C˜̃ II −C˜̃ III) 2

⊗H˜ = ΩΩΩ˜. (1.1.39)

Таким образом, тензор четвертого ранга∆∆∆˜̃ = (C˜̃ II+C˜̃ III)/2 при внутреннем
2-произведении на тензор H˜ выделяет симметричную, а тензор κκκ˜̃ = (C˜̃ II −C˜̃ III)/2 — кососимметричную часть и, следовательно, любой тензор N˜ второго
ранга можно представить в виде

N˜ = S˜ +ΩΩΩ˜ = (∆∆∆˜̃ +κκκ˜̃) 2

⊗N˜ = E˜̃ 2

⊗N˜ ;
S˜ =

1

2
(N˜ +N˜ T ), ΩΩΩ˜ =

1

2
(N˜ −N˜ T ). (1.1.40)

Отсюда и из второго соотношения (1.1.38) видно, что тензор

E˜̃ ≡ C˜̃ II =∆∆∆˜̃ +κκκ˜̃ =
1

2
(C˜̃ II +C˜̃ III) + 1

2
(C˜̃ II −C˜̃ III) (1.1.41)

является единичным тензором в множестве тензоров вторых рангов относи-
тельно операции внутреннего 2-произведения. Очевидно, в этом смысле он будет
единичным тензором (единицей) в любом множестве тензоров, ранг которых не
меньше двух. Что касается тензора ∆∆∆˜̃ = (C˜̃ II + C˜̃ III)/2, он будет единичным
тензором в том же смысле в множестве тензоров, ранг которых не меньше двух,
а компоненты симметричны относительно первых и последних двух индексов.
При этом∆∆∆˜̃ будет левой (правой) единицей в множестве тензоров, ранг которых
не меньше двух, а компоненты симметричны относительно первых (последних)
двух индексов.

Следует отметить, что общее выражение изотропного тензора четвертого
ранга имеет вид

C˜̃ ≡ λC˜̃ I + µ(C˜̃ II +C˜̃ III) + α(C˜̃ II −C˜̃ III) = λE˜E˜ + 2µ∆∆∆˜̃ + 2ακκκ˜̃. (1.1.42)

Нетрудно увидеть, что для тензоров ∆∆∆˜̃ и κκκ˜̃ и их компонент в силу соответ-
ствующих соотношений (1.1.37) имеют место представления

∆∆∆˜̃ = ∆ · · · ·
m̃ n̆ p̂ q̌ r

m̃rn̆rp̂rq̌, ∆ · · · ·
m̃ n̆ p̂ q̌ =

1

2

(
gm̃p̂gn̆q̌ + gm̃q̌gn̆p̂

)
,

κκκ˜̃ = κ · · · ·
m̃ n̆ p̂ q̌ r

m̃rn̆rp̂rq̌, κ · · · ·
m̃ n̆ p̂ q̌ =

1

2

(
gm̃p̂gn̆q̌ − gm̃q̌gn̆p̂

)
, ∼, `, ∧, ∨ ∈ {−, ∅,+},

(1.1.43)

сохраняющие силу при жонглировании индексами.
В силу первого соотношения (1.1.37) и (1.1.43) нетрудно выписать представ-

ления и для тензора (1.1.42) и его компонент, поэтому на этом останавливаться
не будем.

Пусть два тензора второго ранга P˜ , и H˜ связаны между собой соотношени-
ями

P˜ = C˜̃ 2

⊗H˜ , H˜ = J˜̃ 2

⊗P˜ , (1.1.44)

где C˜̃ и J˜̃ — тензоры четвертого ранга. Учитывая второе из соотношений
(1.1.44) в первом, а потом, наоборот, первое во втором, получаем соответственно

P˜ = C˜̃ 2

⊗ J˜ 2

⊗P˜ = (C˜̃ 2

⊗ J˜) 2

⊗P˜ , H˜ = J˜̃ 2

⊗C˜ 2

⊗H˜ = (J˜̃ 2

⊗C˜ ) 2

⊗H˜ . (1.1.45)
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Теперь, представляя тензоры P˜ и H˜ аналогично первому соотношению (1.1.40)
и сравнивая с соотношениями (1.1.45) соответственно, нетрудно заметить, что

C˜̃ 2

⊗ J˜ = J˜̃ 2

⊗H˜ = C˜̃ II =∆∆∆˜̃ +κκκ˜̃ ≡ E˜̃ . (1.1.46)

Итак, в общем случае взаимообратные тензоры четвертого ранга удовлетво-
ряют соотношению (1.1.46).

Нетрудно доказать, что результаты всевозможных внутренних 2-произведений
тензоров C˜̃ I , C˜̃ II , C˜̃ III , ∆∆∆˜̃ , κκκ˜̃, E˜̃ , E˜ можно представить в виде следующей таб-
лицы: 

2

⊗ C˜̃ I C˜̃ II C˜̃ III ∆∆∆˜̃ κκκ˜̃ E˜̃ E˜
C˜̃ I 3C˜̃ I C˜̃ I C˜̃ I C˜̃ I 0 C˜̃ I 3E˜
C˜̃ II C˜̃ I C˜̃ II C˜̃ III ∆∆∆˜̃ κκκ˜̃ E˜̃ E˜
C˜̃ III C˜̃ I C˜̃ III C˜̃ II ∆∆∆˜̃ −κκκ˜̃ ∆∆∆˜̃ −κκκ˜̃ E˜
∆∆∆˜̃ C˜̃ I ∆∆∆˜̃ ∆∆∆˜̃ ∆∆∆˜̃ 0 ∆∆∆˜̃ E˜
κκκ˜̃ 0 κκκ˜̃ −κκκ˜̃ 0 κκκ˜̃ κκκ˜̃ 0

E˜̃ C˜̃ I E˜̃ ∆∆∆˜̃ −κκκ˜̃ ∆∆∆˜̃ κκκ˜̃ E˜̃ E˜
E˜ 3E˜ E˜ E˜ E˜ 0 E˜ 3


, (1.1.47)

часть которой, получающаяся пересечением первых четырех строк и столбцов,
приведена в приложении монографии [210]. Здесь 0 — нулевой тензор четвер-
того ранга.

Теперь допустим, что J˜̃ — изотропный тензор четвертого ранга. Тогда ана-
логично (1.1.42) для него имеем представление

J˜̃ ≡ λ′C˜̃ I + µ′(C˜̃ II +C˜̃ III) + α′(C˜̃ II −C˜̃ III) = λ′E˜E˜ + 2µ′∆∆∆˜̃ + 2α′κκκ˜̃. (1.1.48)

Найдем зависимости между постоянными λ, µ, α и λ′, µ′, α′. Учитывая
(1.1.42) и (1.1.48), из (1.1.46) в силу таблицы (1.1.47), получим

(3λλ′ + 2λµ′ + 2µλ′)E˜E˜ + (4µµ′ − 1)∆∆∆˜̃ + (4αα′ − 1)κκκ˜̃ = 0,

а отсюда в свою очередь заключаем, что 3λλ′ + 2λµ′ + 2µλ′ = 0,
4µµ′ = 1,
4αα′ = 1.

(1.1.49)

Разрешая (1.1.49) сперва относительно λ′, µ′ и α′, а потом относительно λ,
µ и α, получим

λ′ = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
, µ′ =

1

4µ
, α′ =

1

4α
,

λ = − λ′

2µ′(3λ′ + 2µ′)
, µ =

1

4µ′ , α =
1

4α′ .

(1.1.50)

Таким образом, если C˜̃ и J˜̃ — взаимообратные изотропные тензоры четвер-
того ранга, то постоянные λ, µ, α и λ′, µ′, α′ связаны между собой формулами
(1.1.50).
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В теории упругости λ и µ называются постоянными Ламе, которые с другой
парой постоянных, например, модулем Юнга E и коэффициентом Пуассона ν,
связаны формулами

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
; ν =

λ

2(λ+ µ)
, E =

µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
. (1.1.51)

Тогда в силу (1.1.51) и (1.1.50) получаем

λ′ = − ν

E
, µ′ =

1 + ν

2E
, α′ =

1

4α
. (1.1.52)

Следует заметить, что соотношения между основными парами упругих по-
стоянных приведены в приложении V монографии [338].

Если C˜̃ и J˜̃ — взаимообратные изотропные тензоры четвертого ранга, то
соотношения (1.1.44) в силу (1.1.42), (1.1.48), (1.1.50) и (1.1.52) представляются
в виде

P˜ = C˜̃ 2

⊗H˜ = (λE˜E˜ + 2µ∆∆∆˜̃ + 2ακκκ˜̃) 2

⊗H˜ ,
H˜ = J˜̃ 2

⊗P˜ =
{
E−1[−νE˜E˜ + (1 + ν)∆∆∆˜̃ ] + 1

2α
κκκ˜̃} 2

⊗P˜ . (1.1.53)

1.1.8 О ковариантной производной от компонент тензоров

Так как выписанные ниже формулы для ковариантных производных от ком-
понент тензоров первого и второго ранга легко обобщаются на компоненты
тензоров более высокого ранга, то ограничимся рассмотрением ковариантных
производных от компонент тензоров первого и второго ранга.

Зная деривационные формулы для мультипликативных базисов, легко опре-
делить ковариантную производную от компонент тензоров. В самом деле, пусть
A — тензор первого ранга (вектор), тогда его можно представить в виде

A = Ap̃rp̃ = Ap̆r
p̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.54)

Дифференцируя первое равенство (1.1.54) по xn и учитывая первую из де-
ривационных формул (1.1.30), имеем

∂nA = ∂n(A
p̃rp̃) = (∂nA

p̃)rp̃ + Ap̃∂nrp̃ = (∂nA
p̃)rp̃ + Ap̃ΓΓΓm̃p̃ nrm̃ =

= (∂nA
m̃ + Ap̃ΓΓΓm̃p̃ n)rm̃, ∼ ∈ {−, ∅,+}.

Аналогично, дифференцируя A = Ap̆r
p̆ по xn и учитывая вторую из дери-

вационных формул (1.1.30), получаем

∂nA = ∂n(Ap̆r
p̆) = (∂nAm̆ − Ap̆ΓΓΓ

p̆
m̆ n)r

m̆, ` ∈ {−, ∅,+}.

Таким образом,

∂nA = ∇nA
m̃rm̃ = ∇nAm̃r

m̃, ∼, ` ∈ {−, ∅,+},
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где для ковариантных производных введены обозначения

∇nA
m̃ = ∂nA

m̃ + Ap̃ΓΓΓm̃p̃ n, ∇nA
m̆ = ∂nAm̆ − Ap̆ΓΓΓ

p̆
m̆ n, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.55)

Теперь рассмотрим тензор второго ранга H˜ и представим его в следующем
виде:

H˜ = H p̃ ·
· q̆R

· q̆
p̃ · = H · ·

p̃ q̆ R
p̃ q̆
· · = H · q̆

p̃ · R
p̃ ·
· q̆ = H p̃ q̆

· · R
· ·
p̃ q̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.56)

Дифференцируя, например, первое равенство (1.1.56) и учитывая дериваци-
онную формулу (1.1.32), получим

∂nH˜ = ∂n(H
p̃ ·
· q̆R

· q̆
p̃ · ) = (∂nH

p̃ ·
· q̆)R

· q̆
p̃ · +H p̃ ·

· q̆ ∂nR
· q̆
p̃ · =

= (∂nH
p̃ ·
· q̆)R

· q̆
p̃ · +H r̃ ·

· q̆ Γ
p̃
r̃ nR

· q̆
p̃ · −H p̃ ·

· s̆ Γ
s̆
q̆ nR

· q̆
p̃ · = ∂nH

p̃ ·
· q̆ +H r̃ ·

· q̆ Γ
p̃
r̃ n −H p̃ ·

· s̆Γ
s̆
q̆ n)R

· q̆
p̃ · ,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

Таким образом,

∂nH˜ = (∇nH
p̃ ·
· q̆)R

· q̆
p̃ · , ∼, ` ∈ {−, ∅,+},

где для ковариантной производной введено обозначение

∇nH
p̃ ·
· q̆ = ∂nH

p̃ ·
· q̆ +H r̃ ·

· q̆ Γ
p̃
r̃ n −H p̃ ·

· s̆ Γ
s̆
q̆ n, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.57)

Как видно из формул (1.1.55) и (1.1.57), нахождение выражений ковари-
антных производных от компонент тензоров, представленных в разных семей-
ствах базисов, производится по обычному правилу [68, 210, 337] с тем отличи-
ем, что семейства символов Кристоффеля определяются семействами немых
индексов. Так, например, во втором слагаемом в правой части (1.1.57) немой
индекс принадлежит одному из

(∼)

g -семейств, ∼ ∈ {−, ∅,+}, и поэтому семейство

символов Кристоффеля соответственно принадлежит одному из
(∼)

S (∼)
g

-семейств,
∼ ∈ {−, ∅,+}.

Теперь докажем следующее
Утверждение 1.1.2. (аналог теоремы Риччи) Ковариантная производная
от компонент единичного тензора второго ранга равна нулю.

Для доказательства этого утверждения продифференцируем, например, пер-
вое равенство (1.1.10) по xn. Получим

∂ngp̆q̃ = ∂n(rp̆ · rq̃) = ∂nrp̃ · rq̃ + rp̆ · ∂nrq̃, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

Отсюда в силу первого соотношения деривационных формул (1.1.30) получаем

∂ngp̆q̃ = gr̆q̃Γ
r̆
p̆ n + gp̆r̃Γ

r̃
q̃ n, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.58)

Перенося члены, находящиеся в правой части (1.1.58), в левую и вводя обо-
значение для ковариантной производной, получим

∇ngp̆q̃ = ∂ngp̆q̃ − gr̆q̃Γ
r̆
p̆ n − gp̆r̃Γ

r̃
q̃ n = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.59)
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Если бы мы исходили из других соотношений (1.1.10), то аналогично (1.1.59)
доказали справедливость утверждения при любом другом расположении индек-
сов p̆ и q̃.

Таким образом,
∇ngp̆q̃ = 0, ∇ng

q̃
p̆ = 0, ∇ng

p̆
q̃ = 0, ∇ng

p̆q̃ = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.1.60)

Равенства (1.1.60) полностью доказывают утверждение.
Из утверждения (1.1.60) непосредственно вытекает

Следствие 1.1.1. Ковариантная производная от компонент изотропных и
демитропных тензоров равна нулю.

Заметим, что компоненты демитропных тензоров, которые являются тензо-
рами нечетного ранга, меняют знак при несобственном ортогональном преоб-
разовании, тогда как компоненты изотропных тензоров остаются неизменными
при любом ортогональном преобразовании. Кроме того, единственным демит-
ропным тензором третьего ранга является дискриминантный тензор (тензор
Леви-Чивиты) [210]. Поэтому, вводя в рассмотрение в предлагаемом варианте
теории, например, дискриминантный тензор третьего ранга

C
≃
= C · · ·

p̃q̆n̂ r
p̃rq̆rn̂, C · · ·

p̃q̆n̂ = (rp̃ × rq̆) · rn̂, ∼, `, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.1.61)

в силу следствия 1.1.1 будем иметь
∇mC

· · ·
p̃q̆n̂ = ∂mC

· · ·
p̃q̆n̂ − C · · ·

r̃q̆n̂Γ
r̃
p̃m − C · · ·

p̃r̆n̂Γ
r̆
q̆ m − C · · ·

p̃q̆r̂Γ
r̂
n̂m = 0, ∼, `, ∧ ∈ {−, ∅,+}. (1.1.62)

Заметим, что с целью сокращения письма в (1.1.61) и (1.1.62) выписаны
только ковариантные компоненты, хотя, конечно, при любом другом располо-
жении индексов p̃, q̆, n̂, ∼, `, ∧ ∈ {−, ∅,+}, имеет место аналогичное (1.1.62)
утверждение. Следовательно, равенство (1.1.62) можно получить еще и иным
путем. Например, дифференцированием второго соотношения (1.1.61) по xm.

1.2 Связь между разными семействами параметризаций области тон-
кого тела

Определение 1.2.1. Будем говорить, что связь между двумя семействами па-
раметризаций области тонкого тела осуществлена, если найдены связи между
порождающими эти семейства параметризаций семействами базисов и, вооб-
ще, между порожденными порождающими семействами базисов любыми се-
мействами соответствующих геометрических характеристик, сопровождающи-
ми связываемые параметризации.

Очевидно, зная связь между двумя порождающими рассматриваемые семей-
ства параметризаций семействами базисов, легко найти связь, например, меж-
ду порожденными ими семействами символов Кристоффеля и, вообще, меж-
ду порожденными ими любыми семействами соответствующих геометрических
характеристик. Мы ограничимся нахождением связей между некоторыми се-
мействами соответствующих геометрических характеристик, сопровождающи-
ми эти параметризации.
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1.2.1 Связь между различными семействами мультипликативных
базисов

В силу соотношения (1.1.12), дающего связь между различными семействами
базисов, нетрудно найти связи между различными семействами мультиплика-
тивных базисов. В самом деле, легко усмотреть, что связи, например, между
двухвекторными мультипликативными базисами будут иметь вид

R · q̆
p̃ · = gm̂p̃ g

q̆
ňR

· ň
m̂ · , ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.2.1)

сохраняющий силу при жонглировании индексами.
Следует заметить, что обобщение (1.2.1) на мультипликативные базисы, со-

стоящие из более чем двух базисных векторов, не представляет большого труда
и поэтому на этом с целью сокращения письма не будем останавливаться, а в
случае надобности по аналогии (1.2.1) выпишем нужные соотношения.

1.2.2 Связь между различными семействами символов Кристоффе-
ля

Найдем связь между
(∼)

S (∼)
g

-, и
(`)

S (`)
g

-семействами символов Кристоффеля7, ∼, ` ∈
{−, ∅,+}. С этой целью, дифференцируя (1.1.12) по xq и пользуясь определе-
ниями символов Кристоффеля (1.1.28), получим

∂qrp̃ =
(
∂qg

n̆
p̃ + gm̆p̃ Γ

n̆
m̆q

)
rn̆ =

(
∂qgp̃n̆ − gm̆p̃ Γm̆q,n̆

)
rn̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (1.2.2)

Умножая (1.2.2) почленно сначала на rl̃ = gk̆
l̃
rk̆, а потом на rl̃ = g l̃

k̆
rk̆ и

учитывая определения символов Кристоффеля (1.1.28), найдем искомые связи

Γp̃q,l̃ = gl̃n̆
(
∂qg

n̆
p̃ + gm̆p̃ Γ

n̆
m̆q

)
= gn̆

l̃

(
∂qgp̃n̆ − gm̆p̃ Γm̆q,n̆

)
,

Γl̃p̃q = g l̃n̆
(
∂qg

n̆
p̃ + gm̆p̃ Γ

n̆
m̆q

)
= g l̃n̆

(
∂qgp̃n̆ − gm̆p̃ Γm̆q,n̆

)
, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

(1.2.3)

Следует заметить, что соотношения (1.2.3) совпадают с аналогичными со-
отношениями из работ [235,251].

1.2.3 Связи между компонентами и ковариантными производными
от компонент многоточечного тензора

Предполагается, что рассматриваемый тензор представлен в различных семей-
ствах мультипликативных базисов. Ограничимся рассмотрением тензора вто-
рого ранга H˜ , представления которого имеют вид

H˜ = H · q̆
p̃ · R

p̃ ·
· q̆ = Hm̂·

· ňR
· ň
m̂· , ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.2.4)

конечно, сохраняющие силу при жонглировании индексами.
Отсюда, учитывая линейную независимость мультипликативных базисов Rp̃ ·

· q̆,
∼, ` ∈ {−, ∅,+}, искомые связи между компонентами представляются в виде

H · q̆
p̃ · = gp̃m̂gq̆ňH

m̂·
· ň, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.2.5)

7Классификация символов Кристоффеля подробнее рассмотрена в [235,251].
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сохраняющем силу при жонглировании индексами.
Нетрудно найти связи и между ковариантными производными от компонент

тензора H˜ . В самом деле, в силу утверждения 1.1.2 и правила нахождения
ковариантной производной от суммы и произведения компонент тензоров из
(1.2.5) имеем

∇sH
· q̆
p̃ · = gp̃m̂g

q̆ň∇sH
m̂·
· ň, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.2.6)

сохраняющий силу при жонглировании индексами, за исключением индекса s.
Заметим, что обобщение (1.2.5) и (1.2.6) на компоненты тензоров более вы-

сокого ранга не представляет труда, поэтому на этом мы останавливаться не
будем.

1.3 О компонентах ЕТВР

В этом разделе рассматриваются различные семейства компонент ЕТВР. В
частности, приводятся их удобные для пользования с точки зрения практики
развернутые представления как при общих, так и при частных случаях семейств
параметризаций.

Следует заметить, что на протяжении всего раздела за основную базовую

принимается внутренняя базовая поверхность
(−)

S . Тогда в силу определения
1.1.20 основными компонентами ЕТВР являются компоненты g−

p
−
q
, g

−
q
−
p
, g

−
p
−
q и ком-

поненты переноса g+
p
−
q
, g

−
q
+
p
, играющие важную роль в предлагаемой теории в том

смысле, что остальные компоненты и большинство геометрических характери-
стик выражаются через них.

1.3.1 Об основных компонентах ЕТВР и число независимых основ-
ных компонент ЕТВР

В силу определения 1.1.20 в рассматриваемом случае, когда в качестве основной

базовой принята внутренняя базовая поверхность
(−)

S , можно ввести следующие
определения:

Определение 1.3.1. Компоненты g−
p
−
q
, g

−
q
−
p
, g

−
p
−
q и компоненты переноса g+

p
−
q
, g

−
q
+
p
,

называются основными компонентами ЕТВР при новой параметризации обла-
сти тонкого тела, если в качестве основной базовой принимается внутренняя

базовая поверхность
(−)

S .

Определение 1.3.2. Компоненты g+
p
−
q
, g

−
q
+
p

называются основными компонен-
тами переноса ЕТВР при новой параметризации области тонкого тела, если в

качестве основной базовой принимается внутренняя базовая поверхность
(−)

S .

В рассматриваемом случае на первый взгляд число независимых основных
компонент ЕТВР должно быть 15. Это 6 компонент g−

p
−
q
= g−

q
−
p

и 9 основных
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компонент переноса g+
p
−
q

ЕТВР (в силу (1.1.13) остальные основные компоненты
выражаются через эти компоненты). Однако число независимых основных ком-
понент значительно меньше 15. Следует заметить, что симметричный тензор
второго ранга в рассматриваемой точке, конечно, имеет 6 независимых компо-
нент. Однако, говоря о независимых компонентах ЕТВР, подразумеваются его
компоненты при различных значениях координаты x3. В частности, компонен-
ты g+

p
−
q

определены в двух точках: при x3 = 0 и x3 = 1.
С целью установления числа независимых основных компонент ЕТВР най-

дем зависимости между ними. В этой связи продифференцируем g−
q
−
3
= r−

q
· h

по xp и учтем (1.1.3), третье соотношение (1.1.5) и (1.1.7). Имеем

∂pg−
q
−
3
= ∂pr−

q
· h+ g+

p
−
q
− g−

p
−
q
= Γ−

q
−
p,

−
3
+ g+

p
−
q
− g−

p
−
q
,

Меняя в этом соотношении местами индексы p и q, получим

∂qg−
p
−
3
= ∂qr−

p
· h+ g+

q
−
p
− g−

q
−
p
= Γ−

p
−
q ,

−
3
+ g+

q
−
p
− g−

q
−
p
.

Вычитая последнее соотношение почленно из предпоследнего, получим

ωpq ≡ ∂pg−
q
−
3
− ∂qg−

p
−
3
= (∂pr−

q
− ∂qr−

p
) · h+ g+

p
−
q
− g−

p
−
q
= (Γ−

q
−
p,

−
3
− Γ−

p
−
q ,

−
3
) + g+

p
−
q
− g−

p
−
q
. (1.3.1)

Нетрудно заметить, что ωpq = −ωqp, т.е. ωpq — кососимметричная матрица,
поэтому из 9 элементов (1.3.1) отличными от нуля будут следующие три: ωI3 =
−ω3I , ωIJ = −ωJI .

Итак, получим следующие три соотношения между основными компонента-
ми ЕТВР:

ωI3 = ∂Ig−
3
−
3
= 2h∂Ih = 2r−

3
· ∂Ih = 2Γ−

3
−
I ,

−
3
= 2(g+

I
−
3
− g−

I
−
3
),

ωIJ = ∂Ig−
J
−
3
− ∂Jg−

I
−
3
= g+

I
−
J
− g+

J
−
I
.

(1.3.2)

Из первого соотношения (1.3.2) имеем

g+
I
−
3
= g−

I
−
3
+ h∂Ih = g−

I
−
3
+ Γ−

3
−
I ,

−
3
, (1.3.3)

а отсюда получаем

g
−
3
+
I
= g

−
3
−
qg+

I
−
q
= g−

3
−
q
r−
q
· r+

I
= r

−
3 · (r−

I
+ ∂I h̄) = g

−
3
−
I
+ Γ

−
3
−
3
−
I
, (1.3.4)

где
Γ−

3
−
I ,

−
3
= h∂Ih, Γ

−
3
−
3
−
I
= g

−
3
−
qΓ−

3
−
I ,

−
q
. (1.3.5)

Легко усмотреть, что в силу (1.1.7) имеем еще три соотношения между ос-
новными компонентами ЕТВР:

g+
3
−
m
= g−

3
−
m
. (1.3.6)

Таким образом, в общем случае параметризации области тонкого тела, т.е.

когда h не является перпендикуляром к базовым поверхностям
(−)

S и
(+)

S , основ-
ные компоненты ЕТВР связаны между собой шестью соотношениями (1.3.2)
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и (1.3.6) и в рассматриваемом случае число независимых основных компонент
ЕТВР равно 15-6=9.

В качестве независимых основных компонент ЕТВР можно взять, например,
следующие:

g−
p
−
q
= g−

q
−
p
; g+

1
−
1
, g+

1
−
2
, g+

2
−
2
. (1.3.7)

Компоненты g+

I
−
3

и g+
3
−
m

определяются из соотношений (1.3.3) и (1.3.6) соот-
ветственно, а g+

2
−
1

можно определить из второго соотношения (1.3.2).
Теперь рассмотрим частный случай, когда h перпендикулярен внутренней

базовой поверхности
(−)

S (h ⊥
(−)

S ). В этом случае, нетрудно увидеть, что

g−
I
−
3
= 0, g

−
3
−
I
= 0, g

−
I
−
3 = 0, g

−
3
−
3 = h−2 = g−1

−
3
−
3

(1.3.8)

и, следовательно, в силу первого соотношения (1.3.8) число независимых ос-
новных компонент (1.3.7) сокращается на две единицы и их число становится
равным 7.

Учитывая третье и четвертое соотношения (1.3.8) и первое соотношение
(1.3.5), из второго соотношения (1.3.5) получаем

Γ
−
3
−
3
−
I
= g

−
3
−
3Γ−

3
−
I ,

−
3
=

1

h
∂Ih. (1.3.9)

Теперь, подставляя первое соотношение (1.3.8) в (1.3.3), а второе соотноше-
ние (1.3.8) и (1.3.9) в (1.3.4), имеем соответственно

g+
I
−
3
= h∂Ih, g

−
3
+
I
=

1

h
∂Ih при h ⊥

(−)

S . (1.3.10)

Нетрудно заметить, что в рассматриваемом случае из (1.3.2) получаем

g+
I
−
J
= g+

J
−
I

при h ⊥
(−)

S . (1.3.11)

На основании соотношения (1.3.11) заключаем, что g+
2
−
1
= g+

1
−
2
, а число неза-

висимых основных компонент ЕТВР в рассматриваемом случае больше не умень-
шается.

Таким образом, в том случае, когда h ⊥
(−)

S и на базовой поверхности
(−)

S
координатные линии не являются ортогональными линиями, в качестве неза-
висимых основных компонент ЕТВР можно рассматривать следующие:

g−
I
−
J
= g−

J
−
I
, g−

3
−
3
= h2; g+

1
−
1
, g+

1
−
2
, g+

2
−
2
. (1.3.12)

Следовательно, если координатные линии на базовой поверхности
(−)

S явля-

ются ортогональными линиями и h ⊥
(−)

S , то g−
1
−
2
= g−

2
−
1
= 0 и число независимых
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основных компонент ЕТВР (1.3.12) уменьшается еще на одно и становится 6,
т.е. в этом случае имеем следующие независимые основные компоненты:

g−
1
−
1
, g−

2
−
2
, g−

3
−
3
; g+

1
−
1
, g+

1
−
2
, g+

2
−
2
. (1.3.13)

Ниже увидим, что в более частных случаях параметризации на базовой по-

верхности
(−)

S , число независимых основных компонент ЕТВР еще уменьшится.
Далее с целью более наглядного представления выражений компонент пе-

реноса ЕТВР g
k
−
l
, g

−
l
k , g

k
−
l
, gk

−
l и некоторых других геометрических характери-

стик через основные компоненты ЕТВР выпишем их в развернутом виде при
различных частных случаях параметризаций области тонкого тела, а также
рассмотрим некоторые вопросы теории.

1.3.2 Представления компонент ЕТВР через его основные компо-
ненты переноса при различных семействах параметризации
области тонкого тела

Рассматриваются различные семейства параметризаций области тонкого тела
и даются развернутые представления компонент ЕТВР через его основные ком-
поненты переноса при этих семействах параметризаций.

1.3.2.1 Вектор h не перпендикулярен к базовым поверхностям

Получим представления компонент переноса ЕТВР через его основные компо-
ненты переноса. Нетрудно заметить, что

g
k
−
l
∼ (g

K
−
L
, g

K
−
3
, g

3
−
L
, g

3
−
3
), g

−
l
k ∼ (g

−
L
K , g

−
3
K , g

−
l
3 ),

где ∼ — символ эквивалентности.
Требуется выписать выражения каждой из этих компонент. В силу (1.1.11)

получаем
g
K

−
L
= (1− x3)g−

K
−
L
+ x3g+

K
−
L
, g

−
L
K = (1− x3)g

−
L
−
K
+ x3g

−
L
+
K
,

g
K

−
3
= (1− x3)g−

K
−
3
+ x3g+

K
−
3
, g

−
3
K = x3g

−
3
+
K
,

g
3
−
L
= g−

3
−
L
, g

−
l
3 = g

−
l
−
3
.

g
3
−
3
= g−

3
−
3
= h2,

(1.3.14)

Аналогично (1.3.14) имеем

gk
−
l ∼ (gK

−
L, gK

−
3 , g3

−
L, g3

−
3), gk−

l
∼ (gK−

L
, gK−

3
, g3−

L
, g3−

3
). (1.3.15)

Для нахождения выражений компонент (1.3.15) сначала найдем выражения
для rK и r3, а затем с их помощью – выражения для компонент (1.3.15). В силу
(1.1.12) при ` ∈ ∅ имеем

rK = CKLrL × r3 = CKLgM̃L rM̃ × r3 =
(∼)

ϑ −1ϵKLϵNMg
M̃
L rÑ .
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Далее из (1.1.12) находим

r3̃ = g3̃kr
k = g3̃3r

3 + g3̃Kr
K = r3 + g3̃Kr

K ,

а отсюда, учитывая предыдущее соотношение, найдем

r3 = r3̃ − g3̃Kr
K = r3̃ +

(∼)

ϑ −1g3̃Kϵ
KP ϵMLg

M̃
P rL̃.

С другой стороны из (1.1.12) имеем

r3 = g3ñr
ñ = r3̃ + g3

Ñ
rÑ .

Сравнивая два последних соотношения, заключаем, что

g3
L̃
=

(∼)

ϑ −1g3̃Kϵ
KP ϵMLg

M̃
P , ∼ ∈ {−,+}.

Таким образом, мы получили более общие соотношения, чем требовалось, а
именно

rK =
(∼)

ϑ −1ϵKP ϵLMg
M̃
P rL̃, r3 = r3̃ + g3

L̃
rL̃,

g3
L̃
=

(∼)

ϑ −1g3̃Kϵ
KP ϵMLg

M̃
P , ∼ ∈ {−,+}.

(1.3.16)

Из (1.3.16) при ∼ = − получаем искомые соотношения

rK =
(−)

ϑ −1ϵKP ϵLMg
−
M
P r

−
L, r3 = r

−
3 + g3−

L
r
−
L, g3−

L
=

(−)

ϑ −1g
−
3
Kϵ

KP ϵMLg
−
M
P . (1.3.17)

Приведем (1.3.17) к более компактному виду. Вводя обозначения

AK−
M

≡ ϵKLϵMNg
−
N
L = g

−
K
−
M

+ x3a
−
K
+
M
, a

−
K
+
M

≡
(
g

−
I
+
I
− 1
)
g

−
K
−
M

− g
−
K
+
M
, (1.3.18)

соотношения (1.3.17) можно представить в виде

rK =
(−)

ϑ −1AK−
M
r

−
M , r3 = r

−
3 + g3−

M
r

−
M , g3−

M
= −

(−)

ϑ −1g
−
3
KA

K
−
M
. (1.3.19)

Теперь в силу (1.3.19) нетрудно выписать искомые выражения для компо-
нент (1.3.15). В самом деле, на основании их определения получаем

gK
−
L =

(−)

ϑ −1AK−
M
g

−
M

−
L, gK−

M
=

(−)

ϑ −1AK−
M
,

gK
−
3 =

(−)

ϑ −1AK−
M
g

−
M

−
3 , gK−

3
= 0,

g3
−
L = g

−
3
−
L −

(−)

ϑ −1g
−
3
KA

K
−
M
g

−
M

−
L, g3−

M
= −

(−)

ϑ −1g
−
3
KA

K
−
M
,

g3
−
3 = g

−
3
−
3 −

(−)

ϑ −1g
−
3
KA

K
−
M
g

−
M

−
3 , g3−

3
= 1.

(1.3.20)

Теперь более внимательно рассмотрим, например, первое из соотношений
(1.1.20). Запишем его в виде квадратного трехчлена относительно x3. Имеем

(−)

ϑ = (1− x3)2 + x3(1− x3)g
−
I
+
I
+ (x3)2

(∓)

ϑ =
(
1− g

−
I
+
I
+

(∓)

ϑ
)
(x3)2 −

(
2− g

−
I
+
I

)
x3 + 1. (1.3.21)
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Учитывая (1.1.18) при ∼ = +, ` = −, соотношению (1.3.21) можно придать
следующий вид

(−)

ϑ =
[(
1− g

−
1
+
1

)(
1− g

−
2
+
2

)
+ g

−
2
+
1
g

−
1
+
2

]
(x3)2 −

[(
1− g

−
1
+
1

)
+
(
1− g

−
2
+
2

)]
x3 + 1. (1.3.22)

Рассмотрим дискриминант квадратного трехчлена. Исходя, например, из
(1.3.21), имеем

D =
(
2− g

−
I
+
I

)2 − 4
(
1− g

−
I
+
I
+

(∓)

ϑ
)
=
(
g

−
I
+
I

)2 − 4
(∓)

ϑ =
(
g

−
I
+
I

)2 − 4 det
(
g

−
J
+
I

)
.

Далее, раскрывая детерминант, получим

D =
(
g

−
1
+
1
− g

−
2
+
2

)2
+ 4g

−
1
+
2
g

−
2
+
1
. (1.3.23)

Утверждение 1.3.1. Дискриминант (1.3.23) квадратного трехчлена (1.3.22)
неотрицателен, т.е. D ≥ 0.

Доказательство. В самом деле, g
−
I
+

I
и det

(
g

−
J
+

I

)
— инварианты, поэтому и дис-

криминантD инвариантен. Так какD инвариантен, то утверждение достаточно
доказать относительно специально выбранной системы координат. Выбирая в
рассматриваемой точке ортогональную систему координат (необязательно де-
картову) и учитывая (1.3.11), имеем

g
−
1
+
2
g

−
2
+
1
= g

−
1
−
I g+

2
−
I
g

−
2
−
Jg+

1
−
J
= g

−
1
−
1g

−
2
−
2g+

2
−
1
g+
1
−
2
= g

−
1
−
1g

−
2
−
2
(
g+
1
−
2

)2 ≥ 0.

Итак, в ортогональной пространственной системе координат в рассматривае-
мой точке (1.3.23) представляется в виде

D =
(
g

−
1
+
1
− g

−
2
+
2

)2
+ 4g

−
1
−
1g

−
2
−
2
(
g+
1
−
2

)2 ≥ 0, (1.3.24)

что и требовалось доказать.

В силу (1.3.24) квадратный трехчлен (1.3.22) обращается в нуль при следу-
ющих двух значениях x3:

(x3)1,2 =

2− g
−
I
+
I
±
√(

g
−
1
+
1
− g

−
2
+
2

)2
+ 4g

−
1
+
2
g

−
2
+
1

2
[(
1− g

−
1
+
1

)(
1− g

−
2
+
2

)
− g

−
1
+
2
g

−
2
+
1

] . (1.3.25)

Далее рассмотрим два частных случая параметризации области тонкого те-

ла: первый – вектор h перпендикулярен к поверхности
(−)

S , второй – вектор h

перпендикулярен к поверхности
(−)

S и при этом координатные линии на основной

базовой поверхности
(−)

S являются линиями кривизны.
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Можно также рассматривать случаи, когда на основной базовой поверх-
ности параметризация осуществляется посредством асимптотических, изомет-
рических и сопряженно-изометрических линий, однако после изложения двух
указанных выше случаев рассмотрение этих случаев не представляет большого
труда. Поэтому на них останавливаться не будем, а заинтересованный читатель
может найти изложение этих случаев параметризации поверхности в [68,70].

1.3.2.2 Вектор h перпендикулярен к основной базовой поверхности

В этом случае, как известно, имеют место соотношения (1.3.8) и (1.3.10) и,
учитывая их, (1.3.14) и (1.3.20) представятся в форме

g
K

−
L
= (1− x3)g−

K
−
L
+ x3g+

K
−
L
, g

−
L
K = (1− x3)g

−
L
−
K
+ x3g

−
L
+
K
,

g
K

−
3
= x3g+

K
−
3
= x3h∂Ih, g

−
3
K = x3g

−
3
+
K
= x3

1

h
∂Ih,

g
3
−
L
= 0, g

−
l
3 = g

−
l
−
3
;

g
3
−
3
= g−

3
−
3
= h2,

(1.3.26)

gK
−
L =

(−)

ϑ −1AK−
M
g

−
M

−
L, gK−

L
=

(−)

ϑ −1AK−
L
,

gK
−
3 = 0, gK−

3
= 0,

g3
−
L = −

(−)

ϑ −1g
−
3
KA

K
−
M
g

−
M

−
L, g3−

L
=

(−)

ϑ −1g
−
3
KA

K
−
L
,

g3
−
3 = g

−
3
−
3 = h−2 = g−1

−
3
−
3
, g3−

3
= 1.

(1.3.27)

1.3.2.3 Вектор h перпендикулярен к основной базовой поверхности
и координатные линии на ней являются линиями кривизны

Прежде чем выписать в рассматриваемом случае выражения для компонент
переноса ЕТВР, вспомним кое-что из дифференциальной геометрии, касающе-
еся линии кривизны на поверхности. Во первых, они ортогональные линии и,
во вторых, вектор Родрига

(
производная от единичного вектора нормали к по-

верхности по естественному параметру (дуге) этой линии
)

и единичный вектор
касательной к той же линии коллинеарны. Кроме того, линия кривизны в каж-
дой точке имеет направление, совпадающее с одним из главных направлений
поверхности в этой же точке и геодезическое кручение линии кривизны равно
нулю [68,134,350].

Обозначим единичный вектор нормали к поверхности
(−)

S через
(−)

n , единич-
ный вектор касательной к линии кривизны на этой поверхности через

(−)

s , а
естественный параметр по этой линии через

(−)

s . Тогда имеем

d
(−)

n

d
(−)

s
=
∂

(−)

n

∂xI
dxI

d
(−)

s
= ∂I

(−)

n
(−)

s
−
I = −

(−)

k s
(−)

s , (1.3.28)



63

где
(−)

k s — нормальная кривизна поверхности в рассматриваемой точке, а
(−)

s
−
I =

r
−
I ·(−)

s =dxI/d
(−)

s .
Нетрудно заметить, что для линий кривизн (xI), I = 1, 2, соотношение

(1.3.28) можно представить в виде

(−)

s
−
I
(I)∂I

(−)

n = −
(−)

k I
(−)

s (I),
(−)

s
−
I
(I) =

dxI

d
(−)

s (I)

=
(−)

s (I) · r
−
I , < I = 1, 2 > .

Откуда имеем

dxI

d
(−)

s (I)

∂I
(−)

n = −
(−)

k I
dr

d
(−)

s (I)

= −
(−)

k Ir−
I

dxI

d
(−)

s (I)

, < I = 1, 2 >,

т.е.
∂I

(−)

n = −
(−)

k Ir−
I
, < I = 1, 2 > . (1.3.29)

Здесь
(−)

k I — главная кривизна поверхности
(−)

S в направлении r−
I
.

Далее представим компоненты переноса g+

I
−
J
, g

−
J
+

I
ЕТВР в удобном виде. В

силу определения g+

I
−
J

и (1.1.3) имеем

g+
I
−
J
= r+

I
· r−

J
=
[
∂I
(
h+

(−)

r
)]

· r−
J
= ∂Ih · r−

J
+ g−

I
−
J
= ∂I

(
h

(−)

n
)
· r−

J
+ g−

I
−
J
=

= ∂Ih
((−)

n · r−
J

)
+ h
(
∂I

(−)

n · r−
J

)
+ g−

I
−
J
= h

(
∂I

(−)

n · r−
J

)
+ g−

I
−
J
,

где учтено, что
(−)

n ⊥ r−
J
.

Таким образом,

g+
I
−
J
= h

(
∂I

(−)

n · r−
J

)
+ g−

I
−
J
, g

−
J
+
I
= g

−
J

−
Kg+

I
−
K
= h

(
∂I

(−)

n · r
−
J
)
+ g

−
J
−
I
. (1.3.30)

Учитывая (1.3.29) в (1.3.30), получим их искомые представления

g+
I
−
J
=
(
1− h

(−)

k I

)
g−
I
−
J
, g

−
J
+
I
=
(
1− h

(−)

k I

)
g

−
J
−
I
, < I = 1, 2 > . (1.3.31)

Заметим, что в рассматриваемом случае в силу первого соотношения (1.3.31)
g+
1
−
2
= 0 и число независимых основных компонент ЕТВР (1.3.13) уменьшится

на одно, становясь равным 5. Таким образом, в этом случае имеем следующие
независимые основные компоненты ЕТВР: g−

1
−
1
, g−

2
−
2
, g−

3
−
3
, g+

1
−
1
, g+

2
−
2
. Кроме того,

если на основной базовой поверхности гауссовы координаты являются изомет-
рическими, то g−

1
−
1
= g−

2
−
2

и, очевидно, число независимых основных компонент
ЕТВР уменьшится еще на одно, становясь равным 4. В этом случае в качестве
независимых основных компонент ЕТВР можно рассматривать, например, g−

1
−
1
,

g−
3
−
3
, g+

1
−
1
, g+

2
−
2
.
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Теперь нетрудно найти выражения для компонент переноса g
m

−
n
, g

−
n
m ЕТВР.

В самом деле, учитывая (1.3.10) и (1.3.31) из (1.3.14) получим

g
I
−
I
= g−

I
−
I

[
1 + x3

(
g

−
I
+
I
− 1
)]
, < I = 1, 2 >, g

−
I
I = 1 + x3

(
g

−
I
+
I
− 1
)
, < I = 1, 2 >,

g
I
−
J
= 0, I ̸= J, g

−
J
I = 0, I ̸= J,

g
I
−
3
= x3g+

I
−
3
= x3h∂Ih, g

−
3
I = x3g

−
3
+
I
= x3

1

h
∂Ih,

g
3
−
J
= g−

3
−
J
= 0, g

−
l
3 = g

−
l
−
3
.

g
3
−
3
= g−

3
−
3
= h2,

(1.3.32)

Заметим, что из (1.3.25) легко получаем

(x3)I =
(
1− g

−
I
+
I

)−1
, < I = 1, 2 > (1.3.33)

и, учитывая (1.3.33), квадратный трехчлен (1.3.22) представится в виде
(−)

ϑ =
[
1 + x3

(
g

−
1
+
1
− 1
)][

1 + x3
(
g

−
2
+
2
− 1
)]
. (1.3.34)

Легко получить выражения и для компонент переноса gk
−
l , gk−

l
ЕТВР. В самом

деле, в силу (1.3.31) и (1.3.34) из (1.3.18) имеем

a
−
1
+
1
= g

−
2
+
2
− 1, a

−
2
+
2
= g

−
1
+
1
− 1; a

−
J
+
I
= 0, I ̸= J,

A1
−
1
= 1 + x3

(
g

−
2
+
2
− 1
)
, A2

−
2
= 1 + x3

(
g

−
1
+
1
− 1
)
; AI−

K
= 0, I ̸= K

(1.3.35)

и, учитывая соотношения второй строки (1.3.35) в (1.3.20), получим искомые
соотношения

gK
−
K =

[
1 + x3

(
g

−
K
+
K
− 1
)]−1

g
−
K

−
K , gK−

K
=
[
1 + x3

(
g

−
K
+
K
− 1
)]−1

,

gK
−
L = 0, K ̸= L, gK−

L
= 0, K ̸= L,

gK
−
3 = 0, gK−

3
= 0,

g3
−
K = −x3

[
1 + x3

(
g

−
K
+
K
− 1
)]−1

g
−
3
+
K
g

−
K

−
K , g3−

K
= −x3

[
1 + x3

(
g

−
K
+
K
− 1
)]−1

g
−
3
+
K
,

g3
−
3 = g

−
3
−
3 = h−2, g3−

3
= g

−
3
−
3
= 1,

< K = 1, 2 >; < K = 1, 2 > .

(1.3.36)

Здесь, конечно, g
−
3
+

K
= h−1∂Kh.

Следует заметить, что имея выражения для компонент переноса ЕТВР,
не представляет большого труда найти выражения и для компонент gpq и gpq

ЕТВР, которые в силу (1.1.13) представляются в виде

gpq = g
−
n
p g−nq, gpq = gp

−
mgq−

m
. (1.3.37)
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Не останавливаясь на подробных представлениях (1.3.37) во всех рассмот-
ренных выше случаях, приведем их выражения только в том случае, когда

вектор h перпендикулярен к основной базовой поверхности
(−)

S и при этом коор-
динатные линии на ней являются линиями кривизны. На основании (1.3.32) и
(1.3.36) из (1.3.37) получаем

gII = g−
I
−
I

[
1 + x3

(
g

−
I
+
I
− 1
)]2

+ (x3∂Ih)
2, < I = 1, 2 >

gIJ = (x3)2∂Ih∂Jh, I ̸= J, gI3 = x3h∂Ih, g33 = h2;

gKK=g
−
K

−
K
[
1+x3

(
g

−
K
+
K
−1
)]−2

, gK3=−x3g
−
K

−
Kg

−
3
+
K

[
1+x3

(
g

−
K
+
K
−1
)]−2

, <K=1, 2>

g12=0, g33=h−2+(x3)2
{
g

−
1
−
1
(
g

−
3
+
1

)2[
1+x3

(
g

−
1
+
1
−1
)]−2

+g
−
2
−
2
(
g

−
3
+
2

)2[
1+x3

(
g

−
2
+
2
−1
)]−2}

.

(1.3.38)

1.4 Выражение различных семейств символов Кристоффеля через
основные компоненты ЕТВР

Ограничимся рассмотрением
(∼)

S (∼)
g

-семейств символов Кристоффеля, ∼ ∈ {−, ∅,+},
а за основную базовую примем внутреннюю базовую поверхность S. Тогда по
определению 1.3.1 основными компонентами ЕТВР являются компоненты g−

p
−
q
,

g
−
q
−
p
, g

−
p
−
q и компоненты переноса g+

p
−
q
, g

−
q
+
p

и задача заключается в выражении симво-
лов Кристоффеля (1.1.28) через них. С целью разрешения этой задачи разобьем
ее на две задачи:

1. Выразим
(`)

S (`)
g

-семейства символов Кристоффеля, ` ∈ {−,+}, через ос-
новные компоненты ЕТВР.

2. Выразим Sg-семейства символов Кристоффеля через основные компонен-
ты ЕТВР.

1.4.1 Выражение семейств символов Кристоффеля относительно ба-
зисов, связанных с лицевыми поверхностями, через основные
компоненты ЕТВР

По определениям (1.1.28) для
(`)

S (`)
g

-семейств символов Кристоффеля8, ` ∈ {−,+},
будем иметь

Γp̆ q̆,l̆ = rp̆ q̆ · rl̆ , Γk̆p̆ q̆ = rp̆ q̆ · rk̆ = gk̆l̆Γp̆ q̆,l̆ , ` ∈ {−,+}. (1.4.1)

Заметим, что
∂QrP̆ = ∂P rQ̆, ∂3rp̆ = 0, ∂Qr3̆ ̸= 0, ∂3rP̆ ̸= ∂P r3̆, ` ∈ {−,+}, (1.4.2)

а в силу (1.1.3), (1.1.7) и (1.1.12) аналог формулы Вейнгартена представится в
виде

∂ph = r+
p
− r−

p
= (gq̃+

p
− gq̃−

p
)rq̃ = (g+

pq̃
− g−

pq̃
)rq̃, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (1.4.3)

8Далее в некоторых соотношениях над вторым индексом у символов Кристоффеля пишем тот же самый
знак, что и над другими. Хотя, как было сделано выше, это необязательно.
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Нетрудно заметить, что

Γp̆ q̆,l̆ ∼
(
ΓP̆ Q̆,L̆, ΓP̆ Q̆,3̆, Γ3̆Q̆,l̆, Γp̆ 3̆,l̆

)
, ` ∈ {−,+}.

На основании второго соотношения (1.4.2), (1.4.3) и определения (1.4.1) лег-
ко показать, что

Γp̆ 3̆,l̆ = rp̆ 3̆ · rl̆ = 0, Γ3̆Q̆,l̆ = g+
Ql̆

− g−
Ql̆
, ` ∈ {−,+}. (1.4.4)

Кроме того,

ΓP̆ Q̆,L̆ =
1

2
(−∂LgP̆ Q̆ + ∂PgQ̆L̆ + ∂QgL̆P̆ ) = Γ̄P̆ Q̆,L̆ , ` ∈ {−,+}, (1.4.5)

где Γ̄P̆ Q̆,L̆ в силу первой строки (1.1.29) —
(`)

S -семейство символов Кристоффеля
первого рода.

Далее на основании определения (1.4.1) и (1.4.3) имеем

ΓP̆ Q̆,3̆ = ∂QrP̆ · h = ∂Q(rP̆ · h)− rP̆ · hQ = ∂QgP̆ 3̆ − g+
QP̆

+ g−
QP̆

, ` ∈ {−,+}

и отсюда, учитывая второе соотношение (1.4.2), легко получаем

ΓP̆ Q̆,3̆ = ΓQ̆P̆ ,3̆ =
1

2

(
∂PgQ̆3̆ + ∂QgP̆ 3̆ − g+

PQ̆
− g+

QP̆
+ g−

PQ̆
+ g−

QP̆

)
=

= ∂QgP̆ 3̆ − g+
QP̆

+ g−
QP̆

= ∂PgQ̆3̆ − g+
PQ̆

+ g−
PQ̆

, ` ∈ {−,+}.
(1.4.6)

Не представляет большого труда найти выражения и для символов Кри-
стоффеля второго рода. В самом деле, нетрудно заметить, что

Γ k̆
p̆ q̆ ∼

(
Γ

−
k
P̆ Q̆
, Γ k̆

3̆Q̆
, Γ k̆

p̆3̆

)
и на основании определения (1.4.1) и (1.4.4)–(1.4.6) будем иметь

Γ k̆
P̆ Q̆

= g k̆l̆ΓP̆ Q̆,l̆ = g k̆3̆(∂PgQ̆3̆ − g+
PQ̆

+ g−
PQ̆

) + g k̆L̆Γ̄P̆ Q̆,L̆,

Γ k̆
3̆Q̆

= g k̆+
Q
− g k̆−

Q
, Γ k̆

p̆ 3̆
= 0, `∈{−,+}. (1.4.7)

Из полученных выше соотношений этого раздела при ` = − получаются
соответствующие соотношения работы [251].

1.4.2 Выражение Sg-семейства символов Кристоффеля через основ-
ные компоненты ЕТВР

Рассмотрим два способа нахождения выражений для Sg-семейства символов

Кристоффеля. Первый заключается в нахождении связей между Sg- и
(`)

S (`)
g

-
семействами символов Кристоффеля таким образом, что Sg-семейство симво-

лов оказалось бы определенным посредством
(`)

S (`)
g

-семейств символов, а второй
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— в определении Sg-семейства символов непосредственно через компоненты пе-
реноса ЕТВР.

В первом случае по более общим соотношениям (1.2.3) остается только лишь
выписать искомые связи. В самом деле, при ∼ = ∅ из (1.2.3) получаем

Γp q,l = g ln̆

(
∂qg

n̆
p̃ + g m̆p̃ Γ

n̆
m̆q

)
= g n̆l

(
∂qg pn̆ − g m̆p Γn̆ q,m̆

)
,

Γ s
p q = g slΓp q,l = g sn̆

(
∂qg

n̆
p + g m̆p Γ n̆

m̆ q

)
= g sn̆

(
∂qgpn̆ − g m̆p Γn̆ q,m̆

)
, ∼, ` ∈ {−,+}.

(1.4.8)

Далее, учитывая (1.1.11) и (1.4.4) — (1.4.6) подходящим образом, из (1.4.8)
окончательно получим искомые выражения для Sg-семейства символов Кри-
стоффеля, на выписывании которых останавливаться не будем.

Во втором способе нахождения выражения для Sg-семейства символов Кри-
стоффеля поступаем следующим образом: сначала выписываем представления
Sg-семейства символов Кристоффеля через Sg-семейство компонент ЕТВР, а за-
тем в силу (1.1.14) учитываем grs = grn̆g

n̆
s , ` ∈ {−,+}. В результате, например,

для Sg-семейства символов Кристоффеля первого рода будем иметь

Γp q,l=
1

2

(
− ∂lgpq+∂pgql+∂qglp

)
=
1

2

[
−∂l

(
gpn̆g

n̆
q

)
+∂p

(
gqn̆g

n̆
l

)
+∂q

(
gln̆g

n̆
p

)]
=

=
1

2

[
−
(
∂lgpn̆

)
g n̆q −gpn̆∂lg n̆q +

(
∂pgqn̆

)
g n̆l +gqn̆∂pg

n̆
l +
(
∂qgln̆

)
g n̆p +gln̆∂qg

n̆
p

]
,

`∈{−,+}.

(1.4.9)

Теперь, подставляя (1.1.11) в (1.4.9), получим искомое выражение. Однако с
целью сокращения письма подставим выражения (1.1.11) не для всех компонент
переноса, а только для тех, которые стоят под операцией дифференцирования.
В результате получим

Γp q,l=
1

2

{
−
{
∂lg−

pn̆
+ ∂l

[
x3
(
g+
pn̆

− g−
pn̆

)]}
g n̆q − gpn̆∂l

[
x3
(
g n̆+
q
− g n̆−

q

)]
+

+
{
∂pg−

q n̆
+ ∂p

[
x3
(
g+
q n̆

− g−
q n̆

)]}
g n̆l + gqn̆∂p

[
x3
(
g n̆+
l
− g n̆−

l

)]
+

+
{
∂qg−

l n̆
+ ∂q

[
x3
(
g+
l n̆

− g−
l n̆

)]}
g n̆p + gln̆∂q

[
x3
(
g n̆+
p
− g n̆−

p

)]}
, `∈{−,+}.

(1.4.10)

Видно, что в связи с громоздкостью записи соотношения (1.4.10) предпо-
чтительно пользоваться соотношениями (1.4.8).

Следует заметить, что, например, в силу первого соотношения (1.4.8) полу-
чаем

Γ′
p̆ q̆,l̆ = Γ′

q̆ p̆,l̆ = g 3̆
q̆ Γ3̆ p̆,l̆ + Γp̆ q̆,l̆ = g 3̆

p̆ Γ3̆ q̆,l̆ + Γq̆ p̆,l̆ =

=
1

2

(
g 3̆
p̆ Γ3̆ q̆,l̆ + g 3̆

q̆ Γ3̆ p̆,l̆ + Γp̆ q̆,l̆ + Γq̆ p̆,l̆
)
, `∈{−,+},

Γp q,l

∣∣∣ x3=0
(`=−)

= Γ′
−
p

−
q ,

−
l
, Γp q,l

∣∣∣ x3=1
(`=+)

= Γ′
+
p

+
q ,

+
l
,

где
Γp q,l

∣∣
x3=0

= Γ′
p̆ q̆,l̆

∣∣
`=− = Γ′

−
p
−
q ,

−
l
, Γp q,l

∣∣
x3=1

= Γ′
p̆ q̆,l̆

∣∣
`=+

= Γ′
+
p
+
q ,

+
l

Отсюда в свою очередь легко заключаем, что

Γ′
p̆ q̆,l̆ ̸= Γp̆ q̆,l̆, Γ′

P̆ Q̆,l̆ = ΓP̆ Q̆,l̆, `∈{−,+}.
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1.5 Представление компонент вторых тензоров поверхностей посред-
ством основных компонент ЕТВР

Зная выражения различных семейств символов Кристоффеля, не представля-
ет большого труда нахождение представлений компонент вторых тензоров по-

верхностей
(∼)

S , ∼ ∈ {−, ∅,+}, через основные компоненты ЕТВР. В самом де-

ле, по определению [68, 337] компоненты вторых тензоров поверхностей
(∼)

S ,
∼∈{−, ∅,+}, представляются в виде

(∼)

b P̃ Q̃ =
1√
g3̃3̃

Γ 3̃
P̃ Q̃

=
√
g 3̃3̃ΓP̃ Q̃,3̃ +

(
g 3̃L̃
/√

g 3̃3̃
)
Γ̄P̃ Q̃,L̃, ∼∈{−, ∅,+}. (1.5.1)

1.5.1 Представление компонент второго тензора поверхности S по-
средством основных компонент ЕТВР

Подставляя подходящие выражения для символов Кристоффеля, получаемые
на основании (1.4.8) и (1.4.10), поочередно в (1.5.1), будем иметь соответству-
ющие представления для компонент второго тензора поверхности S . Однако с
целью сокращения письма всех их выписывать не будем. Выпишем компонен-
ты второго тензора поверхности S посредством основных компонент ЕТВР в
том случае, когда за основную базовую поверхность принимается внутренняя

базовая поверхность
(−)

S . В этой связи, представляя (1.5.1) в виде

bIJ =
(
1/
√
g 33
)
Γ3
IJ =

1

2
√
g 33

g 3k
(
− ∂kgIJ + ∂IgJk + ∂JgkI

)
и учитывая (1.1.14), после простых преобразований получим

bIJ =
1

2

√
g 33
[
(1− x3)(∂Jg−

I
−
3
+ ∂Ig−

J
−
3
+ 2g−

I
−
J
)− (1− 2x3)(g+

I
−
J
+ g−

I
+
J
)+

+x3(∂Jg+
I
−
3
+ ∂Ig+

J
−
3
− 2g+

I
+
J
)
]
+

+
1

2

(
gK3

/√
g 33
)[
(1− x3)2(∂Ig−

J
−
K
+ ∂Jg−

I
−
K
− ∂Kg−

I
−
J
)+

+x3(1− x3)(∂Ig−
J

+
K
+ ∂Jg−

I
+
K
+ ∂Ig+

J
−
K
+ ∂Jg+

I
−
K
− ∂Kg−

I
+
J
− ∂Kg−

J
+
I
)+

+(x3)2(∂Ig+
J

+
K
+ ∂Jg+

K
+
I
− ∂Kg+

I
+
J
)
]
.

(1.5.2)

Учитывая g+
p
+
q
= g

−
n
+
p
g+
p
−
n

и, кроме того, выражения g33 и gK3 через основные
компоненты ЕТВР, окончательно получим искомое представление для bIJ .

1.5.2 Представление компонент вторых тензоров лицевых поверх-
ностей посредством основных компонент ЕТВР

Учитывая (1.4.6) и (1.4.7), из (1.5.1) при ∼ = ` ∈ {−,+} найдем искомые

представления для компонент вторых тензоров поверхностей
(`)

S , ` ∈ {−,+}.
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Имеем
(`)

b P̆ Q̆=
1

2

√
g3̆3̆
(
∂PgQ̆3̆+∂QgP̆ 3̆−g+

PQ̆
−g+

QP̆
+g−

PQ̆
+g−

QP̆

)
+
(
g3̆L̆
/√

g3̆3̆
)
Γ̄P̆ Q̆,L̆=

=
√
g3̆3̆
(
∂QgP̆ 3̆ − g+

QP̆
+ g−

QP̆

)
+
(
g3̆L̆
/√

g3̆3̆
)
Γ̄P̆ Q̆,L̆ =

=
√
g3̆3̆
(
∂PgQ̆3̆ − g+

PQ̆
+ g−

PQ̆

)
+
(
g3̆L̆
/√

g3̆3̆
)
Γ̄P̆ Q̆,L̆, `∈{−,+}.

(1.5.3)

Следует заметить, что (1.5.3) при ` = −(` = +) можно еще получить из
(1.5.2) при x3 = 0 (x3 = 1).

Теперь рассмотрим частные случаи:

а. Вектор h перпендикулярен к внутренней базовой поверхности
(−)

S . В этом
случае выполняются условия (1.3.8) и поэтому, как легко усмотреть, из (1.5.3)

при ` = − для компонент второго тензора поверхности
(−)

S будем иметь

(−)

b −
P

−
Q
=
1

2

√
g

−
3
−
3
(
2g−

P
−
Q
− g+

P
−
Q
− g+

Q
−
P

)
=

√
g

−
3
−
3
(
g−
Q

−
P
−g+

Q
−
P

)
=

√
g

−
3
−
3
(
g−
P

−
Q
−g+

P
−
Q

)
. (1.5.4)

Нетрудно заметить, что из (1.5.4) следует (1.3.11).

Выражения для компонент второго тензора поверхности
(+)

S получаются из
(1.5.2) при x3 = 1. С целью сокращения письма их выписывать не будем.

б. Вектор h перпендикулярен к внутренней базовой поверхности
(−)

S и об-
ласть тонкого тела имеет постоянную толщину (h = |h| = const). Нетрудно
увидеть, что в рассматриваемом случае имеет место (1.3.10) и так как h = const,
из них получаем

g+
I
−
3
= h∂Ih = 0, g

−
3
+
I
= h−1∂Ih = 0 при h ⊥

(−)

S , h = |h| = const. (1.5.5)

В силу (1.5.5) из соответствующих соотношений (1.3.26) и (1.3.27) имеем

g
−
3
P = x3g

−
3
+
P
= 0, g3−

K
= 0, g 33 = g 3

−
ng3−

n
= g

−
3
−
3 . (1.5.6)

В силу (1.5.1) при ∼ = − и (1.5.6) из второго соотношения (1.4.8) при ` = −
получаем

Γ3
PQ = g

−
M
P Γ

−
3
−
M

−
Q
. (1.5.7)

Подставляя (1.5.7) в (1.5.1) при ∼ = ∅ и учитывая последнее соотношение
(1.5.6), найдем

bPQ = g
−
M
P

(−)

b −
M

−
Q
= g

P
−
M

(−)

b
−
M
−
Q

= g
+
N
P

(+)

b +
N

+
Q
= g

P
+
N

(+)

b
+
N
+
Q
,

где последние два равенства получаются аналогично.
Из последнего соотношения имеем

bPQ = g PKbKQ = g P
−
M

(−)

b −
M

−
Q
= g P−

M

(−)

b
−
M
−
Q

= g P
+
N

(+)

b +
N

+
Q
= g P+

N

(+)

b
+
N
+
Q
.
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Легко усмотреть, что последние два соотношения можно представить в сле-
дующих кратких формах:

bPQ=g
M̆
P

(`)

b M̆Q̆=gPM̆
(`)

b M̆
Q̆
, bPQ=g

PKbKQ=g
PM̆

(`)

b M̆Q̆=g
P
M̆

(`)

b M̆
Q̆
, `∈{−,+}. (1.5.8)

Получим обратные к (1.5.8) соотношения. Умножая, например, первое ра-
венство первого соотношения (1.5.8) на gP

L̆
с последующим суммированием по

P и учитывая соотношение (1.1.13), будем иметь(
g P
L̆
g M̆P

(`)

b M̆Q̆ = g P
L̆
bPQ
)
⇒
(
g M̆
L̆

(`)

b M̆Q̆ = g P
L̆
bPQ
)
⇒
((`)

b L̆Q̆ = g P
L̆
bPQ
)
.

Таким образом,((`)

b P̆ Q̆=g
L
P̆
bLQ=gP̆Lb

L
Q

)
⇒
((`)

b P̆
Q̆
=g P̆ M̆

(`)

b M̆Q̆=g
P̆LbLQ=g

P̆
L b

L
Q

)
, `∈{−,+} (1.5.9)

и верны соотношения((`)

b P̆ Q̆=g
L̃
P̆

(∼)

b L̃Q̃=gP̆ L̃
(∼)

b L̃
Q̃

)
⇒
((`)

b P̆
Q̆
=g P̆ M̆

(`)

b M̆Q̆=g
P̆ L̃

(∼)

b L̃Q̃=g
P̆
L̃

(∼)

b L̃
Q̃

)
,

∼, `∈{−, ∅,+}.
(1.5.10)

Очевидно, соотношения (1.5.10) содержат (1.5.8) и (1.5.9).
Теперь, учитывая, что в силу первого соотношения (1.5.5) h перпендикуля-

рен и поверхности
(+)

S (h ⊥
(+)

S ), аналогично (1.5.4) из (1.5.3) получим
(+)

b +
P

+
Q
=
1

2

√
g

+
3
+
3
(
g−
P

+
Q
+g−

Q
+
P
−2g+

P
+
Q

)
=

√
g

+
3
+
3
(
g−
P

+
Q
−g+

P
+
Q

)
=

√
g

+
3
+
3
(
g−
Q

+
P
−g+

Q
+
P

)
. (1.5.11)

Соотношения (1.5.4) и (1.5.11) можно объединить и записать одним соотно-
шением

(`)

b P̆ Q̆=
1

2

√
g3̆3̆
(
g−
PQ̆

+ g−
QP̆

− g+
PQ̆

− g+
QP̆

)
=
√
g3̆3̆
(
g−
PQ̆

− g+
PQ̆

)
=

=
√
g3̆3̆
(
g−
QP̆

− g+
QP̆

)
, `∈{−,+},

(1.5.12)

непосредственно следующим еще из (1.5.3).

1.5.2.1 Представление средних и гауссовых кривизн поверхностей
посредством основных компонент ЕТВР

Имея выражения для вторых тензоров поверхностей через основные компонен-
ты ЕТВР, не представляет большого труда найти аналогичные представления
для средних и гауссовых кривизн тех же поверхностей. В самом деле, обозначая

средние и гауссовы кривизны поверхностей
(`)

S через
(`)

H и
(`)

K соответственно, где
` ∈ {−, ∅,+}, по их определениям [68,134,337,350] будем иметь

2
(`)

H =
(`)

k 1 +
(`)

k 2 =
(`)

b Ĭ
Ĭ
=

(`)

g ĬJ̆
(`)

b ĬJ̆ =
(
1/
√
g 3̆3̆
)
g ĬJ̆Γ 3̆

ĬJ̆
,

(`)

K =
(`)

k 1

(`)

k 2 =
1

2

(`)

C Ĭ J̆
(`)

CL̆M̆
(`)

b L̆
Ĭ

(`)

b M̆
J̆

=
1

2

(`)

C ĬJ̆
(`)

C L̆M̆
(`)

b ĬL̆
(`)

b J̆M̆ =

=
(
1/(2g 3̆3̆)

)(`)

C Ĭ J̆
(`)

C L̆M̆Γ 3̆
ĬL̆
Γ 3̆
J̆M̆
, ` ∈ {−, ∅,+},

(1.5.13)
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где
(`)

k 1 и
(`)

k 2 — главные кривизны поверхностей
(`)

S , а
(`)

C Ĭ J̆ =
(`)

C Ĭ J̆ 3̆ = (rĬ×rJ̆) ·
r3̆,

(`)

CL̆M̆ =
(`)

CL̆M̆ 3̆ = (rL̆× rM̆) · r3̆ — компоненты дискриминантного тензора в

рассматриваемой точке
(`)

M ∈
(`)

S , ` ∈ {−, ∅,+}.
Для представления средних и гауссовых кривизн поверхностей

(`)

S , `∈{−, ∅,+},
с помощью основных компонент переноса ЕТВР остается лишь соответствую-
щим образом подставить (1.5.2) и (1.5.3) (или выражения символов Кристоф-
феля ΓĬ J̆ ,3̆, ` ∈ {−, ∅,+}, из первого соотношения (1.4.7), а Γ3

IJ из второго
соотношения (1.4.8)) в (1.5.13), однако с целью сокращения письма в общем
случае этими подстановками заниматься не будем. Более подробно рассмот-

рим случай, когда h ⊥
(−)

S и область тонкого тела имеет постоянную толщину
(h = |h| = const). В этом случае из первого соотношения (1.5.8) с учетом (1.5.12)
имеем

bPQ = gM̆P
(`)

b M̆Q̆ =
√
g 3̆3̆gM̆P (g−

QM̆
− g+

QM̆
) =

√
g 3̆3̆(g

P
−
Q
− g

P
+
Q
) =

=
[
(1− x3)gM̆−

P
+ x3gM̆+

P

](`)

b M̆Q̆ =
[
(1− x3)

(−)

b −
P

−
Q
+ x3

(+)

b +
P

+
Q

]
=

= (1− x3)

√
g

−
3
−
3(g−

P
−
Q
− g−

P
+
Q
) + x3

√
g

−
3
−
3(g+

P
−
Q
− g+

P
+
Q
).

Аналогично из второго соотношения (1.5.8) с учетом (1.5.12) получаем

bPQ = g PN̆
(`)

b Q̆N̆ =
√
g 3̆3̆g PN̆(g−

QN̆
− g+

QN̆
) =

√
g 3̆3̆(g P−

Q
− g P+

Q
).

Таким образом, учитывая, что g 3̆3̆ = h−1, имеем

bPQ = h−1(g
P

−
Q
− g

P
+
Q
) = h−1

[
(1− x3)(g−

P
−
Q
− g−

P
+
Q
) + x3(g+

P
−
Q
− g+

P
+
Q
)
]
=

= gM̆
P

(`)

b M̆Q̆ = (1− x3)
(−)

b −
P

−
Q
+ x3

+

b+
P

+
Q
,

bPQ = h−1gP
N̆
(g N̆−
Q

− g N̆+
Q
) = h−1(g P−

Q
− g P+

Q
).

(1.5.14)

Следует заметить, что первое соотношение (1.5.14) легко получается еще из
(1.5.2), если учесть, что в рассматриваемом случае имеют место (1.3.8), (1.5.5),
(1.5.6) и, кроме того, h ⊥ S, т.е. gI3 = 0, gI3 = 0.

Теперь нетрудно найти выражения для средней и гауссовой кривизн поверх-
ности S через основные компоненты ЕТВР. В самом деле, на основании первого
соотношения (1.5.13) при ` = ∅ и второго соотношения (1.5.14) для средней кри-
визны имеем

2H = b1
1 + b2

2 = h−1(g I−
I
− g I+

I
) = h−1g I−

N
(g

−
N
−
I
− g

−
N
+
I
),

а в силу второго соотношения (1.5.13) при ` = ∅ и второго соотношения (1.5.14)
для гауссовой кривизны получаем

K=h−21

2
CIJCLM(g L−

I
−g L+

I
)(gM−

J
−gM+

J
)= h−2det(g L−

I
− g L+

I
) = h−2det[g L−

N
(g

−
N
−
I
− g

−
N
+
I
)] =

= h−2det(g L−
N
)det(g

−
M
−
I

− g
−
M
+
I
) = det(g L−

N
)[h−2det(g

−
M
−
I

− g
−
M
+
I
)].
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Таким образом,

2H = h−1(g I−
I
− g I+

I
) = h−1g I−

N
(g

−
N
−
I
− g

−
N
+
I
), K = det(g L−

N
)[h−2det(g

−
M
−
I

− g
−
M
+
I
)]. (1.5.15)

Соотношения (1.5.15) можно представить и в других формах. Нетрудно за-
метить, что из (1.5.15) для средней и гауссовой кривизн внутренней базовой

поверхности
(−)

S имеют место следующие выражения:

2
(−)

H = h−1(2− g
−
I
+
I
),

(−)

K = h−2det(g
−
M
−
I

− g
−
M
+
I
) = h−2(1− g

−
J
+
J
+

(∓)

ϑ ). (1.5.16)

Аналогично (1.5.16) из (1.5.15) при x3 = 1 для средней и гауссовой кривизн

внешней базовой поверхности
(+)

S имеем

2
(+)

H = h−1(g
+
I
−
I
− 2),

(+)

K = h−2(1− g
+
I
−
I
+

(±)

ϑ ) = h−2det(g
+
J
−
I
)
(−)

K =
(±)

ϑ
(−)

K . (1.5.17)

Заметим, что соотношения (1.5.16) и (1.5.17) можно было бы еще получить
из (1.5.13) с учетом (1.5.12).

Как видно, в соотношениях (1.5.17) участвуют компоненты g
+

J
−
I

и, так как
в качестве основной базовой рассматривается внутренняя базовая поверхность
(−)

S , то кинематические характеристики целесообразно определить с помощью
основных компонент ЕТВР.

В силу первых соотношений (1.1.19) и (1.1.25) имеем соответственно
(±)

ϑ =
(∓)

ϑ −1, g
+
I
−
I
=

(∓)

ϑ −1g
−
K
+
K
, (K = 1, 2). (1.5.18)

Учитывая (1.5.18) в (1.5.17), получим их выражения через основные компо-
ненты ЕТВР:

2
(+)

H = h−1(
(∓)

ϑ −1g
−
K
+
K

− 2) = 2
(∓)

ϑ −1[h−1(1−
(∓)

ϑ )−
(−)

H],
(+)

K =
(∓)

ϑ −1
(−)

K . (1.5.19)

При получении последнего равенства первого соотношения (1.5.19) были ис-
пользованы еще соотношения (1.5.16).

Легко усмотреть, что в силу (1.1.16) и (1.1.18) имеем

(+)

ϑ =

√
g

(+)

g −1 =

√
g

(−)

g −1

√
(−)

g
(+)

g −1 =

√
(−)

g
(+)

g −1
(−)

ϑ =
(∓)

ϑ −1
(−)

ϑ .

а первое соотношение (1.1.20) с учетом (1.5.16) можно также представить в
виде

(−)

ϑ = 1− x3(2− g
−
I
+
I
) + (x3)2(1− g

−
I
+
I
+

(∓)

ϑ ) = 1− 2(hx3)
(−)

H + (hx3)2
(−)

K .

Таким образом,
(−)

ϑ = 1− 2(hx3)
(−)

H + (hx3)2
(−)

K ,
(+)

ϑ =
(∓)

ϑ −1
(−)

ϑ . (1.5.20)
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Рассматривая (1.5.16) как систему и разрешая относительно g
−
I
+

I
и

(∓)

ϑ , полу-
чаем

g
−
I
+
I
= 2(1− h

(−)

H),
(∓)

ϑ = 1− 2h
(−)

H + h2
(−)

K . (1.5.21)

Заметим, что второе соотношение (1.5.21) можно также получить из первого
соотношения (1.5.20) при x3 = 0.

Нетрудно определить и компоненты g
+
q
−
p

с помощью компонент g
−
n
+
m

. В самом
деле, эти компоненты в силу (1.1.13) образуют взаимообратные матрицы и по-
этому удовлетворяют соотношению

g
−
m
+
n
g

+
n
−
l
= g

−
m
−
l
. (1.5.22)

Рассматривая (1.5.22) как систему уравнений относительно неизвестных g
+
p
−
lи разрешая ее, приходим к соотношению

g
+
p
−
l
=

1

2
[det(g

−
n
+
m
)]−1ϵlmnϵ

pqsg
−
m
+
q
g

−
n
+
s
=

1

2

(∓)

ϑ −1ϵlmnϵ
pqsg

−
m
+
q
g

−
n
+
s
. (1.5.23)

Из (1.5.23) в свою очередь легко получаем

g
+
P
−
L

=
(∓)

ϑ −1ϵLMϵ
QSg

−
M
+
Q
, g

+
3
−
L
=

(∓)

ϑ −1ϵLMϵ
QSg

−
M
+
Q
g

−
3
+
S
, g

+
p
−
3
= g p3 . (1.5.24)

Следует заметить, что (1.5.24) можно было бы вывести и из соответствую-
щих соотношений второго столбца (1.3.20) при x3 = 1.

Теперь вернемся к соотношениям (1.5.15) и придадим им другой вид. Из пер-
вого соотношения (1.5.15) с учетом второго соотношения первой строки (1.3.20)
и (1.5.16) и из второго соотношения (1.5.15) с учетом (1.1.16) и второго соотно-
шения (1.5.16) получаем соответственно

2H = h−1
(−)

ϑ −1ϵ IP ϵNL[g
−
L
−
P
+ x3(g

−
L
+
P
− g

−
L
−
P
)](g

−
N
−
I
− g

−
N
+
I
) =

= h−1
(−)

ϑ −1ϵ IP ϵNL[g
−
L
−
P
g

−
N
−
I
− g

−
L
−
P
g

−
N
+
I
− x3(g

−
N
−
I
− g

−
N
+
I
)(g

−
L
−
P
− g

−
L
+
P
)] =

= h−1
(−)

ϑ −1[ϵ ILϵIL − ϵ ILϵNLg
−
N
+
I
− x3ϵ IP ϵNL(g

−
N
−
I
− g

−
N
+
I
)(g

−
L
−
P
− g

−
L
+
P
)] =

= h−1
(−)

ϑ −1[2− g
−
I
+
I
− 2(x3h2

(−)

K)] = 2
(−)

ϑ −1(
(−)

H − x3h
(−)

K), K =
(−)

ϑ −1
(−)

K .

Таким образом,
H =

(−)

ϑ −1(
(−)

H − x3h
(−)

K), K =
(−)

ϑ −1
(−)

K . (1.5.25)

Нетрудно заметить, что соотношения (1.5.17) можно также получить из
(1.5.25) при x3 = 1 соответственно.
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1.5.2.2 Представления компонент переноса и компонент ЕТВР в ви-
де степенных рядов относительно x3

Заметим, что в дальнейшем для нахождения моментов различных величин нам
понадобятся представления компонент переноса gP−

M
, g3−

M
и компонент gPM , gP3,

g33 ЕТВР в виде степенных рядов относительно x3. Очевидно, эти представ-
ления можно найти различными способами. Мы остановимся на двух из них.
Первым способом представим gP−

M
в виде суммы простых дробей, а потом в иско-

мом виде. Прежде всего с целью сокращения письма запишем (1.3.22) в удобной
форме

(−)

ϑ = a(x3)2 − 2bx3 + 1, (1.5.26)

где введены обозначения

a =
(
1− g

−
1
+
1

)(
1− g

−
2
+
2

)
+ g

−
2
+
1
g

−
1
+
2
= 1− tr

(
g

−
J
+
I

)
+ det

(
g

−
J
+
I

)
, 2b = 2− g

−
I
+
I
= 2− tr

(
g

−
J
+
I

)
. (1.5.27)

Нетрудно заметить, что с помощью a и b значения x3, при которых квадратный
трехчлен обращается в нуль (1.3.25), вычисляются по формулам

x31 =
b+

√
b2 − a

a
, x32 =

b−
√
b2 − a

a
. (1.5.28)

По теореме Виета имеем
x31 + x32 =

2b

a
,

x31 · x32 =
1

a
,

⇒


a =

1

x31 · x32
,

b =
1

2

( 1

x31
+

1

x32

)
.

(1.5.29)

Квадратный трехчлен (1.5.26), очевидно, можно представить в виде следую-
щего разложения

(−)

ϑ = a(x3 − x31)(x
3x32) = a(x31 − x3)(x32 − x3). (1.5.30)

В силу первого соотношения (1.3.18), соответствующей формулы (1.3.20) и
(1.5.30) получаем

gP−
M

=
(−)

ϑ −1AP−
M

=
a

−
P
+
M
x3 + g

−
P
−
M

a(x31 − x3)(x32 − x3)
=

A

a(x31 − x3)
+

B

a(x32 − x3)
=
Ax32 +Bx31 − (A+B)x3

a(x31 − x3)(x32 − x3)
.

Отсюда для A и B находим выражения
A+B = −a

−
P
+
M
,

Ax32 +Bx31 = g
−
P
−
M
,

⇒


A =

1

x32 − x31

(
g

−
P
−
M

+ x31a
−
P
+
M

)
,

B =
1

x31 − x32

(
g

−
P
−
M

+ x32a
−
P
+
M

)
.

Подставляя выражения для A и B в предыдущее соотношение будем иметь

gP−
M

=
(−)

ϑ −1AP−
M

=
g

−
P
−
M

+ x31a
−
P
+
M

ax31(x
3
2 − x31)

(
1− x3

x31

)−1

−
g

−
P
−
M

+ x32a
−
P
+
M

ax32(x
3
2 − x31)

(
1− x3

x32

)−1

,
(1.5.31)
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Учитывая в (1.5.31) значение a из (1.5.29), получим

gP−
M

=
1

x32 − x31

[
x32

(
g

−
P
−
M

+ x31a
−
P
+
M

)(
1− x3

x31

)−1

− x31

(
g

−
P
−
M

+ x32a
−
P
+
M

)(
1− x3

x32

)−1
]
. (1.5.32)

Заметим, что на основании (1.5.27) a и b — инварианты, тогда в силу (1.5.28)
корни x31 и x32 также инварианты, т.е. x31 и x32 не зависят от выбора системы

координат. Выбирая в качестве координатных линий на базовой поверхности
(−)

S

линии кривизны при h ⊥
(−)

S , на основании первого соотношения (1.5.20) имеем

b = h
(−)

H =
h

2

((−)

k 1 +
(−)

k 2

)
=
h

2

((−)

R−1
1 +

(−)

R−1
2

)
, a = h2

(−)

K = h2
(−)

k 1

(−)

k 2 = h2
(−)

R−1
1

(−)

R−1
2 , (1.5.33)

где
(−)

k 1 и
(−)

k 2 — главные кривизны, а
(−)

R−1
1 =

(−)

k 1 и
(−)

R−1
2 =

(−)

k 2 — главные ради-

усы кривизны базовой поверхности
(−)

S , h — толщина тонкого тела. Учитывая
(1.5.33), из (1.5.28) найдем

x31 =
(
h

(−)

k 1

)−1
=

(−)

R 1

h
, x32 =

(
h

(−)

k 2

)−1
=

(−)

R 2

h
, (1.5.34)

где h(δI1 + δI2) <
(−)

RI . Тогда из (1.5.34) следует, что |x3I | =
∣∣(−)

RI/h
∣∣ > 1. Это

условие в силу инвариантности x3I выполняется относительно любой системы
координат. Так как 0 ≤ x3 ≤ 1, то

0 ≤
∣∣∣∣x3x3I
∣∣∣∣ < 1. (1.5.35)

В силу (1.5.35), функции

fI

(
x3

x3I

)
=
(
1− x3

x3I

)−1

, I = 1, 2

являются суммами бесконечных убывающих геометрических прогрессий с зна-
менателями x3/x3I , I = 1, 2, т. е.(

1− x3

x3I

)−1

=
1

1− x3/x3I
= 1 +

x3

x3I
+

(
x3

x3I

)2

+

(
x3

x3I

)3

+

(
x3

x3I

)4

+ . . . (1.5.36)

подставляя (1.5.36) в (1.5.32), получим представление gP−
M

в виде степенного

ряда относительно x3. В самом деле, осуществляя простые выкладки, будем
иметь

gP−
M

=
∞∑
k=0

A
(k)

−
P
+
M
(x3)k, (1.5.37)

где

A
(k)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M
ak + a

−
P
+
M
ak−1, ak =

(x32)
k+1 − (x31)

k+1

(x31x
3
2)
k(x32 − x31)

, a−1 = 0, a0 = 1, k∈N0. (1.5.38)
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Выразим несколько первых коэффициентов ak через a и b. В силу (1.5.29)
из второго соотношения (1.5.38) имеем

a0 = 1, a1 = 2b, a2 = 4b2 − a, a3 = 4b(2b2 − a),

a4 = 16b4 − 12ab2 + a2, a5 = 2b(16b4 − 16ab2 + 3a2).
(1.5.39)

Учитывая малость величин
∣∣x3/x3I∣∣, I = 1, 2, по сравнению с единицей

(∣∣x3/x3I∣∣ <
1, I = 1, 2

)
и сохраняя в правой части (1.5.37), например, первые шесть членов,

будем иметь следующее приближенное представление для gP−
M

:

gP−
M

≈
5∑

k=0

A
(k)

−
P
+
M
(x3)k, (1.5.40)

где в силу (1.5.39)

A
(0)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M
, A

(1)

−
P
+
M

= 2bg
−
P
−
M

+ a
−
P
+
M
, A

(2)

−
P
+
M

= (4b2 − a)g
−
P
−
M

+ 2ba
−
P
+
M
,

A
(3)

−
P
+
M

= 4b(2b2 − a)g
−
P
−
M

+ (4b2 − a)a
−
P
+
M
,

A
(4)

−
P
+
M

= (16b4 − 12ab2 + a2)g
−
P
−
M

+ 4b(2b2 − a)a
−
P
+
M
,

A
(5)

−
P
+
M

= 2b(16b4 − 16ab2 + 3a2)g
−
P
−
M

+ (16b4 − 12ab2 + a2)a
−
P
+
M
.

(1.5.41)

На основании второй формулы (1.5.27) второе соотношение (1.3.18) предста-
вится в виде

a
−
P
+
M

= (1− 2b)g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
,

с учетом которого (1.5.41) можно записать в форме

A
(0)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M
, A

(1)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
, A

(2)

−
P
+
M

= (2b− a)g
−
P
−
M

− 2bg
−
P
+
M
,

A
(3)

−
P
+
M

= (4b2 − 2ab− a)g
−
P
−
M

− (4b2 − a)g
−
P
+
M
,

A
(4)

−
P
+
M

= (8b3 − 4ab2 − 4ab+ a2)g
−
P
−
M

− 4b(2b2 − a)g
−
P
+
M
,

A
(5)

−
P
+
M

= (16b4 − 8ab3 − 12ab2 + 4a2b+ a2)g
−
P
−
M

− (16b4 − 12ab2 + a2)g
−
P
+
M
.

(1.5.42)

Теперь рассмотрим второй, более удобный, способ представления gP−
M

в виде

степенного ряда относительно x3. Для этого с помощью соотношения (1.1.11) и
(1.1.12) представим rp в форме

rp = g
−
q
p r−

q
=
[
(1− x3)g

−
q
−
p
+ x3g

−
q
+
p

]
r−
q
= r−

p
·

(−)

A˜ = r−
p
· (E˜ − x3

(−)

B˜ ), (1.5.43)

где E˜ — единичный тензор второго ранга и введены обозначения
(−)

A˜ = r
−
prp = E˜ − x3

(−)

B˜ =
[
g

−
q
p − x3

(
g

−
q
−
p
− g

−
q
+
p

)]
r
−
qr−

q
,

(−)

B˜ =
(
g

−
q
−
p
− g

−
q
+
p

)
r
−
qr−

q
. (1.5.44)
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Очевидно,
(−)

B˜ T =
(−)

B˜ при h ⊥
(−)

S , а отсюда следует, что и
(−)

A˜ T =
(−)

A˜ . Заметим,

что в силу первого соотношения (1.5.44) для матрицы тензора
(−)

A˜ будем иметь
выражения

matr
(−)

A˜ = matr
(
E˜ − x3

(−)

B˜ ) =


1− x3
(
1− g

−
1
+
1

)
x3g

−
2
+
1

x3g
−
3
+
1

x3g
−
1
+
2

1− x3
(
1− g

−
2
+
2

)
x3g

−
3
+
2

0 0 1

 . (1.5.45)

Учитывая (1.3.22) и (1.5.45), имеем

det
(−)

A˜ = det
(
E˜ − x3

(−)

B˜ ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1− x3

(
1− g

−
1
+
1

)
x3g

−
2
+
1

x3g
−
1
+
2

1− x3
(
1− g

−
2
+
2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(−)

ϑ ̸= 0. (1.5.46)

На основании (1.5.46) можно утверждать, что существует единственный обрат-

ный тензор
(−)

A˜−1 и соответственно единственная обратная матрица matr
((−)

A˜ )−1.
Поэтому (1.5.43) можно разрешить относительно r−

p
. Получим

r−
p
= rp ·

(−)

A˜ −1 = rp ·
(
E˜ − x3

(−)

B˜ )−1
. (1.5.47)

Аналогично (1.5.43) для rp имеем

rp = gp−
q
r
−
q =

(−)

D˜ · r
−
p ,

(−)

D˜ = rpr−
p
= gp−

q
r
−
qr−

p
. (1.5.48)

Нетрудно усмотреть, что
(−)

D˜ ·
(−)

A˜ =
(−)

A˜ ·
(−)

D˜ = E˜ , (−)

D˜ =
(−)

A˜ −1. (1.5.49)

В самом деле, в силу первого соотношения (1.5.44) и второго соотношения
(1.5.48) находим

(−)

D˜ ·
(−)

A˜ = rpr−
p
· r

−
mrm = rpg

−
m
−
p
rm = rmrm,

что и требовалось доказать. Таким образом, учитывая второе соотношение
(1.5.49), первое соотношение (1.5.48) можно представить в виде

rp = gp−
q
r
−
q =

(−)

A˜ −1 · r
−
p ,

(−)

A˜ −1 =
(
E˜ − x3

(−)

B˜ )−1
= rpr−

p
= gp−

q
r
−
qr−

p
. (1.5.50)

Не представляет большого труда найти выражения для
(−)

A˜−1 или для matr
(−)

A˜−1

через основные компоненты переноса ЕТВР. На основании второго соотношения
(1.5.50) приходим к выражению

matr
(−)

A˜ −1=
(−)

ϑ −1


1−x3

(
1−g

−
2
+
2

)
−x3g

−
2
+
1

(x3)2g
−
2
+
1
g

−
3
+
2
−x3g

−
3
+
1

[
1−x3

(
1−g

−
2
+
2

)]
x3g

−
1
+
2

1−x3
(
1−g

−
1
+
1

)
(x3)2g

−
1
+
2
g

−
3
+
1
−x3g

−
3
+
2

[
1−x3

(
1−g

−
1
+
1

)]
0 0

(−)

ϑ

 . (1.5.51)



78

Теперь рассмотрим
rP = gP−

M
r

−
M =

(−)

ϑAP−
M
r

−
M =

(−)

d˜ · r
−
P , (1.5.52)

где, очевидно,
(−)

d˜ = rP r−
P
= gP−

M
r

−
Mr−

P
=

(−)

ϑ −1AP−
M
r

−
Mr−

P
. (1.5.53)

С помощью (1.3.18) нетрудно проверить, что матрицей тензору
(−)

d˜ служит мат-
рица, получающаяся при пересечении первых двух строк и двух столбцов в
(1.5.51), т.е.

matr
(−)

d˜ =matr
((−)

ϑ −1AP−
M

)
=

(−)

ϑ −1matr
(
AP−
M

)
=

(−)

ϑ −1

1−x
3
(
1−g

−
2
+
2

)
−x3g

−
2
+
1

−x3g
−
1
+
2

1−x3
(
1−g

−
1
+
1

)
 . (1.5.54)

Следовательно,

det
(
AP−
M

)
=

(−)

ϑ , det
(−)

d˜ = det
((−)

ϑ −1AP−
M

)
=

(−)

ϑ −1.

Теперь рассмотрим тензор

(−)

a˜ = E˜ − x3
(−)

b˜ , (−)

b˜ =
(
g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M

)
r−
P
r

−
M =

(
g−
P

−
M

− g−
P

+
M

)
r
−
P r

−
M . (1.5.55)

В первую очередь заметим, что
(−)

b˜ T =
(−)

b˜ при h ⊥
(−)

S , так как в этом случае
(1.3.11) g+

I
−
J
= g+

J
−
I

и, следовательно,
(−)

a˜ T =
(−)

a˜ .
Далее, очевидно, что

matr
(−)

a˜ = matr
(
E˜ − x3

(−)

b˜ ) =
 1− x3

(
1− g

−
1
+
1

)
x3g

−
2
+
1

x3g
−
1
+
2

1− x3
(
1− g

−
2
+
2

)
 . (1.5.56)

Сравнивая (1.5.56) с (1.5.45), заключаем, что (1.5.56) получается из (1.5.45) вы-
черкиванием последней строки и последнего столбца. В силу (1.5.46) нетрудно
усмотреть, что

det
(−)

a˜ = det
(
E˜ − x3

(−)

b˜ ) = det
(−)

A˜ =
(−)

ϑ ̸= 0.

Поэтому на основании последнего соотношения утверждаем, что существует
единственный обратный к

(−)

a˜ тензор, который, как нетрудно доказать, совпадает
с тензором (1.5.53), а его матрица — с матрицей (1.5.54).

Таким образом, для
(−)

d˜ имеем представления
(−)

d˜ = a˜−1 =
(
E˜ − x3

(−)

b˜ )−1
= rP r−

P
= gP−

M
r

−
Mr−

P
=

(−)

ϑ −1AP−
M
r

−
Mr−

P
. (1.5.57)

Теперь, учитывая (1.5.57), соотношение (1.5.52) можно представить в удобном
для дальнейшего пользования виде

rP = gP−
M
r

−
M = r

−
P ·
(
E˜ − x3

(−)

b˜ )−1
=
(
E˜ − x3

(−)

b˜ )−1 · r
−
P . (1.5.58)
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Следует заметить, что в случае тонких тел |x3
(−)

b˜ | < 1 (|x3b
−
Q
−
P
| < 1). Поэтому

имеем соотношения(
E˜ − x3

(−)

b˜ )−1
=

∞∑
s=0

(x3)s
(−)

b˜ s = E˜ + x3
(−)

b˜ + (x3)2
(−)

b˜ 2 + (x3)3
(−)

b˜ 3 + . . . , (1.5.59)

(
E˜ − x3

(−)

b˜ )−2
=

∞∑
s=0

(s+ 1)
(−)

b˜ s(x3)s, (1.5.60)

где, очевидно,
(−)

b˜ n =
(
g

−
P
−
K1

− g
−
P
+
K1

)(
g

−
K1
−
K2

− g
−
K1
+
K2

)
· . . . ·

(
g

−
Kn−2

−
Kn−1

− g
−
Kn−2

+
Kn−1

)(
g

−
Kn−1

−
M

− g
−
Kn−1

+
M

)
r−
P
r

−
M . (1.5.61)

С помощью (1.5.59) и (1.5.61) соотношение (1.5.58) можно представить в виде

rP = gP−
M
r

−
M =

[
g

−
P
−
M

+ x3
(
g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M

)
+ (x3)2

(
g

−
P
−
K
− g

−
P
+
K

)(
g

−
K
−
M

− g
−
K
+
M

)
+

+(x3)3
(
g

−
P
−
K1

− g
−
P
+
K1

)(
g

−
K1
−
K2

− g
−
K1
+
K2

)(
g

−
K2
−
M

− g
−
K2
+
M

)
+ . . .

]
r

−
M .

Отсюда в свою очередь получаем второе (после (1.5.37)) искомое выражение
для gP−

M

gP−
M
=rP· r−

M
=r

−
P ·
(
E˜− x3

(−)

b˜ )−1· r−
M
=

∞∑
s=0

r
−
P ·

(−)

b˜ s · r−
M
(x3)s=g

−
P
−
M
+ x3

(
g

−
P
−
M
−g

−
P
+
M

)
+

+(x3)2
(
g

−
P
−
K
− g

−
P
+
K

)(
g

−
K
−
M
− g

−
K
+
M

)
+ (x3)3

(
g

−
P
−
K1

− g
−
P
+
K1

)(
g

−
K1
−
K2

− g
−
K1
+
K2

)(
g

−
K2
−
M

− g
−
K2
+
M

)
+ . . .

(1.5.62)

Сравнивая (1.5.62) с (1.5.37), можно утверждать, что

A
(0)

−
P
+
M

= r
−
P ·

(−)

b˜ 0 ·r−
M

= g
−
P
−
M
, A

(1)

−
P
+
M

= r
−
P ·

(−)

b˜ ·r−
M

= g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
,

A
(2)

−
P
+
M

= r
−
P ·

(−)

b˜ 2 ·r−
M

=
(
g

−
P
−
N
− g

−
P
+
N

)(
g

−
N
−
M

− g
−
N
+
M

)
, . . . ,

A
(n)

−
P
+
M
=r

−
P·

(−)

b˜ n ·r−
M
=
(
g

−
P
−
N1

−g
−
P
+
N1

)(
g

−
N1
−
N2

−g
−
N1
+
N2

)
. . .
(
g

−
Nn−2

−
Nn−1

−g
−
Nn−2

+
Nn−1

)(
g

−
Nn−1

−
M

−g
−
Nn−1

+
M

)
.

(1.5.63)

Следует заметить, что идентичность представлений (1.5.38) и (1.5.63) можно
доказать и непосредственной проверкой. Так как остальные рассматриваемые
компоненты ЕТВР выражаются через gP−

M
, то представление (1.5.37) или, что

то же самое (1.5.62), имеет важное значение. Кроме того, в зависимости от рас-
сматриваемой конкретной задачи и требуемой точности приближения в правой
части (1.5.40) следует менять (уменьшать или увеличивать) число слагаемых.

Зная выражение для gP−
M

, не представляет труда найти искомые представле-

ния и для g3−
M

, gPQ, gP3 и g33. В самом деле, осуществляя простые выкладки, в

силу (1.5.37) будем иметь

g3−
M

= −g
−
3
P
gP−
M

= −g
−
3
+
P
x3gP−

M
= −g

−
3
+
P

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M
(x3)s+1, (1.5.64)
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gPQ = gP−
M
gQ−
N
g−
M

−
N
=

∞∑
s=0

(s+ 1)g
−
Q

−
MA

(s)

−
P
+
M
(x3)s, (1.5.65)

gP3 = gP−
M
g3−
N
g

−
M

−
N = −g

−
3
+
Q
x3gPQ = −g

−
3
+
Q

∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q(x3)s+1, (1.5.66)

g33 = g
−
3
−
3 + g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q
(x3)2gPQ = g

−
3
−
3 + g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q

∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q(x3)s+2. (1.5.67)

Найдем еще выражение в виде ряда относительно x3 произведения gP−
M
gQ−
N

.

С этой целью воспользуемся представлением (1.5.37) и правилом умножения
рядов в форме Коши. В результате получим

gP−
M
gQ−
N
=

∞∑
s=0

( s∑
r=0

A
(s−r)

−
P
+
M
A
(r)

−
Q
+
N

)
(x3)s=

∞∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
(x3)s, B

(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
=

s∑
r=0

A
(s−r)

−
P
+
M
A
(r)

−
Q
+
N
. (1.5.68)

Следует заметить, что число слагаемых в правых частях (1.5.64)–(1.5.68)
аналогично (1.5.37) определяется характером рассматриваемой задачи и точ-
ностью приближения. Нетрудно найти представления компонент ЕТВР в част-
ных случаях рассматриваемой параметризации области тонкого тела. Заметим
также, что соотношения (1.5.37), (1.5.64)–(1.5.68) играют важную роль при по-
строении различных вариантов теорий тонких тел с применением разложения
по ортогональным полиномам.

1.5.2.3 О представлении расширенного второго тензора поверх-
ности

Обозначим через
(`)

b˜ второй тензор поверхности
(`)

S , ` ∈ {−, ∅,+}. Тогда, оче-
видно, в силу (1.1.12) и (1.1.13) для вторых тензоров поверхностей будем иметь
следующие представления:

(−)

b˜ =
(−)

b −
P

−
Q
r
−
P r

−
Q =

(−)

b
+
Q
−
P
r
−
P r+

Q
=

(−)

b Q−
P
r
−
P rQ =

(−)

b Q̆
P̂
rP̂ rQ̆,

b˜ = bPQr
P rQ = bQ−

P
r
−
P rQ = bQ+

P
r
+
P rQ = bQ̆

P̂
rP̂ rQ̆,

(+)

b˜ =
(+)

b +
P

+
Q
r
−
P r

−
Q =

(+)

b
−
Q
+
P
r
+
P r−

Q
=

(+)

b Q+
P
r
+
P rQ =

(+)

b Q̆
P̂
rP̂ rQ̆, ∧, ∼ ∈ {−, ∅,+}

(1.5.69)

где
(`)

b Q̌
P̂
= gM̃

P̂
gM̌∗
N

(`)

b
∗
N
M̃
, `, ∨, ∧, ∼, ∗ ∈ {−, ∅,+}.

Всевозможные представления тензоров (1.5.69), конечно, получаются жон-
глированием индексами. Каждый из этих тензоров в силу (1.5.10) в качестве

своих компонент имеет компоненты вторых тензоров поверхностей
(−)

S , S,
(+)

S , а
также отличные от этих компонент компоненты. В этом смысле они называются
расширенными вторыми тензорами.
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Можно было вводить в рассмотрение расширенные до трехмерного про-
странства тензоры. В самом деле, определяя компоненты этих тензоров в виде

(`)

b q̌p̂ = gM̂p̂ g
q̌

Ň

(`)

b Ň
M̂
, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.5.70)

их можно представить следующим образом:
(`)

b˜ =
(`)

b q̌p̂r
p̂rq̌, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (1.5.71)

Из (1.5.70) следует, что компоненты тензоров (1.5.71) равны нулю, если хотя
бы один индекс равен трем. Очевидно, тензоры (1.5.71) содержат (1.5.69).

Ниже приведем формулировку фундаментальной теоремы теории поверхно-
стей и резюмируя изложенное выше, дадим формулировку аналогичной теоре-
мы для области тонкого тела в R3.

Теорема 1.5.1. (Фундаментальная теорема теории поверхностей) Наличие
двух любых тензоров

E˜ = gIJr
IrJ , b˜ = bIJr

IrJ ,

первый из которых является положительно определенным и компоненты ко-
торых связаны между собой уравнениями Гаусса и Петерсона-Кодацци, необ-
ходимо и достаточно для существования, и притом единственной, с точно-
стью до движения в R3 некоторой регулярной поверхности, для которой эти
тензоры являются первым и вторым тензорами.

Заметим, что необходимая часть этой теоремы — теорема Бонне [134,350].

Теорема 1.5.2. (Фундаментальная теорема для области тонкого тела в R3

при ее новой параметризации) Наличие единичного тензора второго ранга,
представленного в виде

E˜ = gp̂q̆r
p̂rq̆, ∧, ` ∈ {−, ∅,+},

необходимо и достаточно для существования, и притом единственной, с
точностью до движения в R3 некоторой регулярной области тонкого тела
при ее новой параметризации. При этом число независимых основных компо-
нент ЕТВР зависит от типа семейства параметризации.

Следует заметить, что материал этой главы в более расширенном виде был
опубликован во второй главе работы [277] (см. также [282,288,290,302,304,306]).
Кроме того, заметим, что при написании следующих глав диссертации были
использованы материалы указанных выше депонированных и других депони-
рованных и в рецензируемых журналах опубликованных работ. Перечень этих
работ приведена в списке литературы. Ниже на них сделаны соответствующие
ссылки. Отметим также, что замеченные в опубликованных работах опечатки
были устранены при написании данной диссертационной работы.
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2 Глава. Рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра и
Чебышева. Моменты тензорных полей и дифференциальных опе-
раторов относительно этих систем полиномов

2.1 Рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра. Момен-
ты тензорных полей их компонент и дифференциальных опера-
торов

2.1.1 Теорема о линейном преобразовании сегмента ортогонально-
сти

Известно [71, 166, 202, 307, 394, 402, 516], что как системы полиномов Чебыше-
ва, так и система полиномов Лежандра — ортогональная система на сегменте
[−1, 1] и, как всякая ортогональная система, является полной и замкнутой си-
стемой. Эти полиномы являются классическими ортогональными полиномами,
производные которых также являются классическими ортогональными поли-
номами [307]. Кроме того, эти полиномы удовлетворяют некоторым рекур-
рентным соотношениям, представления которых при линейном преобразовании
сегмента ортогональности, в частности, при замене сегмента [−1, 1] сегментом
[0, 1] имеют для нас важное значение, так как поперечная координата при но-
вой параметризации области тонкого тела в R3 принимает значения из сегмента
[0, 1]. Прежде чем выписать эти рекуррентные соотношения для сегмента [0, 1] и
получить следующие из них некоторые дополнительные соотношения, заметим,
что имеет место теорема о линейном преобразовании сегмента ортогональности.

Теорема 2.1.1. Если система многочленов {φm(x)}∞m=0 ортогональна с весом
h(x) на сегменте [a, b], то при p > 0 система многочленов {ψm(t)}∞m=0, где

ψm(t) = φm(pt+ q), m = 0, 1, 2, . . . , (2.1.1)

ортогональна с весом g(t) = h(pt+ q) на сегменте [c, d], который переходит
в сегмент [a, b] при линейном преобразовании x = pt + q. При этом нормы
связаны следующими зависимостями:

||ψm|| =
1
√
p
||φm||, m = 0, 1, 2, . . . (2.1.2)

Доказательство аналогичной теоремы для ортонормальной системы поли-
номов приведено в [394] (см. также [282, 304, 306]). Здесь на доказательстве
останавливаться не будем.

Обозначая в рассматриваемом случае систему полиномов Лежандра через
{Qm(x)}∞m=0 и учитывая, что весовая функция h(x) = 1, а также то, что сегмент
[0, 1] переходит в сегмент [−1, 1] при линейном преобразовании x = 2t − 1, в
силу доказанной выше теоремы система полиномов {Pm(t)}∞m=0, где

Pm(t) = Qm(2t− 1), m = 0, 1, 2, . . . ,

является ортогональной системой на сегменте [0, 1] и норма, вычисляемая по
(2.1.2), будет

||Pm|| =
1√
2
||Qm|| =

1√
2m+ 1

. (2.1.3)
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Таким образом, для системы полиномов Лежандра {Pm(t)}∞m=0 на сегменте
ортогональности [0, 1] будем иметь соотношение

1∫
0

Pm(t)Pn(t)dt = ||Pm||2δmn =
1

2m+ 1
δmn, < m, n > .

2.1.2 Производящая функция и основные рекуррентные соотноше-
ния

Как известно (см., например, [394]), производящая функция для системы мно-
гочленов Лежандра {Qm(x)}∞m=0 на сегменте −1 ≤ x ≤ 1 имеет вид Ψ(ρ, x) =

1/
√

1− 2ρx+ ρ2, 0 < ρ < 1. Учитывая x = 2t − 1, для системы многочле-
нов Лежандра {Pm(t)}∞m=0, 0 ≤ t ≤ 1, производящая функция представится в
форме

Ψ(ρ, t) =
1√

(1 + ρ)2 − 4ρt
, 0 < ρ < 1, 0 ≤ t ≤ 1. (2.1.4)

Разлагая (2.1.4) в ряд по степеням ρ, получим

Ψ(ρ, t) =
∞∑
m=0

Pm(t)ρ
m. (2.1.5)

Коэффициенты Pm(t) разложения (2.1.5), являясь полиномами m-й степени,
представляют систему полиномов Лежандра на сегменте [0, 1].

Имея производящую функцию (2.1.5), не представляет большого труда по-
лучить рекуррентные и другие, свойственные этой системе полиномов, соотно-
шения. В самом деле, при t = 0 и t = 1, в силу (2.1.4) и (2.1.5) находим

Ψ(ρ, 0)=
1

1 + ρ
=

∞∑
n=0

(−1)nρn=
∞∑
n=0

Pn(0)ρ
n, Ψ(ρ, 1)=

1

1− ρ
=

∞∑
n=0

ρn=
∞∑
n=0

Pn(1)ρ
n. (2.1.6)

Из этих соотношений получаем соответственно

Pn(0) = (−1)n, Pn(1) = 1, n = 0, 1, 2, . . . (2.1.7)

В рассматриваемом случае формула Родрига (дифференциальная формула
для полиномов Лежандра) [71,166,202,394,402,516] представится в виде

Pn(t) =
1

n!

dn

dtn
[
(t(t− 1))n

]
, 0 ≤ t ≤ 1. (2.1.8)

Основные рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра на сегменте
[0,1] можно получить в силу производящей функции (2.1.5) так же, как они
выведены на сегменте [-1,1] в [394] (см. также [282,304,306]). Поэтому здесь их
просто выпишем. Будем иметь

(n+ 1)Pn+1(t)− (2n+ 1)(2t− 1)Pn(t) + nPn−1(t) = 0, (2.1.9)

(2t− 1)P ′
n(t) = 2nPn(t) + P ′

n−1(t), (2.1.10)

P ′
n(t) = 2(2n− 1)Pn−1(t) + P ′

n−2(t). (2.1.11)
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Следует заметить, что легко получить формули для значений производных
полиномов Лежандра на концах сегмента [0, 1] (на концах сегмента [−1, 1] они
приведены в [187])

dkPn(x
3)

dkx3

∣∣∣
x3=0

=
(−1)n−k(n+ k)!

(n− k)!k!
= (−1)n−kk!Ck

nC
k
n+k,

dkPn(x
3)

dkx3

∣∣∣
x3=1

=
(n+ k)!

(n− k)!k!
= k!Ck

nC
k
n+k,

(2.1.12)

где Ck
n — биномиальные коэффициенты.

Из (2.1.12) в свою очередь имеем

P ′
k(0) = (−1)k−1k(k + 1), P ′

k(1) = k(k + 1). (2.1.13)

2.1.3 Дополнительные рекуррентные соотношения

Эти соотношения получаются с помощью основных рекуррентных соотноше-
ний. Они выведены в [282,304,306]. Поэтому здесь их просто выпишем. Имеем

(2t− 1)P ′
n(t) = 2nPn(t) + 2(2n− 3)Pn−2(t) + 2(2n− 7)Pn−4(t) + . . . , (2.1.14)

P ′
n(t) = 2(2n− 1)Pn−1(t) + 2(2n− 5)Pn−3(t) + 2(2n− 9)Pn−5(t) + . . . , (2.1.15)

tP ′
n(t) = nPn(t) + (2n− 1)Pn−1(t) + (2n− 3)Pn−2(t) + (2n− 5)Pn−3(t) + . . . , (2.1.16)

tPn(t) =
1

2
Pn(t) +

n

2(2n+ 1)
Pn−1(t) +

n+ 1

2(2n+ 1)
Pn+1(t), (2.1.17)

t2Pn(t) =
1

4

n(n− 1)

(2n− 1)(2n+ 1)
Pn−2(t) +

n

2(2n+ 1)
Pn−1(t)+

+
3n2 + 3n− 2

2(2n− 1)(2n+ 3)
Pn(t) +

n+ 1

2(2n+ 1)
Pn+1(t) +

1

4

(n+ 1)(n+ 2)

(2n+ 1)(2n+ 3)
Pn+2(t),

(2.1.18)

t3Pn(t) =
(n− 2)(n− 1)n

8(2n− 3)(2n− 1)(2n+ 1)
Pn−3(t) +

3(n− 1)n

8(2n− 1)(2n+ 1)
Pn−2(t)+

+
3n(5n2 − 11)

8(2n− 3)(2n+ 1)(2n+ 3)
Pn−1(t) +

5n2 + 5n− 3

4(2n− 1)(2n+ 3)
Pn(t)+

+
3(n+ 1)(5n2 + 10n− 6)

8(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 5)
Pn+1(t) +

3(n+ 1)(n+ 2)

8(2n+ 1)(2n+ 3)
Pn+2(t)+

+
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

8(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)
Pn+3(t),

t4Pn(t)=
(n− 3)(n− 2)(n− 1)n

16(2n− 5)(2n− 3)(2n− 1)(2n+ 1)
Pn−4(t)+

(n− 2)(n− 1)n

4(2n− 3)(2n− 1)(2n+ 1)
Pn−3(t)+

+
(n− 1)n(7n2 − 7n− 26)

4(2n− 5)(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
Pn−2(t) +

n(23n2 + 29n− 17)

16(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
Pn−1(t)+

+
35n4 + 70n3 − 115n2 − 150n+ 72

8(2n− 3)(2n− 1)(2n+ 3)(2n+ 5)
Pn(t) +

(n+ 1)(7n2 + 14n− 8)

4(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 5)
Pn+1(t)+

+
(n+ 1)(n+ 2)(7n2 + 21n− 12)

4(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 7)
Pn+2(t) +

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)
Pn+3(t)+

+
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

16(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)(2n+ 7)
Pn+4(t),
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t2P ′
n(t) =

7n2 − n− 2

2(2n+ 1)
Pn−1(t) + nPn(t) +

n(n+ 1)

2(2n+ 1)
Pn+1(t) + (2n− 3)Pn−2(t)+

+(2n− 5)Pn−3(t) + (2n− 7)Pn−4(t) + (2n− 9)Pn−5(t) + . . .

(2.1.19)

P ′′
n (t) = 4

[
(2n− 1)(2n− 3)Pn−2(t) + 2(2n− 3)(2n− 7)Pn−4(t)+

+3(2n− 5)(2n− 11)Pn−6(t) + 4(2n− 7)(2n− 15)Pn−8(t) + . . .
]
.

(2.1.20)

tP ′′
n (t) = 2

[
(n− 1)(2n− 1)Pn−1(t) + (2n− 1)(2n− 3)Pn−2(t)+

+(3n− 4)(2n− 5)Pn−3(t) + (4n− 6)(2n− 7)Pn−4(t)+

+(5n− 11)(2n− 9)Pn−5(t) + (6n− 15)(2n− 11)Pn−6(t)+

+(7n− 22)(2n− 13)Pn−7(t) + (8n− 28)(2n− 15)Pn−8(t)+

+(9n− 37)(2n− 17)Pn−9(t) + . . .
]
,

(2.1.21)

t2P ′′
n (t) = n(n− 1)Pn(t) + 2

[
(n− 1)(2n− 1)Pn−1(t) + (2n− 2)(2n− 3)Pn−2(t)+

+(3n− 4)(2n− 5)Pn−3(t) + (4n− 7)(2n− 7)Pn−4(t) + (5n− 11)(2n−9)Pn−5(t)+

+(6n− 16)(2n−11)Pn−6(t) + (7n− 22)(2n−13)Pn−7(t) + . . .
]
.

(2.1.22)

Заметим, что аналогичные (2.1.15) и (2.1.16) соотношения для полиномов
Лежандра на сегменте [−1, 1] применял И.Н.Векуа в [69], ссылаясь на [516].

Заметим также, что в правых частях (2.1.21) и (2.1.22) первый множитель
коэффициента при Pn−k(t), ∀k ≥ 3, получается путем сложения множителей
коэффициента при Pn−(k−2)(t) и −2, а второй множитель коэффициента при
Pn−k(t), k ≥ 1, представляет квадрат обратной величины нормы ||Pn−k||.

2.2 Моменты скалярной функции и их производных

Прежде всего сформулируем важные теоремы, которыми будем пользоваться в
дальнейшем, считая, что применяемые ниже функции удовлетворяют условиям
этих теорем.

Теорема 2.2.1. К.Вейерштрасса. Пусть f(x) непрерывная функция на сег-
менте [a, b]. Для любого ε > 0 существует такой многочлен Q(x), что при
всех x ∈ [a, b] [234]

|f(x)−Q(x)| < ε.

Теорема 2.2.2. Если функция f(x) непрерывно дифференцируема на сегменте
[0, 1] ([−1, 1]), то она разлагается в ряд Фурье-Лежандра, сходящийся равно-
мерно на этом сегменте [394].

Теорема 2.2.3. Джексона. Если производные относительно x3 от f(x′, x3)
представляют функции ограниченной вариации в промежутке [0, 1] равномер-

но относительно точки x′ = (x1, x2) ∈
(−)

S ∪ ∂
(−)

S , то имеем неравенства

∣∣(n)f (x2, x2)
∣∣ < Mn− 3

2 , n ≥ 1, (x1, x2) ∈
(−)

S ∪ ∂
(−)

S ,∣∣Rn+1(x
′, x3)

∣∣ = ∣∣f(x′, x3)− n∑
k=0

(k)

f (x′)Pk(x
3)
∣∣ < Mn− 1

2 ,

где M – положительная постоянная, которая от n не зависит [69].
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2.2.1 Моменты скалярной функции

Рассматривается скалярная функция f(x1, x2, x3), зависящая от координат
x1, x2, x3 области тонкого тела, параметризация которой осуществляется соот-
ношением (1.1.1). Поэтому с целью сокращения письма часто вместо f(x1, x2, x3)
будем писать f(x′, x3), где, очевидно, ∀x3 ∈ [0, 1]. Кроме того, будем предпола-
гать, что рассматриваемые функции в достаточной степени гладкие, например,
f(x′, x3) ∈ Cm(V ∪ ∂V ), m ≥ 1. Тогда в силу теоремы 2.2.2 функция f(x′, x3)
относительно поперечной координаты x3 ∈ [0, 1] для каждой фиксированной

точки x′ = (x1, x2) ∈
(−)

S можно разлагать в ряд по системе полиномов Лежанд-
ра [Pk(x

3)]∞k=0.
Разложение некоторого тензорного поля F(x′, x3)∈Cm(V ∪∂V ), m ≥ 1, вид

[69,202,394]

F(x′, x3) =
∞∑
k=0

(k)

F (x′)Pk(x
3), x′ ∈

(−)

S , x3 ∈ [0, 1]. (2.2.1)

Определение 2.2.1. Моментом k-ого порядка некоторого тензорного поля

F(x′, x3) относительно системы полиномов Лежандра, обозначаемым
(k)

M(F), на-
зывается интеграл

(k)

M(F) = (2k + 1)
1∫
0

F(x′, x3)Pk(x3)dx3, k = 0, 1, 2, . . . (2.2.2)

Утверждение 2.2.1.
(k)

M(F) =
(k)

F (x′), k = 0, 1, 2, . . . . (2.2.3)

Таким образом, в разложении (2.2.1) коэффициент
(k)

F (x′) — момент k-го
порядка тензорного поля F(x′, x3). В случае скалярного поля в приведенных
выше формулах F(x′, x3) надо заменить на f(x′, x3).

В дальнейшем, рассматривая ряды вида (2.2.1), будем всегда предполагать,
что они равномерно сходятся в замкнутой области V ∪ ∂V , где V — область,
занимаемая оболочкой, а ∂V — ее граница.

В силу (2.1.7) на лицевых поверхностях оболочечной области, т.е. при x3 = 0
и x3 = 1 из (2.2.1) будем иметь равномерно сходящиеся ряды

(−)

f = f(x′, 0) =
∞∑
k=0

(−1)k
(k)

f (x′),
(+)

f = f(x′, 1) =
∞∑
k=0

(k)

f (x′), x′ ∈
(−)

S ∪ ∂
(−)

S . (2.2.4)

2.2.2 Моменты производных ∂if и ∂i∂jf

Моменты производных ∂if и ∂i∂jf , которые, конечно, определяются аналогично
(2.2.2), подробно рассмотрены в [282, 304, 306]. Поэтому с целью сокращения
письма здесь выпишем их окончательные выражения.

Первое представление:

(k)

M (∂if) = (2k + 1)
1∫
0

∂if(x
′, x3)Pk(x

3)dx3 =

 ∂I
(k)

f (x′), если i = I,
(k)

f ′(x′), если i = 3,

(2.2.5)
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(k)

f ′(x′) = 2(2k + 1)
∞∑
m=0

(k+2m+1)

f = (2k + 1)
∞∑

p=k+1

[1− (−1)k+p]
(p)

f ; (2.2.6)

(k)

M (∂i∂jf) =


∂I∂J

(k)

f (x′), если i = I, j = J,

∂I
(k)

f ′(x′), если i = I, j = 3,
(k)

f ′′(x′), если i = j = 3,

(2.2.7)

(k)

f ′′(x′) = 4(2k + 1)
[
(2k + 3)

(k+2)

f + 2(2k + 5)
(k+4)

f + 3(2k + 7)
(k+6)

f + . . .
]
. (2.2.8)

Второе представление:

(k)

M (∂if) =

 ∂I
(k)

f (x′), если i = I,

(2k + 1)
[(+)

f − (−1)k
(−)

f
]
−

(k)

f ′, если i = 3,

(2.2.9)

(k)

f ′(x′) = 2(2k + 1)
[(k−1)

f (x′) +
(k−3)

f (x′) + . . .
]
= (2k + 1)

k∑
p=0

[1− (−1)k+p]
(p)

f (x′); (2.2.10)

(k)

M (∂i∂jf) =



∂I∂J
(k)

f (x′), если i = I, j = J,

(2k + 1)∂I
[(+)

f − (−1)k
(−)

f
]
− ∂I

(k)

f ′, если i = I, j = 3,

(2k + 1)
[ (+)

∂3f − (−1)k
(−)

∂3f−

−k(k + 1)
((+)

f + (−1)k
(−)

f
)]

+
(k)

f ′′, если i = j = 3,

(2.2.11)

(k)

f ′′ = 4(2k + 1)
[
(2k − 1)

(k−2)

f + 2(2k − 3)
(k−4)

f + 3(2k − 5)
(k−6)

f + . . .
]
. (2.2.12)

Соотношения (2.2.9)
(
(2.2.11)

)
удобно использовать в тех случаях, когда

(−)

f

и
(+)

f
( (−)

∂3f ,
(−)

f и
(+)

∂3f ,
(+)

f
)

заданы на поверхностях
(−)

S и
(+)

S (на концах сегмента
[0,1]) соответственно.

Заметим, что приведенных выше формулах в качестве f(x′, x3) можно рас-
сматривать любое тензорное поле (поле вектора перемещений, поле тензора
напряжений и др.).

2.3 Производящая функция и основные рекуррентные соотношения
для полиномов Чебышева первого рода

Как известно [394], одна из производящих функций для системы полиномов
Чебышева первого рода на сегменте [−1, 1] имеет вид

Ψ(r, x) =
1− rx

1− 2rx+ r2
, 0 < r < 1, −1 ≤ x ≤ 1. (2.3.1)

Разлагая (2.3.1) в ряд по степеням r, имеем

Ψ(r, x) =
∞∑
k=0

Tk(x)r
k. (2.3.2)
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Коэффициенты Tk(x), k = 0, 1, 2, . . ., разложения (2.3.2) являются полиномами
k-й степени. Они представляют систему полиномов Чебышева I рода на сегмен-
те [−1, 1]. Эти полиномы определяются также формулой [71, 125, 166, 202, 307,
394]

Tn(x) = cos(n arccos x), −1 ≤ x ≤ 1, n = 0, 1, 2, . . . (2.3.3)

Основные рекуррентные соотношения для полиномов Чебышева I рода на сег-
менте [−1, 1] имеют вид

2xTn(x) = Tn−1(x) + Tn+1(x), n ≥ 1,

2xT ′
n(x) =

n

n− 1
T ′
n−1(x) +

n

n+ 1
T ′
n+1(x), n > 1,

T ′
n(x) = 2nTn−1(x) +

n

n− 2
T ′
n−2(x), n > 2.

(2.3.4)

Многочлены (2.3.3) ортогональны на сегменте [−1, 1] с весовой функцией
h(x) = 1/

√
1− x2 [394]. Ортонормированные многочлены Чебышева первого

рода выражаются через многочлены (2.3.3) по формулам

T̂n(x) =
1

||Tn||
Tn(x), n = 0, 1, 2, . . . , (2.3.5)

||T0|| =
√
π, ||Tn|| =

√
π

2
, n ≥ 1. (2.3.6)

Легко видеть, что при линейном преобразовании x=2t−1, −1≤x≤1, 0≤ t≤1,
при котором сегмент [0, 1] переходит в сегмент [−1, 1], производящая функция
(2.3.1) получит вид

Ψ∗(r, t) ≡ Ψ(r, 2t− 1) =
1 + r − 2rt

(1 + r)2 − 4rt
, 0 < r < 1, 0 ≤ t ≤ 1. (2.3.7)

Аналогично (2.3.2), разлагая (2.3.7) в ряд по степеням относительно r, получим

Ψ∗(r, t) =
∞∑
k=0

T ∗
k (t)r

k. (2.3.8)

Коэффициенты T ∗
k (t), k ∈ N0, разложения (2.3.8), являясь полиномами k-й

степени, представляют систему полиномов Чебышева первого рода на сегмен-
те [0, 1]. С другой стороны при указанном выше линейном преобразовании из
(2.3.3) будем иметь

T ∗
n(t) = Tn(2t− 1) = cos[n arccos(2t− 1)], 0 ≤ t ≤ 1, n∈N0. (2.3.9)

В силу теоремы (о линейном преобразовании сегмента ортогональности) [394]
система полиномов (2.3.9) ортогональна на сегменте [0,1], а весовая функция
представится в виде h∗(t)=h(2t− 1)=1/

(
2
√
t(1− t)

)
.

Полиномы {T ∗
k (t)}|∞k=0, определенные на сегменте [0,1], называются смещен-

ными полиномами Чебышева первого рода. Ортонормированные смещенные
многочлены Чебышева первого рода аналогично (2.3.5) определяются следу-
ющим образом:

T̂ ∗
n(t) =

1

||T ∗
n ||

T ∗
n(t), n∈N0, (2.3.10)

||T ∗
0 || =

√
π

2
, ||T ∗

n || =
√
π

2
, n ≥ 1. (2.3.11)
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Основные рекуррентные соотношения для смещенных полиномов Чебышева
первого рода на сегменте [0,1] имеют вид

4tT ∗
n(t) = T ∗

n−1(t) + 2T ∗
n(t) + T ∗

n+1(t), n ≥ 1,

4tT ∗′
n(t) =

n

n− 1
T ∗′

n−1(t) + 2T ∗
n
′(t) +

n

n+ 1
T ∗′

n+1(t), n > 1,

T ∗′
n(t) = 4nT ∗

n−1(t) +
n

n− 2
T ∗′

n−2(t), n > 2, t∈ [0, 1].

(2.3.12)

2.4 Дополнительные рекуррентные соотношения для полиномов
Чебышева первого рода на сегменте [0, 1]

Используя основные рекуррентные соотношения (2.3.4) и (2.3.12), нетрудно по-
лучить искомые рекуррентные соотношения. Их подробный вывод даны в [282,
304, 306]. Поэтому ниже выпишем некоторые из них без доказательств. Будем
иметь

22stsT ∗
n(t) =

2s∑
p=0

Cp
2sT

∗
n+p−s(t), n− s ≥ 0, (2.4.1)

T ∗′
2m(t) = 4(2m)

m−1∑
k=0

T ∗
2m−2k−1(t) = 4(2m)

m−1∑
k=0

T ∗
2k+1(t), (2.4.2)

T ∗′
2m+1(t) = 4(2m+ 1)

[m−1∑
k=0

T ∗
2m−2k(t) +

1

2
T ∗
0 (t)

]
=

= 4(2m+ 1)
[1
2
T ∗
0 (t) +

m−1∑
k=0

T ∗
2m−2k(t)

]
,

(2.4.3)

22stsT ∗′
2m(t) = 4(2m)

[m−1− s
2
]∑

k=0

2s∑
p=0

Cp
2sT

∗
2m−2k−1+p−s(t) =

= 4(2m)
m−1∑

k=[ 1+s
2

]

2s∑
p=0

Cp
2sT

∗
2k+1+p−s(t),

(2.4.4)

22stsT ∗′
2m+1(t) = 4(2m+ 1)

[ [m− s
2
]∑

k=0

2s∑
p=0

Cp
2sT

∗
2m−2k+p−s(t) + 22s−1tsT ∗

0 (t)
]
=

= 4(2m+ 1)
[
22s−1tsT ∗

0 (t) +
m∑

k=[1+ s
2
]

2s∑
p=0

Cp
2sT

∗
2k+p−s(t)

]
,

(2.4.5)

T ∗′′
2m(t) = 4(2m)

{m−1∑
k=1

[(2m)2 − (2m− 2k)2]T ∗
2m−2k(t) +

1

2
(2m)2T ∗

0 (t)
}
=

= 4(2m)
{1
2
(2m)2T ∗

0 (t) +
m−1∑
k=1

[(2m)2 − (2k)2]T ∗
2k(t)

}
,

(2.4.6)

T ∗′′
2m+1(t) = 4(2m+ 1)

m−1∑
k=0

[
(2m+ 1)2 − (2m− (2k + 1))2

]
T ∗
2m−2k−1(t) =

= 4(2m+ 1)
m−1∑
k=0

[
(2m+ 1)2 − (2k + 1)2

]
T ∗
2k+1(t),

(2.4.7)

22stsT ∗′′
2m(t)=4(2m)

{ [m−1− s
2
]∑

k=1

2s∑
p=0

[
(2m)2−(2m−2k)2

]
Cp

2sT
∗
2m−2k+p−s(t)+(2m)222s−1tsT ∗

0 (t)
}
=

= 4(2m)
{
(2m)222s−1tsT ∗

0 (t)+
m−1∑

k=[1+ s
2
]

2s∑
p=0

[
(2m)2−(2k)2

]
Cp

2sT
∗
2k+p−s(t)

}
,

(2.4.8)
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22stsT ∗′′
2m+1(t) =

= 4(2m+ 1)
[m−1− s

2
]∑

k=0

2s∑
p=0

[
(2m+ 1)2 − (2m− (2k + 1))2

]
Cp

2sT
∗
2m−2k−1+p−s(t) =

= 4(2m+ 1)
m−1∑

k=[ 1+s
2

]

2s∑
p=0

[
(2m+ 1)2 − (2k + 1)2

]
Cp

2sT
∗
2k+1+p−s(t).

(2.4.9)

Здесь запись вида [1+s/2] в верхнем и нижнем индексах знака суммы означает
целую часть числа 1 + s/2. Аналогичная запись применяется и в дальнейшем.

Выпишем и значения смещенных полиномов Чебышева первого рода и их
первых и вторых производных на концах сегмента [0,1]

T ∗
n(0) = cos(nπ) = (−1)n, T ∗

n(1) = cos(nθ) = 1, (2.4.10)

T ∗′
n(0) = (−1)n+12n2, T ∗′

n(1) = 2n2, (2.4.11)

T ∗′′
n(0) = (−1)n

4

3
n2(n2 − 1), T ∗′′

n(1) =
4

3
n2(n2 − 1). (2.4.12)

Аналогичные (2.4.1), (2.4.2), (2.4.3), (2.4.6) и (2.4.7) рекуррентные соотно-
шения для полиномов Чебышева первого рода на сегменте [−1, 1] представятся
в виде

2sxsTn(x) =
s∑

p=0

Cp
sTn−s+2p(x), n ≥ s. (2.4.13)

T ∗′
2m(x) = 2(2m)

m−1∑
k=0

T ∗
2m−2k−1(x) = 2(2m)

m−1∑
k=0

T ∗
2k+1(x),

T ∗′
2m+1(x) = 2(2m+ 1)

[ m∑
k=0

T ∗
2m−2k(x) +

1

2
T ∗
0 (x)

]
= 2(2m+ 1)

[1
2
T ∗
0 (x) +

m∑
k=1

T ∗
2k(x)

]
,

T ∗′′
2m(x) = 2m

{m−1∑
k=1

[
(2m)2 − (2m− 2k)2

]
T ∗
2m−k(x) +

1

2
(2m)2T ∗

0 (x)
}
=

= 2m
{1
2
(2m)2T ∗

0 (x) +
m−1∑
k=1

[
(2m)2 − (2k)2

]
T ∗
2k(x)

}
,

(2.4.14)

T ∗′′
2m+1(x) = (2m+ 1)

m−1∑
k=0

[
(2m+ 1)2 − (2m− (2k + 1))2

]
T ∗
2m−2k−1(x) =

= (2m+ 1)
m−1∑
k=0

[
(2m+ 1)2 − (2k + 1)2

]
T ∗
2k+1(x).

Теперь докажем следующую лемму [394].

Лемма 2.4.1. Если в системе n+1 многочленов {Fk(t)}nk=0 каждый многочлен
Fk(t), k = 0, 1, . . . , n, имеет степень k, то всякий многочлен Qn(t) степени
n можно единственным способом представить в виде линейной комбинации

Qn(t) =
n∑
k=0

akFk(t) = a0F0(t) + a1F1(t) + . . .+ anFn(t). (2.4.15)

Доказательство. Вводя обозначения

Fk(t) = C
(k)
0 + C

(k)
1 t+ C

(k)
2 t2 + . . .+ C

(k)
k tk, k = 0, 1, . . . , n,

Qn(t) = C0 + C1t+ C2t
2 + . . .+ Cnt

n,
(2.4.16)
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где по условию леммы C
(k)
m ̸= 0, k = 0, 1, . . . , n, m = 0, 1, . . . , k и Cn ̸= 0, в силу

(2.4.16) для определения неизвестных коэффициентов a0, a1, . . . , an из (2.4.15)
получим систему линейных уравнений

C
(k)
k ak+C

(k+1)
k ak+1+C

(k+2)
k ak+2+. . .+C

(n−1)
k an−1+C

(n)
k an=Ck, k=0, n. (2.4.17)

Главный определитель системы (2.4.17) равен произведению отличных от нуля
чисел, т.е. △ = C

(0)
0 C

(1)
1 · . . . · C(n)

n и поэтому отличен от нуля. Следователь-
но, из системы (2.4.17) числа a0, a1, . . . , an определяются однозначно, что и
требовалось доказать.
Следствие. Лемма сохраняет силу и тогда, когда

Qn(t) = Ckt
k + Ck+1t

k+1 + . . .+ Cnt
n, Cn ̸= 0, ∀k, 0 < k ≤ n.

В частности, и в том случае, когда Qn(t) = Cnt
n, Cn ̸= 0.

Заметим, что, если Qn(t) = Cnt, где Cn ̸= 0, то для определения коэф-
фициентов a0, a1, . . . , an будем иметь систему уравнений, которая получается
из (2.4.17), если в правой части коэффициенты C0, C1, . . . , Cn−1 приравняем
нулю. Очевидно, из получаемой таким образом системы уравнений искомые
коэффициенты определяются однозначно.

Следует заметить, что соотношения (2.4.2), (2.4.3), (2.4.6) и (2.4.7) представ-
лены как по убывающему, так и по возрастающему индексу, что часто очень
удобно при нахождении моментов различных величин относительно этих поли-
номов. Кроме того, как видно, в правых частях (2.4.5) и (2.4.8) — слагаемые с
множителем 22s−1ts, а это создает некоторое неудобство. Однако, в силу при-
веденной выше следствия леммы 2.4.1 т.е. 22s−1ts всегда можно представить в
виде линейной комбинации полиномов Чебышева T ∗

0 (t), T ∗
1 (t), . . . , T ∗

s (t), после
чего в правых частях (2.4.5) и (2.4.8) будут лишь полиномы Чебышева, что и
будет их окончательный вид.

Заметим также, что при построении теории тонких тел соотношения (2.4.1),
(2.4.4), (2.4.5), (2.4.8) и (2.4.9) нужны при некоторых значениях s (s = 1, 2, 3, 4),
которые легко получить из этих соотношений. Используя (2.4.13) и (2.4.14), при
необходимости легко получить аналогичные (2.4.4), (2.4.5), (2.4.8) и (2.4.9) со-
отношения для полиномов Чебышева первого рода на сегменте [−1, 1]. Поэтому
на этом останавливаться не будем.

2.5 Производящая функция. Основные рекуррентные соотноше-
ния для полиномов Чебышева второго рода

Многочлены
Un(x) =

1

n+ 1
T ′
n+1(x), −1 ≤ x ≤ 1, n ∈ N0, (2.5.1)

где Tn(x)=cos(n arccosx), −1≤x≤1, n∈N0, — многочлены Чебышева первого
рода, называются многочленами Чебышева второго рода [71, 125, 166, 202, 307,
394] на сегменте [−1, 1].

Нетрудно видеть, что многочлены Чебышева можно представить в виде

Un(x) =
sin[(n+ 1) arccos x]√

1− x2
, −1 ≤ x ≤ 1, n ∈ N0. (2.5.2)
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Многочлены Чебышева второго рода (2.5.2) ортогональны [394] на сегменте
[−1, 1] с весом h(x) =

√
1− x2. Ортонормированные многочлены Чебышева

второго рода имеют вид

Ûn(x) =
1

||Un||
Un(x) =

1

||Un||
sin[(n+ 1) arccos x]√

1− x2
, ||Un|| =

√
π

2
, n ∈ N0. (2.5.3)

Нетрудно заметить, что, учитывая (2.3.1), соотношение (2.3.2) можно пред-
ставить в виде

2x− 2r

1− 2rx+ r2
= 2

∞∑
n=1

rn−1Tn(x). (2.5.4)

Интегрируя тождество (2.5.4) по r в пределах от 0 до r, получим разложение

ln
1√

1− 2rx+ r2
=

∞∑
n=1

Tn(x)
rn

n
=

∞∑
n=0

Tn+1(x)
rn+1

n+ 1
, (2.5.5)

которое сходится при условиях |r| < 1, |x| ≤ 1. Найдя производную по x от
обеих частей (2.5.5) и учитывая определение многочленов Чебышева второго
рода (2.5.1), будем иметь

F (r, x) ≡ 1

1− 2rx+ r2
=

∞∑
n=0

Un(x)r
n, |r| < 1, |x| ≤ 1. (2.5.6)

Из (2.5.6) следует, что функция [96]

F (r, x) =
1

1− 2rx+ r2
, |r| < 1, |x| ≤ 1, (2.5.7)

является производящей функцией для полиномов Чебышева второго рода.
С помощью производящей функции (2.5.7) аналогично полиномам Лежанд-

ра и Чебышева первого рода можно найти следующие основные рекуррентные
формулы полиномов Чебышева второго рода:

2xUn(x) = Un−1(x) + Un+1(x), n ≥ 1, (2.5.8)

xU ′
n(x) = nUn(x) + U ′

n−1(x), n ≥ 1, (2.5.9)

U ′
n(x) = 2nUn−1(x) + U ′

n−2(x), n ≥ 2, −1 ≤ x ≤ 1. (2.5.10)

Теперь осуществим линейное преобразование x = 2t−1, −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤
1, при котором сегмент [0, 1] переходит в сегмент [−1, 1]. Тогда в силу теоремы
о линейном преобразовании сегмента ортогональности [394] система полиномов

U∗
n(t) ≡ Un(2t− 1) =

sin[(n+ 1) arccos(2t− 1)]

2
√
t(1− t)

, 0 ≤ t ≤ 1, n ∈ N0, (2.5.11)

которые называются смещенными полиномами Чебышева второго рода, яв-
ляется ортогональной. Производящей функцией этих полиномов в силу (2.5.7)
будет

F ∗(r, t) = F (r, 2t− 1) =
1

(1 + r)2 − 4rt
, |r| < 1, 0 ≤ t ≤ 1, (2.5.12)
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Тогда, конечно, имеет место разложение

F ∗(r, t) =
∞∑
n=0

U∗
n(t)r

n, |r| < 1, 0 ≤ t ≤ 1. (2.5.13)

Ортонормированные смещенные многочлены Чебышева второго рода анало-
гично (2.5.3) представляются в виде

Û∗
n(t)=

1

||U∗
n||
U∗
n(t)=

1

||U∗
n||

sin[(m+ 1) arccos (2t− 1)]

2
√
t(t− 1)

, ||U∗
n||=

√
π

2
, n∈N0. (2.5.14)

Нетрудно найти значения полиномов Чебышева второго рода на концах сег-
мента ортогональности [0,1]. В самом деле, осуществляя простые выкладки, в
силу (2.5.11) и (2.5.14) будем иметь

U∗
n(0) = (−1)n(n+ 1), U∗

n(1) = n+ 1, (2.5.15)

Û∗
n(0) = (−1)n

2√
π
(n+ 1), Û∗

n(1) =
2√
π
(n+ 1). (2.5.16)

Итак, многочлены Чебышева второго рода на концах сегмента ортогонально-
сти [0,1] возрастают со скоростью n, а во внутренних точках интервала (0,1)
ограничены, что можно легко показать в силу формул (2.5.11) и (2.5.14).

Далее аналогично (2.5.8) — (2.5.10) с помощью производящей функции (2.5.12)
и разложения (2.5.13) можно получить основные рекуррентные соотношения
для смещенных полиномов Чебышева второго рода (2.5.11) на сегменте [0, 1].
Однако получим их иным путем, исходя из основных рекуррентных соотноше-
ний (2.5.8) — (2.5.10) на сегменте [-1,1]. С этой целью заметим, что имеют место
формулы

U ′
n(x) =

1

2
U∗′
n (t), U

′′
n (x) =

1

22
U∗′′
n (t), . . . , U

(k)
n (x) =

1

2k
U

∗(k)
n (t), k, n∈N0. (2.5.17)

Учитывая x = 2t − 1 в (2.5.8) — (2.5.10), простыми выкладками в силу обо-
значений (2.5.11) и подходящих соотношений (2.5.17) получим основные рекур-
рентные соотношения для смещенных полиномов Чебышева второго рода на
сегменте ортогональности [0, 1]

4tU∗
n(t) = U∗

n−1(t) + 2U∗
n(t) + U∗

n+1(t), n ≥ 1, (2.5.18)

2tU∗′
n (t) = 2nU∗

n(t) + U∗′
n−1(t) + U∗′

n (t), n ≥ 1, (2.5.19)

U∗′
n (t) = 4nU∗

n−1(t) + U∗′
n−2(t), n ≥ 2. (2.5.20)

Нетрудно заметить, что в силу формулы T ′
n(x) = 2−1T ∗′

n (t) и (2.5.11) из (2.5.1)
найдем

U∗
n(t) =

1

2(n+ 1)
T ∗′
n+1(t), 0 ≤ t ≤ 1 n∈N0. (2.5.21)

Заменяя в (2.5.21) n сперва на 2m − 1, а потом на 2m и в полученных
соотношениях учитывая (2.4.2) и (2.4.3) соответственно, будем иметь

U∗
2m−1(t) = 2

m−1∑
k=0

T ∗
2m−2k−1(t) = 2

m−1∑
k=0

T ∗
2k+1(t), (2.5.22)

U∗
2m(t) = 2

m−1∑
k=0

T ∗
2m−2k(t) + T ∗

0 (t) = T ∗
0 (t) + 2

m∑
k=0

T ∗
2k(t). (2.5.23)
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2.6 Дополнительные рекуррентные соотношения для полиномов
Чебышева второго рода на сегменте [0, 1]

Эти рекуррентные соотношения можно получить с помощью основных рекур-
рентных соотношений (см. [268,274,275,282,304,306]). Не останавливаясь на их
выводах, выпишем некоторые из них, играющие важную роль при построений
различных вариантов теории тонких тел. Они имеют вид

22stsU∗
n(t) =

2s∑
p=0

Cp
2sU

∗
n−s+p(t), s, n ∈ N0; (2.6.1)

22stsU∗
m(t)U

∗
n(t) =

m∑
p=0

2s∑
q=0

Cq
2sU

∗
n−m−s+2p+q(t), n,m, s ∈ N0; (2.6.2)

U∗′
n (t) = 4

[(n−1)/2]∑
k=0

(n− 2k)U∗
n−(2k+1)(t) = 4

[(n−1)/2]∑
k=0

(2k + 1 + a)U∗
2k+a(t), n ≥ 1; (2.6.3)

22stsU∗′
n (t) = 4

[(n−1)/2]∑
k=0

2s∑
p=0

(n− 2k)Cp
2sU

∗
n−(s+2k+1)+p(t) =

= 4
[(n−1)/2]∑
k=0

(2k + 1 + a)U∗
2k+a−s+p, n ≥ 1, s ≥ 0;

(2.6.4)

U∗′′
n (t) = 24

[(n−2)/2]∑
k=0

(k + 1)(n− k)[n− (2k + 1)]U∗
n−(2k+2)(t) =

= 22
[(n−2)/2]∑
k=0

(2k+2−a)[(n+ 1)2−(2k+2−a)2]U∗
2k+1−a(t), n≥2;

(2.6.5)

22stsU∗′′
n (t) = 24

[(n−2)/2]∑
k=0

2s∑
p=0

(k + 1)(n− k)[n− (2k + 1)]Cp
2sU

∗
n−(s+2k+2)+p =

= 22
[(n−2)/2]∑
k=0

(2k + 2− a)[(n+ 1)2 − (2k + 2− a)2]Cp
2sU

∗
2k+1−a−s+p, n ≥ 2, s ≥ 0.

(2.6.6)

Здесь a = n−1−2
[
(n− 1)/2

]
= 1/2

(
1+(−1)n

)
, [x] — целая часть числа x,

а Cn
m — биномиальные коэффициенты. Следует заметить, что все соотношения

(2.6.1) – (2.6.6), справедливые, за исключением (2.6.2), и для системы ортонор-
мированных полиномов Чебышева второго рода {Û ∗

k}∞k=0, можно доказать ме-
тодом математической индукции. Для системы ортонормированных полиномов
(2.6.2) представляется в виде

22stsÛ∗
m(t)Û

∗
n(t) = Û∗

0

m∑
p=0

2s∑
q=0

Cq
2sÛ

∗
n−m−s+2p+q(t), n,m, s ∈ N0. (2.6.7)

Заметить, что, распространяя определение системы полиномов Чебышева
второго рода и на множество отрицательных целых чисел, имеет место равен-
ство U ∗

−n = −U ∗
n−2, n ∈ N0 при предположении которого получены (2.6.1) –

(2.6.6). В дальнейшем, не оговариваясь каждый раз, будем предполагать, что
определение системы полиномов Чебышева второго рода распространено на
множество отрицательных целых чисел.

Легко найти значения производных полиномов Чебышева на концах сег-
мента [0,1]. В самом деле, на основании (2.6.3) с учетом (2.5.15) и (2.5.16) и
простыми вычислениями получим

U∗′
n (0) = (−1)n+12

3
n(n+ 1)(n+ 2), U∗′

n (0) =
2

3
n(n+ 1)(n+ 2); (2.6.8)
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Û∗′
n (0) = (−1)n+1 4

3
√
π
n(n+ 1)(n+ 2), Û∗′

n (0) =
4

3
√
π
n(n+ 1)(n+ 2). (2.6.9)

Далее в силу (2.5.15) и (2.5.16) и простыми вычислениями из (2.6.5) найдем

U∗′′
n (0) = (−1)n

4

15
(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3),

U∗′′
n (1) =

4

15
(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3).

(2.6.10)

Û∗′′
n (0) =

2√
π
U∗′′
n (0) = (−1)n

8

15
√
π
(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3),

Û∗′′
n (1) =

2√
π
U∗′′
n (1) =

8

15
√
π
(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3).

(2.6.11)

Заметим, что, имея соотношения (2.6.1)–(2.6.6) не представляет большого
труда записать эти соотношения при фиксированном значении s и n. В самом
деле, осуществляя простые выкладки, используемые часто соотношения при
s = 1 и s = 2 представляются в виде

tU∗′
2m(t)=2

[ 2m∑
k=1

kU∗
k−1+mU∗

2m

]
=2
[
mU∗

2m+
2m∑
k=1

(2m−k+1)U∗
2m−k

]
, m≥1,

tU∗′
2m+1(t) = 2

2m∑
k=0

(k + 1)U∗
k (t) + (2m+ 1)U∗

2m+1(t), m≥0,
(2.6.12)

2t2U∗′
2m(t) = 4

2m−2∑
k=0

(k + 1)U∗
k + (7m− 1)U∗

2m−1 + 4mU∗
2m(t) +mU∗

2m+1, m≥1,

24t2U∗′
2m+1=23

2m−1∑
k=0

(k + 1)U∗
k+(14m+ 5)U∗

2m+4(2m+ 1)U∗
2m+1+

+(2m+ 1)U∗
2m+2, m≥1,

(2.6.13)

tU∗′′
2m(t) = 2

m−1∑
k=1

{
(2k + 1)

[
(2m+ 1)2 − (2k + 1)2

]
U∗
2k+

+(2k + 2)
[
(2m+ 1)2 − (2k + 2)2 − 3

]
U∗
2k+1

}
m≥1,

tU∗′′
2m+1(t) = 2

m∑
k=0

{
(2k + 1)

[
(2m+ 2)2 − (2k + 1)2 − 3

]
U∗
2k+

+(2k + 2)
[
(2m+ 2)2 − (2k + 2)2

]
U∗
2k+1

}
, m≥1,

(2.6.14)

t2U∗′′
2m(t) =

m−1∑
k=0

2
{
(2k + 1)

[
(2m+ 1)2 − (2k + 1)2 − 3

]
U∗
2k(t)+

+(2k + 2)
[
(2m+ 1)2 − (2k + 2)2 − 3

]
U∗
2k+1(t)

}
+ 2m(2m− 1)U∗

2m(t), m≥1,

t2U∗′′
2m+1(t) = 2

m−1∑
k=0

2
{
(2k + 1)

[
(2m+ 2)2 − (2k + 1)2 − 3

]
U∗
2k(t)+

+(2k + 2)
[
(2m+ 2)2 − (2k + 2)2 − 3

]
U∗
2k+1(t)

}
+

+8m(2m+ 1)U∗
2m(t) + 2m(2m+ 1)U∗

2m+1(t), m≥1.

(2.6.15)

Заметим, что первое соотношение (2.6.12) представлено как по убывающе-
му индексу, так и по возрастающему. Следовательно, и остальные соотношения
(2.6.13) – (2.6.15) при необходимости можно записать по убывающему индексу,
поэтому с целью сокращения письма на этом останавливаться не будем. Заме-
тим также, что приведенные выше рекуррентные соотношения играют важную
роль при построении различных вариантов теории тонких тел. В частности,
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с их помощью можно получить моменты производных первого, второго и бо-
лее высокого порядков скалярной функции, тензоров и их компонент, а также
дифференциальных операторов (градиента, дивергенции, лапласиана и др.) от
этих величин относительно полиномов Чебышева. Следовательно, используя
эти рекуррентные соотношения, из трехмерных постановок задач как по клас-
сической, так и по микрополярной термомеханики деформируемого твердого
тела (ТМДТТ) можно получить соответствующие постановки задач относи-
тельно моментов входящих в рассматриваемые трехмерные постановки задач
величин для тонких тел. При этом при построении теорий тонких тел (высокого
порядка) по мнению автора предпочтительно (в зависимости от рода краевой
задачи) использование разложения по системе полиномам Чебышева второго
рода, так как для этих полиномов легко удается получить более компактные и
общие рекуррентные соотношения (2.6.1)–(2.6.6), чем для других систем поли-
номов (Лежандра и др.). Однако, система полиномов Лежандра имеет другие
преимущества, о которых речь пойдет ниже.

Следует заметить, что различные соотношения для систем полиномов Ле-
жандра, Чебышева и других специальных функций приведены в [365].

2.7 Моменты тензорного поля, производных и некоторых выраже-
ний относительно системы многочленов Чебышева второго рода

Рассмотрим какое-нибудь тензорное поле F(x1, x2, x3), которое зависит от коор-
динат x1, x2, x3 области тела при ее новой параметризации [235,252,277,282,302,
304, 306]. С целью сокращения письма, как и выше, часто вместо F(x1, x2, x3)
будем писать F(x′, x3), где x′ = (x1, x2), а x3 ∈ [0, 1]. Кроме того будем полагать,
что рассматриваемые тензорные поля в достаточной степени гладки. Например,
F(x′, x3) ∈ Cm(V ∪ ∂V ), m ≥ 1, где V — область, занимаемая тонким телом,
а ∂V — ее граница. Тогда тензорное поле F(x′, x3) относительно координаты

x3 ∈ [0, 1] для каждой фиксированной точки x′ ∈
(−)

S можно разлагать в ряд
по системе смещенных ортонормированных полиномов Чебышева второго рода
{Û ∗

k (x
3)}∞k=0 [202,394]. Это разложение представляется в виде

F(x′, x3) =
∞∑
k=0

(k)

F(x′)Û∗
k (x

3), x′ ∈
(−)

S , x3 ∈ [0, 1], (2.7.1)

где
(k)

F(x′) называется коэффициентом с номером k при разложении F(x′, x3) в
ряд по системе полиномов {Û ∗

k (x
3)}∞k=0.

Введем определение момента k-го порядка какого-нибудь тензорного поля
F(x′, x3) относительно системы смещенных ортонормированных полиномов Че-
бышева второго рода.

Определение 2.7.1. Моментом k-го порядка тензорного поля F(x′, x3) отно-
сительно системы полиномов {Û ∗

k (x
3)}∞k=0, обозначаемым через MÛ∗

k
(F), назы-

вается интеграл

MÛ∗
k
(F) =

1∫
0

F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3, k ∈ N0. (2.7.2)
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Нетрудно доказать, что справедливо следующие утверждения:
Утверждение 2.7.1. (Свойство обобщенной линейности). Для любых тензор-
ных полей F(x′, x3) и G(x′, x3) и любых функций α(x′) и β(x′) справедливо
соотношение

MÛ∗
k
[α(x′)F+ β(x′)G] = α(x′)MÛ∗

k
(F) + β(x′)MÛ∗

k
(G). (2.7.3)

Доказательство. В силу определения (2.7.2) имеем

MÛ∗
k
[α(x′)F+ β(x′)G] =

1∫
0

[α(x′)F(x′, x3) + β(x′)G(x′, x3)]Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

= α(x′)
1∫
0

FÛ∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 + β(x′)
1∫
0

G(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

= α(x′)MÛ∗
k
(F) + β(x′)MÛ∗

k
(G),

что и требовалось доказать.

Следствие 2.7.1. Оператор моментов MÛ∗
k
, k ∈ N0 — линейный оператор.

Утверждение 2.7.2. Момент k-го порядка тензорного поля F(x′, x3) относитель-
но системы полиномов {Û∗

k (x
3)}∞k=0 равен коэффициенту с номером k при раз-

ложении F (x′, x3) относительно x3 по этой системе полиномов, т.е.

MÛ∗
k
(F) =

1∫
0

F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =
(k)

F(x′), k = 0, 1, 2, . . . (2.7.4)

В самом деле, подставляя (2.7.1) в (2.7.2), в силу ортонормированности си-
стемы полиномов {Û ∗

k (x
3)}∞k=0 получим (2.7.4).

Пусть {φn(x3)}∞n=0 — одна система ортогональных полиномов, а {ψ(x3)}∞m=0
— другая система ортогональных полиномов. Тогда разлагая тензорное поле
F(x′, x3) по этим системам полиномов, будем иметь

F(x′, x3) =
∞∑
k=0

(k)

Fφ(x
′)φk(x

3) =
∞∑
n=0

(n)

Fψ(x
′)ψn(x

3). (2.7.5)

Возникает вопрос: какая связь между моментами
(k)

Fφ(x′) и
(n)

Fψ(x
′)? Считаем,

что интервал ортогональности этих систем полиномов один и тот же. Ответить
на этот вопрос не представляет большого труда. В самом деле, в силу лем-
мы 2.4.1, например, ψn(x3) можно представить в виде линейной комбинации,
φ0, φ1, . . . , φn, т.е.

ψn(x
3) =

n∑
s=0

Asφs(x
3). (2.7.6)

Подставляя (2.7.6) в (2.7.5), найдем
∞∑
n=0

(n)

Fψ(x
′)ψn(x

3) =
∞∑
k=0

Ak
[ ∞∑
p=0

(k+p)

F ψ(x
′)
]
φk(x

3). (2.7.7)

Учитывая (2.7.7) в (2.7.5) и приравнивая коэффициенты при φk(x3), получим
искомую связь, которую можно сформулировать в виде теоремы.

Теорема 2.7.2.
(k)

Fφ(x
′) = Ak

[ ∞∑
p=0

(k+p)

F ψ(x
′)
]
, k ∈ N0. (2.7.8)
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Из (2.7.8) видно, что момент k-го порядка
(k)

Fφ(x′) тензорного поля F(x′, x3)
относительно системы полиномов {φk(x3)}∞k=0 определяется с помощью момен-

тов
(k)

Fψ(x′),
(k+1)

Fψ(x′),
(k+2)

Fφ(x′), . . . и коэффициентов Ak при φk(x
3), k = 0, n в

представлении ψn(x
3) в виде линейной комбинации φ0(x

3), φ1(x
3), . . . , φn(x3)

(2.7.6).
В дальнейшем, рассматривая ряды вида (2.7.1), будем всегда предполагать,

что они равномерно сходятся в замкнутой области V ∪ ∂V .
В силу (2.5.16) на внутренней и внешней поверхностях области тонкого тела

(при x3 = 0 и x3 = 1) из (2.7.1) получим равномерно сходящиеся ряды
(−)

F (x′)=F(x′, 0)=
2√
π

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

F(x′),
(+)

F (x′)=F(x′, 1)=
2√
π

∞∑
k=0

(k + 1)
(k)

F(x′). (2.7.9)

2.7.1 Моменты производных ∂pi F(x′, x3) и ∂pi ∂
q
jF(x′, x3), p, q ∈ N0

Подробный вывод выражений для этих производных можно найти в [282, 304,
306]. Поэтому с целью сокращения письма выпишем их без доказательств. При
этом сформулируем в виде теорем.

Теорема 2.7.3.

(k)

M(∂iF) =
1∫
0

∂iF(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 = gK
i
∂K

(k)

F(x′) + g3
i

(k)

F ′(x′), (2.7.10)

(k)

F ′(x′) = 22(k + 1)
∞∑
p=0

(k+2p+1)

F (x′) = 2(k + 1)
∞∑
p=k

[1− (−1)k+p]
(p)

F(x′), k ∈ N0. (2.7.11)

Теорема 2.7.4.

(k)

M(∂i∂jF) =
1∫
0

∂i∂jF(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

= gL
i
gM
j
∂L∂M

(k)

F(x′) + (gL
i
g3
j
+ g3

i
gL
j
)∂L

(k)

F ′(x′) + g3
i
g3
i

(k)

F ′′(x′),

(2.7.12)

где
(k)

F ′ определяется с помощью (2.7.11), а
(k)

F ′′ = 24(k + 1)
∞∑
p=0

(p+ 1)(k + p+ 2)
(k+2p+2)

F (x′) =

= 2(k + 1)
∞∑
p=k

(p− k + 2)(k + p+ 4)[1 + (−1)k+p]
(p+2)

F (x′).
(2.7.13)

Следует заметить, что посредством формул (2.6.3) и (2.6.5), которые приме-
няются для доказательства сформулированных выше теорем, при необходимо-
сти нетрудно найти рекуррентное соотношение для Û ∗(m)

k (x3), 0 ≤ m ≤ k. Тогда
не доставляет труда доказать более общую теорему.
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Теорема 2.7.5.

(k)

M(∂pi ∂
q
jF) =

1∫
0

∂pi ∂
q
jF(x′, x3)Û∗

k (x
3)h∗(x3)dx3 =


∂pI∂

q
J

(k)

F(x′), i = I, j = J,

∂pI
(k)

F (q)(x′), i = I, j = 3,
(k)

F (p+q)(x′), i = j = 3.

(2.7.14)

Заметить также, что выражение для
(k)

F ′′ можно найти еще другим путем.
В этой связи введем определение оператора «штрих» соотношением (2.7.11) и
докажем следующие утверждения:
Утверждение 2.7.3. (Свойство обобщенной линейности) Для любых тензорных
полей F(x′, x3) и G(x′, x3) и любых функций α(x′) и β(x′) имеем

(k)(
α(x′)F+ β(x′)G

)
′ = α(x′)

(k)

F ′ + β(x′)
(k)

G′. (2.7.15)

Доказательство. В силу определения оператора «штрих» получаем
(k)(

α(x′)F+ β(x′)G
)′ = 1∫

0

∂3
[
α(x′)F(x′, x3) + β(x′)G(x′, x3)

]
Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

= α(x′)
1∫
0

∂3F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 + β(x′)
1∫
0

∂3G(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

= a(x′)
(k)

F ′ + β(x′)
(k)

G′,

что и требовалось доказать.
Следствие 2.7.3.1. Оператор «штрих» — линейный оператор.
Утверждение 2.7.4. Имеет место формула

(k)

F ′′
=
((k)
F ′)′. (2.7.16)

Доказательство. С помощью (2.7.11) и (2.7.12) получим

(k)

F ′′
=

1∫
0

∂23F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =
1∫
0

∂3
(
∂3F(x′, x3)

)
Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

=
(k)(
∂3F
)′ = ( 1∫

0

∂3F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3
)′
=

(k)(
F′)′.

Этим утверждение (2.7.16) доказано.
Методом математической индукции можно доказать справедливость теоре-

мы.

Теорема 2.7.6.
(k)

F (n) =
((k)
F (n−m)

)(m)
, n ≥ m, (2.7.17)

где
(k)

F(p), p ≥ 0, означает, что оператор «штрих» применяется p раз, а
(k)

F(0) =
(k)

F.
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Теперь нетрудно получить (2.7.13). В самом деле, в силу определения опе-
ратора «штрих» (2.7.11) и (2.7.15) и (2.7.16) получим

(k)

F ′′
(x′) = 24(k + 1)

∞∑
p=0

∞∑
q=0

(k + 2p+ 2)
(k+2p+2q+2)

F (x′). (2.7.18)

Преобразуя двойную сумму в правой части последнего соотношения, найдем
∞∑
p=0

∞∑
q=0

(k + 2p+ 2)
(k+2p+2q+2)

F =
∞∑
p=0

(p+ 1)(k + p+ 2)
(k+2p+2)

F . (2.7.19)

Учитывая (2.7.19), из (2.7.18) получим (2.7.13), что и требуется.

Подобным путем можно найти выражения для
(k)

F ′′′
(x′) и

(k)

FIV

(x′). В самом
деле, применяя оператор «штрих» к (2.7.13) сперва один раз, а затем два раза
и пользуясь его линейностью (2.7.15) и определением (2.7.11), на основании
(2.7.17) найдем

(k)

F ′′′
=

1∫
0

∂33F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 = 26(k + 1)
∞∑
p=0

ap+1(k + p+ 2)(k + p+ 3)
(k+2p+3)

F , (2.7.20)

(k)

F IV
(x′) =

1∫
0

∂43F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

= 28(k + 1)
∞∑
p=0

bp+1(k + p+ 2)(k + p+ 3)(k + p+ 4)
(k+2p+4)

F (x′) =

= 24(k + 1)
N∑
s=k

b[ s−k+2
2

](k + s+ 4)(k + s+ 6)(k + s+ 8)[1 + (−1)k+s]
(s+4)

u ,

(2.7.21)

где значения коэффициентов ap и bp, p ∈ N, определяется с помощью следую-
щих формул:

ap = C2
p+1 =

1

2
p(p+ 1), bp = C3

p+2 =
1

3!
p(p+ 1)(p+ 2), p ∈ N. (2.7.22)

Заметим, что (2.7.20) можно еще получить, применяя оператор «штрих» два
раза к (2.7.11), а (2.7.21) можно еще получить, применяя оператор «штрих» три
раза к (2.7.11) или два раза к (2.7.13).

Таким образом, с помощью оператора «штрих», применяя его последова-
тельно, можно найти выражения для моментов производной любого порядка
по координате x3 от требуемого тензорного поля относительно системы сме-
щенных ортонормированных полиномов Чебышева второго рода. Следователь-
но, это предложение верно для любой системы ортогональных полиномов.

2.7.2 Моменты некоторых выражений

В дальнейшем для нас представляет интерес найти выражения для моментов
n-го порядка

(k)

M
[
(x3)sF

]
=

1∫
0

(x3)sF(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3,

(k)

M
[
(x3)s∂q3F

]
=

1∫
0

(x3)s∂q3F(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3, s, k, q ∈ N0,

(2.7.23)
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а также для моментов
(k)

M
[
Ps(x

3)F
]
=

1∫
0

Ps(x
3)F(x′, x3)Û∗

k (x
3)h∗(x3)dx3,

(k)

M
[
Ps(x

3)∂q3F
]
=

1∫
0

Ps(x
3)∂q3F(x′, x3)Û∗

k (x
3)h∗(x3)dx3, s, k, q ∈ N0

(2.7.24)

через моменты F(x′, x3), где F(x′, x3), как это было выше обозначено, — какое-
нибудь тензорное поле, а Ps(x3) =

∑s
n=0 cn(x

3)n — полином степени s ≥ 0.
В силу линейности оператора моментов нетрудно доказать, что будем иметь

(k)

M
[
Ps(x

3)F
]
=

s∑
n=0

cn
(k)

M[(x3)nF],
(k)

M
[
Ps(x

3)∂m3 F
]
=

s∑
n=0

cn
(k)

M[(x3)n∂m3 F], k≥0, s≥0. (2.7.25)

Видно, что, зная выражения для (2.7.23), нетрудно найти с помощью (2.7.25)
выражения и для (2.7.24).

В силу (2.6.1) и первого соотношения (2.7.23) имеет место теорема

Теорема 2.7.7.
(n)

M
[
22s(x3)sF

]
=

2s∑
p=0

Cp
2s

(n−s+p)

M (F) =
2s∑
p=0

Cp
2s

(n−s+p)

F (x′), n, s ∈ N0. (2.7.26)

Очевидно, искомое выражение для первого момента (2.7.23) является след-
ствием (2.7.26).

Следствие.
(n)

M
[
(x3)sF

]
=

2s∑
p=0

2−2sCp
2s

(n−s+p)

F (x′), n, s ∈ N0. (2.7.27)

Далее с помощью (2.6.1) и (2.7.14) легко доказать справедливость теоремы.

Теорема 2.7.8.
(n)

M
[
22s(x3)s∂m3 F

]
=

2s∑
p=0

Cp
2s

(n−s+p)

F (m)(x′), n, s, m ∈ N0, (2.7.28)

Видно, что выражение для второго момента (2.7.23) получим как следствие
(2.7.28).

Следствие.
(n)

M
[
(x3)s∂m3 F

]
=

2s∑
p=0

2−2sCp
2s

(n−s+p)

F (m)(x′), n, s, m ∈ N0. (2.7.29)

В силу (2.7.27) нетрудно доказать справедливость теоремы.

Теорема 2.7.9.
(k)

M
[
Ps(x

3)F
]
=

s∑
n=0

cn
(k)

M[(x3)nF] =
s∑

n=0

2n∑
p=0

2−2ncnC
p
2n

(k−n+p)

F , k, s ∈ N0. (2.7.30)

Аналогично (2.7.30) с помощью (2.7.29) легко доказывается теорема
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Теорема 2.7.10.
(k)

M
[
Ps(x

3)∂m3 F
]
=

s∑
n=0

cn
(k)

M[(x3)n∂m3 F] =
s∑

n=0

2n∑
p=0

2−2ncnC
p
2n

(k−n+p)

F (m), k, s ∈ N0. (2.7.31)

Сравнивая (2.7.26) и (2.7.28), (2.7.27) и (2.7.29), а также (2.7.30) и (2.7.31),
нетрудно заметить, что для любого полинома Ps(x

3) степени s справедлива
теорема.

Теорема 2.7.11.
(k)

M[Ps(x
3)∂m3 F]=

[(n)

M[Ps(x
3)F]

]
(m) =

(k)

M(m)[Ps(x
3)F], k,m∈N0. (2.7.32)

Заметим, что в соотношениях (2.7.28), (2.7.29) и (2.7.31)
(k)

F(m)(x′) при m =
1, 2, 3, 4 определяются с помощью (2.7.11), (2.7.13), (2.7.20) и (2.7.21) соот-

ветственно, а при m ≥ 5 выражение для
(k)

F(m)(x′) при необходимости мож-
но получить из указанных выше соотношений, применяя к ним нужное чис-
ло раз оператор «штрих». Кроме того, из (2.7.30) и (2.7.31) нетрудно полу-
чить соответствующие выражения для моментов в том случае, когда Ps(x3) =
(1− x3)s =

∑s
n=0(−1)nCn

s (x
3)n. Действительно, для этого достаточно в соотно-

шениях (2.7.30) и (2.7.31) Ps(x3) заменить на (1−x3)s, а cn на (−1)nCn
s . С целью

сокращения письма их выписывать не будем.
На основании определения (2.7.2) для любой функции f(x3) и ∀m ∈ N0

имеем
(k)

M
[
f(x3)∂mI F

]
= ∂mI

(k)

M
[
f(x3)F

]
, ∀ f(x3), ∀ k,m ∈ N0. (2.7.33)

В частности, (2.7.33), очевидно, имеет место, если f(x3) = (x3)s или f(x3) =
(1− x3)s, или f(x3) = Ps(x

3), где Ps(x3) — полином степени s, ∀s ∈ N0.
Теперь на основании (2.7.32) и (2.7.33) можно сформулировать следующую

теорему:

Теорема 2.7.12.

(k)

M
[
Ps(x

3)∂mi F
]
=

 ∂mI
(k)

M
[
Ps(x

3)F
]
, i = I,{(k)

M
[
Ps(x

3)F
]}(q)

, i = 3,

k, m, s ∈ N0. (2.7.34)

Нетрудно усмотреть, что имеет место более общая теорема, чем (2.7.14) и
(2.7.34).

Теорема 2.7.13.

(k)

M
[
Ps(x

3)∂pi ∂
q
jF
]
=


∂pI∂

q
J

(k)

M
[
Ps(x

3)F
]
, i = I, j = J,

∂pI
{(k)

M
[
Ps(x

3)F
]}(q)

, i = I, j = 3,{(k)

M
[
Ps(x

3)F
]}(p+q)

, i = j = 3,

(2.7.35)

где Ps(x3) — полином степени s; k, s, p, q ∈ N0.
В частности, (2.7.34), (2.7.35), конечно, справедливы и в тех случаях, когда

Ps(x
3) = (x3)s или Ps(x3) = (1− x3)s.
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Следует заметить, что приведенные выше соотношения справедливы при

выполнении равенства
(−n)

F = −
(n−2)

F , n ∈ N0, что следует из того, что определение
системы полиномов Чебышева распространено на все множество целых чисел
и, как было выше сказано, имеет место соотношение U ∗

−n = −U ∗
n−2, n ∈ N0,

которое полагаем выполненным и в дальнейшем.

2.8 Моменты компонент тензоров и их производных

Рассмотрены различные семейства компонент тензоров при НПОТТ и на осно-
вании приведенных выше рекуррентных соотношений и формул моментов неко-
торых выражений найдены их моменты и моменты их производных. В частно-
сти, определены моменты компонент вектора и тензора второго ранга, а также
их производных. Эти вопросы довольно подробно изложены в [282,304,306]. По-
этому здесь на них подробно останавливаться не будем. Ниже выпишем некото-
рые формулы и те соотношения, которые сформулированы в виде теорем. При
необходимости нужные формулы приведем из указанных выше работ.

2.8.1 Моменты компонент вектора

Пусть u(x′, x3) — некий вектор. Тогда его представления при новой параметри-
зации области тонкого тела имеют вид (1.1.54)

u = up̃r
p̃ = uq̆rq̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, (2.8.1)

а связь между различными семействами компонент осуществляется с помощью
компонент единичного тензора второго ранга (1.1.36)

up̃ = gq̆p̃uq̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (2.8.2)

Нетрудно найти выражения для моментов компонент вектора u(x′, x3). В
самом деле, в силу определения (2.7.2) для моментов ковариантных и контра-
вариантных компонент вектора u(x′, x3) будем иметь соответственно

(k)

M(up̃) =
1∫
0

up̃(x
′, x3)Û∗

k (x
3)h∗(x3)dx3,

(k)

M(up̃) =
1∫
0

up̃(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3, k ∈ N0, ∼ ∈ {−, ∅,+}.
(2.8.3)

Очевидно, из (2.8.3) при ∼ ∈ {−,+} находим

(k)

u p̃(x
′) =

(k)

M(up̃) =
1∫
0

up̃(x
′, x3)Û∗

k (x
3)h∗(x3)dx3,

(k)

u p̃(x′) =
(k)

M(up̃) =
1∫
0

up̃(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3, k ∈ N0, ∼ ∈ {−, ∅,+}.
(2.8.4)

Теперь, прежде чем найти выражение для момента
(k)

M(up), заметим, что на
основании (2.5.18) имеем рекуррентные соотношения

x3Û∗
k (x

3) = 2−2
[
Û∗
k−1(x

3) + 2Û∗
k (x

3) + Û∗
k+1(x

3)
]
,

(1− x3)Û∗
k (x

3) = −2−2
[
Û∗
k−1(x

3)− 2Û∗
k (x

3) + Û∗
k+1(x

3)
]
, k≥1,

(2.8.5)
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Тогда из первого соотношения (2.8.3) при ∼ = ∅ с помощью второго соотноше-
ния (1.1.11), (2.7.3), (2.8.2) и (2.8.5) искомое соотношение представится в виде

(k)

M(up) =
(k)

M(gq̆puq̆) = gq̆−
p

(k)

M
[
(1− x3)uq̆

]
+ gq̆+

p

(k)

M
[
x3uq̆

]
=

= 2−2
[(
gq̆+
p
− gq̆−

p

)((k−1)

u q̆(x
′) +

(k+1)

u q̆(x
′)
)
+ 2
(
gq̆+
p
+ gq̆−

p

)(k)
u q̆(x

′)
]
, ` ∈ {−,+}, k≥1.

(2.8.6)

При выводе (2.8.6) были использованы соотношения
(k)

M
(
(1− x3)uq̆

)
= −2−2

[(k−1)

u q̆(x
′)− 2

(k)

u q̆(x
′) +

(k+1)

u q̆(x
′)
]
,

(k)

M(x3uq̆) = 2−2
[(k−1)

u q̆(x
′) + 2

(k)

u q̆(x
′) +

(k+1)

u q̆(x
′)
]
, ` ∈ {−,+}, k≥1,

(2.8.7)

получающиеся с помощью (2.8.5) и сохраняющие силу при жонглировании
индексом q̆. Заметим, что первое соотношение (2.8.7) получается еще из первого
соотношения (2.7.35) при s = 1, а второе — из следствия (2.7.27) при s = 1.

Далее выпишем выражения для
(k)

M(up). Рассмотрим в отдельности
(k)

M(uP ) и
(k)

M(u3). В силу (1.5.37), (2.7.3) и (2.7.27) находим искомое соотношение в форме
(k)

M(uP ) =
(k)

M
(
gP−
M
u

−
M
)
=

1∫
0

uP (x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =
∞∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s

(k−s+p)

u
−
M . (2.8.8)

Аналогично (2.8.8) с помощью (1.5.64) и (2.7.3) приходим к соотношению
(k)

M(u3) =
(k)

u
−
3−g

−
3
+
P

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
−
M

(k)

M [(x3)s+1u
−
M ]=

1∫
0

u3(x′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =

=
(k)

u
−
3− g

−
3
+
P

∞∑
s=0

2(s+1)∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2(s+1)

(p−u)

u
−
M , u = s+ 1− k, k ∈ N0.

(2.8.9)

2.8.2 Моменты ковариантных производных от компонент вектора

На основании определения (2.7.2) моменты k-го порядка ковариантных произ-
водных от ковариантных и контравариантных компонент вектора представля-
ются соответственно соотношениями

(k)

M(∇puq̃) =
1∫
0

∇puq̃(x′, x3)Û∗
kx

3h∗(x3)dx3,

(k)

M(∇puq̃) =
1∫
0

∇puq̃(x′, x3)Û∗
kx

3h∗(x3)dx3, ∼ ∈ {−, ∅,+}.
(2.8.10)

Теорема 2.8.1.

(k)

M(∇puq̃) =

 ∇P
(k)

M(uq̃), p = P,
(k)

M ′(uq̃), p = 3,

∼ ∈ {−, ∅,+}. (2.8.11)

Теорема 2.8.2.

(k)

M(∇puq̃) =

 ∇P
(k)

M(uq̃), p = P,
(k)

M ′(uq̃), p = 3,

∼ ∈ {−, ∅,+}. (2.8.12)
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Не представляет труда с помощью (2.8.11) и(2.8.12) доказать более общие
аналогичные (2.7.12) и (2.7.14) теоремы. Сформулируем эти теоремы.

Теорема 2.8.3.

(k)

M(∇p∇qum̃),
(k)

M(∇p∇qu
m̃) =



∇P∇Q

(k)

M(um̃), ∇P∇Q

(k)

M(um̃), p = P, q = Q,

∇P
(k)

M ′(uq̃), ∇P
(k)

M ′(uq̃), p = P, q = 3,
(k)

M ′′(uq̃),
(k)

M ′′(uq̃), p = q = 3,

∼ ∈ {−, ∅,+}.

(2.8.13)

Теорема 2.8.4.

(k)

M(∇m
p ∇n

qul̃),
(k)

M(∇m
p ∇n

qu
l̃) =



∇m
P ∇n

Q

(k)

M(ul̃), ∇m
P ∇n

Q

(k)

M(ul̃), p = P, q = Q,

∇m
P

[ (k)

M(ul̃)
](n)

, ∇m
P

[ (k)

M(ul̃)
](n)

, p = P, q = 3,[ (k)

M(ul̃)
](m+n)

,
[ (k)

M(ul̃)
](m+n)

, p = q = 3,

∼ ∈ {−, ∅,+}.

(2.8.14)

Заметим, что (2.8.13) можно доказать, используя (2.8.11) и (2.8.12), а (2.8.14)
методом математической индукции.

2.8.3 Моменты компонент тензора второго ранга

В силу первого соотношения (1.1.27) несимметричный тензор второго ранга
имеет представления

P˜ = P ··
p̃q̆r

p̃rq̆ = P p̃ ·
· q̆rp̃r

q̆ = P ·q̆
p̃ · r

p̃rq̆ = P p̃q̆
· ·rp̃rq̆, ∼ ∈ {−, ∅,+}, (2.8.15)

где различные семейства компонент связаны соотношением

P ·q̆
p̃ · = gp̃m̂g

q̆ňP m̂·
· ň, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, (2.8.16)

которое сохраняет силу при жонглировании индексами.
Итак, тензор второго ранга характеризуется четырьмя типами компонент

(2.8.15), поэтому необходимо найти моменты всех этих типов компонент. С
целью нахождения этих моментов рассмотрим следующие случаи: а) ∼, ` ∈
{−,+}; б) ∼ = ∅, ` ∈ {−,+}; в) ∼ = ∅, ` = ∅.

а) При ∼, ` ∈ {−,+} в силу определения (2.7.2) имеем выражение
(k)

M(P · ·
p̃q̆) =

1∫
0

P · ·
p̃q̆(x

′, x3)Û∗
k (x

3)h∗(x3)dx3 =
(k)

P · ·
p̃q̆, ∼, ` ∈ {−,+}, (2.8.17)

сохраняющее силу при жонглировании индексами p̃, q̆.

б) При ∼ = ∅, ` ∈ {−,+} достаточно рассматривать моменты
(k)

M(P · ·
pq̆),

(k)

M(P P ·
· q̆) и

(k)

M(P 3 ·
· q̆). Нетрудно найти выражения этих моментов, используя со-

отношения (2.8.6), (2.8.8) и (2.8.9) соответственно. В самом деле, с помощью
(2.8.6) и (2.8.16) получаем

(k)

M(P · ·
pq̆) = 2−2

[(
gm̃+
p
−gm̃−

p

)((k−1)

P · ·
m̃q̆ +

(k+1)

P · ·
m̃q̆

)
+2
(
gm̃+
p
+gm̃−

p

)(k)
P · ·
m̃q̆

]
, ∼, `∈{−,+}. (2.8.18)
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На основании (2.8.8) и (2.8.16) будем иметь
(k)

M(P P ·
· q̆) =

(k)

M(gP−
M
P

−
M ·
· q̆) =

∞∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sCp
2sA

(s)

−
P
+
M

(p−u)

P
−
M ·
· q̆, u = s− k, `∈{−,+}. (2.8.19)

Аналогично (2.8.19), посредством (2.8.9) и (2.8.16) приходим к соотношению
(k)

M(P 3 ·
· q̆) =

(k)

M(g3−
m
P

−
m ·
· q̆ ) =

(k)

P
−
3 ·
· q̆ +

(k)

M(g3−
M
P

−
M ·
· q̆) =

(k)

P
−
3 ·
· q̆ −

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M

(k)

M [(x3)s+1P
−
M ·
· q̆] =

=
(k)

P
−
3 ·
· q̆ − g

−
3
+
P

∞∑
s=0

2(s+1)∑
p=0

2−2(s+1)Cp
2(s+1)A(s)

−
P
+
M

(p−u)

P
−
M ·
· q̆, u = s+ 1− k, `∈{−,+}.

(2.8.20)

Очевидно, соотношения (2.8.18)–(2.8.20) сохраняют силу при жонглировании
индексом q̆, а (2.8.18) при жонглировании и немым индексом m̃. Заметим, что
случай, когда ∼ ∈ {−,+}, ` = ∅ будет рассматриваться аналогично, поэтому
на этом останавливаться не будем.

в) Подробнее рассмотрим случай, когда ∼ = ∅, ` = ∅. В этом случае доста-

точно найти выражения для моментов
(k)

M(P · ·
pq),

(k)

M(P p ·
· q) и

(k)

M(P pq
· · ).

Видно, что в силу второго соотношения (1.1.11), утверждения (2.7.3) и (2.8.16)
находим

(k)

M(P · ·
pq) =

(k)

M(gm̃p g
n̆
q P

· ·
m̃n̆) = gm̃−

p
gn̆−
q

(k)

M
[
(1− x3)2P · ·

m̃n̆

]
+

+
(
gm̃−
p
gn̆+
q
+ gm̃+

p
gn̆−
q

) (k)

M
[
(1− x3)x3P · ·

m̃n̆

]
+ gm̃+

p
gn̆+
q

(k)

M
[
(x3)2P · ·

m̃n̆

]
, ∼, ` ∈ {−,+}.

(2.8.21)

Теперь, прежде чем найти моменты в правой части (2.8.21), отметим, что на
основании (2.6.1) не представляет труда проверить справедливость следующих
соотношений:

(x3)2Û∗
k (x

3) =
1

16
[Û∗
k−2 + 4Û∗

k−1 + 6Û∗
k + 4Û∗

k+1 + Û∗
k+2], k ≥ 0,

(1− x3)x3Û∗
k (x

3) =
1

16
[Û∗
k−2 + 8Û∗

k−1 + 14Û∗
k + 8Û∗

k+1 + Û∗
k+2], k ≥ 0, (2.8.22)

(1− x3)2Û∗
k (x

3) =
1

16
[Û∗
k−2 − 4Û∗

k−1 + 6Û∗
k − 4Û∗

k+1 + Û∗
k+2], k ≥ 0.

Учитывая (2.8.22), после простых преобразований из (2.8.21) получим
(k)

M(P · ·
pq) =

1

16

{
gm̃−
p
gn̆−
q

[(k−2)

P · ·
m̃n̆ − 4

(k−1)

P · ·
m̃n̆ + 6

(k)

P · ·
m̃n̆ − 4

(k+1)

P · ·
m̃n̆ +

(k+2)

P · ·
m̃n̆

]
+

+(gm̃−
p
gn̆+
q
+ gm̃+

p
gn̆−
q
)
[(k−2)

P · ·
m̃n̆ + 8

(k−1)

P · ·
m̃n̆ + 14

(k)

P · ·
m̃n̆ + 8

(k+1)

P · ·
m̃n̆ +

(k+2)

P · ·
m̃n̆

]
+

+gm̃+
p
gn̆+
q

[(k−2)

P · ·
m̃n̆ + 4

(k−1)

P · ·
m̃n̆ + 6

(k)

P · ·
m̃n̆ + 4

(k+1)

P · ·
m̃n̆ +

(k+2)

P · ·
m̃n̆

]}
, ∼, ` ∈ {−,+}. k ≥ 0.

(2.8.23)

Теперь найдем выражение для
(k)

M(P p·
·q). Рассмотрим в отдельности

(k)

M(P P ·
· q) и

(k)

M(P 3·
·q). В силу второго соотношения (1.1.11), (1.5.37), (2.7.3) и (2.8.16), находим

(k)

M(P P ·
· q) =

∞∑
s=0

[
gn̆−
q
A
(s)

−
P
+
M

+
(
gn̆+
q
− gn̆−

q

)
A

(s−1)

−
P
+
M

] (k)

M
[
(x3)sP

−
M ·
· n̆
]
, ` ∈ {−,+}, (2.8.24)
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где A
(−1)

−
P
+

M
= 0. Отсюда аналогично (2.8.8) в силу (2.7.27) искомое выражение

примет вид
(k)

M(P P ·
· q)=

(k)

M
(
gP−
M
gn̆q P

−
M ·
· n̆
)
=

∞∑
s=0

2s∑
l=0

2−2s
[
gn̆−
q
A
(s)

−
P
+
M
+
(
gn̆+
q
−gn̆−

q

)
A

(s−1)

−
P
+
M

]
C l

2s

(l−u)

P
−
M ·
· n̆,

u = s− k, ` ∈ {−,+}, k ∈ N0.

(2.8.25)

С помощью (1.5.64), (2.7.3), (2.8.16) аналогично (2.8.24) для
(k)

M(P 3·
·q) получим

(k)

M(P 3·
·q)=

(k)

M
(
gn̆q P

−
3 ·
· n̆
)
−g

−
3
+
P

∞∑
s=0

[
gn̆−
q
A
(s)

−
P
+
M
+
(
gn̆+
q
−gn̆−

q

)
A

(s−1)

−
P
+
M

] (k)

M
[
(x3)s+1P

−
M ·
· n̆
]
,

`∈{−,+}, k∈N0.

(2.8.26)

Выражение для первого слагаемого в правой части (2.8.26) можно получить
с помощью (2.8.6), а для второго аналогично (2.8.9) на основании (2.7.27). В
конечном счете после простых преобразований будем иметь

(k)

M(P 3·
·q)=

(k)

M
(
g3−
m
gn̆q P

−
m·
· n̆
)
=2−2

[(
gn̆+
q
−gn̆−

q

)((k−1)

P
−
3 ·
· n̆+

(k+1)

P
−
3 ·
· n̆
)
+ 2
(
gn̆+
q
+gn̆−

q

)(k)
P

−
3 ·
· n̆
]
−

−g
−
3
+
P

∞∑
s=0

2s+2∑
l=0

2−2(s+1)
[
gn̆−
q
A
(s)

−
P
+
M
+
(
gn̆+
q
−gn̆−

q

)
A

(s−1)

−
P
+
M

]
C l

2(s+1)

(l−u)

P
−
M ·
· n̆, u = s+ 1− k,

` ∈ {−,+}, k ∈ N0.

(2.8.27)

Теперь рассмотрим
(k)

M(P pq
· · ). Здесь выделим три момента k-го порядка:

(k)

M(P PQ
· · ),

(k)

M(P P3
· · ) и

(k)

M(P 33
· · ). Нетрудно заметить, что в силу (1.5.68), утвержде-

ния (2.7.3) и (2.8.16) получаем

(k)

M(P PQ
· · ) =

∞∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sB
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
Cp

2s

(p−u)

P
−
M

−
N

· · , u=s−k, k≥0. (2.8.28)

Далее с помощью (1.5.37), (1.5.68), (2.7.3) и (2.8.16) находим
(k)

M(P P3
· · )=

(k)

M(gP−
M
g3−
n
P

−
M

−
n

· · )=
(k)

M(gP−
M
P

−
M

−
3

· · )+
(k)

M(gP−
M
g3−
N
P

−
M

−
N

· · )=
(k)

M(gP−
M
P

−
M

−
3

· · )−

−g
−
3
+
Q

(k)

M(x3gP−
M
gQ−
N
P

−
M

−
N

· · )=
∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M

(k)

M [(x3)sP
−
M

−
3

· · ]−g
−
3
+
Q

∞∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N

(k)

M [(x3)s+1P
−
M

−
N

· · ], k≥0.

С целью получения выражения для первой суммы в правой части последне-
го соотношения можно использовать, например, (2.8.19), для второй суммы,
например, (2.8.9). В результате приходим к соотношению

(k)

M(P P3
· · ) =

∞∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sCp
2sA

(s)

−
P
+
M

(p−u)

P
−
M

−
3

· · − g
−
3
+
Q

∞∑
s=0

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
Cp

2(s+1)

(p−v)

P
−
M

−
N

· · ,

u=s−k, v=u+1=s+1−k, k∈N0.

(2.8.29)

Теперь рассмотрим
(k)

M
(
P 33

· ·
)
. Заметим, что на основании (2.8.16) имеем

P 33
· · = P

−
3
−
3

· · − g
−
3
+
P
x3gP−

M
(P

−
M

−
3

· · + P
−
3

−
M

· · ) + g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q
(x3)2gP−

M
gQ−
N
P

−
M

−
N

· · ,
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Тогда в силу (1.5.37), (1.5.68) и (2.7.3) получаем
(k)

M(P 33
· · )=

(k)

P
−
3
−
3
· ·−g

−
3
+
P

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M

(k)

M [(x3)s+1(P
−
M

−
3

· ·+P
−
3

−
M

· · )] + g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

∞∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N

(k)

M [(x3)s+2P
−
M

−
N

· · ], k∈N0.

Отсюда, используя приведенные выше соответствующие соотношения, нетруд-
но получить искомое соотношение в виде

(k)

M(P 33
· · )=

(k)

P
−
3
−
3
· ·−g

−
3
+
P

∞∑
s=0

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)Cp
2s+2A

(s)

−
P
+
M
(
(p−u)

P
−
M

−
3

· · +
(p−u)

P
−
3

−
M
· · )+

+g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

∞∑
s=0

2s+4∑
p=0

2−2(s+2)B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
Cp

2s+4

(p−v)

P
−
M

−
N

· · , u=s+1−k, v=u+1=s+2−k, k∈N0.

(2.8.30)

2.8.4 Моменты ковариантных производных от компонент тензора
второго ранга

Нетрудно доказать, что имеют место аналогичные (2.8.11)–(2.8.14) соотноше-
ния, которые в рассматриваемом случае можно сформулировать в виде следу-
ющих теорем:
Теорема 2.8.5.

(k)

M(∇lP
· ·
p̃q̆) =


∇L

(k)

M(P · ·
p̃q̆), l = L,

(k)

M ′(P · ·
p̃q̆), l = 3,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

(2.8.31)

Теорема 2.8.6.

(k)

M(∇t∇lP
p̃q̆
· · ) =



∇T∇L

(k)

M(P p̃q̆
· · ), t = T, l = L,

∇T

(k)

M ′(P p̃q̆
· · ), t = T, l = 3,

(k)

M ′′(P p̃q̆
· · ), t = l = 3,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

(2.8.32)

Теорема 2.8.7.

(k)

M(∇m
t ∇n

l P
p̃·
·q̆) =



∇m
T ∇n

L

(k)

M(P p̃·
·q̆), t = T, l = L,

∇m
T [

(k)

M(P p̃·
·q̆)]

(n), t = T, l = 3,[ (k)

M(P p̃·
·q̆)
]
(m+n), t = l = 3,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

(2.8.33)

Следует заметить, что аналогично (2.7.35) нетрудно доказать справедли-
вость более общего соотношения, чем (2.8.31)–(2.8.33). В самом деле, имеет ме-
сто теорема.
Теорема 2.8.8.

(k)

M
[
(x3)s∇m

t ∇n
l P

p̃·
·q̆
]
=



∇m
T ∇n

L

(k)

M
[
(x3)sP p̃·

·q̆
]
, t = T, l = L,

∇m
T

{ (k)

M
[
(x3)sP p̃·

·q̆
]}(n)

, t = T, l = 3,{ (k)

M
[
(x3)sP p̃·

·q̆
]}(m+n)

, t = l = 3,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, k, s, n, m ∈ N0.

(2.8.34)
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Здесь ∇m
t = ∇t∇t . . .∇t︸ ︷︷ ︸

m

, а ∇0
tP

p̃·
·q̆ = P p̃·

·q̆ .

Следует заметить, что соотношения (теоремы) (2.8.31)–(2.8.34) справедливы
при жонглировании индексами p̃, q̆, ∼ ` ∈ {−, ∅,+}. При этом (2.8.34) справед-
лива и в том случае, когда в качестве (x3)s выбран произвольный полином
относительно x3.

Теперь на основании (2.8.31)–(2.8.34) и соотношений (2.8.17)–(2.8.20), (2.8.23),
(2.8.25), (2.8.27)–(2.8.30) для моментов компонент тензора второго ранга не
представляет большого труда выписать выражения для моментов ковариант-
ных производных от компонент тензора второго ранга. В самом деле, для этого
достаточно в правых и левых частях в указанных выше соотношениях перед
компонентами тензора написать оператор ковариантной производной, если ин-
декс у оператора прописная латинская буква, принимающая значения 1, 2, а
если индекс оператора равняется 3, то в правых частях следует писать опера-
тор с индексом 3, а к левым частям применять оператор «штрих». При этом
принадлежность оператора ковариантной производной к тому или иному се-
мейству определяется семействами индексов у компонент тензора. Кроме того,
кратность применяемых операторов не имеет значения. Очевидно, все это спра-
ведливо для компонент тензора любого ранга.

2.9 Представления и моменты k-го порядка некоторых дифферен-
циальных операторов от тензора

Даны представления градиента, повторного градиента, дивергенции, ротора,
градиента дивергенции, лапласиана, повторной дивергенции и найдены их мо-
менты относительно системы ортонормированных полиномов Чебышева второ-
го рода.

2.9.1 Представления и момент k-го порядка градиента от тензора

Обозначим какой-нибудь тензор символом F(x′, x3). Тогда в силу определения
градиента (набла-оператора) от тензора при НПОТТ

(∼)

∇F = rp̃∂pF = rp̃∇pF, ∼ ∈ {−, ∅,+}. (2.9.1)

Отсюда при ∼ = ∅ получаем

∇F = rp∇pF = r
−
mgp−

m
∇pF = r

−
MgP−

M
∇PF+ r

−
mg3−

m
∇3F = r

−
M
(
gP−
M
∇PF+ g3−

M
∇3F

)
+ r

−
3∇3F.

Учитывая (1.5.64), последнее соотношение можно записать в виде

∇F = r
−
MgP−

M

(
∇P − g

−
3
P∇3

)
F+ r

−
3∇3F = r

−
MgP−

M

(
∇P − x3g

−
3
+
P
∇3

)
F+ r

−
3∇3F.

Введем в рассмотрение дифференциальный оператор

Np = ∂p − g
−
3
p ∂3, N = rpNp = rPNP = r

−
MgP−

M
NP , N3 = 0, (2.9.2)



110

Тогда, очевидно, градиент тензора ∇F представится в форме

∇F = rPNPF+ r
−
3∇3F = r

−
MgP−

M
NPF+ r

−
3∇3F. (2.9.3)

Имея представление оператора градиента (2.9.3), легко получить представ-
ления операторов дивергенции и ротора. Ниже будут получены представления
и этих операторов.

Теперь нетрудно найти искомые выражения для моментов градиентов от
тензора. В самом деле по (2.9.1) с помощью определения (2.7.2), (2.7.3) и (2.7.10)
находим

(k)

M˜ ((`)

∇F
)
= rP̆∇P

(k)

F(x′) + r3̆
(k)

F ′(x′), ` ∈ {−,+}. (2.9.4)

где, конечно,
(k)

F ′(x′) определяется соотношением (2.7.10). Заметим, что в (2.7.10)
оператор частной производной ∂i можно заменить на оператор ковариантной
производной ∇i. Поэтому ссылаться на (2.7.10) при получении (2.9.4) уместно.

Аналогично (2.9.4) на основании (2.7.2) и (2.7.3) из (2.9.3) получаем
(k)

M˜ (∇F) = r
−
M

(k)

M
(
gP−
M
NPF

)
+ r

−
3

(k)

M
(
∇3F

)
. (2.9.5)

Теперь, прежде чем получить выражения для правой части (2.9.5), заме-
тим, что не представляет большого труда доказать справедливость следующих
соотношений:

(k)

M[(x3)sNPF] = ∇P
(k)

M[(x3)sF]− g
−
3
+
P

(k)

M′[(x3)s+1F],
(k)

M(∇3F) =
(k)

F ′(x′), (2.9.6)

∇P
(k)

M[(x3)sF] =
2s∑
p=0

2−2sCp
2s∇P

(p−u)

F , u=s−k, k ≥ 0, s ≥ 0. (2.9.7)

(k)

M′[(x3)s+1F] =
2s+2∑
p=0

2−2(s+1)Cp
2s+2

(p−v)

F ′, v=s+1−k, k ≥ 0, s≥0. (2.9.8)

В самом деле, первое соотношение (2.9.6) доказывается на основании (2.7.3)
и (2.9.2), а второе — с помощью (2.7.10). Соотношение (2.9.7) можно доказать
непосредственным применением оператора ∇P к (2.7.27), а (2.9.8) — применени-
ем оператора «штрих» к (2.7.27), заменяя (до или после применения оператора
«штрих») n на k, а s на s+1. Выпишем еще соотношения, которые получаются
из (2.9.8) применением оператора «штрих». Имеем

(k)

M′′[(x3)s+1F] =
2s+2∑
p=0

2−2(s+1)Cp
2s+2

(p−v)

F ′′, v=s+1−k, k ≥ 0, s≥0. (2.9.9)

Далее в силу (1.5.37), (2.7.3), первого соотношения (2.9.6), (2.9.7) и (2.9.8)
получим

(k)

M(gP−
M
NPF) =

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M

(k)

M[(x3)sNPF] =
∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M

{
∇P

(k)

M[(x3)sF]− g
−
3
+
P

(k)

M′[(x3)s+1F]
}
=

=
∞∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P
(p−u)

F − g
−
3
+
P

∞∑
s=0

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2s+2

(p−v)

F ′, u = s− k, v = u+ 1.
(2.9.10)
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Учитывая второе соотношение (2.9.6) и (2.9.10) в правой части (2.9.5), полу-
чим искомое выражение для момента k-го порядка градиента от произвольного
тензора в виде

(k)

M˜ (∇F) = r
−
M
[ ∞∑
s=0

2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P
(p−u)

F − g
−
3
+
P

∞∑
s=0

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2s+2

(p−v)

F ′
]
+ r

−
3
(k)

F ′(x′),

u = s− k, v = u+ 1, k ∈ N0.

(2.9.11)

2.9.2 Представления и момент k-го порядка повторного градиента
от тензора

Применяя к обеим частям (2.9.1) набла-оператор
(`)

∇, ∼ ∈ {−, ∅,+}, получим
градиент от градиента тензора. А именно

(`)

∇
(∼)

∇F = rp̆∂p(r
q̃∂qF) = rp̆rq̃∇p∂qF = rp̆rq̃∇p∇qF, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}.

Отсюда в свою очередь имеем
(`)

∇
(∼)

∇F = rP̆ rQ̃∇P∇QF+ rP̆ r3̃∇P∇3F+ r3̆rQ̃∇3∇QF+ r3̆r3̃∇3∇3F, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}. (2.9.12)

Далее рассмотрим два случая: а) ` = ∼ = −, б) ` = ∼ = ∅.
а) При ` = ∼ = − по (2.9.12) в силу (2.7.2), (2.7.3) и (2.7.12) находим искомое

соотношение
(k)

M˜ ((−)

∇
(−)

∇F) = r
−
P r

−
Q∇P∇Q

(k)

F + (r
−
P r

−
3∇P + r

−
3r

−
Q∇Q)

(k)

F ′ + r
−
3r

−
3
(k)

F ′′, (2.9.13)

где
(k)

F ′′(x′) определяется формулой(2.7.13).
б) При ` = ∼ = ∅ представление оператора повторного градиента, приме-

ненного к какому-нибудь тензору F, можно получить как с помощью (2.9.3),
так и из (2.9.12). В силу (2.9.3) находим

gradgradF = ∇∇F = r
−
MgP−

M
NP (∇F) + r

−
3∂3(∇F). (2.9.14)

Нетрудно заметить, что с помощью третьего соотношения (2.9.2) получаем

NP (∇F) = NP (r
q∂qF) = NP (r

−
ngq−

n
∂qF) = r

−
nNP (g

q
−
n
∂qF) =

= r
−
NNP (g

q
−
N
∂qF) + r

−
3NP (∂3F) = r

−
NNP (g

Q
−
N
NQF) + r

−
3NP (∂3F).

Представим первый член в правой части последнего соотношения в другой
форме. В силу (2.9.2) находим

NP (g
Q
−
N
NQF) = NP (g

q
−
N
NqF) = gq−

N
NP (NqF) = gQ−

N
NP (NQF) + g3−

N
NP (N3F) = gQ−

N
NP (NQF).

Таким образом,

NP (∇F) = r
−
NNP (g

Q
−
N
NQF) + r

−
3NP (∂3F) = r

−
NgQ−

N
NPNQF+ r

−
3NP∂3F. (2.9.15)



112

Аналогично в силу третьего соотношения (2.9.2) имеем

∂3(∇F) = r
−
N∇3(g

Q
−
N
NQF) + r

−
3∂2

3
F = r

−
NgQ−

N
∇3NQF+ r

−
3∂2

3
F. (2.9.16)

Учитывая (2.9.15) и (2.9.16), из (2.9.14) получим следующие искомые пред-
ставления оператора повторного градиента

∇∇F = r
−
Mr

−
NgP−

M
NP (g

Q
−
N
NQF) + r

−
Mr

−
3gP−

M
NP∂3F+ r

−
3r

−
N∇3(g

Q
−
N
NQF) + r

−
3r

−
3∂2

3
F =

= r
−
Mr

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQF+ r

−
Mr

−
3gP−

M
NP∂3F+ r

−
3r

−
NgQ−

N
∇3NQF+ r

−
3r

−
3∂2

3
F,

(2.9.17)

NpNq = ∇p∇q −
(
g

−
3
p∇3∇q + g

−
3
q ∇p∇3

)
+ g

−
3
p g

−
3
q ∇2

3 ,

NPNQ = ∇P∇Q −
(
g

−
3
P∇3∇Q + g

−
3
Q∇P∇3

)
+ g

−
3
Pg

−
3
Q∇2

3 =

= ∇P∇Q − x3
(
g

−
3
+
P
∇3∇Q + g

−
3
+
Q
∇P∇3

)
+ (x3)2g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q
∇2

3 .

(2.9.18)

Соотношением (2.9.17) даны две формы представления оператора градиен-
та градиента. Приведем еще более развернутые формы представления этого
оператора. В этой связи заметим, что в силу (1.3.19) и (1.3.20) имеем

rP = gP−
M
r

−
M , r3 = r

−
3 − g

−
3
P
gP−
M
r

−
M , g3−

M
= −g

−
3
P
gP−
M

= −x3g
−
3
+
P
gP−
M
,

с помощью которых находим

∇∇F=rprq∇p∂qF=rP rQ[∇P∇Q − (g
−
3
P
∇3∇Q + g

−
3
Q
∇P∇3) + g

−
3
P
g

−
3
Q
∇3∇3]F+

+[rP r
−
3NP∇3 + r

−
3rQ∇3NQ + r

−
3r

−
3∇3∇3]F =

=r
−
Mr

−
NgP−

M
gQ−
N
[∇P∇Q − (g

−
3
P
∇3∇Q + g

−
3
Q
∇P∇3) + g

−
3
P
g

−
3
Q
∇3∇3]F+

+[r
−
Mr

−
3gP−

M
NP∇3 + r

−
3r

−
NgQ−

N
∇3NQ + r

−
3r

−
3∇3∇3]F.

(2.9.19)

Второе равенство (2.9.19) получается еще из второго равенства (2.9.17), учи-
тывая (2.9.18).

Имея представления оператора повторного градиента (2.9.17) и (2.9.19), не
представляет труда из них получить представления лапласиана и дивергенции
дивергенции. Ниже мы получим представления этих операторов.

На основании (2.9.17) нетрудно получить выражение для
(k)

M˜ (∇∇F). В самом
деле в силу (2.7.2) и (2.7.3) имеем

(k)

M˜ (∇∇F)=r
−
Mr

−
N

(k)

M(gP−
M
gQ−
N
NPNQF) + r

−
Mr

−
3

(k)

M(gP−
M
NP∂3F)+

+r
−
3r

−
N

(k)

M(gQ−
N
∇3NQF) + r

−
3r

−
3
(k)

F ′′, k≥0.

(2.9.20)

Последнее слагаемое в (2.9.20) получено в силу (2.7.12). Из (2.9.20), учиты-
вая

(k)

M(gP−
M
NP∂3F) =

(k)

M(gP−
M
∇3NPF) =

(k)

M′(gP−
M
NPF), (2.9.21)
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справедливость которого можно доказать на основании (2.7.35) и (2.8.13), по-
лучим

(k)

M˜ (∇∇F)=r
−
Mr

−
N

(k)

M(gP−
M
gQ−
N
NPNQF) + (r

−
Mr

−
3 + r

−
3r

−
M)

(k)

M′(gP−
M
NPF) + r

−
3r

−
3
(k)

F ′′, k≥0. (2.9.22)

Теперь нетрудно увидеть, что с помощью (2.7.3), теоремы (2.8.34) и (2.9.18)
находим

(k)

M[(x3)sNPNQF] = ∇P∇Q
(k)

M[(x3)sF]− (g
−
M
+
P
∇Q + g

−
N
+
Q
∇P )

(k)

M′[(x3)s+1F]+

+g
−
M
+
P
g

−
N
+
Q

(k)

M′′[(x3)s+2F], k, s ≥ 0.

(2.9.23)

Далее в силу (1.5.68), (2.7.3) и (2.9.23) получаем
(k)

M(gP−
M
gQ−
N
NPNQF) =

∞∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N

(k)

M[(x3)sNPNQF] =
∞∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N

{
∇P∇Q

(k)

M[(x3)sF]−

−(g
−
3
+
P
∇Q+g

−
3
+
Q
∇P )

(k)

M′[(x3)s+1F]+g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

(k)

M′′[(x3)s+2F]
}
, k, s≥0.

(2.9.24)

Применяя оператор ковариантного дифференцирования к (2.9.7) и (2.9.8),
получим

∇P∇Q
(k)

M[(x3)sF] =
2s∑
p=0

2−2sCp
2s∇P∇Q

(p−u)

F , u = s− k, k ≥ 0, s ≥ 0, (2.9.25)

∇P
(k)

M′[(x3)s+1F] =
2s+2∑
p=0

2−2(s+1)Cp
2s+2∇P

(p−v)

F ′, v = s+ 1− k, k ≥ 0, s≥0. (2.9.26)

Кроме того, меняя в (2.9.8) s и s+ 1 и к полученному соотношению применяя
оператор «штрих», в силу его линейности будем иметь

(k)

M′′[(x3)s+2F] =
2s+4∑
p=0

2−2(s+2)Cp
2s+4

(p−w)

F ′′, w = s+ 2− k, k ≥ 0, s ≥ 0. (2.9.27)

Учитывая (2.9.25)–(2.9.27), из (2.9.23) найдем искомое соотношение в виде
(k)

M[gP−
M
gQ−
N
NPNQF]=

∞∑
s=0

2s∑
p=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
2−2sCp

2s∇P∇Q
(p−u)

F −

−
∞∑
s=0

2s+2∑
p=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
2−2(s+1)Cp

2s+2(g
−
3
+
P
∇Q + g

−
3
+
Q
∇P )

(p−v)

F ′+

+g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

∞∑
s=0

2s+4∑
p=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
2−2(s+2)Cp

2s+4

(p−w)

F ′′, u=s−k, v =s+1−k, w =s+2−k, k≥0.

(2.9.28)

Далее на основании (1.5.37), (2.7.3), (2.8.34) и (2.9.2) находим
(k)

M(gP−
M
NP∇3F) =

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M

{
∇P

(k)

M′[(x3)sF]− g
−
3
+
P

(k)

M′′[(x3)s+1F]
}
,

(k)

M[(x3)sNP∇3F] = ∇P
(k)

M′[(x3)sF]− g
−
3
+
P

(k)

M′′[(x3)s+1F], k≥0,

(2.9.29)

где второе соотношение (2.9.29) непосредственно следует из первого. Его, ко-
нечно, можно доказать и с помощью (2.8.34) и (2.9.2).
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Учитывая (2.9.9) и (2.9.26), из первого соотношения (2.9.29) получим
(k)

M
(
gP−
M
NP∇3F

)
=

(k)

M′(gP−
M
NPF

)
=

∞∑
s=0

2s∑
p=0

A
(s)

−
P
+
M
2−2sCp

2s∇P
(p−u)

F ′−

−g
−
3
+
P

∞∑
s=0

2s+2∑
p=0

A
(s)

−
P
+
M
2−2(s+1)Cp

2s+2

(p−v)

F ′′, u =s−k, v=u+ 1, k≥0.

(2.9.30)

Далее в силу (2.9.9) и (2.9.26) из второго соотношения (2.9.29) будем иметь
(k)

M[(x3)sNP∇3F] =
2s∑
p=0

2−2sCp
2s∇P

(p−u)

F ′ − g
−
3
+
P

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)Cp
2s+2

(p−v)

F ′′,

u = v − 1 = s− k, k ≥ 0, s≥0.

(2.9.31)

Заметим, что при выводе (2.9.30) и (2.9.31) было использовано (2.9.26), в
котором предварительно s была заменена на s− 1.

Учитывая (2.9.28) и (2.9.30), из (2.9.22) получим искомое выражение для
(k)

M˜ (∇∇F) в виде
(k)

M˜ (∇∇F)=r
−
Mr

−
N

∞∑
s=0

[ 2s∑
p=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
2−2sCp

2s∇P∇Q
(p−u)

F −

−
2s+2∑
p=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
2−2(s+1)Cp

2s+2(g
−
3
+
P
∇Q + g

−
3
+
Q
∇P )

(p−v)

F ′ + g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

2s+4∑
p=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
2−2(s+2)Cp

2s+4

(p−w)

F ′′
]
+

+(r
−
Mr

−
3+r

−
3r

−
M)

∞∑
s=0

[ 2s∑
p=0

A
(s)

−
P
+
M
2−2sCp

2s∇P
(p−u)

F ′ − g
−
3
+
P

2s+2∑
p=0

A
(s)

−
P
+
M
2−2(s+1)Cp

2s+2

(p−v)

F ′′
]
+

+r
−
3r

−
3
(k)

F ′′, u=s−k, v =u+1=s+1−k, w =u+2=s+2−k, k≥0.

(2.9.32)

2.9.3 Представления и моменты k-го порядка дивергенции и ротора
от тензора

Получены представления дивергенций и роторов от вектора и тензора второго
ранга, а также выражения для моментов этих операторов.

По определению [68,210,337] дивергенции вектора u и тензора второго ранга
P˜ при НПОТТ можно соответственно представить в виде

(`)

∇ · u = rp̆ · ∂pu = ∇Pup̆ =
(`)

ϑ = ∇PuP̆ +∇3u
3̆,

(`)

∇ ·P˜ = rp̆·∂pP˜ = ∇PPp̆ = ∇PPP̆ +∇3P
3̆, Pp̆ = rp̆·P˜ , ` ∈ {−, ∅,+}.

(2.9.33)

Очевидно, следует рассматривать два случая: а) ` ∈ {−,+} и б) ` = ∅.
а) При ` ∈ {−,+} по соотношениям (2.9.33) в силу определения (2.7.2),

(2.7.3) и (2.8.12) получим соответственно
(k)

M
((`)

∇ · u
)
=

(k)

M
((`)

ϑ
)
=

(`)

ϑ (k) = ∇P
(k)

u P̆ +
(k)

u 3̆′,
(k)

M
((`)

∇ ·P˜) = (k)

M
((`)

ΘΘΘ
)
=

(`)

ΘΘΘ (k) = ∇P
(k)

PP̆ +
(k)

P3̆′, ` ∈ {−,+}.
(2.9.34)

б) При ` = ∅ с целью получения представления дивергенции какого-нибудь
тензора, ранг которого не меньше единицы, достаточно в (2.9.3) F заменить
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на соответствующий тензор, а знаки тензорного умножения, которые в связи
сокращением письма опущены, — на знаки однократного умножения. Поступая
таким образом, для дивергенций вектора u и тензора второго ранга P˜ получим
следующие представления:

θ≡∇·u = rp ·∂pu = ∇Pup = gP−
M
NPu

−
M + ∂3u

−
3 ,

ΘΘΘ≡∇·P˜ = rp ·∂pP˜ = ∇PPp = gP−
M
NPP

−
M + ∂3P

−
3 .

(2.9.35)

Применяя к соотношениям (2.9.35) оператор момента k-го порядка в силу
(2.7.2), линейности оператора и (2.7.10) имеем

(k)

θ =
(k)

M(θ) =
(k)

M(∇·u) =
(k)

M(gP−
M
NPu

−
M) +

(k)

u
−
3 ′,

(k)

ΘΘΘ=
(k)

M(ΘΘΘ) =
(k)

M(∇·P˜) = (k)

M(gP−
M
NPP

−
M) +

(k)

P
−
3 ′, k ≥ 0.

Отсюда, учитывая (2.9.10), для моментов k-го порядка вектора и тензора вто-
рого ранга получим следующие выражения:

(k)

θ =
(k)

M(∇·u)=
∞∑
s=0

[ 2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P
(p−u)

u
−
M − g

−
3
+
P

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2s+2

(p−v)

u
−
M ′
]
+

(k)

u
−
3 ′,

u = s− k, v = u+ 1, k ∈ N0,

(2.9.36)

(k)

ΘΘΘ=
(k)

M(∇·P˜)= ∞∑
s=0

[ 2s∑
p=0

2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P
(p−u)

P
−
M− g

−
3
+
P

2s+2∑
p=0

2−2(s+1)A
(s)

−
P
+
M
Cp

2s+2

(p−v)

P
−
M ′
]
+

(k)

P
−
3 ′,

u = s− k, v = u+ 1, k ∈ N0.

(2.9.37)

Заметим, что соотношения (2.9.36) и (2.9.37) проще всего получить из (2.9.11)
с помощью указанной выше замены.

Нетрудно получить представления и для роторов вектора u и тензора вто-
рого ранга P˜ при новой параметризации области тонкого тела. В самом деле, в
силу определения ротора имеем

(`)

∇×u = rp̆×∂pu = rp̆×rp̃∇Pum̃ = rp̆×r
−
m∇Pu−

m
,

(`)

∇×P˜ = rp̆×∂pP˜ = rp̆×rp̃∇PPm̃ = rP̆×r
−
m∇PP−

m
, Pm̆ = rm̆ ·P˜ , ∼, `∈{−, ∅,+}.

(2.9.38)

Далее рассмотрим случай, когда ` = ∅, т.к. рассмотрение остальных случаев
не представляет большого труда. При ` = ∅, конечно, искомые представления
можно получить из (2.9.38), однако мы их получим из (2.9.3). В этой связи
достаточно в (2.9.3) F заменить на соответствующий тензор, ранг которого не
меньше единицы, а знаки тензорного умножения — на знаки векторного умно-
жения. В самом деле, например, для вектора u и тензора второго ранга P˜ будем
иметь

rotu=∇× u=C
−
L

−
M(gP−

M
NPu−

3
−∇3u−

M
)r−
L
+ C

−
M

−
NgP−

M
NPu−

N
r−
3
,

rotP˜=∇×P˜=C−
L

−
M(gP−

M
NPP−

3
−∇3P−

M
)r−
L
+ C

−
M

−
NgP−

M
NPP−

N
r−
3
,

(2.9.39)

Применяя оператор моментов k-го порядка к (2.9.39) в силу (2.7.2), (2.7.3)
и (2.7.10) находим

(k)

M(rotu)=
(k)

M(∇× u)=C
−
L

−
M [

(k)

M(gP−
M
NPu−

3
)− u−

M

′]r−
L
+ C

−
M

−
N

(k)

M(gP−
M
NPu−

N
)r−

3
,

(k)

M˜(rotP˜)= (k)

M˜(∇×P˜)=C−
L

−
M [

(k)

M(gP−
M
NPP−

3
)−P−

M

′]r−
L
+ C

−
M

−
N

(k)

M(gP−
M
NPP−

N
)r−

3
.

(2.9.40)



116

Видно, что в правые части (2.9.40) входят моменты, которые определяются
с помощью (2.9.10). Выписывая эти моменты и подставляя их в (2.9.40), полу-
чим искомые соотношения. Однако эти соотношения проще всего получить из
(2.9.11) указанной выше заменой. Они будут громоздкими. Поэтому с целью
сокращения письма их выписывать не будем.

2.9.4 Представления и момент k-го порядка градиента дивергенции
от тензора

Рассмотрим моменты градиентов дивергенции вектора и тензора второго ран-
га при новой параметризации области тонкого тела. Используя представление
(2.9.3) и обозначения (2.9.35), будем иметь

∇∇·u =∇θ = r
−
MgP−

M
NP θ + r

−
3∇3θ, ∇∇·P˜ =∇ΘΘΘ = r

−
MgP−

M
NPΘΘΘ+ r

−
3∇3ΘΘΘ. (2.9.41)

Теперь, поступая так же, как при получении (2.9.11), нетрудно получить ис-
комые выражения для моментов. Однако эти соотношения можно получить и
другим путем. В самом деле, для этого достаточно в (2.9.11) F заменить просто
на θ и ΘΘΘ соответственно, а для получения окончательных выражений в полу-

ченных соотношениях следует учитывать выражения для
(k)

θ и
(k)

ΘΘΘ по (2.9.36) и
(2.9.37) соответственно. С целью сокращения письма на этом останавливать-
ся не будем. Очевидно, при необходимости осуществить это не представляет
большого труда.

Теперь дадим еще другие, быть может, более удобные для дальнейшего ис-
пользования представления градиентов дивергенций вектора и тензора второго
ранга при новой параметризации области тонкого тела. Эти представления лег-
ко получить из представлений повторного градиента (2.9.17) и (2.9.19), если в
них заменить F на соответствующий тензор, а также в каждом члене второй
знак тензорного умножения (слева направо) — на знак однократного умноже-
ния. В результате таких замен, например, из второго представления (2.9.17)
находим

∇θ=r
−
mgp−

m
gq−
n
∇P∇qu

−
n=r

−
M
(
gP−
M
gQ−
N
NPNQu

−
N+gP−

M
NP∇3u

−
3
)
+r

−
3
(
gQ−
N
∇3NQu

−
N +∇2

3u
−
3
)
,

∇ΘΘΘ=r
−
M
(
gP−
M
gQ−
N
NPNQP

−
N+gP−

M
NP∇3P

−
3
)
+r

−
3
(
gQ−
N
∇3NQP

−
N+∇2

3P
−
3
)
=

=r
−
Mr−

l

(
gP−
M
gQ−
N
NPNQP

−
N

−
l + gP−

M
NP∇3P

−
3
−
l
)
+ r

−
3r−

l

(
gQ−
N
∇3NQP

−
N

−
l +∇2

3P
−
3
−
l
)
.

(2.9.42)

Заметим, что имеют место соотношения

∇3P
m̃n̆
· · = ∂3P

m̃n̆
· · , ∇3∇IP

m̃n̆
· · = ∇I∇3P

m̃n̆
· · , ∼, ` ∈ {−,+},

сохраняющие силу при жонглировании индексами m̃, n̆ и дающие возможность
во втором соотношении (2.9.42) оператор ковариантной производной ∇3 заме-
нить на оператор частной производной ∂3. То же самое относится и к первому
соотношению (2.9.42).
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Теперь не представляет большого труда найти искомые выражения для мо-

ментов
(k)

M(∇θ) и
(k)

M˜(∇ΘΘΘ). В самом деле, с помощью (2.7.2), (2.7.3) и (2.7.12),
(2.9.21) из (2.9.42) получим

(k)

M(∇θ)=r
−
M [

(k)

M(gP−
M
gQ−
N
NPNQu

−
N)+

(k)

M ′(gP−
M
NPu

−
3)]+r

−
3 [

(k)

M ′(gQ−
N
NQu

−
N) + u

−
3 ′′)], (2.9.43)

(k)

M˜(∇θθθ) = r
−
M [

(k)

M(gP−
M
gQ−
N
NPNQP

−
N)+

(k)

M′(gP−
M
NPP

−
3)]+r

−
3 [

(k)

M′(gQ−
N
NQP

−
N) +P

−
3 ′′)]. (2.9.44)

Видно, что в правые части (2.9.43) и (2.9.44) входят моменты, выражения
для которых нетрудно найти на основании (2.9.28) и (2.9.30). Однако заметим,
что те же самые соотношения проще получить из (2.9.32) посредством ука-
занной выше в рассматриваемом случае заменой. Очевидно, выражения для
искомых моментов будут громоздкими, в связи с чем их выписывать не будем.

2.9.5 Представления и момент k-го порядка оператора Лапласа от
тензора

Представления лапласиана от какого-нибудь тензора можно легко получить из
(2.9.17) и (2.9.19). С этой целью достаточно в каждом члене этих соотношений
первый знак тензорного умножения (слева направо) заменить на знак однократ-

ного умножения. Если при этом h ⊥
(−)

S , то g
−
M

−
3=r

−
M ·r

−
3 = 0 и тогда, например,

из второго соотношения (2.9.17) получим

∆F = ∇·∇F = ∇2F = gPQNPNQ + g
−
3
−
3∇2

3F = g
−
M

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ + g

−
3
−
3∇2

3F. (2.9.45)

Аналогично (2.9.45) из второго соотношения (2.9.19) находим

∆F = gpq∇p∇qF = gPQ[∇P∇Q − x3(g
−
3
+
P
∇3∇Q + g

−
3
+
Q
∇P∇3) + (x3)2g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q
∇2

3 ]F+ g
−
3
−
3∇2

3F. (2.9.46)

Нетрудно получить выражения и для момента k-го порядка лапласиана от
тензора. Его можно найти как из (2.9.45), так и из (2.9.46). С целью нахождения
выражения указанного выше момента, учитывая (1.5.65), перепишем (2.9.46) в
виде

∆F =
∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q[(x3)s∇P∇Q − (x3)s+1(g

−
3
+
P
∇3∇Q + g

−
3
+
Q
∇P∇3)+

+(x3)s+2g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q
∇2

3 ]F+ g
−
3
−
3∇2

3F.
(2.9.47)

Теперь, применяя оператор момента k-го порядка к (2.9.47), в силу (2.7.2),
(2.7.3), (2.7.12) и (2.9.21) получим

(k)

M(∆F) =
∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q
{(k)

M[(x3)s∇P∇QF]− g
−
3
+
P

(k)

M′[(x3)s+1∇QF]+

+g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

(k)

M′′[(x3)s+2F]
}
+ g

−
3
−
3F′′, k ≥ 0.
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Отсюда с помощью (2.8.34) имеем
(k)

M(∆F) =
∞∑
s=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
g

−
M

−
Q
{
∇P∇Q

(k)

M[(x3)sF]− g
−
3
+
P
∇Q

(k)

M′[(x3)s+1F]+

+g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

(k)

M′′[(x3)s+2F]
}
+ g

−
3
−
3F′′, k ≥ 0.

(2.9.48)

Учитывая (2.9.25), (2.9.26) и (2.9.27), из (2.9.48) найдем искомое соотноше-
ние в виде

(k)

M(∆F) = g
−
M

−
Q

∞∑
s=0

[ 2s∑
p=0

(s+ 1)2−2sA
(s)

−
P
+
M
Cp

2s∇P∇Q
(p−u)

F −

−g
−
3
+
P

2s+2∑
p=0

(s+ 1)2−2(s+1)Cp
2s+2A

(s)

−
P
+
M
∇Q

(p−v)

F ′+

+g
−
3
+
P
g

−
3
+
Q

2s+4∑
p=0

(s+ 1)A
(s)

−
P
+
M
2−2(s+2)Cp

2s+4

(p−w)

F ′′
]
+ g

−
3
−
3F′′,

u=s−k, v=u+1=s+1−k, w=u+1=s+2−k, k ≥ 0.

(2.9.49)

Заметим, что выражения (2.9.49) для лапласиана, конечно, можно было по-
лучить и из (2.9.32) с помощью указанной выше заменой и равенства

g
−
M

−
NB

(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
= g

−
Q

−
NA

(s)

−
P
+
M

= g
−
P

−
NA

(s)

−
Q
+
N
,

доказательства которого не представляет труда.

2.9.6 Представления и момент k-го порядка повторной дивергенции
тензора

Ограничимся рассмотрением тензора второго ранга P˜ . Хотя, можно рассмат-
ривать любой тензор, ранг которого не меньше двух.

Представления повторной дивергенции от произвольного тензора, ранг ко-
торого не меньше двух, можно найти с помощью представлений повторного
градиента того же тензора (2.9.17) и (2.9.19). Для этого достаточно в левых ча-
стях соотношений (2.9.17) и (2.9.19) знак тензорного умножения между вторым
набла-оператором (слева направо) и тензором заменить на знак двукратного
умножения, а в правых частях в каждом члене после второго базисного вектора
(слева направо) вместо знака тензорного умножения поставить знак двукрат-
ного умножения. Рассматривая тензор второго ранга P˜ и производя указанную
выше замену, например, из вторых представлений (2.9.17) и (2.9.19) находим
представления

divdivP˜ =∇∇· ·P˜=∇∇
2

⊗P˜T =∇·(∇ ·P˜) = ∇p∇qP
qp
· · = gp−

m
gq−
n
∇P∇qP

−
n

−
m

· · =

= gP−
M
gQ−
N
NPNQP

−
N

−
M

· · + gP−
M
NP∇3P

−
3

−
M

· · + gQ−
N
∇3NQP

−
N

−
3

· · +∇2
3P

−
3
−
3
· · =

= gP−
M
gQ−
N
[∇P∇Q − (g

−
3
P
∇3∇Q + g

−
3
Q
∇P∇3) + g

−
3
P
g

−
3
Q
∇2

3 ]P
−
N

−
M

· · +

+gP−
M
NP∇3P

−
3

−
M

· · + gQ−
N
∇3NQP

−
N

−
3

· · +∇2
3P

−
3
−
3
· · .

(2.9.50)

На основании определения (2.7.2), (2.7.3), (2.7.12) и (2.9.21) из (2.9.50) получаем
(k)

M(∇∇· ·P˜) = (k)

M(gP−
M
gQ−
N
NPNQP

−
N

−
M

· · ) +
(k)

M ′[gP−
M
NP (P

−
3

−
M

· · + P
−
N

−
3

· · )] + P
−
3
−
3
· ·

′′, k ≥ 0. (2.9.51)



119

Окончательное выражение для момента k-го порядка повторной дивергенции
тензора второго ранга найдем из (2.9.51), учитывая (2.9.28) и (2.9.30). Проще
всего искомое выражение можно получить из (2.9.32) с помощью указанной вы-
ше заменой знаков умножения. Видно, что получается громоздкое выражение.
Поэтому выписывать его не будем. При необходимости это сделать нетрудно.

Следует заметить, что посредством (2.9.17) и (2.9.19) легко получить пред-
ставления операторов повторного ротора тензора и ротора транспонированно-
го ротора тензора второго ранга (тензора несовместности), а моменты же k-го
порядка этих операторов можно найти с помощью (2.9.32), заменяя знаки тен-
зорного умножения на знаки векторного умножения соответствующим образом.
Заметим также, что материал этой главы изложен в [304,306].
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3 Глава. Представления основных уравнений и определяющих соот-
ношений для теории тонких тел. Граничные и начальные условия.
Постановки задач

3.1 Различные представления уравнений движения механики де-
формируемого твердого тела при НПОТТ

Даны различные формы записи уравнений движения классической и микропо-
лярной механики деформируемого твердого тела (МДТТ) при НПОТТ.

3.1.1 Представления уравнений движения классической МДТТ при
НПОТТ

Как известно [210, 425, 427], уравнения движения классической МДТТ в тен-
зорах напряжений в актуальной и отсчетной конфигурациях представляются в
виде1

∇ ·P˜ + ρF = ρ
∂2u

∂t2
,

◦
∇ ·

◦
P˜ +

◦
ρF =

◦
ρ
∂2u

∂t2
, (3.1.1)

где P˜ – тензор напряжений Коши,
◦
P˜ =

√
g
◦
g−1∇◦

rT · P˜ — тензор напряжений
Пиолы, ρ (◦ρ) — плотность материала в актуальной (отсчетной) конфигурации,
F — плотность массовой силы, u — вектор перемещения, ∇ = ri∂i — набла
оператор в актуальной конфигурации,

◦
∇ =

◦
ri∂i — набла оператор в отсчет-

ной конфигурации. В дальнейшем нам понадобятся представления уравнений
(3.1.1) в удобных для нас формах. Прежде чем получить эти представления, за-
метим, что нет надобности в отдельности заниматься уравнениями (3.1.1). Так
как, если получим нужные представления для первого векторного уравнения
(3.1.1), то из них аналогичные представления для второго векторного уравне-
ния получаются, снабжая соответствующие величины в этих представлениях
кружком сверху.

Итак, получим различные представления для первого векторного уравнения
(3.1.1) при новой параметризации (1.1.1) области тонкого тела. В силу первого
соотношения (1.1.27), очевидно, для тензора напряжений P˜ имеем представле-
ния

P˜ = P p̃q̆rp̃rq̆ = rp̃P
p̃, Pp̃ = P p̃q̆rq̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, (3.1.2)

где Pp̃, p = 1, 2, 3, называются контравариантными составляющими тензора
напряжений. Нетрудно заметить, что в силу (1.1.35), (1.2.6) и (3.1.2) диверген-
ция тензора напряжений можно представить в виде

∇ ·P˜ = ∇p(g
p
m̃P

m̃) = gpm̃∇pP
m̃ = ∇pP

p =
1
√
g
∂(
√
gPp), ∼ ∈ {−, ∅,+}.

Отсюда при ∼ = − имеем

∇ ·P˜ = ∇p(g
p
−
m
P

−
m) = gp−

m
∇pP

−
m = ∇pP

p =
1
√
g
∂(
√
gPp) =

1
√
g
∂(
√
g gp−

m
P

−
m). (3.1.3)

1Величины, относящиеся к отсчетной (недеформированной) конфигурации снабжаются сверху кружком,
а к актуальной (деформируемой) конфигурации используются без кружка.
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Не представляет большого труда убедиться в том, что из (3.1.3) получаем
следующие выражения для дивергенции тензора напряжений:

∇ ·P˜ = ∇P (g
P
−
M
P

−
M) + ∂3(g

3
−
M
P

−
M) + ∂3P

−
3 , (3.1.4)

∇ ·P˜ = gP−
M
∇PP

−
M + g3−

M
∂3P

−
M + ∂3P

−
3 , (3.1.5)

∇ ·P˜ =
1√

(−)

g
(−)

ϑ

∂P (

√
(−)

g
(−)

ϑPP ) + ∂3(
(−)

ϑP3). (3.1.6)

При написании (3.1.6) было учтено (1.1.16), когда ∼ = −. В силу (3.1.4)–(3.1.6)
первое уравнение (3.1.1) представится в следующих формах:

∇P (g
P
−
M
P

−
M) + ∂3(g

3
−
M
P

−
M) + ∂3P

−
3 + ρF = ρ

∂2u

∂t2
, (3.1.7)

gP−
M
∇PP

−
M + g3−

M
∂3P

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρ

∂2u

∂t2
, (3.1.8)

1√
(−)

g

∂P (

√
(−)

g
(−)

ϑPP ) + ∂3(
(−)

ϑP3) + ρ
(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ
∂2u

∂t2
. (3.1.9)

С помощью вторых соотношений первой и третьей строк (1.3.20), например
уравнение (3.1.8) можно представить в виде

gP−
M

(
∇PP

−
M − g

−
3
P∂3P

−
M
)
+ ∂3P

−
3 + ρF = ρ

∂2u

∂t2
. (3.1.10)

Отсюда, очевидно, в свою очередь получаем

AP−
M

(
∇PP

−
M − g

−
3
P∂3P

−
M
)
+

(−)

ϑ ∂3P
−
3 + ρ

(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ
∂2u

∂t2
. (3.1.11)

Теперь заметить, что посредством введенного дифференциального операто-
ра (2.9.2) уравнения (3.1.10) и (3.1.11) можно представить следующим образом:

gP−
M
NPP

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρ

∂2u

∂t2
, AP−

M
NPP

−
M +

(−)

ϑ ∂3P
−
3 + ρ

(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ
∂2u

∂t2
. (3.1.12)

Заметим, что представления (3.1.12) сразу можно было получить, учитывая
второе соотношение (2.9.35).

Приведем (3.1.8) еще к другому виду. В этой связи преобразуем ∇PP
−
M . На

основании второго соотношения (1.4.7) при `=− имеем

∇PP
−
M = ∇0

PP
−
M +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3 , где ∇0

PP
−
M = ∂PP

−
M +P

−
NΓ

−
M
−
N

−
P
. (3.1.13)

Здесь ∇0
P – поверхностный оператор ковариантного дифференцирования или

оператор ковариантного дифференцирования относительно
(−)

S -семейства бази-
сов.
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Учитывая первое соотношение (3.1.13) в (3.1.8), получим искомый вид этого
уравнения

gP−
M

[
∇0
PP

−
M +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
]
+ g3−

M
∂3P

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρa, a =

∂2u

∂t2
, (3.1.14)

Аналогично (3.1.14) из (3.1.11) получаем

AP−
M

[
∇0
PP

−
M +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3 − g

−
3
P∂3P

−
M
]
+

(−)

ϑ ∂3P
−
3 + ρ

(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ a. (3.1.15)

Не представляет большого труда представить в компонентах, например, (3.1.8)
и (3.1.14). В самом деле, из (3.1.8) легко находим

gP−
M
∇PP

−
M

−
n + g3−

M
∂3P

−
M

−
n + ∂3P

−
3
−
n + ρF

−
n = ρ a

−
n. (3.1.16)

Для того, чтобы представить (3.1.14) в компонентах необходимо преобразовать

∇0
PP

−
M . В силу (1.4.7) при `=− имеем

∇0
PP

−
M =

[
∇0
PP

−
M

−
N +

(
g

−
N
+
P
− g

−
N
−
P

)
P

−
M

−
3
]
r−
N
+
(
∇0
PP

−
M

−
3 + Γ

−
3
−
L

−
P
P

−
M

−
L + g

−
3
+
P
P

−
M

−
3
)
r−
3
, (3.1.17)

где
∇0
PP

−
M

−
N = ∂PP

−
M

−
N + P

−
L

−
NΓ

−
M
−
L

−
P
+ P

−
M

−
LΓ

−
N
−
L

−
P
, ∇0

PP
−
M

−
3 = ∂PP

−
M

−
3 + P

−
L
−
3Γ

−
M
−
L

−
P
,

а Γ
−
3
−
L

−
P

определяется по первому соотношению (1.4.7) при `=−.

С помощью (3.1.17) из (3.1.14) получим искомые представления в виде

gP−
M

[
∇0
PP

−
M

−
N +

(
g

−
N
+
P
− g

−
N
−
P

)
P

−
M

−
3 +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
N
]
+ g3−

M
∂3P

−
M

−
N+

+∂3P
−
3
−
N + ρF

−
N = ρ a

−
N ,

gP−
M

[
∇0
PP

−
M

−
3 + Γ

−
3
−
L

−
P
P

−
M

−
L + g

−
3
+
P
P

−
M

−
3 +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
3
]
g3−
M
∂3P

−
M

−
3+

+∂3P
−
3
−
3 + ρF

−
3 = ρ a

−
3 .

(3.1.18)

Если вектор h перпендикулярен к базовой поверхности
(−)

S (h⊥
(−)

S ), то из первого
соотношения (1.4.7), как легко усмотреть, при ` = − имеем

Γ
−
3
−
L

−
P
= g

−
3
−
3
(
g−
L

−
P
− g+

L
−
P

)
= g

−
3
−
3
(
g−
P

−
L
− g+

P
−
L

)
= h−2

(
g−
P

−
L
− g+

P
−
L

)
. (3.1.19)

Учитывая (3.1.19), уравнения (3.1.18), можно записать в форме

gP−
M

[
∇0
PP

−
M

−
N +

(
g

−
N
+
P
− g

−
N
−
P

)
P

−
M

−
3 +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
N
]
+ g3−

M
∂3P

−
M

−
N+

+∂3P
−
3
−
N + ρF

−
N = ρ a

−
N ,

gP−
M

[
∇0
PP

−
M

−
3 + g

−
3
−
3
(
g−
P

−
L
− g+

P
−
L

)
P

−
M

−
L + g

−
3
+
P
P

−
M

−
3 +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
3
]
+ g3−

M
∂3P

−
M

−
3+

+∂3P
−
3
−
3 + ρF

−
3 = ρ a

−
3 , h⊥

(−)

S .

(3.1.20)
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Заметим, что в рассматриваемом случае (h⊥
(−)

S ) в силу (1.3.10) и вторых
соотношений второй строки (1.3.26) и третьей строки (1.3.27) имеют место со-
отношения

g
−
3
+
P
= h−1∂Ph, g

−
3
P = x3g

−
3
+
P
= x3h−1∂Ph, g3−

M
= −g

−
3
Pg

P
−
M

= −x3g
−
3
+
P
gP−
M
, (3.1.21)

которые следует учесть в уравнениях (3.1.20). С целью сокращения письма с
учетом (3.1.21) уравнения (3.1.20) выписывать не будем.

Если h⊥
(−)

S и h = |h| = const, то, как это следует из (3.1.21), g
−
3
+

P
= 0, g

−
3
P = 0,

g3−
M

= 0 (см. (1.5.5) и (1.5.6)) и уравнения (3.1.8) и (3.1.20) представляются
соответственно в виде

gP−
M
∇PP

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρa,

gP−
M

[
∇0
P
P

−
M

−
N +

(
g

−
N
+
P
− g

−
N
−
P

)
P

−
M

−
3 +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
N
]
+ ∂3P

−
3
−
N + ρF

−
N = ρ a

−
N ,

gP−
M

[
∇0
P
P

−
M

−
3 + g

−
3
−
3
(
g−
P

−
L
− g+

P
−
L

)
P

−
M

−
L +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
3
]
+ ∂3P

−
3
−
3 + ρF

−
3 = ρ a

−
3 .

(3.1.22)

Нетрудно заметить, что уравнения (3.1.20) можно записать в форме

AP−
M

[
∇0
P
P

−
M

−
N +

(
g

−
N
+
P
− g

−
N
−
P

)
P

−
M

−
3 +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
N − g

−
3
P∂3P

−
M

−
N
]
+

+
(−)

ϑ ∂3P
−
3
−
N + ρ

(−)

ϑ F
−
N = ρ

(−)

ϑ
∂2u

−
N

∂t2
,

AP−
M

[
∇0
P
P

−
M

−
3 + g

−
3
−
3
(
g−
P

−
N
− g+

P
−
N

)
P

−
M

−
N +

(
g

−
M
+
P

− g
−
M
−
P

)
P

−
3
−
3 + g

−
3
+
P
P

−
M

−
3 − g

−
3
P∂3P

−
M

−
3
]
+

+
(−)

ϑ ∂3P
−
3
−
3 + ρ

(−)

ϑ F
−
3 = ρ

(−)

ϑ
∂2u

−
3

∂t2
, h⊥

(−)

S .

(3.1.23)

Отсюда, при h = |h| = const получаем

AP−
M

[
∇0
P
P

−
M

−
N+
(
g

−
N
+
P
−g

−
N
−
P

)
P

−
M

−
3+
(
g

−
M
+
P
−g

−
M
−
P

)
P

−
3
−
N
]
+

(−)

ϑ ∂3P
−
3
−
N+ρ

(−)

ϑF
−
N=ρ

(−)

ϑ
∂2u

−
N

∂t2
,

AP−
M

[
∇0
P
P

−
M

−
3+g

−
3
−
3
(
g−
P

−
N
−g+

P
−
N

)
P

−
M

−
N+
(
g

−
M
+
P
−g

−
M
−
P

)
P

−
3
−
3
]
+

(−)

ϑ ∂3P
−
3
−
3+ρ

(−)

ϑF
−
3 =ρ

(−)

ϑ
∂2u

−
3

∂t2
.

(3.1.24)

Уравнения (3.1.4)–(3.1.12), (3.1.14)–(3.1.16), (3.1.18), (3.1.20) и (3.1.22)–(3.1.24)
являются различными формами представления уравнений классической МДТТ
(первого векторного уравнения (3.1.1)) при рассматриваемой параметризации
области тонкого тела. Назовем их различными представлениями уравнений
классической механики деформируемого твердого тонкого тела (МДТТТ) при
НПОТТ.

Заметим, что исходя из различных представлений уравнений движения при
НПОТТ и используя разложения величин, входящих в эти уравнения, в ряд
по системам ортогональных полиномов (Лежандра, Чебышева и др.), получим
различные варианты уравнений тонких тел относительно моментов величин,
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входящих в рассматриваемые уравнения. Ниже эти уравнения мы получим, ис-
ходя, например из представлений (3.1.9) и (3.1.12). Так как из остальных пред-
ставлений соответствующие им уравнения в моментах аналогично выводятся.

Заметим также, что при новой параметризации отсчетной конфигурации об-
ласти тонкого тела аналогичные (3.1.4)–(3.1.12), (3.1.14)–(3.1.16), (3.1.18), (3.1.20)
и (3.1.22)–(3.1.24) представления для второго векторного уравнения (3.1.1) по-
лучаются из них, если входящие в эти уравнения величины, заменим соответ-
ствующими величинами, снабженными кружком сверху (над F, u и a кружок
не пишется). Аналогично получаются и другие соотношения для отсчетной кон-
фигурации области тонкого тела.

3.1.2 Представления уравнений движения микрополярной МДТТ
при НПОТТ

Известно [22,24,197,309,321], что в актуальной конфигурации уравнения дви-
жения в тензорах напряжений и моментных напряжений имеют вид

∇·P˜ + ρF = ρ ∂2t u, ∇·µµµ˜ +C
≃

2

⊗P˜ + ρm = J˜·∂2tφφφ. (3.1.25)

В отсчетной конфигурации аналогично второму векторному уравнению (3.1.1)
классической МДТТ они представляются в форме

◦
∇·P˜ +

◦
ρF =

◦
ρ ∂2t u,

◦
∇·µµµ˜ +

◦
C
≃

2

⊗
◦
P˜ +

◦
ρm =

◦
J˜·∂2tφφφ. (3.1.26)

Здесь P˜ и µµµ˜ — тензоры истинных напряжений и моментных напряжений, а
◦
P˜=

√
g
◦
g−1∇◦

rT · P˜ и
◦
µµµ˜=

√
g
◦
g−1∇◦

rT · µµµ˜ — тензоры условных напряжений и мо-
ментных напряжений, C

≃
— дискриминантный тензор (тензор третьего ранга)

[68], u — вектор перемещений, φφφ — вектор вращений, ρ — плотность материала
в актуальной конфигурации, F — плотность массовой силы, m — плотность
массового момента, знак "T"в верхнем правом углу у величин означает опе-
рацию транспонирования. Заметим, что представления (3.1.25) и (3.1.26) при
новой параметризации области тонкого тела будут отличаться друг от друга
только тем, что в отсчетной конфигурации над соответствующими величинами
надо ставить кружок. В этой связи нет надобности по отдельности для (3.1.25)
и (3.1.26) выписать эти представления. Поэтому, как и выше, в рассматривае-
мом случае самые необходимые представления выпишем для (3.1.25). Так как в
левых частях (3.1.25) первые слагаемые — дивергенции тензоров второго ран-
га, а из предыдущего подраздела нам уже известны различные представления
дивергенции тензора второго ранга и тем самым получены представления урав-
нений классической МДТТТ, то, пользуясь этими представлениями, нетрудно
получить аналогичные представления для (3.1.25). В самом деле аналогичные
(3.1.9) и (3.1.12) представления будут иметь вид(

1/

√
(−)

g
)
∂P (

√
(−)

g
(−)

ϑPP ) + ∂3(
(−)

ϑP3) + ρ
(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ ∂2t u,(
1/

√
(−)

g
)
∂P (

√
(−)

g
(−)

ϑµµµP ) + ∂3(
(−)

ϑµµµ3) +C
≃

2

⊗(
(−)

ϑP˜) + ρ
(−)

ϑm =
(−)

ϑ J˜·∂2tφφφ;
(3.1.27)

gP−
M
NPP

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρ∂2t u, gP−

M
NPµµµ

−
M + ∂3µµµ

−
3 +C

≃

2

⊗P˜ + ρm = J˜·∂2tφφφ; (3.1.28)
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AP−
M
NPP

−
M +

(−)

ϑ ∂3P
−
3 + ρ

(−)

ϑF = ρ
(−)

ϑ ∂2t u,

AP−
M
NPµµµ

−
M +

(−)

ϑ ∂3µµµ
−
3 +C

≃

2

⊗(
(−)

ϑP˜) + ρ
(−)

ϑm =
(−)

ϑ J˜·∂2tφφφ.
(3.1.29)

Нетрудно заметить, что

gP−
M
NPP

−
M = gP−

m
NPP

−
m = NP (g

P
−
m
P

−
m) = NP (g

P
−
M
P

−
M) = NPP

P .

Поэтому уравнения (3.1.28) можно еще представить в видах

NPP
P + ∂3P

−
3 + ρF = ρ∂2t u, NPµµµ

P + ∂3µµµ
−
3 +C

≃

2

⊗P˜ + ρm = J˜·∂2tφφφ, (3.1.30)

NP (g
P
−
M
P

−
M) + ∂3P

−
3 + ρF = ρ∂2t u, NP (g

P
−
M
µµµ

−
M) + ∂3µµµ

−
3 +C

≃

2

⊗P˜ + ρm = J˜·∂2tφφφ. (3.1.31)

Уравнения (3.1.27) – (3.1.31) является различными формами представления
уравнений микрополярной МДТТ (3.1.25) при рассматриваемой параметриза-
ции области тонкого тела. Назовем их различными представлениями уравнений
микрополярной МДТТТ при НПОТТ.

Учитывая (1.5.37), уравнения (3.1.28) можно записать в форме
∞∑
s=0

A
−
P
+
M
(x3)sNPP

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρ∂2t u,

∞∑
s=0

A
−
P
+
M
(x3)sNPµµµ

−
M + ∂3µµµ

−
3 +C

≃

2

⊗P˜ + ρm = J˜·∂2tφφφ.
(3.1.32)

Видно, что уравнения (3.1.32) содержат бесконечно много слагаемых. Поэто-
му на практике ими пользоваться нецелесообразно. Естественно, следует рас-
сматривать приближенные уравнения с конечным числом слагаемых. В этой
связи введем определение.

Определение 3.1.1. Уравнения, которые получаются из (3.1.28), если в раз-
ложении gP−

M
сохранены первые r+1 членов, называются уравнениями прибли-

жения порядка r.

В силу этого определения уравнения приближения порядка r представля-
ются в виде

g
(r)

P
−
M
NPP

−
M + ∂3P

−
3 + ρF = ρ∂2t u, g

(r)

P
−
M
NPµµµ

−
M + ∂3µµµ

−
3 +C

≃

2

⊗P˜ρm = J˜·∂2tφφφ, (3.1.33)

где введено обозначение
g
(r)

P
−
M

=
r∑

s=m

A
−
P
+
M
(x3)m. (3.1.34)

Из (3.1.33) при r = 0 получим уравнения нулевого приближения, при r = 1 –
уравнения первого приближения и т.д.



126

3.2 Различные формы записи определяющих соотнощений по клас-
сической и микрополярной теориям упругости

Наиболее простой моделью МДТТ является модель линейного упругого тела.
Почти все деформируемые твердые тела (а иногда даже и жидкости) в той или
иной степени обладают упругими свойствами, хотя бы при кратковременных
нагрузках.

В работах [282,304,306] приведены различные формы записи прямых и об-
ратных определяющих соотношений (закона Гука) для модели линейного упру-
гого тела при различных случаях анизотропии, а также даются их соответству-
ющие представления при новой параметризации области тонкого тела. Поэтому
с целью сокращения письма ниже приведены только различные формы записи
определяющих соотношений для модели линейного микрополярного упругого
тела и указан способ, как из них можно получить соответствующие соотноше-
ния для классической теории.

3.2.1 Представления закона Гука микрополярной теории упругости
при НПОТТ

В линейной микрополярной теории упругости закон Гука при неизотермических
процессах в силу обобщенного принципа Дюгамеля–Неймана [338, 345] можно
представить в виде

P˜ = C˜̃ 2
⊗(γγγ˜− a˜ϑ) +A˜̃ 2

⊗(κκκ˜ − a˜ϑ), µµµ˜ = D˜̃ 2
⊗(κκκ˜ − d˜ϑ) +B˜̃ 2

⊗(γγγ˜− a˜ϑ), (3.2.1)

где γγγ˜ = ∇u−C
≃
·φφφ— тензор деформаций в микрополярной теории [197],κκκ˜ = ∇φφφ

— тензор кручения-изгиба, C˜̃ , A˜̃ , D˜̃ , B˜̃ — материальные тензоры четвертого
ранга, ϑ — перепад температуры, a˜, d˜ — тензоры теплового расширения.

Учитывая выражение для γγγ, (3.2.1) можно записать в форме

P˜=C˜̃ 2
⊗∇u+A˜̃ 2

⊗∇φφφ−C˜̃ 2
⊗C

≃
·φφφ− b˜ϑ, µµµ˜=D˜̃ 2

⊗∇φφφ+B˜̃ 2
⊗∇u−B˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− βββ˜ϑ, (3.2.2)

где для тензоров термомеханических свойств введены обозначения

b˜ = C˜̃ 2
⊗a˜+A˜̃ 2

⊗d˜, βββ˜ = D˜̃ 2
⊗d˜ +B˜̃ 2

⊗a˜
Заметим, что частный случай закона (3.2.2) рассмотрены в [197,309], а более

общие соотношения приведены в [341,345].
Теперь нетрудно найти искомые представления закона Гука (3.2.2) при НПОТТ.

В самом деле, учитывая (2.9.3), из (3.2.2) будем иметь

P˜=C
≃

−
M ··gP−

M
NPu+C

≃

−
3 ··∂3u+A

≃

−
M ··gP−

M
NPφφφ+A

≃

−
3 ··∂3φφφ−C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ϑ,

µµµ˜=D
≃

−
M ··gP−

M
NPφφφ+D

≃

−
3 ··∂3φφφ+B

≃

−
M ··gP−

M
NPu+B

≃

−
3 ··∂3u−B˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− βββ˜ϑ.

(3.2.3)

Здесь введены обозначения

C
≃

−
m·=C˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ = Cij

−
mlrirjrl, A≃

−
m·=A˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ = Aij

−
mlrirjrl,

D
≃

−
m·=D˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ = Dij

−
mlrirjrl, B≃

−
m·=B˜̃ 2

⊗r
−
mE˜ = Bij

−
mlrirjrl.
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Далее, учитывая (1.5.37), из (3.2.3) получится закон Гука с бесконечным
числом слагаемых, которым в приложениях пользоваться не придется. В при-
ложениях найдут применения приближенные законы Гука с конечным числом
слагаемых. Поэтому аналогично определению 3.1.1 введем определение.

Определение 3.2.1. Соотношения, которые получаются из (3.2.3) при усло-
вии, что в разложении gP−

M
сохранены первые r+1 членов, называются законом

Гука приближения порядка r микрополярного упругого тонкого тела.

Согласно этому определению из (3.2.3) закон Гука приближения порядка r
микрополярного упругого тонкого тела представится в форме

P˜ (r)=C
≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPu+C

≃

−
3 ··∂3u+A

≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPφφφ+A

≃

−
3 ··∂3φφφ−C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ϑ,

µµµ˜(r)=D
≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPφφφ+D

≃

−
3 ··∂3φφφ+B

≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPu+B

≃

−
3 ··∂3u−B˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− βββ˜ϑ.

(3.2.4)

Очевидно, закон Гука нулевого и первого приближений получим из (3.2.4) при
r = 0 и r = 1 соответственно. Например, закон Гука нулевого приближения
имеет вид

P˜ (0)=C
≃

−
M ··NPu+C

≃

−
3 ··∂3·u+A

≃

−
M ··NPφφφ+A

≃

−
3 ··∂3φφφ−C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ϑ,

µµµ˜(0)=D
≃

−
M ··NPφφφ+D

≃

−
3 ··∂3φφφ+B

≃

−
M ··NPu+B

≃

−
3 ··∂3u−B˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− βββ˜ϑ,

(3.2.5)

Заметим, что закон Гука для тел класса TS совпадает с законом Гука нуле-
вого приближения. Очевидно, закон Гука приближения порядка r (3.2.4) можно
записать в форме

P˜ (r)=P˜ (r−1) +C
≃

−
M ··A

(r)

−
P
+
M
(x3)rNPu+A

≃

−
M ··A

(r)

−
P
+
M
(x3)rNPφφφ,

µµµ˜(r)=µµµ˜(r−1) +D
≃

−
M ··A

(r)

−
P
+
M
(x3)rNPφφφ+B

≃

−
M ··A

(r)

−
P
+
M
(x3)rNPu, r ≥ 1.

(3.2.6)

Следует заметить, что в том случае, когда тело обладает центром симмет-
рии [197, 309], соответствующие представления закона Гука получим, если в
приведенных выше представлениях положим A˜̃ = 0 и B˜̃ = 0. Кроме того,
если в первых соотношениях (3.2.1)–(3.2.6) положим φφφ = 0 и A˜̃ = 0, то из
них получим соответствующие формы записи закона Гука классической тео-
рии упругости.

Заметим также, что из приведенных выше определяющих соотношений (3.2.1)–
(3.2.6) аналогично классической теории нетрудно получить соответствующие
соотношения для частных случаев анизотропии. Для этого достаточно знать
представления тензора четвертого ранга для рассматриваемых случаев анизо-
тропии (эти вопросы довольно подробно изложены в работах [277,282,290,291,
302, 304, 306]). Например, в случае изотропной среды в микрополярной теории
упругости тензор четвертого ранга определяется тремя материальными функ-
циями [197,309] и тензоры C˜̃ и D˜̃ можно представить в виде

C˜̃ = λC˜̃ I + µ
(
C˜̃ II +C˜̃ III)+ α

(
C˜̃ II −C˜̃ III),

D˜̃ = γC˜̃ I + δ
(
C˜̃ II +C˜̃ III)+ β

(
C˜̃ II −C˜̃ III), (3.2.7)
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где λ, µ, α, γ, δ, β — материальные функции, а C˜̃ I , C˜̃ II , C˜̃ III — изотропные
тензоры четвертого ранга [210]. В дальнейшем эти тензоры обозначим через
C˜̃ (1), C˜̃ (2), C˜̃ (3) соответственно.

Вводя в рассмотрение тензорные столбцы тензоров деформаций и изгиба-
кручения и тензоров напряжений и моментных напряжений, а также тензорно-
блочную матрицу тензоров модулей упругости

X˜ =

(
γγγ
κ̃κκ˜
) (

X˜T =
(
γγγ˜, κκκ˜ )

)
, Y˜ =

(
P
µ̃µµ˜
) (

Y˜T =
(
P˜ , µµµ˜ )

)
,

M˜̃ =

(
A˜̃ B˜̃
C˜̃ D˜̃

) (
M˜̃ T = M˜̃ ),

Определяющие соотношения при изотермических процессах можно записать в
виде

Y˜ = M˜̃ 2
⊗X˜

((
P
µ̃µµ˜
)

=

(
A˜̃ B˜̃
C˜̃ D˜̃

)
2
⊗
(
γγγ
κ̃κκ˜
))

.

Следует заметить, что в [164,302] изучены задачи на собственные значения
тензора и тензорно-блочной матрицы любого четного ранга. Построены пол-
ная система собственных тензоров для симметричного тензора любого четно-
го ранга и собственных тензорных столбцов симметрической тензорно-блочной
матрицы, состоящей из четырех тензоров любого четного ранга. Как частные
случаи рассмотрены тензор и тензорно-блочную матрицу четвертого ранга.

В явном виде построены полная ортонормированная система собственных
тензорных столбцов тензорно-блочной матрицы тензоров модулей упругости
с помощью 153 независимых параметров, полная ортонормированная система
собственных тензорных столбцов тензорно-блочно-диагональной матрицы тен-
зоров модулей упругости с помощью 72 независимых параметров и полная орто-
нормированная система собственных тензоров для положительно-определенного
симметричного тензора модулей упругости микрополярной теории упругости с
помощью 36 независимых параметров (Н.И. Остросаблин в классической тео-
рии упругости в явном виде построил собственные тензоры для тензора моду-
лей упругости с помощью 15 независимых параметров). Дана классификация
микрополярных и классических анизотропных материалов. Закон Гука и удель-
ную энергию деформации представлены в канонических видах. Рассмотрены и
другие важные вопросы, затронутые, но не исследованные до конца, в рабо-
тах Стокса, Кельвина, Рыхлевского и др. и открывающие путь в новое научное
направление в механике.

3.2.1.1 Представления уравнения в перемещениях однородного изо-
тропного материала при НПОТТ

Как известно [197,232,309,338], уравнения Ламе представляются в виде

(λ+ µ) grad divu+ µ∆u+ ρF = ρ
∂2u

∂t2

или с помощью набла-оператора в форме

(λ+ µ)∇∇ · u+ µ∇ · ∇u+ ρF = ρ
∂2u

∂t2
. (3.2.8)
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Запишем первые два слагаемые в левой части в удобной форме. Имеем

(λ+ µ)∇∇ · u+ µ∇ · ∇u =
1

2
(λ+ µ)

(
C˜̃ II +C˜̃ III) 2

⊗∇∇ · u+ µE˜ 2

⊗∇∇u =

=
1

2
(λ+ µ)

(
C˜̃ II +C˜̃ III) 2

⊗∇∇ · u+ µE˜E˜ 2

⊗∇∇ · u =

=
[1
2
(λ+ µ)

(
C˜̃ II +C˜̃ III)+ µC˜̃ I] 2

⊗∇∇ · u,

т.е.
(λ+ µ)∇∇ · u+ µ∇ · ∇u = L˜ · u = M˜̃ 2

⊗∇∇ · u, (3.2.9)

где введены обозначения

L˜ = M˜̃ 2

⊗∇∇ = M˜pq∇p∇q = M˜−
m

−
ngp−

m
gq−
n
∇p∇q,

M˜̃ =
1

2
(λ+ µ)

(
C˜̃ II +C˜̃ III)+ µC˜̃ I , M˜pq = M˜̃ 2

⊗rprq, M˜−
m

−
n = M˜̃ 2

⊗r
−
mr

−
n

(3.2.10)

В силу (3.2.9) уравнения (3.2.8) можно записать в виде

L˜ · u+ ρF = ρ
∂2u

∂t2

или с учетом (3.2.10) в удобной для рассматриваемого случая форме

M˜−
m

−
ngp−

m
gq−
n
∇p∇q · u+ ρF = ρ

∂2u

∂t2
. (3.2.11)

Запишем последнее соотношение в более развернутом виде

[
M˜ −

M
−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ +M˜ −

M
−
3gP−

M
(NP∇3 +∇3NP ) +M˜−

3
−
3∇2

3

]
· u+ ρF = ρ

∂2u

∂t2
, (3.2.12)

M˜ −
M

−
N = M˜−

N
−
M = r

−
i r

−
j
[
(λ+ µ)

(
g

−
M
−
i
g

−
N
−
j
+ g

−
N
−
i
g

−
M
−
j

)
+ µg−

i
−
j
g

−
M

−
N
]
=

= r
−
I r

−
J (λ+ µ)

(
g

−
M
−
I
g

−
N
−
J
+ g

−
N
−
I
g

−
M
−
J

)
+ µg

−
M

−
NE˜ =

= r
−
I r

−
J
[
(λ+ µ)

(
g

−
M
−
I
g

−
N
−
J
+ g

−
N
−
I
g

−
M
−
J

)
+ µg−

I
−
J
g

−
M

−
N
]
+ µg−

3
−
3
g

−
M

−
Nr

−
3r

−
3 ,

M˜ −
M

−
3 = M˜−

3
−
M = r

−
i r

−
j (λ+ µ)

(
g

−
M
−
i
g

−
3
−
j
+ g

−
3
−
i
g

−
M
−
j

)
= (λ+ µ)

(
r

−
Mr

−
3 + r

−
3r

−
M
)
,

M˜−
3
−
3 = 2(λ+ µ)r

−
3r

−
3 + µg

−
3
−
3E˜ = µg

−
3
−
3g−

I
−
J
r
−
I r

−
J + (2λ+ 3µ) r

−
3r

−
3 .

(3.2.13)

3.2.2 Представление уравнения в перемещениях однородного изо-
тропного материала для неизотермических процессов при но-
вой параметризации

Это уравнение [197, 309, 338] отличается от уравнения (3.2.8) лишь тем, что в
ее левой части следует учесть температурный член. Он имеет вид

(λ+ µ)∇∇ · u+ µ∇ · ∇u− αt(3λ+ 2µ)∇ϑ+ ρF = ρ
∂2u

∂t2
, (3.2.14)
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где α — коэффициент теплового расширения, а ϑ = T − T0 — перепад темпе-
ратуры. Нетрудно заметить, что в силу (2.9.3) и (3.2.12) для (3.2.14) получаем
следующее представление:[

M˜ −
M

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ +M˜ −

M
−
3gP−

M
(NP∇3 +∇3NP ) +M˜−

3
−
3∇2

3

]
· u−

−αt(3λ+ 2µ)
(
r

−
MgP−

M
NP + r

−
3∇3

)
∇ϑ+ ρF = ρ

∂2u

∂t2
.

(3.2.15)

3.2.3 Представление уравнения в перемещениях и вращениях мик-
рополярной теории упругости для неизотермических процес-
сов при НПОТТ

3.2.3.1 Представление уравнения в перемещениях и вращениях мик-
рополярной теории упругости однородного изотропного ма-
териала при неизотермических процессах

В рассматриваемом случае, как известно [197,309], уравнения в перемещениях
и вращениях микрополярной теории упругости представляются в виде

(λ+ µ− α) grad divu+ (µ+ α)∆u+ 2α rotφφφ− b grad ϑ+ ρF = ρ
∂2u

∂t2
,

(γ + δ − β) grad divφφφ+ (δ + β)∆φφφ+ 2α rotu− 4αφφφ+ ρm = J˜ · ∂2φφφ∂t2 ,
или с помощью набла-оператора в форме

(λ+ µ− α)∇∇ · u+ (µ+ α)∇ · ∇u+ 2α∇×φφφ− b∇ϑ+ ρF = ρ
∂2u

∂t2
,

(γ + δ − β)∇∇ ·φφφ+ (δ + β)∇ · ∇φφφ+ 2α∇× u− 4αφφφ+ ρm = J˜ · ∂2φφφ∂t2 ,
(3.2.16)

Отсюда в силу первого соотношения (2.9.39) аналогично (3.2.15) для (3.2.16)
будем иметь следующее представление:[

M˜ −
M

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ +M˜ −

M
−
3gP−

M
(NP∇3 +∇3NP ) +M˜−

3
−
3∇2

3

]
· u+

+2α
[
C

−
L

−
M
(
gP−
M
NPφ−

3
−∇3φ−

M

)
r−
L
+ C

−
M

−
NgP−

M
NPφ−

N
r−
3

]
−

−b
(
r

−
MgP−

M
NP + r

−
3∇3

)
ϑ+ ρF = ρ

∂2u

∂t2
, (3.2.17)

[
L˜ −
M

−
NgP−

M
gQ−
N
NPNQ + L˜ −

M
−
3gP−

M
(NP∇3 +∇3NP ) + L˜−

3
−
3∇2

3

]
·φφφ+

+2α
[
C

−
L

−
M
(
gP−
M
NPu−

3
−∇3u−

M

)
r−
L
+ C

−
M

−
NgP−

M
NPu−

N
r−
3

]
− 4αφφφ+ ρm = J˜ · ∂2φφφ∂t2 .

Здесь имеем следующие обозначения: b = αt(3λ+ 2µ) и

M˜̃ =
1

2
(λ+ µ− α)

(
C˜̃ II +C˜̃ III)+ (µ+ α)C˜̃ I , M˜−

m
−
n = M˜̃ 2

⊗r
−
mr

−
n,

L˜̃ =
1

2
(γ + δ − β)

(
C˜̃ II +C˜̃ III)+ (δ + β)C˜̃ I , L˜−

m
−
n = L˜̃ 2

⊗r
−
mr

−
n.

(3.2.18)
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3.2.3.2 Представление уравнения в перемещениях и вращениях мик-
рополярной теории упругости анизотропного материала при
неизотермических процессах

С целью сокращения письма ограничимся рассмотрением упругого анизотроп-
ного материала с центром симметрии. В этом случае, как известно [197, 309],
ОС представляются в виде

P˜ = C˜̃ 2
⊗∇u−C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ϑ, µµµ˜ = D˜̃ 2

⊗∇φφφ, (3.2.19)

где для тензора термомеханических свойств введено обозначение b˜ = C˜̃ 2
⊗a˜.Учитывая (3.2.19), а также доказуемые легко следующие соотношения:

∇ · (b˜ϑ) = ∇ϑ · b˜ + (∇ · b˜)ϑ = b˜T · ∇ϑ+ (∇ · b˜)ϑ,
∇ · (C˜̃ 2

⊗∇u) = ri ·C˜̃ 2

⊗∇∇u+ (∇ ·C˜̃ ) 2

⊗∇u,

∇ · (C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ) = ri ·C˜̃ 2

⊗C
≃
· ∂iφφφ+ (∇ ·C˜̃ ) 2

⊗C
≃
·φφφ,

из (3.1.25) получим искомые уравнения в форме

rp ·C˜̃ 2

⊗∂p(∇u−C
≃
·φφφ) + (∇ ·C˜̃ ) 2

⊗(∇u−C
≃
·φφφ)−

−b˜T · ∇ϑ− (∇ · b˜)ϑ+ ρF = ρ ∂2t u,

rp ·D˜̃ 2

⊗∂p∇φφφ+ (∇ ·D˜̃ ) 2

⊗∇φφφ+C
≃

2
⊗C˜̃ 2

⊗(∇u−C
≃
·φφφ− b˜ϑ) + ρm = J˜·∂2tφφφ.

(3.2.20)

При получении (3.2.20) было учтено, что C˜̃ T = C˜̃ .
Нетрудно заметить, что уравнения (3.2.20) можно записать следующим об-

разом:
Cp·qs∇p∇qus +∇pCp·qs(∇qus − Cqstφ

t)−Cp·stCqst∇pφq−
−bp·∂pϑ− (∇pbp·)ϑ+ ρF = ρ ∂2t u,

Dp·sq∇p∇qφs +∇pDp·sq∇qφs +C·klC
klpq(∇puq − Cpqsφ

s − apqϑ) + ρm = J˜·∂2tφφφ,
(3.2.21)

где введены следующие обозначения:

Cp·sq = rp ·C˜̃ 2

⊗rsrq, bp· = rp · b˜, Dp·sq = rp ·D˜̃ 2

⊗rsrq, C·kl = C
≃

2

⊗rkrl.

При новой параметризации области тонкого тела уравнения (3.2.21) получат
вид

gp−
m
gq−
n
(C

−
m·−n−

s∇p∇qu−
s
+∇pC

−
m·−n−

s∇qu−
s
)− gp−

m
(∇pC

−
m·−q−sC−

q
−
s
−
t
φ

−
t +C

−
m·−s

−
tC−

q
−
s
−
t
∇pφ

−
q )−

−gp−
m
[b

−
m·∂pϑ+ (∇pb

−
m·)ϑ] + ρF = ρ ∂2t u,

gp−
m
gq−
n
(D

−
m·−n−

s∇p∇qφ−
s
+∇pD

−
m·−n−

s∇qφ−
s
) + gp−

m
C

·
−
k
−
l
C

−
k
−
l
−
m

−
q∇pu−

q
−

−C
·
−
k
−
l
C

−
k
−
l
−
p
−
q (C−

p
−
q
−
s
φ

−
s + a−

p
−
q
ϑ) + ρm = J˜·∂2tφφφ.

Отсюда, учитывая формулы второй строки (1.3.20) и (2.9.2), после простых
выкладок получим

gP−
M
gQ−
N
(C

−
M ·

−
N

−
sNPNQu−

s
+NPC

−
M ·

−
N

−
sNQu−

s
) + gP−

M
(C

−
3 ·

−
M

−
s∇3NPu−

s
+C

−
M ·

−
3
−
sNP∇3u−

s
)+

+gP−
M
(∇3C

−
3 ·

−
M

−
sNPu−

s
+NPC

−
M ·

−
3
−
s∇3u−

s
) +C

−
3 ·

−
3
−
s∂3∂3u−

s
+ ∂3C

−
3 ·

−
3
−
s∂3u−

s
−

−C−
q
−
s
−
t
[gP−
M
(NPC

−
M ·−s

−
tφ

−
q +C

−
M ·−s

−
tNPφ

−
q ) + (∂3C

−
3 ·−s

−
tφ

−
q +C

−
3 ·−s

−
t∂3φ

−
q )]−
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−gP−
M
[b

−
M ·NPϑ+ (NPb

−
M ·)ϑ]− [b

−
3 ·∂3ϑ+ (∂3b

−
3 ·)ϑ] + ρF = ρ ∂2t u, (3.2.22)

gP−
M
gQ−
N
(D

−
M ·

−
N

−
sNPNQφ−

s
+NPD

−
M ·

−
N

−
sNQφ−

s
) + gP−

M
(D

−
3 ·

−
M

−
s∇3NPφ−

s
+D

−
M ·

−
3
−
sNP∇3φ−

s
)+

+gP−
M
(∇3D

−
3 ·

−
M

−
sNPφ−

s
+NPD

−
M ·

−
3
−
s∇3φ−

s
) +D

−
3 ·

−
3
−
s∂3∂3φ−

s
+ ∂3D

−
3 ·

−
3
−
s∂3φ−

s
+

+C
·
−
k
−
l
[gP−
M
C

−
k
−
l
−
M

−
qNPu−

q
+ C

−
k
−
l
−
3
−
q∂3u−

q
− C

−
k
−
l
−
p
−
q (C−

p
−
q
−
s
φ

−
s + a−

p
−
q
ϑ)] + ρm = J˜·∂2tφφφ.

Легко усмотреть, что для однородного материала из (3.2.22) находим

gP−
M
gQ−
N
C

−
M ·

−
N

−
sNPNQu−

s
+ gP−

M
(C

−
3 ·

−
M

−
s∇3NPu−

s
+C

−
M ·

−
3
−
sNP∇3u−

s
) +C

−
3 ·

−
3
−
s∂3∂3u−

s
−

−C−
q
−
s
−
t
(gP−
M
C

−
M ·−s

−
tNPφ

−
q +C

−
3 ·−s

−
t∂3φ

−
q )− gP−

M
b

−
M ·NPϑ− b

−
3 ·∂3ϑ+ ρF = ρ ∂2t u,

gP−
M
gQ−
N
D

−
M ·

−
N

−
sNPNQφ−

s
+ gP−

M
(D

−
3 ·

−
M

−
s∇3NPφ−

s
+D

−
M ·

−
3
−
sNP∇3φ−

s
) +D

−
3 ·

−
3
−
s∂3∂3φ−

s
+

+C
·
−
k
−
l
[gP−
M
C

−
k
−
l
−
M

−
qNPu−

q
+ C

−
k
−
l
−
3
−
q∂3u−

q
− C

−
k
−
l
−
p
−
q (C−

p
−
q
−
s
φ

−
s + a−

p
−
q
ϑ)] + ρm = J˜·∂2tφφφ.

(3.2.23)

В рамках классической теории упругости неоднородного материала из пер-
вого уравнения (3.2.22) будем иметь следующее представление уравнений дви-
жения:{

gP−
M
gQ−
N
[C

−
M ·

−
N

−
sNPNQ + (NPC

−
M ·

−
N

−
s )NQ] + gP−

M
(C

−
3 ·

−
M

−
s∇3NP +C

−
M ·

−
3
−
sNP∇3)+

+gP−
M
[(∇3C

−
3 ·

−
M

−
s )NP + (NPC

−
M ·

−
3
−
s )∇3] +C

−
3 ·

−
3
−
s∂3∂3 + ∂3C

−
3 ·

−
3
−
s∂3
}
u−
s
−

−
{
gP−
M
[b

−
MNP + (NPb

−
M)] + [b

−
3∂3 + (∂3b

−
3)]
}
ϑ+ ρF = ρ ∂2t u,

(3.2.24)

а в рамках классической теории упругости однородного материала из первого
уравнения (3.2.23) получим[

gP−
M
gQ−
N
C

−
M ·

−
N

−
sNPNQ + gP−

M
(C

−
3 ·

−
M

−
s∇3NP +C

−
M ·

−
3
−
sNP∇3) +C

−
3 ·

−
3
−
s∂3∂3

]
u−
s
−

−(b
−
MgP−

M
NP − b

−
3∂3)ϑ+ ρF = ρ ∂2t u.

Вводя дифференциальные операторы

L˜ = gP−
M
gQ−
N
[C

−
M ·

−
N ·NPNQ + (NPC

−
M ·

−
N ·)NQ] + gP−

M
(C

−
3 ·

−
M ·∇3NP +C

−
M ·

−
3 ·NP∇3)+

+gP−
M
[(∇3C

−
3 ·

−
M ·)NP + (NPC

−
M ·

−
3 ·)∇3] +C

−
3 ·

−
3 ·∂3∂3 + ∂3C

−
3 ·

−
3 ·∂3,

T = −
{
gP−
M
[b

−
MNP + (NPb

−
M)] + [b

−
3∂3 + (∂3b

−
3)]
}
,

(3.2.25)

уравнения движения (3.2.24) можно представить в краткой форме
L˜ · u+Tϑ+ ρF = ρ ∂2t u. (3.2.26)

Следовательно, для однородного материала дифференциальные операторы
(3.2.25) будут иметь вид

L˜ = gP−
M
gQ−
N
C

−
M ·

−
N ·NPNQ + gP−

M
(C

−
3 ·

−
M ·∇3NP +C

−
M ·

−
3 ·NP∇3) +C

−
3 ·

−
3 ·∂3∂3,

T = −(gP−
M
b

−
MNP + b

−
3∂3).

(3.2.27)
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Нетрудно заметить, что в силу определения приближенного соотношения
порядка r, (1.5.37), (1.5.68) и (3.2.25) в случае однородного классического ани-
зотропного упругого материала дифференциальные операторы приближения
порядка r представляются в виде

L˜(r) = C
−
M ·

−
N ·[

2r∑
s=0

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
(x3)s]NPNQ + g

(r)

P
−
M
(C

−
3 ·

−
M ·∇3NP +C

−
M ·

−
3 ·NP∇3) +C

−
3 ·

−
3 ·∂3∂3,

T(r) = −( g
(r)

P
−
M
b

−
MNP + b

−
3∂3), g

(r)

P
−
M

=
r∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M
(x3)s.

(3.2.28)

3.2.4 Момент k-го порядка произведения двух функций относитель-
но системы полиномов Чебышева второго рода

Момент k-го порядка произведения нескольких функций (тензорных полей) от-
носительно системы полиномов Чебышева второго рода определяется аналогич-
но (2.7.2). Ниже рассмотрены моменты k-го порядка произведения двух функ-
ций и произведения на произвольную степень x3 произведения двух функций.

В силу определения 2.7.1 (см. (2.7.2)) момент k-го порядка произведения
двух функций f(x′, x3) и g(x′, x3) относительно системы полиномов

{
Û ∗
k(x

3)
}∞
k=0можно вычислить с помощью интеграла

(k)

M(fg) =
1∫
0

f(x′, x3)g(x′, x3)Û∗
k(x

3)h∗k(x
3)dx3, k ∈ N0. (3.2.29)

Предположим, что f(x′, x3), g(x′, x3) ∈ Cm(V ∪ ∂V ), m ≥ 1. Тогда анало-
гично (2.7.1) их можно разлагать в ряды Фурье-Чебышева

f(x′, x3) =
∞∑
m=0

(m)

f (x′)Û∗
m(x

3), g(x′, x3) =
∞∑
n=0

(n)
g (x′)Û∗

n(x
3). (3.2.30)

Пользуясь правилом произведения рядов в форме Коши, в силу (3.2.30) будем
иметь

f(x′, x3)g(x′, x3) =
( ∞∑
m=0

(m)

f (x′)Û∗
m(x

3)
)( ∞∑

s=0

(s)
g (x′)Û∗

s(x
3)
)
=

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

(m)

f (x′)
(n−m)
g (x′)Û∗

m(x
3)Û∗

n−m(x
3).

(3.2.31)

Учитывая (2.6.7) при s = 0 и (3.2.31), из (3.2.29) после простых выкладок
получим

(k)

M(fg)=
1∫
0

f(x′, x3)g(x′, x3)Û∗
k(x

3)h∗k(x
3)dx3= Û∗

0

∞∑
n=0

k∑
p=0

(n+p)

f (x′)
(n+k−p)
g (x′). (3.2.32)

Аналогично (3.2.32) с помощью (2.6.7) после простых преобразований нахо-
дим

(k)

M
[
22s(x3)sfg

]
= Û∗

0

∞∑
n=0

2s∑
q=0

k−s+q∑
p=0

Cq
2s

(n+p)

f
(n+k−s−p+q)

g , k − s ≥ 0, s ≥ 0,

(p)

M ′(fg) = Û∗
0

∞∑
n=0

k∑
q=0

((n+q)

f ′(n+k−q)

g +
(n+k−q)

f
(n+q)

g ′) = Û∗
0

∞∑
n=0

k∑
q=0

((n)

f ′(n+k−2q)

g +
(n+k−2q)

f
(n)

g ′). (3.2.33)

Видно, что из первого равенства (3.2.33) при s = 0 получается соотношение
для момента k-го порядка произведения двух функций (3.2.32).
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3.2.5 Законы термодинамики и теплопроводности Фурье. Уравне-
ние притока тепла, граничные и начальные условия и их пред-
ставления при НПОТТ

3.2.5.1 Законы термодинамики. Законы теплопроводности Фурье и
уравнение притока тепла

При рассмотрении неизотермических процессов требуется привлечение основ-
ных законов термодинамики.

Первый закон термодинамики в дифференциальной форме [338] представ-
ляется следующим образом:

−∇ · q+ ρ q +P˜ 2

⊗∇v = ρ
dU

dt
, (3.2.34)

а дифференциальная форма второго закона термодинамики [338] имеет вид

−∇ · q+ ρ q +W ∗ = ρ T
dH

dt
. (3.2.35)

Здесь q — вектор внешнего потока тепла, U — внутренняя энергия, H — эн-
тропия, q — массовый приток тепла, P˜ — тензор напряжений, v — скорость, ρ
— плотность материала, T — температура, а W ∗ — так называемая функция
рассеивания, причем W ∗ ≫ 0. Если функция рассеивания равна нулю, то среда
называется обратимой, если она строго больше нуля, то среда необратимая.

Если рассматривается функция состояния Ψ = U − TH, называемая сво-
бодной энергией, то имеет место соотношение

ρ
(dU
dt

− T
dH

dt

)
= ρ
(dΨ
dt

+H
dT

dt

)
.

Отсюда в силу (3.2.34) и (3.2.35) закон сохранения [338] получим в форме

ρ
(dΨ
dt

+H
dT

dt

)
+W ∗ = P˜ 2

⊗∇v.

Далее заметим, что физическое соотношение между вектором потока тепла q
и градиентом температуры [338] представляется в виде

q = −ΛΛΛ˜ · gradT = −ΛΛΛ˜ · ∇T, (3.2.36)

где положительно определенный симметричный тензор ΛΛΛ˜ — тензор теплопро-
водности.

Линейное определяющее соотношение (3.2.36) носит название закона теп-
лопроводности Фурье. С помощью него второй закон термодинамики (3.2.35)
можно записать в форме

∇ ·
(
ΛΛΛ˜ · ∇T

)
+ ρ q +W ∗ = ρ T

dH

dt
. (3.2.37)

Второй закон термодинамики в виде (3.2.37) называется уравнением притока
тепла.

По закону Дюлонга-Пти у твердых веществ [338] для температуры вы-
ше некоторой, называемой температурой Дебая, теплоемкость (при постоянном
давлении) cp = const. В этом случае, считая теплоемкость вещества заданной,
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энтропия H полностью определяется законом связи [338] между тензорами
напряжений и деформаций и представляется в форме

ρH = ρ cp ln
T

T0
+ a˜ 2

⊗F̌˜{e˜− a˜ϑ}, ϑ = T − T0.

Тогда в силу этого последнего соотношения уравнение притока тепла (3.2.37)
примет вид

∇ ·
(
ΛΛΛ˜ · ∇T

)
+ ρ q − T

d

dt

[
a˜ 2

⊗F̌˜{e˜− a˜ϑ}]+W ∗ = ρ cp
dT

dt
, (3.2.38)

где a˜— тензор теплового расширения среды, e˜— линейный тензор деформаций.
Уравнение притока тепла (3.2.38) — нелинейное дифференциальное уравнение.
Нелинейность проявляется в третьем члене в левой части (3.2.38).

Далее рассмотрим линейно упругий материал. В этом случае

P˜ = F˜{e˜− a˜ϑ} = C˜̃ 2

⊗
{
e˜− a˜ϑ}.

Поэтому
a˜ 2

⊗F˜{e˜− a˜ϑ} = b˜̃ 2

⊗
{
e˜− a˜ϑ}, b˜̃ = a˜̃ 2

⊗C˜̃ . (3.2.39)

На основании (3.2.39) уравнение притока тепла (3.2.38) для упругого материала
можно записать в виде

∇ ·
(
ΛΛΛ˜ · ∇T

)
+ ρ q − T

d

dt

[
b˜ 2

⊗
{
e˜− a˜ϑ}]+W ∗ = ρ cp

dT

dt
, (3.2.40)

Следует заметить, что, если рассматривается микрополярная теория, то в урав-
нении притока тепла линейный тензор деформаций e˜ нужно заменить на тензор
деформаций микрополярной теории γγγ˜ = ∇u −C

≃
· φφφ. После такой замены, на-

пример, из (3.2.40) получим

∇ ·
(
ΛΛΛ˜ · ∇T

)
+ ρ q − T

d

dt

[
b˜ 2

⊗
{
γγγ˜− a˜ϑ}]+W ∗ = ρ cp

dT

dt
,

или

∇ ·
(
ΛΛΛ˜ · ∇T

)
+ ρ q − T

d

dt

[
b˜ 2

⊗
{
∇u−C

≃
·φφφ− a˜ϑ}]+W ∗ = ρ cp

dT

dt
. (3.2.41)

Видно, что уравнение притока тепла (3.2.41) в силу (3.2.36) можно предста-
вить в виде

−∇·q+ ρ q − T
d

dt

[
b˜ 2

⊗
{
∇u−C

≃
·φφφ− a˜ϑ}]+W ∗ = ρ cp

dT

dt
, (3.2.42)

или в более общей форме [345]

−∇·q+ ρ q − T
d

dt

(
a˜ 2

⊗P˜ + d˜ 2

⊗µµµ˜)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
, (3.2.43)

Заметим, что в микрополярной теории тензоры теплового расширения a˜, d˜— несимметричные тензоры.
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Если материал однородный и материальные функции не зависят от времени,
то из (3.2.41) будем иметь

Λpq∇p∇qT + ρ q − T
(
bpq∇pvq − b˜ 2

⊗C
≃
· dφ
φφ

dt
− b˜ 2

⊗a˜ dTdt )+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

Отсюда в свою очередь получаем

Λpq∇p∇qT + ρ q − T
(
bpq∇pvq − b˜ 2

⊗C
≃
· dφ
φφ

dt

)
+W ∗ =

(
ρ cp − b˜ 2

⊗a˜T)dTdt . (3.2.44)

Уравнение (3.2.44) можно еще записать в виде

Λpq∇p∇qT + ρ q − T
(
bpq∇pvq − b˜ 2

⊗C
≃
· dφ
φφ

dt

)
+W ∗ = ρ cv

dT

dt
, (3.2.45)

где cv — теплоемкость при постоянном объеме и

ρ cv = ρ cp − b˜ 2

⊗a˜T (3.2.46)

Если рассматривается классический изотропный упругий однородный матери-
ал, то

ΛΛΛ˜ = ΛE˜ , a˜ = aE˜ , b˜ = C˜̃ 2

⊗a˜ = 3aKE˜ , b˜ 2

⊗a˜ = 9a2K. (3.2.47)

Учитывая соответствующие соотношения (3.2.47), уравнение притока тепла
(3.2.45) для изотропного однородного упругого материала примет форму

Λ∆T + ρ q − 3aKT∇·v +W ∗ = ρ cv
dT

dt
, 3K = 3Λ + 2µ. (3.2.48)

В силу последнего соотношения (3.2.47) из (3.2.46) получим

ρ cv = ρ cp − 9a2KT. (3.2.49)

Нетрудно заметить, что с помощью (3.2.49) из (3.2.48) будем иметь

Λ∆T + ρ q − 3aT
dp

dt
+W ∗ = ρ cp

dT

dt
, p = K(θ − 3aϑ). (3.2.50)

Если среда обратимая, то в приведенных выше уравнениях притока тепла
следует положить W ∗=0. Кроме того, если p=(1/3)I1

(
P˜) не меняется со вре-

менем, то из (3.2.50) получим замкнутое относительно температуры линейное
уравнение теплопроводности.

Из (3.2.49) следует, что обе теплоемкости cp и cv не могут быть одновременно
постоянными (не зависящими от температуры). Поэтому очень часто принима-
ется допущение [338], что в третьем слагаемом левой части уравнения (3.2.38)
температуру T можно заменить на температуру T0. Тогда уравнение (3.2.38)
представляется в виде

∇ ·
(
ΛΛΛ˜ · ∇T

)
+ ρ q − T0

d

dt

[
a˜ 2

⊗F̌˜{e˜− a˜ϑ}]+W ∗ = ρ cp
dT

dt
. (3.2.51)

Следовательно, в этом случае из (3.2.49) получаем

ρ cv = ρ cp − 9a2KT0.

Аналогично (3.2.51) можно представить и уравнения (3.2.40)–(3.2.45), (3.2.48)
и (3.2.50).
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3.2.5.2 Граничные и начальные условия теплового содержания

Рассмотрены граничные условия первого, второго и третьего родов и начальные
условия [338].

1. Граничное условие первого рода (условие типа Дирихле). В этом
случае на некоторой части Σq поверхности Σ (Σq ⊆Σ) тела задается темпера-
тура:

T (x1, x2, x3, t)
∣∣
Σq

= T 0(x1, x2, x3, t). (3.2.52)

2. Граничное условие второго рода (условие типа Неймана). В этом
случае на некоторой части Σq поверхности Σ (Σq⊆Σ) тела задается поток тепла:

n ·ΛΛΛ˜ · ∇T
∣∣
Σq

= −n · q
∣∣
Σq

= −q0(x1, x2, x3, t). (3.2.53)

3. Граничное условие третьего рода (условие, соответствующее
теплообмену с окружающей средой по закону Ньютона). В этом случае
граничное условие представляется в виде

n ·ΛΛΛ˜ · ∇T
∣∣
Σq

= −n · q
∣∣
Σq

= β
[
T (x1, x2, x3, t)

∣∣
Σq

− Tc(x
1, x2, x3, t)

]
. (3.2.54)

Здесь Tc — заданная температура окружающей среды, а β — коэффициент
теплоотдачи. Следует заметить, что могут встретиться и более сложные (нели-
нейные) граничные условия, например, для случая теплоотдачи с излучением.
Однако мы будем рассматривать только линейные граничные условия.

4. Начальное условие. При рассмотрении нестационарной задачи нужно
задать и начальное условие:

T (x1, x2, x3, t)
∣∣
t=0

= T (x1, x2, x3, 0) = T 0(x1, x2, x3). (3.2.55)

Заметим, что для тел конечных размеров начальное условие оказывает вли-
яние лишь на первой стадии нестационарного процесса. Начиная с некоторого
момента наступает режим, при котором распределение температуры практи-
чески не зависит от начального условия. В этом случае говорят, что решается
стационарная задача [338].

Заметим также, что вид функции рассеивания W ∗ конкретизируется при
выборе модели термомеханики деформируемого твердого тела (ТМДТТ).

3.2.5.3 Представление уравнения притока тепла при НПОТТ

Рассмотрим, например, уравнение притока тепла (3.2.41) и представим его при
НПОТТ. Учитывая (3.2.36) и пользуясь первым соотношением (2.9.35), будем
иметь

−∇·q = ∇·(ΛΛΛ·∇T ) = −(gP−
M
NP q

−
M + ∂3q

−
3). (3.2.56)

Отсюда, учитывая

−q
−
m = r

−
m ·ΛΛΛ · ∇T = Λ

−
mq∂qT = Λ

−
m

−
ngq−

n
∂qT = gQ−

N
Λ

−
m

−
NNQT + Λ

−
m

−
3∂3T,

получим

∇·(ΛΛΛ·∇T )=gP−
M
NP (g

Q
−
N
Λ

−
M

−
NNQT )+g

P
−
M
NP (Λ

−
M

−
3∂3T )+∂3(g

Q
−
N
Λ

−
3
−
NNQT )+∂3(Λ

−
3
−
3∂3T ). (3.2.57)
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Далее, осуществляя простые преобразования, найдем

b˜ 2

⊗∇u = bpq∇puq = gQ−
N
b

−
M

−
qNPu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
. (3.2.58)

В силу (3.2.57) и (3.2.58) из (3.2.41) приходим к искомому представлению

gP−
M
NP (g

Q
−
N
Λ

−
M

−
NNQT )+g

P
−
M
NP (Λ

−
M

−
3∂3T )+∂3(g

Q
−
N
Λ

−
3
−
NNQT )+∂3(Λ

−
3
−
3∂3T )+

+ρ q − T
d

dt

(
gP−
M
b

−
M

−
qNPu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.2.59)

Легко показать, что (3.2.59) можно записать в форме

gP−
M
gQ−
N
NP (Λ

−
M

−
NNQT )+g

P
−
M
NP (Λ

−
M

−
3∂3T )+g

Q
−
N
∇3(Λ

−
3
−
NNQT )+∂3(Λ

−
3
−
3∂3T )+

+ρ q − T
d

dt

(
gP−
M
b

−
M

−
qNPu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.2.60)

Нетрудно найти представления уравнения притока тепла для однородного
относительно x3 материала. В самом деле, учитывая, что ∂3ΛΛΛ˜ = 0, из (3.2.59)
получим

gP−
M
NP (g

Q
−
N
Λ

−
M

−
NNQT )+g

P
−
M

[
∇P (Λ

−
M

−
3∂3T )−Λ

−
M

−
3g

−
3
P
∂2
3
T
]
+Λ

−
3
−
N∂3(g

Q
−
N
NQT )+Λ

−
3
−
3∂2

3
T+

+ρ q − T
d

dt

(
gP−
M
b

−
M

−
qNPu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.2.61)

Аналогично (3.2.61) для однородного материала из (3.2.59) находим

gP−
M
Λ

−
M

−
NNP (g

Q
−
N
NQT )+g

P
−
M
Λ

−
M

−
3NP∂3T+Λ

−
3
−
N∂3(g

Q
−
N
NQT )+Λ

−
3
−
3∂2

3
T+

+ρ q − T
d

dt

(
gP−
M
b

−
M

−
qNPu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.2.62)

В силу (3.2.56) из (3.2.38), (3.2.42) и (3.2.43) получим соответственно следу-
ющие представления уравнения притока тепла:

−gP−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt

(
a˜ 2

⊗P˜)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
, (3.2.63)

−gP−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt
b˜ 2

⊗
[(
∇u−C

≃
·φφφ− a˜ϑ)]+W ∗ = ρ cp

dT

dt
, (3.2.64)

−gP−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt

(
a˜ 2

⊗P˜ + a˜ 2

⊗µµµ˜)+W ∗ = ρ cp
dT

dt
. (3.2.65)

Нетрудно заметить, что уравнение притока тепла приближения порядка r,
например, исходя из (3.2.65), представится в виде

− g
(r)

P
−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt

(
a˜ 2

⊗P˜ (r)
+ a˜ 2

⊗µµµ˜(r))+W ∗ = ρ cp
dT

dt
. (3.2.66)

Аналогично (3.2.66) можно получить из приведенных выше представлений со-
ответствующие уравнения притока тепла приближения порядка r. С целью со-
кращения письма их выписывать не будем.
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Следует отметить, что для классической теории упругости соответствующие
варианты представления притока тепла получим, если в (3.2.59)– (3.2.65) харак-
теристики микрополярной теории считать равными нулю (φφφ = 0, µµµ = 0). При
этом в классическом случае следует учесть, что ΛΛΛ˜ = ΛΛΛ˜T и b˜ = b˜T . Следователь-
но, имея (3.2.59)– (3.2.65) и соответствующие представления этих уравнений
для классической теории, не представляет труда из них получить аналогичные
представления уравнения притока тепла для частных случаев анизотропии. По-
этому на этом останавливаться не будем. Следовательно, в рассматриваемом
случае аналогично (3.2.25) можно ввести дифференциальный оператор и пред-
ставить уравнение притока тепла подобно (3.2.26) и (3.2.27) в операторном виде,
а также можно рассматривать аналогичные (3.2.28) соотношения. При необхо-
димости это сделать нетрудно, поэтому с целью сокращения письма и на этом
останавливаться не будем.

3.2.5.4 Представления закона теплопроводности Фурье при НПОТТ

В силу определения градиента и (2.9.2) из (3.2.36) получим

q = −ΛΛΛ˜ ·∇T = −ΛΛΛ˜ ·(r−
MgP−

M
NPT + r

−
3∂3T

)
= −ΛΛΛ

−
MgP−

M
NPT −ΛΛΛ

−
3∂3T, −ΛΛΛ

−
m = ΛΛΛ˜ · r

−
m, (3.2.67)

или отсюда, учитывая выражение для gP−
M

(1.5.37), будем иметь

q = −ΛΛΛ
−
M

∞∑
s=0

A
(s)

−
P
+
M
NPT −ΛΛΛ

−
3∂3T. (3.2.68)

Следовательно, закон теплопроводности Фурье приближения порядка r пред-
ставится в виде

q
(r)

= −ΛΛΛ
−
M g

(r)

P
−
M
NPT −ΛΛΛ

−
3∂3T. (3.2.69)

Соотношения (3.2.67) – (3.2.69) — искомые формы представления закона
теплопроводности Фурье. Заметим, что с помощью (3.2.67) – (3.2.69) граничные
условия (3.2.53) и (3.2.54) можно представить при НПОТТ. С целью сокращения
письма их приводить не будем.

3.3 Системы уравнений МДТТТ в моментах

Получены системы уравнений МДТТТ в моментах относительно систем поли-
номов Чебышева второго рода и Лежандра при НПОТТ.

3.3.1 Системы уравнений микрополярной МДТТТ в моментах кон-
травариантных составляющих тензоров напряжений и момент-
ных напряжений относительно системы полиномов Чебышева
второго рода

Эти системы уравнений можно получить, исходя из (3.1.27) – (3.1.29). Однако,
в рассматриваемом случае получим их из (3.1.33) и (3.1.29). Представления-
ми (3.1.27) целесообразно пользоваться при использовании системы полиномов
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Лежандра аналогично тому, как это делается в случае классической теории в
[69].

Считая материал однородным относительно x3 и применяя к уравнениям
(3.1.33) оператор моментов k-го порядка, в силу (2.7.2), (2.7.3), (2.7.4) и (2.7.10)
получим

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

(k)

M
[
(x3)mNPP

−
M
]
+

(k)

P
−
3 ′ + ρ

(k)

F = ρ
∂2

(k)

u

∂ t2
,

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

(k)

M
[
(x3)mNPµµµ

−
M
]
+

(k)

µµµ
−
3 ′ +C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2
(k)

φφφ

∂ t2
, k ∈ N0.

(3.3.1)

Для нахождения выражений для первых слагаемых в левых частях (3.3.1)
можно воспользоваться (2.9.10). В самом деле, заменяя в (2.9.10) s и ∞ на m

и r соответственно, а F на P
−
M , получим выражения для первого слагаемого

в левой части первого соотношения (3.3.1). Далее, заменяя в (2.9.10) s и ∞
соответственно на m и r, а F на µµµ

−
M , найдем выражение для первого слагаемого

в левой части второго соотношения (3.3.1). Учитывая полученные выражения
для этих слагаемых, из (3.3.1) найдем искомые уравнения в виде{ r∑

m=0

( 2m∑
p=0

A
(m)

−
P
+
M
2−2mCp

2m∇P

(k−m+p)

P
−
M − g

−
3
+
P

2(m+1)∑
p=0

A
(m)

−
P
+
M
2−2(m+1)Cp

2m+2

(k−m−1+p)

P
−
M ′
)
+

+
(k)

P
−
3 ′
}
+ ρ

(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,
{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜+ρ(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, ∀r∈N0, k ∈ N0,

(3.3.2)

где в силу (2.7.11)
(n)

P
−
m′ = 4(n+ 1)

∞∑
p=0

(n+2p+1)

P
−
m = 2(n+ 1)

∞∑
p=n

[
1− (−1)n+p

](p)
P

−
m,

(n)

µµµ
−
m′ = 4(n+ 1)

∞∑
p=0

(n+2p+1)

µµµ
−
m = 2(n+ 1)

∞∑
p=n

[
1− (−1)n+p

](p)
µµµ

−
m,

(3.3.3)

а запись вида
{
P ⇒ µµµ

}
означает, что выражения в этих фигурных скобках

получается из выражения в фигурных скобках предыдущего соотношения, если
букву P заменить на буквуµµµ. Аналогичная запись применяется и в дальнейшем.

Заметим, что, исходя из (3.1.28), найдем уравнения, которые получатся из
(3.3.2), если r заменить на ∞. Уравнения (3.3.2) назовем уравнениями движе-
ния в моментах приближения порядка r микрополярной МДТТТ. Нетрудно
заметить, что с помощью первого соотношения (2.9.6) уравнения (3.3.1) можно
записать в форме

r∑
m=0

{
A
(m)

−
P
+
M
∇P

(k)

M
[
(x3)mP

−
M
]
− g

−
3
+
P
A
(m)

−
P
+
M

(k)

M′[(x3)m+1P
−
M
]}

+
(k)

P
−
3 ′ + ρ

(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,

r∑
m=0

{
A
(m)

−
P
+
M
∇P

(k)

M
[
(x3)mµµµ

−
M
]
− g

−
3
+
P
A
(m)

−
P
+
M

(k)

M′[(x3)m+1µµµ
−
M
]}

+
(k)

µµµ
−
3 ′+C

≃

2

⊗
(k)

P˜+ρ(k)

m=J˜ · ∂2t (k)

φφφ.

(3.3.4)

Видно, что в силу (2.9.7) из (3.3.4) получим (3.3.2). Заметим, что представления
(3.3.4) удобны для того, чтобы уравнения движения в моментах приближения
порядка r микрополярной МДТТТ записать в другой форме. С целью получе-
ния этой формы записи представим (2.7.11) в удобном виде. Назначая N ≥ k,
из (2.7.11) получим

(k)

F ′ = 2(k + 1)
N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

](p)
F + 2(k + 1)

[(+)

F ′(x′)− (−1)k
(−)

F ′(x′)
]
, N ≥ k ≥ 0, (3.3.5)
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где введены обозначения
(+)

F ′(x′) =
∞∑

p=N+1

(p)

F ,
(−)

F ′(x′) =
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

F . (3.3.6)

Теперь (2.9.8) представим в аналогичной (3.3.5) форме. В силу (3.3.5) находим

(k−s−1+p)

F ′ = 2(k − s+ p)
{ N∑
q=k−s−1+p

[
1 + (−1)k−s+p+q

](q)
F +

[(+)

F ′ + (−1)k−s+p
(−)

F ′]}, s, k ≥ 0.

(3.3.7)

Учитывая (3.3.7), из (2.9.8) после простых выкладок получим искомое соот-
ношение

(k)

M ′[(x3)s+1F
]
=

2s+2∑
p=0

N∑
q=l−1

l 2−(2s+1)Cp
2s+2

[
1− (−1)l+q

](q)
F + a(s,k)

(+)

F ′,

l = k − s+ p, s ≥ 0, k ≥ 0.

(3.3.8)

Здесь введено следующее обозначение:

a(s,k) = 2−(2s+1)
2s+2∑
p=0

(k − s+ p)Cp
2s+2, s ≥ 0, k ≥ 0. (3.3.9)

На основании (3.3.5), (3.3.6) и (3.3.8) легко получить искомую форму записи
уравнений (3.3.4). В самом деле, учитывая, что в силу (3.3.3), (3.3.5) и (3.3.6)
имеем

(k)

P
−
m′=2(k + 1)

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

](p)
P

−
m + 2(k + 1)

[(+)

P
−
m′ − (−1)k

(−)

P
−
m′],

(k)

µµµ
−
m′=2(k + 1)

N∑
p=k

[
1−(−1)k+p

](p)
µµµ

−
m+2(k + 1)

[(+)

µµµ
−
m′−(−1)k

(−)

µµµ
−
m′], N ≥ k ≥ 0,

(3.3.10)

(+)

P
−
m′(x′) =

∞∑
p=N+1

(p)

P
−
m(x′),

(−)

P
−
m′(x′) =

∞∑
p=N+1

(−1)p
(p)

P
−
m(x′),

(+)

µµµ
−
m′(x′) =

∞∑
p=N+1

(p)

µµµ
−
m(x′),

(−)

µµµ
−
m′(x′) =

∞∑
p=N+1

(−1)p
(p)

µµµ
−
m(x′)

(3.3.11)

и осуществляя простые выкладки, найдем{ r∑
m=0

2m∑
p=0

A
(m)

−
P
+
M
2−2mCp

2m∇P

(l)

P
−
M + 2(k + 1)

N∑
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[
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](p)
P

−
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−g
−
3
+
P
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A
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−
P
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M

2m+2∑
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N∑
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P

−
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−
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−
3
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P

( r∑
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a(m,k)A
(m)

−
P
+
M

)
r

−
M − 2(k + 1)r

−
3
]
·
(+)

P˜ ′ −
[
(−1)k2(k + 1)r

−
3
]
·

(−)

P˜ ′
}
+

+ρ
(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,
{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, l = k −m+ p, ∀ k, r ∈ N0.

(3.3.12)
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3.3.1.1 Система уравнений нулевого приближения (r = 0) в момен-
тах микрополярной МДТТТ

Эту систему уравнений можно получить исходя из (3.3.1) или (3.3.2), а также
из (3.3.4) или (3.3.12). Получим ее исходя, например, из (3.3.4). При r = 0 из
(3.3.4) получим

∇I

(k)

P
−
I − g

−
3
+
I

(k)

M′(x3P
−
I ) +

(k)

P
−
3 ′ + ρ

(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,

∇I

(k)

µµµ
−
I − g

−
3
+
I

(k)

M′(x3µµµ
−
I ) +C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, k∈N0.

(3.3.13)

В силу соответствующих соотношений (2.9.7) при s = 0, (3.3.10) и (3.3.11)
нетрудно доказать, что имеет место соотношение

(k)

M′(x3P
−
I )=

1

4

((k−1)

P
−
I ′+2

(k)

P
−
I ′+

(k+1)

P
−
I ′)=k(k)

P
−
I+2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
I−

(k)

P
−
I+

(+)

P
−
I ′), k∈N0. (3.3.14)

На основании (3.3.14) и аналогичного соотношения, которое получается из
(3.3.14) заменой буквы P на µµµ, система уравнений (3.3.13) можно представить
в виде{

∇I

(k)

P
−
I− 1

4
g

−
3
+
I

[
k

(k)

P
−
I+2(k+1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
I−

(k)

P
−
I+

(+)

P
−
I ′)]+2(k+1)

N∑
p=k

[1−(−1)k+p]
(p)

P
−
3+

+2(k+1)
[(+)

P
−
3 ′−(−1)k

(−)

P
−
3 ′]}+ρ (k)

F=ρ∂2t
(k)

u ,
{
P⇒µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, k∈N0.

(3.3.15)

Соотношения (3.3.15) представляют систему уравнений нулевого приближения
в моментах микрополярной МДТТТ для однородного относительно x3 матери-
ала.

3.3.1.2 Система уравнений первого приближения (r = 1) в моментах
микрополярной МДТТТ

Эту систему аналогично системе уравнений нулевого приближения в моментах
получим из (3.3.4). При r = 1 из (3.3.4) имеем{

∇I

(k)

P
−
I + A

(1)

−
P
+
M
∇P

(k)

M(x3P
−
M)− g

−
3
+
I

(k)

M′(x3P
−
I )− g

−
3
+
P
A
(1)

−
P
+
M

(k)

M′[(x3)2P−
M
]
+

(k)

P
−
3 ′
}
+

+ρ
(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,
{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, k∈N0.

(3.3.16)

В силу первых двух соотношений (2.9.7) при s = 1 получим

∇P

(k)

M(x3P
−
M) =

1

4

(
∇P

(k−1)

P
−
M + 2∇P

(k)

P
−
M +∇P

(k+1)

P
−
I
)
, k ≥ 0. (3.3.17)

С помощью (2.9.8) при s = 1, (3.3.10) и (3.3.11) находим
(k)

M′[(x3)2P−
M
]
=
1

4

[
(k − 1)

(k−1)

P
−
M−4(k + 2)

(k)

P
−
M−(k + 3)

(k+1)

P
−
M+8(k + 1)

∞∑
p=k

(p)

P
−
M
]
=

=
1

4

[
(k − 1)

(k−1)

P
−
M−4(k + 2)

(k)

P
−
M−(k + 3)

(k+1)

P
−
M+8(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
M+

(+)

P
−
M ′)], k≥0.

(3.3.18)
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На основании (3.3.14), (3.3.17), (3.3.18) и аналогичных соотношений, получа-
емых из них заменой буквы P на µµµ, а также с учетом второго соотношения
(1.5.63) и (3.3.10) из (3.3.16) получим искомую форму записи системы уравне-
ний первого приближения в моментах микрополярной МДТТТ{

∇I

(k)

P
−
I +

1

4

(
g

−
J
−
I
− g

−
J
+
I

)
∇J

((k−1)

P
−
I + 2

(k)

P
−
I +

(k+1)

P
−
I
)
−

−g
−
3
+
I

{
g

−
I
−
J

[
k

(k)

P
−
J + 2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
J −

(k)

P
−
J +

(+)

P
−
J ′)]+ 1

4

(
g

−
I
−
J
− g

−
I
+
J

)[
(k − 1)

(k−1)

P
−
J−

−4(k + 2)
(k)

P
−
J − (k + 3)

(k+1)

P
−
J + 8(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

P
−
J +

(+)

P
−
J ′)]}+

+2(k + 1)
[ N∑
p=k

(1− (−1)k+p)
(p)

P
−
3 +

((+)

P
−
3 ′ − (−1)k

(−)

P
−
J ′)]}+ ρ

(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ T + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, k∈N0.

(3.3.19)

Заметим, что в приведенных выше уравнениях в силу (3.1.13) имеем

∇PP
−
M = ∇0

P
P

−
M −

(
g

−
M
−
P

− g
−
M
+
P

)
P

−
3 , ∇0

P
P

−
M = ∂PP

−
M +P

−
NΓ

−
M
−
N

−
P

и аналогичные соотношения, получающиеся из этих соотношений, если в них
букву P заменить на µµµ. Заметим также, что при необходимости не представляет
большого труда получить системы уравнений второго, третьего и т.д. прибли-
жений. С целью сокращения письма на этом останавливаться не будем.

Отметим, что выше одновременно получены соответствующие системы урав-
нений и классической МДТТТ. В рассматриваемых выше случаях ими являют-
ся первые соотношения (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.12), (3.3.13), (3.3.15),
(3.3.16) и (3.3.19) соответственно. Если ρ и J˜ зависят от x3, то во всех рассмат-
риваемых выше случаях при нахождении моментов k-го порядка объемных сил
и инерционных сил нужно пользоваться первым соотношением (3.2.33). При
необходимости их выписать нетрудно, поэтому и на этом останавливаться не
будем. Отметим также, что все приведенные выше уравнения выведены с уче-
том переменности толщины тонкого тела. Из них соответствующие уравнения

для тел постоянной толщины получаются, если в них положить g
−
3
+

I
= 0. Следо-

вательно, в этом случае уравнения будут иметь сравнительно простой вид.

3.3.2 Системы уравнений в моментах относительно системы поли-
номов Лежандра микрополярной МДТТТ

Нетрудно доказать, что аналогичные (3.3.5), (3.3.14), (3.3.17) и (3.3.18) (см.
(2.1.17), (2.1.18), (2.2.6)) соотношения для полиномов Лежандра представляют-
ся в виде

(k)

M(∂3F ) =
(k)

M ′(F ) = (2k + 1)
∞∑

p=k+1

[1− (−1)k+p]
(p)

F =

= (2k + 1)[
(+)

F − (−1)k
(−)

F ]− (2k + 1)
k∑
p=0

[1− (−1)k+p]
(p)

F ,
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(k)

M(x3∂3F ) =
(k)

M ′(x3F ) = k
(k)

F + (2k + 1)
∞∑

p=k+1

(p)

F =

= k
(k)

F − (2k + 1)
k∑
p=0

(p)

F + (2k + 1)
(+)

F ,

(3.3.20)

(k)

M [(x3)2∂3F ] =
(k − 1)k

2(2k − 1)

(k−1)

F + k
(k)

F − (k + 1)(k + 2)

2(2k + 3)

(k+1)

F + (2k + 1)
∞∑

p=k+1

(p)

F =

=
(k − 1)k

2(2k − 1)

(k−1)

F + k
(k)

F − (k + 1)(k + 2)

2(2k + 3)

(k+1)

F − (2k + 1)
k∑
p=0

(p)

F + (2k + 1)
(+)

F .

В силу (2.1.17), (2.1.18) и (2.2.3) легко доказать также, что имеют место
соотношения

(k)

M(x3F ) =
k

2(2k − 1)

(k−1)

F +
1

2

(k)

F +
k + 1

2(2k + 3)

(k+1)

F ,

(k)

M [(x3)2F ] =
(k − 1)k

4(2k − 3)(2k − 1)

(k−2)

F +
k

2(2k − 1)

(k−1)

F +

+
3k2 + 3k − 2

2(2k − 1)(2k + 3)

(k)

F +
k + 1

2(2k + 3)

(k+1)

F +
(k + 1)(k + 2)

4(2k + 3)(2k + 5)

(k+2)

F .

(3.3.21)

Следует заметить, что те части соотношений (3.3.20), которые содержат
(−)

F и
(+)

F , применяются в тех случаях, когда на лицевых поверхностях заданы значения
величины F .

Применяя оператор моментов k-го порядка относительно систем полино-
мов Лежандра к уравнениям (3.1.27) и учитывая первое соотношение (3.3.20) с
учетом значений величины на лицевых поверхностях, после простых выкладок
получим вариант бесконечной системы уравнений движения теории тонких тел
в моментах в виде{(

1/

√
(−)

g
)
∂P
(√(−)

g
(k)

P
−
P ) + (2k + 1)

[(+)

P
+
3 − (−1)k

(−)

P
−
3
]
− 2(2k + 1)

(k)

P
−

−
3
}
+ ρ

(k)

F = ρ∂2t
(k)
u ,{

P ⇒ µµµ
}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)
m = J˜ · ∂2t (k)ωωω , k∈N0,

(3.3.22)

где введены обозначения
(k)

P
−
p = (2k + 1)

1∫
0

P
−
pPk(x

3)dx3,
(k)
µµµ

−
p = (2k + 1)

1∫
0

µµµ
−
pPk(x

3)dx3,

(k)

P˜ = (2k + 1)
1∫
0

P
−̃
Pk(x

3)dx3,
(k)

F = (2k + 1)
1∫
0

F
−
Pk(x

3)dx3,

(k)
m = (2k + 1)

1∫
0

m
−
Pk(x

3)dx3,
(k)
u = (2k + 1)

1∫
0

u
−
Pk(x

3)dx3,

(k)
ωωω = (2k + 1)

1∫
0

ωωω
−
Pk(x

3)dx3, k∈N0,

P
−
p =

(−)

ϑPp, µµµ
−
p =

(−)

ϑµµµp, P
−̃
=

(−)

ϑP˜ , F
−
=

(−)

ϑF, m
−

=
(−)

ϑm, u
−
=

(−)

ϑ u, ωωω
−
=

(−)

ϑωωω,

(k)

P
−

−
3 =

(k−1)

P
−
3 +

(k−3)

P
−
3 +

(k−5)

P
−
3 + . . . ,

(k)
µµµ
−

−
3 =

(k−1)
µµµ

−
3 +

(k−3)
µµµ

−
3 +

(k−5)
µµµ

−
3 + . . . ,

(+)

P
+
3 = P

−
3
∣∣
x3=1

,
(−)

P
−
3 = P

−
3
∣∣
x3=0

,
(+)

µµµ
+
3 = µµµ

−
3
∣∣
x3=1

,
(−)

µµµ
−
3 = µµµ

−
3
∣∣
x3=0

.
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Систему уравнений (3.3.22) можно еще записать в виде{
∇P

(k)

P
−
P + (2k + 1)

[(+)

P
+
3 − (−1)k

(−)

P
−
3
]
− 2(2k + 1)

(k)

P
−

−
3
}
+ ρ

(k)

F = ρ∂2t
(k)
u ,{

P ⇒ µµµ
}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)
m = J˜ · ∂2t (k)ωωω , k∈N0,

(3.3.23)

где ∇P – пространственный оператор ковариантного дифференцирования в
базисе, связанном с внутренней базовой поверхностью [252].

Следует заметить, если исходить из уравнений классической теории упруго-
сти, то получается только первое соотношение (3.3.23). В случае тел класса TS

(тонких и пологих) имеем
(−)

ϑ ≈ 1. Тогда система уравнений (3.3.23) представ-
ляется в более простой форме. Заметим также, что выражения в квадратных
скобках в правых частях уравнений (3.3.23) определяются с помощью гранич-
ных условий [69] на лицевых поверхностях (см. ниже раздел "О граничных и
начальных условиях"). В этой связи (3.3.23) можно называть системой урав-
нений в моментах с учетом граничных условий на лицевых поверхностях. Пре-
имущество этой системы заключается в том, что каждое уравнение системы
содержит конечное число слагаемых. Ниже, исходя из представления (3.1.33),
получим системы уравнений движения нулевого (r = 0) и первого (r = 1)
приближений в моментах относительно систем полиномов Лежандра без учета
и с учетом граничных условий на лицевых поверхностях. При этом, так как
при применении системы полиномов Чебышева были даны подробные выво-
ды систем уравнений движения в моментах, то в рассматриваемом случае на
подробных выводах этих систем уравнений останавливаться не будем.

3.3.2.1 Системы уравнений движения нулевого и первого прибли-
жений в моментах относительно системы полиномов Лежан-
дра без учета граничных условий физического содержания
на лицевых поверхностях

Эти системы уравнений движения получаются из (3.1.33) при r = 0 и r = 1 с
применением (3.3.20) без учета значений величины на лицевых поверхностях.
Они представляются соответственно в виде{

∇I

(k)

P
−
I − g

−
3
+
I
[k

(k)

P
−
I + (2k + 1)

∞∑
p=k+1

(p)

P
−
I ] + (2k + 1)

∞∑
p=k

[1− (−1)k+p]
(p)

P
−
3
}
+

+ρ
(k)

F = ρ∂2t
(k)
u ,

{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)
m = J˜ · ∂2t (k)ωωω , k∈N0;

(3.3.24)

{
∇I

(k)

P
−
I +

1

2
(g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)
( k

2k − 1
∇P

(k)

P
−
M +∇P

(k)

P
−
M +

k + 1

2k + 3
∇P

(k+1)

P
−
M
)
+

+(2k + 1)
∞∑
p=k

[1− (−1)k+p]
(p)

P
−
3 − g

−
3
+
P

[
g

−
P
−
M

[
k
(k)

P
−
M + (2k + 1)

∞∑
p=k+1

(p)

P
−
M
]
+

+(g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)
[ (k − 1)k

2(2k − 1)

(k−1)

P
−
M + k

(k)

P
−
M − (k + 1)(k + 2)

2(2k + 3)

(k+1)

P
−
M+

+(2k+1)
∞∑

p=k+1

(p)

P
−
M
]]}

+ρ
(k)

F=ρ∂2t
(k)
u ,

{
P ⇒ µµµ

}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ +ρ(k)m=J˜ · ∂2t (k)ωωω , k∈N0.

(3.3.25)
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Напоминаем, что запись вида
{
P ⇒ µµµ

}
означает, что выражения в этих

фигурных скобках получается из выражения в фигурных скобках предыду-
щего соотношения, если букву P заменить на букву µµµ. Аналогичная запись
применяется и в дальнейшем.

3.3.2.2 Системы уравнений движения первого приближения в мо-
ментах относительно системы полиномов Лежандра с учетом
граничных условий физического содержания на лицевых по-
верхностях

Искомые системы уравнений движения получаются аналогично (3.3.24) и (3.3.25)
из (3.1.33) при r = 0 и r = 1 с использованием (3.3.20) с учетом значений вели-
чины на лицевых поверхностях. Они имеют соответственно вид{

∇I

(k)

P
−
I − g

−
3
+
I
[k

(k)

P
−
I − (2k + 1)

k∑
p=0

(p)

P
−
I ](2k + 1)

k∑
p=0

[1− (−1)k+p]
(p)

P
−
3+

+(2k + 1)[

√
g

+
3
+
3
(+)

P + (−1)k
√
g

−
3
−
3
(−)

P ]
}
+ ρ

(k)

F = ρ∂2t
(k)
u ,{

P ⇒ µµµ
}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)
m = J˜ · ∂2t (k)ωωω , k∈N0;

(3.3.26)

{
∇I

(k)

P
−
I +

1

2
(g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)
( k

2k − 1
∇P

(k)

P
−
M +∇P

(k)

P
−
M +

k + 1

2k + 3
∇P

(k+1)

P
−
M
)
−

−(2k + 1)
k∑
p=0

[1− (−1)k+p]
(p)

P
−
3 − g

−
3
+
P

[
g

−
P
−
M

[
k
(k)

P
−
M − (2k + 1)

k∑
p=0

(p)

P
−
M
]
+

+(g
−
P
−
M
−g

−
P
+
M
)
[ (k − 1)k

2(2k − 1)

(k−1)

P
−
M+k

(k)

P
−
M− (k + 1)(k + 2)

2(2k + 3)

(k+1)

P
−
M−(2k + 1)

k∑
p=0

(p)

P
−
M
]]
+

+(2k + 1)[

√
g

+
3
+
3
(+)

P + (−1)k
√
g

−
3
−
3
(−)

P ]
}
+ ρ

(k)

F = ρ∂2t
(k)
u ,{

P ⇒ µµµ
}
+C

≃

2

⊗
(k)

P˜ + ρ
(k)
m = J˜ · ∂2t (k)ωωω , k∈N0.

(3.3.27)

При получении (3.3.26) были учтены граничные условия физического содер-
жания на лицевых поверхностях

(−)

n ·
(−)

P˜ = −(1/

√
g

−
3
−
3)

(−)

P
−
3 =

(−)

P ,
(+)

n ·
(+)

P˜ ≈ (1/

√
g

+
3
+
3)(

(+)

P
−
3 − g

−
3
+
I

(+)

P
−
I ) =

(+)

P ,

(−)

n ·
(−)

µµµ˜ = −(1/

√
g

−
3
−
3)

(−)

µµµ
−
3 =

(−)

µµµ ,
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ ≈ (1/

√
g

+
3
+
3)(

(+)

µµµ
−
3 − g

−
3
+
I

(+)

µµµ
−
I ) =

(+)

µµµ ,

а при выводе (3.3.27) были использованы следующие граничные условия:

(−)

n ·
(−)

P˜ = −(1/

√
g

−
3
−
3)

(−)

P
−
3 =

(−)

P ,
(+)

n ·
(+)

P˜ ≈ (1/

√
g

+
3
+
3)[

(+)

P
−
3 − g

−
3
+
P
(2g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)
(+)

P
−
M ] =

(+)

P ,

(−)

n ·
(−)

µµµ˜ = −(1/

√
g

−
3
−
3)

(−)

µµµ
−
3 =

(−)

µµµ ,
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ ≈ (1/

√
g

+
3
+
3)[

(+)

µµµ
−
3 − g

−
3
+
P
(2g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)
(+)

µµµ
−
M ] =

(+)

µµµ .
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3.3.3 Системы уравнений движения в перемещениях и вращениях
в моментах

Прежде чем получить эти уравнения, найдем моменты k-го порядка некоторых
входящих в эти уравнения выражений. Пусть F достаточно число раз диффе-
ренцируемое тензорное поле. Тогда на основании первого соотношения (2.9.6)
при s = 0 и (3.3.14) имеем

(k)

M
(
NIF

)
= ∇I

(k)

F − g
−
3
+
I

(k)

M′(x3F) = ∇I

(k)

F − 1

4
g

−
3
+
I

((k−1)

F ′ + 2
(k)

F ′ +
(k+1)

F ′) =
= ∇I

(k)

F − g
−
3
+
I

[
k

(k)

F + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

F −
(k)

F +
(+)

F ′)], (+)

F ′ ≡
∞∑

p=N+1

(p)

F , k ≥ 0.
(3.3.28)

Далее в силу (2.9.23) и второго соотношения (2.9.29) при s = 0 получаем
(k)

M˜(NINJF) = ∇I∇J

(k)

F −
(
g

−
3
+
I
∇I + g

−
3
+
J
∇J

) (k)

M˜′(x3F) + g
−
3
+
I
g

−
3
+
J

(k)

M˜′′[(x3)2F],
(k)

M˜(NI∇3F
)
=

(k)

M˜′(NIF) = ∇I

(k)

F ′ − g
−
3
+
I

(k)

M˜′′(x3F).
(3.3.29)

С помощью (2.7.15) и (2.7.16) (см. еще (2.7.17)) и (3.3.14) будем иметь
(k)

M˜′′(x3F) =
( (k)

M′(x3F)
)′ = 1

4

((k−1)

F ′ + 2
(k)

F ′ +
(k+1)

F ′)′ = 1

4

((k−1)

F ′′ + 2
(k)

F ′′ +
(k+1)

F ′′). (3.3.30)

Посредством (2.7.15) и (2.7.16) из (3.3.18) получаем
(k)

M˜′′[(x3)2F] = 1

4

[
(k − 1)

(k−1)

F ′ − 4(k + 2)
(k)

F ′ − (k + 3)
(k+1)

F ′ + 8(k + 1)
∞∑
p=k

(p)

F ′]. (3.3.31)

Заметим, что в силу (2.7.13) имеем
(k)

F ′′(x′) = 2(k + 1)
∞∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
[
1 + (−1)k+p

](p)
F =

= 2(k + 1)
[ N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
[
1 + (−1)k+p

](p)
F +

(+)

F ′′ + (−1)k
(−)

F ′′,

(3.3.32)

где введены обозначения
(+)

F ′′ =
∞∑

p=N+1

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

F ,
(−)

F ′′ =
∞∑

p=N+1

(−1)p(p− k)(p+ k + 2)
(p)

F .

Учитывая (3.3.32), из (3.3.30) найдем
(k)

M˜′′(x3F) = 2(k + 1)
∞∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

F − 3(k + 1)
∞∑
p=k

(
1− (−1)k+p

)(p)
F
]
=

= 2(k + 1)
∞∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

F − 3

2

(p)

F ′ = 2(k + 1)
N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

F−

−3(k + 1)
N∑
p=k

(
1− (−1)k+p

)(p)
F + 2(k + 1)

(+)

F ′′ − 3(k + 1)
((+)

F ′ − (−1)k
(−)

F ′), k ≥ 0.

(3.3.33)

Здесь в силу первых двух соотношений (3.3.11) (см. еще (3.3.6)) имеем
(+)

F ′(x′) =
∞∑

p=N+1

(p)

F(x′),
(−)

F ′(x′) =
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

F(x′).
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Теперь преобразуем (3.3.31). Учитывая (2.7.11), из (3.3.31) получим
(k)

M˜′′[(x3)2F] = 1

4

[
(k − 1)4k

∞∑
p=0

(k+2p)

F − 4(k + 2)4(k + 1)
∞∑
p=0

(k+2p+1)

F −

−(k + 3)4(k + 2)
∞∑
p=0

(k+2p+2)

F + 8(k + 1)
∞∑
p=k

4(p+ 1)
∞∑
q=0

(p+2q+1)

F =

= (k − 1)k
∞∑
p=0

(k+2p)

F − 4(k + 1)(k + 2)
∞∑
p=0

(k+2p+1)

F − (k + 2)(k + 3)
∞∑
p=0

(k+2p+2)

F +

+8(k + 1)
∞∑
p=k

(p+ 1)
∞∑
q=0

(p+2q+1)

F .

(3.3.34)

Нетрудно доказать, что имеет место соотношение

8
∞∑
p=k

(p+ 1)
∞∑
q=0

(p+2q+1)

F = 2
∞∑
p=k

(p− k)(k + p+ 2)
(p)

F + (2k + 1)
∞∑
p=k

[1− (−1)k+p]
(p)

F . (3.3.35)

Учитывая (3.3.35), из (3.3.34) будем иметь
(k)

M˜′′[(x3)2F] = (k + 2)(k + 3)
(k)

F + 2(k + 1)
∞∑
p=k

[
(p− k)(k + p+ 2)− 3

](p)
F =

= (k + 2)(k + 3)
(k)

F+2(k + 1)
{ N∑
p=k

[
(p− k)(k + p+ 2)− 3

](p)
F +

((+)

F ′′−3
(+)

F ′)}, k≥0.

(3.3.36)

С помощью (3.3.14) и (3.3.36) первое соотношение (3.3.29) можно представить
в виде

(k)

M˜[NINJF
]
= ∇I∇J

(k)

F −
(
g

−
3
+
I
∇J + g

−
3
+
J
∇I

)[
k

(k)

F + (k + 1)
( N∑
p=k

(p)

F −
(k)

F +
(+)

F ′)]+
+g

−
3
+
I
g

−
3
+
J

[
(k + 2)(k + 3)

(k)

F + 2(k + 1)
N∑
p=k

(
(p− k)(p+ k + 2)− 3

)(p)
F + 2(k + 1)+

+
((+)

F ′′ − 3
(+)

F ′)] k ≥ 0.

(3.3.37)

Далее на основании первого соотношения (3.3.10) и (3.3.33) из второго соотно-
шения (3.3.29) получаем

(k)

M˜[NI∇3F
]
= 2(k + 1)

[ N∑
p=k

(
1− (−1)k+p

)
∇I

(p)

F +
(
∇I

(+)

F ′ − (−1)k∇I

(−)

F ′)]−
−(k + 1)g

−
3
+
I

[
2
( N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

F +
(+)

F ′′)− 3
( N∑
p=k

(
1− (−1)k+p

)(p)
F+

+
((+)

F ′ − (−1)k
(−)

F ′))], k ≥ 0.

(3.3.38)

В силу первого соотношения (2.9.6) при s = 1, (3.3.17) и (3.3.18) находим
(k)

M
(
x3NPF

)
= ∇P

(k)

M(x3F)− g
−
3
+
P

(k)

M′[(x3)2F] = 1

4

(
∇P

(k−1)

F + 2∇P

(k)

F +∇P

(k+1)

F
)
−

−1

4
g

−
3
+
P

[
(k − 1)

(k−1)

F − 4(k + 2)
(k)

F − (k + 3)
(k+1)

F + 8(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

F +
(+)

F ′)], k ≥ 0.
(3.3.39)
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На основании (2.9.23) при s = 1 и s = 2 и второго соотношения (2.9.29) при
s = 1 (см. и (2.9.31)) будем иметь соответственно

(k)

M˜(x3NPNQF)=∇P∇Q

(k)

M˜(x3F)−
(
g

−
3
+
P
∇Q+g

−
3
+
Q
∇P

) (k)

M˜′[(x3)2F]+g−
3
+
P
g

−
3
+
Q

(k)

M˜′′[(x3)3F],
(k)

M˜(x3NP∇3F
)
=

(k)

M˜′(x3NPF) = ∇P

(k)

M˜′(x3F)− g
−
3
+
P

(k)

M˜′′[(x3)2F],
(k)

M˜[(x3)2NPNQF]=∇P∇Q (k)

M˜[(x3)2F]−(g−
3
+
P
∇Q+g

−
3
+
Q
∇P
) (k)

M˜′[(x3)3F]+g−
3
+
P
g

−
3
+
Q

(k)

M˜′′[(x3)4F].
(3.3.40)

Представим эти соотношения аналогично (3.3.37) и (3.3.38). Для того, чтобы
найти выражение для первого соотношения (3.3.40) нужно найти выражение

только для
(k)

M˜′′[(x3)3F], так как для
(k)

M˜(x3F) и
(k)

M˜′[(x3)2F] выше уже были най-

дены соответствующие выражения. Сперва найдем выражение для
(k)

M˜′[(x3)3F],
а потом, используя (2.7.16), для

(k)

M˜′′[(x3)3F]. С помощью (2.9.8) при s = 2 по-
лучим

(k)

M˜′[(x3)3F]= 2−6
((k−3)

F ′ + 6
(k−2)

F ′ + 15
(k−1)

F ′ + 20
(k)

F ′ + 15
(k+1)

F ′ + 6
(k+2)

F ′ +
(k+3)

F ′
)
, k≥0,

(−3)

F = −
(1)

F ,
(−2)

F = −
(0)

F ,
(−1)

F = 0.

Отсюда в силу (2.7.11) после простых выкладок имеем
(k)

M˜′[(x3)3F] = 1

16

[
(k − 2)

(k−2)

F + 6(k − 1)
(k−1)

F − 2(8k + 17)
(k)

F − 6(k + 3)
(k+1)

F −

−(k + 4)
(k+2)

F + 32(k + 1)
∞∑
p=k

(p)

F
]
, k ≥ 0,

(−2)

F = −
(0)

F ,
(−1)

F = 0.
(3.3.41)

Теперь с помощью (2.7.15) и (2.7.16) из (3.3.41) имеем
(k)

M˜′′[(x3)3F] = 1

16

[
(k − 2)

(k−2)

F ′ + 6(k − 1)
(k−1)

F ′ − 2(8k + 17)
(k)

F ′ − 6(k + 3)
(k+1)

F ′−

−(k + 4)
(k+2)

F ′ + 32(k + 1)
∞∑
p=k

(p)

F ′
]
, k ≥ 0,

а отсюда в свою очередь на основании (2.7.11) и (3.3.35) после простых выкла-
док находим

(k)

M˜′′[(x3)3F] = 1

4

[
(k − 2)(k − 1)

(k−1)

F + 6(k + 2)(k + 3)
(k)

F + (k + 3)(k + 4)
(k+1)

F +

+4(k + 1)
∞∑
p=k

(
2(p− k)(k + p+ 2)− 9

)(p)
F
]
=

1

4

{
(k − 2)(k − 1)

(k−1)

F +

+6(k + 2)(k + 3)
(k)

F + (k + 3)(k + 4)
(k+1)

F +

(3.3.42)

+4(k + 1)
N∑
p=k

[
2(p− k)(k + p+ 2)− 9

](p)
F + 4(k + 1)

(
2
(+)

F ′′ − 9
(+)

F ′)}, k ≥ 0,
(−1)

F = 0.

Учитывая (3.3.17), (3.3.18) и (3.3.42), из первого соотношения (3.3.40) получим
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(k)

M˜(x3NPNQF) = 1

4

{
∇P∇Q(

(k−1)

F + 2
(k)

F +
(k+1)

F )−

−
(
g

−
3
+
P
∇Q+g

−
3
+
Q
∇P

)[
(k−1)

(k−1)

F −4(k+2)
(k)

F−(k+3)
(k+1)

F +8(k+1)
( N∑
p=k

(p)

F+
(+)

F ′)]+
+g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q

[
(k − 2)(k − 1)

(k−1)

F + 6(k + 2)(k + 3)
(k)

F + (k + 3)(k + 4)
(k+1)

F +

+4(k + 1)
N∑
p=k

(
2(p− k)(k + p+ 2)− 9

)(p)
F + 4(k + 1)

(
2
(+)

F ′′ − 9
(+)

F ′)]}, k ≥ 0.

(3.3.43)

С помощью (3.3.14) и (3.3.36) второе соотношение (3.3.40) можно записать в
форме

(k)

M˜(x3NP∇3F
)
= k∇P

(k)

F + 2(k + 1)
( N∑
p=k

∇P

(p)

F −∇P

(k)

F +∇P

(+)

F ′)−
−g

−
3
+
P

[
(k + 2)(k + 3)

(k)

F + 2(k + 1)
N∑
p=k

(
(p− k)(k + p+ 2)− 3

)(p)
F+

+2(k + 1)
((+)

F ′′ − 3
(+)

F ′)], k ≥ 0.

(3.3.44)

Нетрудно получить выражения и для
(k)

M˜′′[(x3)4F]. В самом деле, осуществ-
ляя несложные выкладки, будем иметь

(k)

M˜′′[(x3)4F] = 1

16

{
(k − 3)(k − 2)

(k−2)

F + 8(k − 2)(k − 1)
(k−1)

F +

+6(k + 3)(5k + 11)
(k)

F + 8(k + 3)(k + 4)
(k+1)

F + (k + 4)(k + 5)
(k+2)

F +

+32(k + 1)
∞∑
p=k

[(p− k)(p+ k + 2)− 6]
(p)

F
}
=

=
1

16

{
(k − 3)(k − 2)

(k−2)

F + 8(k − 2)(k − 1)
(k−1)

F +

(3.3.45)

+6(k + 3)(5k + 11)
(k)

F + 8(k + 3)(k + 4)
(k+1)

F + (k + 4)(k + 5)
(k+2)

F +

+32(k + 1)
[ N∑
p=k

[(p− k)(p+ k + 2)− 6]
(p)

F +
(+)

F ′′ − 6
(+)

F ′]}, k ≥ 0.

Учитывая (2.6.1) при s = 2, (3.3.41) и (3.3.45), последнее соотношение (3.3.40)
можно представить в виде

(k)

M˜[(x3)2NPNQF]= 1

16

{
∇P∇Q(

(k−2)

F + 4
(k−1)

F + 6
(k)

F + 4
(k+1)

F +
(k+2)

F )−

−
(
g

−
3
+
P
∇Q+g

−
3
+
Q
∇P
)[
(k − 2)

(k−2)

F + 6(k − 1)
(k−1)

F − 2(8k + 17)
(k)

F − 6(k + 3)
(k+1)

F −

−(k + 4)
(k+2)

F + 32(k + 1)(
N∑
p=k

(p)

F +
(+)

F ′)
]
+g

−
3
+
P
g

−
3
+
Q

[
(k − 3)(k − 2)

(k−2)

F +

+8(k − 2)(k − 1)
(k−1)

F + 6(k + 5)(5k + 11)
(k)

F + 8(k + 3)(k + 4)
(k+1)

F +

+(k + 4)(k + 5)
(k+2)

F + 32(k + 1)
[ N∑
p=k

[(p− k)(p+ k + 2)− 6]
(p)

F +
(+)

F ′′ − 6
(+)

F ′]]}.
(3.3.46)

Следует заметить, что, используя (2.6.1) при s = 1 и s = 2, будем иметь

24
(k)

M˜[(x3)2NPNQF]= (k−2)

M˜ (
NPNQF

)
+ 4

(k−1)

M˜ (
NPNQF

)
+ 6

(k)

M˜(NPNQF)+ 4
(k+1)

M˜ (
NPNQF

)
+

+
(k+2)

M˜ (
NPNQF

)
=22

[(k−1)

M˜ (
x3NPNQF

)
+ 2

(k)

M˜(x3NPNQF)+ (k+1)

M˜ (
x3NPNQF

)]
, k ≥ 0.
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Отсюда, конечно, учитывая (3.3.37) или первое соотношение (3.3.40), получим
(3.3.46).

3.3.3.1 Системы уравнений в перемещениях (уравнений Ламе) ну-
левого и первого приближений в моментах

В силу (1.5.37) и (1.5.68) из (3.2.12) получаем следующие уравнения в переме-
щениях нулевого и первого приближений соответственно при новой параметри-
зации области тонкого тела:[

M˜−
I
−
JNINJ +M˜−

I
−
3(NI∇3 +∇3NI) +M˜−

3
−
3∇2

3

]
· u+ ρF = ρ∂2t u, (3.3.47)

{
M˜ −

M
−
N
[
g

−
P
−
M
g

−
Q
−
N
+x3B

(1)

−
P

−
Q

+
M

+
N
+ (x3)2B

(2)

−
P

−
Q

+
M

+
N

]
NPNQ+

+M˜ −
M

−
3
(
g

−
P
−
M
+x3A

(1)

−
P
+
M

)
(NP∇3+∇3NP )+M˜−

3
−
3∇2

3

}
·u+ ρF = ρ∂2t u.

(3.3.48)

Применяя к уравнениям (3.3.47) и (3.3.48) оператор моментов k-го порядка
и учитывая (2.7.2), (2.7.3), (2.7.4) и (2.7.12), найдем

M˜−
I
−
J ·

(k)

M
(
NINJu

)
+ 2M˜−

I
−
3 ·

(k)

M
(
NI∇3u

)
+M˜−

3
−
3 · (k)

u ′′ + ρ
(k)

F = ρ∂2t
(k)

u , (3.3.49)
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N ·
{ (k)

M
(
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)
+B

(1)

−
P
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+
M

+
N

(k)

M
(
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)
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(2)

−
P

−
Q

+
M

+
N

(k)

M
[
(x3)2NPNQu

]}
+

+2M˜ −
M

−
3 ·
[ (k)

M
(
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)
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(1)

−
P
+
M

(k)

M
(
x3NP∇3u

)]
+M˜−

3
−
3 · (k)

u ′′ + ρ
(k)

F = ρ∂2t
(k)

u .

(3.3.50)

Теперь нетрудно получить искомые уравнения в моментах. На самом деле, в
силу (3.3.32), (3.3.37) и (3.3.38) из (3.3.49) получим следующую систему урав-
нений в перемещениях нулевого приближения в моментах:

M˜−
I
−
J ·
{
∇I∇J

(k)

u −
(
g

−
3
+
I
∇J + g

−
3
+
J
∇I

)[
k

(k)

u + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u − (k)

u +
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u ′)]+
+g

−
3
+
I
g

−
3
+
J

[
(k + 2)(k + 3)

(k)

u + 2(k + 1)
N∑
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(p− k)(p+ k + 2)− 3

)(p)
u+

+2(k + 1)
((+)

u ′′ − 3
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u ′)]}+
+2(k + 1)M˜−

I
−
3 ·
{
2

N∑
p=k

(1− (−1)k+p)∇I

(p)

u + 2∇I

((+)

u ′ − (−1)k
(−)

u ′)− (3.3.51)

−g
−
3
+
I

[
2
N∑
p=k

(p−k)(p+k+2)
(p)

u−3
N∑
p=k

(1−(−1)p+k)
(p)

u+2
(+)

u ′′−3
((+)

u ′−(−1)k
(−)

u ′)]}+
+2(k + 1)M˜−

3
−
3 ·
[ N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)(1 + (−1)k+p)
(p)

u +
((+)

u ′′+(−1)k
(−)

u ′′)]+
+ρ

(k)

F = ρ∂2t
(k)

u , k ∈ N0.

Аналогично (3.3.51) на основании2 (3.3.32), (3.3.37), (3.3.38), (3.3.43), (3.3.44) и
(3.3.46) из (3.3.50), осуществляя простые выкладки, найдем систему уравнений
в перемещениях первого приближения в моментах. В связи с громоздкостью ее
выписывать не будем.

2В рассматриваемом случае, ссылаясь на соотношения (3.3.32), (3.3.37), (3.3.38), (3.3.43), (3.3.44) и (3.3.46),
считаем, что в них, имеющиеся величины предварительно заменены на u. И в дальнейшем, не оговариваясь
каждый раз, будут применены аналогичные ссылки.
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3.3.3.2 Системы уравнений в перемещениях нулевого и первого при-
ближений в моментах при неизотермических процессах

Ограничимся рассмотрением однородного изотропного материала. В этом слу-
чае уравнения в перемещениях нулевого и первого приближений для неизотер-
мических процессов при новой параметризации области тонкого тела аналогич-
но (3.3.47) и (3.3.48) по (3.2.15) представляются соответственно в виде:[

M˜−
I
−
JNINJ+M˜−

I
−
3(NI∇3+∇3NI)+M˜−

3
−
3∇2

3

]
·u−
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−
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)
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{
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M
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N
[
g

−
P
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M
g
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Q
−
N
+x3B
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P
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−
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P
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(
g

−
P
−
M
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(1)

−
P
+
M

)
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−
3∇3

)
ϑ+ ρF = ρ ∂2t u.

(3.3.53)

Применяя к уравнениям (3.3.52) и (3.3.53) оператор моментов k-го порядка,
в силу (2.7.2), (2.7.3), (2.7.4), (2.7.10) и (2.7.12) получим

M˜−
I
−
J ·

(k)

M
(
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)
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3 ·
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M
(
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u ,

(3.3.54)
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M
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(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u .

(3.3.55)

Из (3.3.54) и (3.3.55) видно, что с целью получения искомых систем уравне-
ний в моментах достаточно найти подходящие выражения для

−at(3λ+ 2µ)
[
rI

(k)

M
(
NIϑ

)
+ r

−
3
(k)

ϑ ′), −at(3λ+ 2µ)
{
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[ (k)
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(
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(1)

−
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M

(k)

M
(
x3NPϑ

)]
+ r3

(k)

ϑ ′}
и прибавить к левым частям (3.3.51) и не выписанной системы уравнений в

перемещениях в моментах первого приближения соответственно.
В силу (3.3.5) и (3.3.28) имеем

rI
(k)

M
(
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)
+ r

−
3
(k)

ϑ ′ = r
−
I
[
∂I

(k)
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−
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(
k
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ϑ ′ − (−1)k
(−)

ϑ ′)]. (3.3.56)

Аналогично (3.3.56) с помощью (3.3.5), (3.3.28) и (3.3.39) находим
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(3.3.57)
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Умножая (3.3.56) на −at(3λ + 2µ) и прибавляя правую часть полученного со-
отношения к левой части (3.3.51), получим искомую систему уравнений в пере-
мещениях нулевого приближения в моментах при неизотермических процессах

M˜−
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−
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{
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+2(k + 1)M˜−

I
−
3 ·
{
2

N∑
p=k

(1− (−1)k+p)∇I

(p)

u + 2∇I

((+)

u ′ − (−1)k
(−)

u ′)−
−g

−
3
+
I

[
2
N∑
p=k

(p−k)(p+k+2)
(p)

u−3
N∑
p=k

(1−(−1)p+k)
(p)

u+2
(+)

u ′′−3
((+)

u ′−(−1)k
(−)

u ′)]}+ (3.3.58)
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F = ρ ∂2t
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u , k ∈ N0.

Аналогично (3.3.58), умножая (3.3.57) на −at(3λ + 2µ) и прибавляя правую
часть полученного соотношения к левой части не выписанной системы уравне-
ний в перемещениях первого приближения в моментах, найдем систему уравне-
ний в перемещениях первого приближения в моментах при неизотермических
процессах. Их выписывать не будем, так как при необходимости это сделать
нетрудно.

3.3.3.3 Системы уравнений в перемещениях и вращениях нулевого
и первого приближений в моментах при неизотермических
процессах

Рассмотрим однородный изотропный физически линейный упругий материал,
обладающий центром симметрии. В этом случае уравнения в перемещениях и
вращениях нулевого и первого приближений для неизотермических процессов
при НПОТТ можно получить из (3.2.17). Действительно, на основании (1.5.37)
и (1.5.68) из (3.2.17) находим систему уравнений в перемещениях и вращениях
нулевого приближения в виде[
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I
−
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I
−
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3
−
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]
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]
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(3.3.59)

и систему уравнений в перемещениях и вращениях первого приближения в
форме {
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где b ≡ at(3λ+2µ) = 3atK. Теперь, исходя из (3.3.59) и (3.3.60) получим иско-
мые системы уравнений в моментах. Применяя к уравнениям (3.3.59) и (3.3.60)
оператор моментов k-го порядка и используя (2.7.2), (2.7.3), (2.7.4), (2.7.10) и
(2.7.12) получим соответственно
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(3.3.61)
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Видно, что моменты всех выражений, входящих в (3.3.61) и (3.3.62) уже были
выше найдены и представлены соотношениями (3.3.5), (3.3.28), (3.3.32), (3.3.37),
(3.3.38), (3.3.39), (3.3.43), (3.3.44) и (3.3.46). Поэтому, используя эти соотноше-
ния, не представляет никакого труда найти искомые системы уравнений. В са-
мом деле, осуществляя простые выкладки, систему уравнений в перемещениях
и вращениях нулевого приближения в моментах при неизотермических процес-
сах можно записать в виде
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u+2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u − (k)

u+
(+)

u ′)]+
+g

−
3
+
I
g

−
3
+
J

[
(k+2)(k+3)

(k)

u+2(k+1)
N∑
p=k

(
(p−k)(p+k+2)−3

)(p)
u+2(k+1)

((+)

u ′′−3
(+)

u ′)]}+
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+2(k + 1)M˜−
I
−
3 ·
{
2

N∑
p=k

(1− (−1)k+p)∇I

(p)

u + 2∇I

((+)

u ′ − (−1)k
(−)

u ′)−
−g

−
3
+
I

[
2

N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

u − 3
N∑
p=k

(1− (−1)p+k)
(p)

u + 2
(+)

u ′′ − 3
((+)

u ′ − (−1)k
(−)

u ′)]}+
+2(k + 1)M˜−

3
−
3 ·
[ N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)(1 + (−1)k+p)
(p)

u +
((+)

u ′′ + (−1)k
(−)

u ′′)]+
+2αC

−
I
−
J
{{

2(k + 1)
[ N∑
p=k

(1− (−1)k+p)
(p)

φ−
I
+
((+)

φ ′
−
I
− (−1)k

(−)

φ ′
−
I

)]
−∇I

(k)

φ−
3
+

+g
−
3
+
I

[
k

(k)

φ−
3
+ 2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

φ−
3
− (k)

φ−
3
+

(+)

φ ′
−
3

)]}
r−
J
+
{
∇I

(k)

φ−
J
− g

−
3
+
I

[
k

(k)

φ−
J
+

+2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

φ−
J
−(k)

φ−
J
+

(+)

φ ′
−
J

)]}
r−
3

}
−b
{
r
−
I
[
∂I

(k)

ϑ−g
−
3
+
I

(
k

(k)

ϑ + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

ϑ−
(k)

ϑ+
(+)

ϑ ′))]+
+2(k + 1)r

−
3
[ N∑
p=k

(1− (−1)k+p)
(p)

ϑ +
((+)

ϑ ′ − (−1)k
(−)

ϑ ′)]}+ ρ
(k)

F = ρ ∂2t
(k)

u ,

L˜−
I
−
J·
{
∇I∇J

(k)

φφφ−
(
g

−
3
+
I
∇J+g

−
3
+
J
∇I

)[
k

(k)

φφφ+2(k+1)
( N∑
p=k

(p)

φφφ−
(k)

φφφ+
(+)

φφφ ′)]+ (3.3.63)

+g
−
3
+
I
g

−
3
+
J

[
(k + 2)(k + 3)

(k)

φφφ+2(k+1)
N∑
p=k

(
(p−k)(p+k+2)−3

)(p)
φφφ+2(k+1)

((+)

φφφ ′′−3
(+)

φφφ ′)]}+
+2(k + 1)L˜−

I
−
3 ·
{
2

N∑
p=k

(1− (−1)k+p)∇I

(p)

φφφ + 2∇I

((+)

φφφ ′ − (−1)k
(−)

φφφ ′)−
−g

−
3
+
I

[
2

N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)
(p)

φφφ − 3
N∑
p=k

(1− (−1)p+k)
(p)

φφφ + 2
(+)

φφφ ′′ − 3
((+)

φφφ ′ − (−1)k
(−)

φφφ ′)]}+
+2(k + 1)M˜−

3
−
3 ·
[ N∑
p=k

(p− k)(p+ k + 2)(1 + (−1)k+p)
(p)

φφφ +
((+)

φφφ ′′ + (−1)k
(−)

φφφ ′′)]+
+2αC

−
I
−
J
{{

2(k + 1)
[ N∑
p=k

(1− (−1)k+p)
(p)

u−
I
+
((+)

u ′
−
I
− (−1)k

(−)

u ′
−
I

)]
−∇I

(k)

u−
3
+

+g
−
3
+
I

[
k

(k)

u−
3
+ 2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

u−
3
− (k)

u−
3
+

(+)

u ′
−
3

)]}
r−
J
+
{
∇I

(k)

u−
J
− g

−
3
+
I

[
k

(k)

u−
J
+

+2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u−
J
− (k)

u−
J
+

(+)

u ′
−
J

)]}
r−
3

}
− 4α

(k)

φφφ + ρ
(k)

m = J˜ · ∂2t (k)

φφφ, k ∈ N0.

Аналогично (3.3.63) при необходимости можно выписать систему уравнений в
перемещениях и вращениях первого приближения в моментах при неизотерми-
ческих процессах. С целью сокращения письма их выписывать не будем.

3.3.3.4 Системы уравнений в перемещениях нулевого и первого при-
ближений в моментах для однородного упругого анизотроп-
ного материала при неизотермических процессах

Нетрудно заметить, что уравнения движения нулевого и первого приближений
на основании (3.2.26) представляются соответственно в виде

L˜(0) · u+T(0)ϑ+ ρF = ρ ∂2t u, L˜(1) · u+T(1)ϑ+ ρF = ρ ∂2t u, (3.3.64)
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где в силу (3.2.27) имеем

L˜(0) = C˜−
I ·

−
J ·NINJ + (C˜−

3 ·
−
I ·∇3NI +C˜−

I ·
−
3 ·NI∇3) +C˜−

3 ·
−
3 ·∂3∂3,

L˜(1) = L˜(0) +C˜ −
M ·

−
N ·[

2∑
s=1

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
(x3)s]NPNQ + (g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)x3(C˜−

3 ·
−
M ·∇3NP +C˜ −

M ·
−
3 ·NP∇3),

T(0) = −(b
−
INI + b

−
3∂3), T(1) = T(0) − (g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)x3b

−
MNP ,

B
(1)

−
P

−
Q

+
M

+
N
= (g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)g

−
Q
−
N
+ g

−
P
−
M
(g

−
Q
−
N
− g

−
Q
+
N
), B

(2)

−
P

−
Q

+
M

+
N
= A

(2)

−
P
+
M
g

−
Q
−
N
+ A

(1)

−
P
+
M
A
(1)

−
Q
+
N
+ g

−
P
−
M
A
(2)

−
Q
+
N
,

A
(1)

−
P
+
M

= g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
, A

(2)

−
P
+
M

= (g
−
P
−
N
− g

−
P
+
N
)(g

−
N
−
M

− g
−
N
+
M
).

(3.3.65)

Далее ограничимся рассмотрением тонкого тела постоянной толщины. То-

гда, учитывая, что в этом случае g
−
3
+

I
= 0, соотношения второй, третьей и чет-

вертой строк (3.3.65) будут иметь форму

L˜(0) = C˜−
I ·

−
J ·∇I∇J + (C˜−

3 ·
−
I ·∇3∇I +C˜−

I ·
−
3 ·∇I∇3) +C˜−

3 ·
−
3 ·∂3∂3,

L˜(1) = L˜(0) +C˜ −
M ·

−
N ·[

2∑
s=1

B
(s)

−
P

−
Q

+
M

+
N
(x3)s]∇P∇Q + (g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)x3(C˜−

3 ·
−
M ·∇3∇P +C˜ −

M ·
−
3 ·∇P∇3),

T(0) = −(b
−
I∇I + b

−
3∂3), T(1) = T(0) − (g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)x3b

−
M∇P .

(3.3.66)

Теперь нетрудно получить искомые системы уравнений в моментах. В самом
деле, применяя к первому уравнению (3.3.64) оператор моментов k-го порядка
какой-либо системы полиномов (Лежандра, Чебышева) и учитывая формулы
моментов k-го порядка первых (2.2.5), (2.7.10) и вторых производных (2.2.7),
(2.7.12) вектора (компонент вектора) относительно этих систем полиномов (см.
также (2.7.14), (2.8.13), (2.8.14)), получим систему уравнений нулевого прибли-
жения в моментах

C˜−
I ·

−
J · · ∇I∇J

(k)
u + (C˜−

3 ·
−
I · +C˜−

I ·
−
3 ·) · ∇I

(k)
u ′ +C˜−

3 ·
−
3 · ·

(k)
u ′′−

−(b
−
I∇I

(k)

ϑ + b
−
3
(k)

ϑ ′) + ρ
(k)

F = ρ ∂2t
(k)
u , k ∈ N0.

(3.3.67)

Чтобы получить, систему уравнений первого приближения в моментах, оче-

видно, нужно найти выражения для
(k)

M
(
(L˜(1) − L˜(0)) · u) и

(k)

M
(
(T(1) − T(0))ϑ

)
.

В силу (3.3.66) будем иметь

(k)

M(δL˜(0) · u) = C˜ −
M ·

−
N · ·

[
B
(1)

−
P

−
Q

+
M

+
N
∇P∇Q

(k)

M(x3u) + B
(2)

−
P

−
Q

+
M

+
N
∇P∇Q

(k)

M
(
(x3)2u

)]
+

+(g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)(C˜−

3 ·
−
M · +C˜ −

M ·
−
3 ·) · ∇P

(k)

M′(x3u), δL˜(0) = L˜(1) − L˜(0),

(k)

M(δT(0)ϑ) = −(g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)b

−
M∇P

(k)

M(x3ϑ), δT(0) = T(1) −T(0).

(3.3.68)

Применяя ко второму уравнению (3.3.64) оператор моментов k-го поряд-
ка какой-либо системы полиномов (Лежандра, Чебышева) и учитывая (3.3.68),
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получим

C˜ −
M ·

−
N · ·

{
g

−
P
−
M
g

−
Q
−
N
∇P∇Q

(k)
u +

[
B
(1)

−
P

−
Q

+
M

+
N
∇P∇Q

(k)

M(x3u) +B
(2)

−
P

−
Q

+
M

+
N
∇P∇Q

(k)

M
(
(x3)2u

)]}
+

+(C˜−
3 ·

−
M · +C˜ −

M ·
−
3 ·) ·

[
g

−
P
−
M
∇P

(k)
u ′ + (g

−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)∇P

(k)

M′(x3u)
]
+C˜−

3 ·
−
3 · ·

(k)
u ′′+

−b
−
M
[
g

−
P
−
M
∇P

(k)

ϑ + (g
−
P
−
M

− g
−
P
+
M
)∇P

(k)

M(x3ϑ)
]
− b

−
3
(k)

ϑ ′) + ρ
(k)

F = ρ ∂2t
(k)
u .

(3.3.69)

Далее, учитывая (2.2.8), (2.2.11) при i = j = 3, первые два соотношения
(3.3.20) и (3.3.21), из (3.3.69) получим различные представления уравнений дви-
жения первого приближения в моментах вектора перемещений относительно си-
стемы полиномов Лежандра, а на основании (2.7.11), (2.7.13), (2.7.27) при s = 1
и s = 2 и (2.7.29) при s = 1 из (3.3.69) найдем искомые уравнения движения
первого приближения в моментах вектора перемещений относительно системы
полиномов Чебышева второго рода. При необходимости, легко также выводить
уравнения движения в моментах вектора перемещений относительно системы
полиномов Чебышева первого рода. С целью сокращения письма на выписы-
вании упомянутых в этом абзаце уравнений в моментах останавливаться не
будем.

3.3.4 Системы уравнений притока тепла нулевого и первого прибли-
жений в моментах

В силу (1.5.37) и (1.5.68) из (3.2.59) или из (3.2.60) для неоднородного произ-
вольно анизотропного материала получим следующие уравнения притока тепла
нулевого и первого приближений микрополярной МДТТ:

NI(Λ
−
I
−
JNJT ) +NI(Λ

−
I
−
3∂3T ) +∇3(Λ

−
3
−
INIT ) + ∂3(Λ

−
3
−
3∂3T ) + ρ q−

−T d

dt
(b

−
I
−
qNIu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ) +W ∗ = ρ cp
dT

dt
,

(3.3.70)

[
g

−
I
−
K
g

−
J
−
L
+ x3B

(1)

−
I
−
J

+
K

+
L
+ (x3)2B

(2)

−
I
−
J

+
K

+
L

]
NI(Λ

−
K

−
LNIT ) +

(
g

−
I
−
K
+ x3A

(1)

−
I
+
K

)
NI(Λ

−
K

−
3∂3T )+

+
(
g

−
I
−
K
+ x3A

(1)

−
I
+
K

)
∇3(Λ

−
3
−
KNIT ) + ∂3(Λ

−
3
−
3∂3T ) + ρ q − T

d

dt

[(
g

−
I
−
K
+ x3A

(1)

−
I
+
K

)
b
−
K

−
qNIu−

q
+

+b
−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ]+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.3.71)

Не представляет труда получить уравнения притока тепла нулевого и перво-
го приближений и для однородного произвольно анизотропного материала. В
самом деле, из (3.3.70) находим искомое уравнение притока тепла в виде

Λ
−
I
−
JNINJT + Λ

−
I
−
3NI∂3T + Λ

−
3
−
I∇3NIT + Λ

−
3
−
3∂23T + ρ q−

−T d

dt
(b

−
I
−
qNIu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ) +W ∗ = ρ cp
dT

dt
,

(3.3.72)
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а из (3.3.71) искомое уравнение притока тепла первого приближения в форме[
g

−
I
−
K
g

−
J
−
L
+ x3B

(1)

−
I
−
J

+
K

+
L
+ (x3)2B

(2)

−
I
−
J

+
K

+
L

]
Λ

−
K

−
LNINJT +

(
g

−
I
−
K
+ x3A

(1)

−
I
+
K

)
Λ

−
K

−
3NI∂3T+

+
(
g

−
I
−
K
+ x3A

(1)

−
I
+
K

)
Λ

−
3
−
K∇3NIT + Λ

−
3
−
3∂23T + ρ q − T

d

dt

[(
g

−
I
−
K
+ x3A

(1)

−
I
+
K

)
b
−
K

−
qNIu−

q
+

+b
−
3
−
q∂3u−

q
− b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ]+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.3.73)

Заметим, что уравнения (3.3.72) и (3.3.73) можно получить и из (3.2.62).
Нетрудно заметить, что из (3.2.63) и (3.2.64) аналогично (3.1.33) можно по-
лучить уравнение притока тепла приближения порядка r в следующей форме
соответственно:

− g
(r)

P
−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt
(a˜ 2

⊗P˜) +W ∗ = ρ cp
dT

dt
, (3.3.74)

− g
(r)

P
−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt

[
b

−
M

−
q g
(r)

P
−
M
NPu−

q
+ b

−
3
−
q∂3u−

q
−

−b˜ 2

⊗C
≃
·φφφ− b˜ 2

⊗a˜ϑ]+W ∗ = ρ cp
dT

dt
.

(3.3.75)

В более общей форме уравнение притока тепла приближения порядка r для
микрополярной МДТТТ можно получить из (3.2.43). Оно будет иметь вид

g
(r)

P
−
M
NP q

−
M − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt
(a˜ 2

⊗P˜ (r) + d˜ 2

⊗µµµ(r)) +W ∗ = ρ cp
dT

dt
. (3.3.76)

Теперь не представляет труда из (3.3.74)–(3.3.76) получить уравнения притока
тепла нулевого и первого приближений. В самом деле, например, из (3.3.76)
находим уравнение притока тепла нулевого приближения в виде

−NIq
−
I − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt

(
a˜ 2

⊗
(k)

P˜ (0) + d˜ 2

⊗
(k)

µµµ˜ (0)

)
+W ∗ = ρ cp

dT

dt
, (3.3.77)

а уравнение притока тепла первого приближения в форме

−
(
g

−
I
−
J
+ x3A

(1)

−
I
+
J

)
NIq

−
J − ∂3q

−
3 + ρ q − T

d

dt

(
a˜ 2

⊗
(k)

P˜ (1) + d˜ 2

⊗
(k)

µµµ˜ (1)

)
+W ∗ = ρ cp

dT

dt
, (3.3.78)

где P˜ (0) и P˜ (1) — тензоры напряжений нулевого и первого приближений, кото-
рые определяются с помощью физического закона, представленного при новой
параметризации области тонкого тела.

Уравнения притока тепла нулевого и первого приближений, которые можно
получить из (3.3.75) с целью сокращения письма выписывать не будем. При
необходимости их нетрудно выписать.

Следует отметить, что, имея представления уравнения притока тепла (3.3.70)–
(3.3.78), с помощью подходящих приведенных выше рекуррентных соотношений
не представляет труда при необходимости получить соответствующие им систе-
мы уравнений притока тепла в моментах. Следовательно, эти уравнения мож-
но вывести также, например на основании полученных выше соответствующих
уравнений движения в моментах тензора напряжений, осуществляя подходящие
переобозначения букв, входящих в них. В этой связи, считая их известными, на
получении всех этих уравнений останавливаться не будем. Ограничимся полу-
чением систем уравнений нулевого и первого приближений в моментах, исходя
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из (3.3.77) и (3.3.78) соответственно. При этом воспользуемся принятым допу-
щением [338], что в четвертых слагаемых в левых частях (3.3.77) и (3.3.78)
температуру T можно заменить на T0 = const. Кроме того, материал будем
считать однородным относительно x3. При этих предположениях, применяя
к уравнениям (3.3.77) и (3.3.78) оператор моментов k-го порядка и учитывая
(2.7.2), (2.7.3), (2.7.4) и (2.7.12), получим соответственно
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(3.3.80)

В силу (3.3.5) и (3.3.28) из (3.3.79) находим систему уравнений притока тепла
нулевого приближения в моментах в виде

−∇I

(k)

q
−
I + g

−
3
+
I

[
k

(k)

q
−
I + 2(k + 1)

( N∑
p=k

(p)

q
−
I − (k)

q
−
I +

(+)

q
−
I ′)]−

−2(k + 1)
N∑
p=k

(
1− (−1)k+p

)(p)
q

−
3 − 2(k + 1)

((+)

q
−
3 ′ − (−1)k

(−)

q
−
3 ′)+ ρ

(k)

q−

−T0
d

dt

(
a˜ 2

⊗
(k)

P˜ (0) + d˜ 2

⊗
(k)

µµµ˜ (0)

)
+

(k)

W ∗ = ρ cp
d

(k)

T

dt
, k∈N0.

(3.3.81)

Аналогично (3.3.81) с помощью (3.3.5), (3.3.28) и (3.3.39) из (3.3.80) будем иметь
систему уравнений притока тепла первого приближения в моментах в форме
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(3.3.82)

Далее следует отметить, что при необходимости, пользуясь соотношениями
(3.2.32) и (3.2.33), нетрудно получить системы уравнений движения и притока
тепла в моментах и для неоднородного относительно x3 материала. В этой связи
с целью сокращения письма на этом останавливаться не будем.

3.3.5 Системы уравнений движения и притока тепла в моментах
приближений (0,N) и (1,N)

Выведенные выше системы уравнений движения и притока тепла МДТТТ в
моментах произвольного (нулевого и первого и т.д.) приближения являются
бесконечными системами уравнений. При этом каждое уравнение этих систем
содержит бесконечное множество слагаемых. Поэтому следует их редуцировать
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к конечным системам, каждое уравнение которых будет содержать конечное
число слагаемых. Редукция осуществляется следующим образом: наряду с r
(порядком приближения) фиксируется некоторое неотрицательное целое число
N и вместо данной бесконечной системы рассматривается система, состоящая
только из первых N+1 уравнений. Каждое ее уравнение содержит моменты ис-
комых величин, максимальное значение порядка которых не превышает число
N . Другими словами, в каждом уравнении рассматриваемой системы момента-
ми искомых величин, порядок которых больше числа N , пренебрегаем. В этой
связи введем определение.

Определение 3.3.1. Совокупность уравнений, которая состоит из первых N+
1 уравнений соответствующей бесконечной системы уравнений (движения, рав-
новесия, притока тепла и др.) в моментах приближения порядка r и каждое
уравнение которой не содержит моментов искомых величин, порядок которых
больше N , назовем системой уравнений (движения, равновесия, притока тепла
и др.) в моментах приближения (r,N).

3.3.6 Системы уравнений движения и притока тепла в моментах от-
носительно системы полиномов Чебышева приближений (0,N)
и (1,N)

В силу определения 3.3.1 система уравнений движения микрополярной МДТТТ
в моментах тензоров напряжений и моментных напряжений приближения (r,N)
из (3.3.12) представляется в виде{ r∑
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(3.3.83)

Отсюда при r = 0 и r = 1 или из (3.3.15) и (3.3.19) системы уравнений
движения микрополярной МДТТТ в моментах тензоров напряжений и момент-
ных напряжений приближений (0, N) и (1, N) можно записать соответственно
в форме{
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Аналогично (3.3.83) в силу определения 3.3.1 на основании (3.3.76) система
уравнений притока тепла микрополярной МДТТТ в моментах приближения
(r,N) будет иметь вид
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Отсюда при r = 0 и r = 1 или из (3.3.81) и (3.3.82) аналогично (3.3.84) и
(3.3.85) системы уравнений притока тепла микрополярной МДТТТ в моментах
приближений (0, N) и (1, N) можно представить соответственно в форме
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3.3.7 Системы уравнений движения и притока тепла в моментах от-
носительно системы полиномов Лежандра приближений (0,N)
и (1,N)

3.3.7.1 Системы уравнений движения в моментах относительно си-
стемы полиномов Лежандра без учета граничных условий на
лицевых поверхностях приближений (0,N) и (1,N)

Искомые системы уравнений имеют аналогичный (3.3.84) и (3.3.85) вид и на
основании (3.3.24) и (3.3.25) представляются в форме
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3.3.7.2 Системы уравнений движения в моментах относительно си-
стемы полиномов Лежандра с учетом граничных условий на
лицевых поверхностях приближений (0,N) и (1,N)

Эти системы уравнений аналогично (3.3.89) и (3.3.90) в силу (3.3.26) и (3.3.27)
имеют форму
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Заметим, что системы уравнений притока тепла без учета и с учетом гра-
ничных условий теплового содержания на лицевых поверхностях приближений
(0,N) и (1,N) получаются совершенно аналогично системам уравнений (3.3.89),
(3.3.90), (3.3.89) и (3.3.90). Поэтому с целью сокращения письма на этом оста-
навливаться не будем.

3.4 Определяющие соотношения в моментах.

3.4.1 Определяющие соотношения микрополярной теории упруго-
сти в моментах относительно системы ортонормированных по-
линомов Чебышева второго рода.

Получим эти соотношения сперва для однородного относительно x3 материала,
исходя из ОС (3.2.4). Заметим, что из рассмотренных выше ОС видно, что
для представления в моментах этих соотношений достаточно найти момент k-
го порядка основного выражения g
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P
−
M
NPF в подходящей форме, т.е. надо найти
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(2.9.7) и (3.3.8). Осуществляя простые выкладки, найдем
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Отсюда при r = 0 и r = 1 будем иметь
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−
J
−
I
+ x3A

(1)

−
J
+
I
)NPF]=∇I

(k)

F +
1

4
A
(1)

−
J
+
I
∇J

((k−1)

F + 2
(k)

F +
(k+1)

F
)
−

−g
−
3
+
J

{
g

−
J
−
I

[
k

(k)

F + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

F −
(k)

F +
(+)

F ′
)]

+

+
1

4
A
(1)

−
J
+
I

[
(k − 1)

(k−1)

F − 4(k + 2)
(k)

F − (k + 3)
(k+1)

F + 8(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

F +
(+)

F ′
)]}

, k ≥ 0.

(3.4.2)

Применяя оператор моментов k-го порядка к (3.2.5) и учитывая первое со-
отношение (3.4.2), получим ОС нулевого приближения в моментах в виде

(k)

P˜ (0) =
(k)

P˜ (0,N) +C
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

u ′ +C
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

u ′ +A
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

φφφ ′ +A
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

φφφ ′

(k)

µµµ˜ (0) =
(k)

µµµ˜ (0,N) +B
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

u ′ +B
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

u ′ +D
≃

−
3 ·
(0,k) ·

(+)

φφφ ′ +D
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

φφφ ′, k∈N0,
(3.4.3)

где введены следующие обозначения:

(k)

P˜ (0,N) =C
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

u(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

u(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u(x′)− (k)

u(x′)
)]}

+

+2(k + 1)C
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

u(x′)+

+A
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

φφφ(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

φφφ(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

φφφ(x′)−
(k)

φφφ(x′)
)]}

+

+2(k + 1)A
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

φφφ(x′)−C˜̃ 2

⊗C
≃
·
(k)

φφφ(x′)− b˜(k)

ϑ,

(k)

µµµ˜ (0,N) = D
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

φφφ(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

φφφ(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

φφφ(x′)−
(k)

φφφ(x′)
)]}

+

+2(k + 1)D
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

φφφ(x′)+

(3.4.4)

+B
≃

−
M ··
{
∇M

(k)

u(x′)− g
−
3
+
M

[
k

(k)

u(x′) + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u(x′)− (k)

u(x′)
)]}

+

+2(k + 1)B
≃

−
3 ··

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

]
(p)

u(x′)−B˜̃ 2

⊗C
≃
·
(k)

φφφ(x′)− βββ˜
(k)

ϑ (x′), k∈N0;
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C
≃

−
3 ·
(0,k) = 2(k + 1)C˜̃ 2

⊗(r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M)E˜ , C

≃

−
3 ·
(k) = 2(k + 1)(−1)k+1C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

A
≃

−
3 ·
(0,k) = 2(k + 1)A˜̃ 2

⊗(r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M)E˜ , A

≃

−
3 ·
(k) = 2(k + 1)(−1)k+1A˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

D
≃

−
3 ·
(0,k) = 2(k + 1)D˜̃ 2

⊗(r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M)E˜ , D

≃

−
3 ·
(k) = 2(k + 1)(−1)k+1D˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

B
≃

−
3 ·
(0,k) = 2(k + 1)B˜̃ 2

⊗(r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M)E˜ , B

≃

−
3 ·
(k) = 2(k + 1)(−1)k+1A˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ , k∈N0.

(3.4.5)

Аналогично (3.4.3), исходя из (3.2.4) при r = 1 и используя второе соотношение
(3.4.2), можно получить ОС первого приближения в моментах. В силу (3.4.1) из
(3.2.4) можно вывести ОС физического содержания в моментах приближения
r. В самом деле, осуществляя простые выкладки, будем иметь

(k)

P˜ (r) =
(k)

P˜ (r,N) +C
≃

−
3 ·
(r,k) ·

(+)

u ′ +C
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

u ′ +A
≃

−
3 ·
(r,k) ·

(+)

φφφ ′ +A
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

φφφ ′

(k)

µµµ˜ (r) =
(k)

µµµ˜ (r,N) +B
≃

−
3 ·
(r,k) ·

(+)

u ′ +B
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

u ′ +D
≃

−
3 ·
(r,k) ·

(+)

φφφ ′ +D
≃

−
3 ·
(k) ·

(−)

φφφ ′, k, r ∈ N0,
(3.4.6)

где введены следующие обозначения:
(k)

P˜ (r,N) = C
≃

−
M · ·

{ r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

u−

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
u
]}

+ 2(k + 1)C
≃

−
3 · ·

N∑
p=k

[1− (−1)k+p
](p)
u+

+A
≃

−
M · ·

{ r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

φφφ − g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
φφφ
]}

+

+2(k + 1)A
≃

−
3 · ·

N∑
p=k

[1−(−1)k+p
](p)
φφφ −C˜̃ 2

⊗C
≃
·
(k)

φφφ(x′)− b˜(k)

ϑ,

(k)

µµµ˜ (r,N) = D
≃

−
M · ·

{ r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

φφφ−
(3.4.7)

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
φφφ
]}

+ 2(k + 1)D
≃

−
3 · ·

N∑
p=k

[1− (−1)k+p
](p)
φφφ+

+B
≃

−
M · ·

{ r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

u − g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
u
]}

+

+2(k + 1)B
≃

−
3 · ·

N∑
p=k

[1− (−1)k+p
](p)
u −B˜̃ 2

⊗C
≃
·
(k)

φφφ(x′)− βββ˜
(k)

ϑ (x′), l ≡ k −m+ p, k ≥ 0, r ≥ 0.

Кроме того, имеем

C
≃

−
3 ·
(r,k)=C˜̃ 2

⊗
[
2(k + 1)r

−
3−g

−
3
+
P
r

−
MA

(k)
(r)

−
P
+
M

]
E˜ , A

≃

−
3 ·
(r,k)=A˜̃ 2

⊗
[
2(k + 1)r

−
3−g

−
3
+
P
r

−
MA

(k)
(r)

−
P
+
M

]
E˜ ,

D
≃

−
3 ·
(r,k)=D˜̃ 2

⊗
[
2(k + 1)r

−
3−g

−
3
+
P
r

−
MA

(k)
(r)

−
P
+
M

]
E˜ , B

≃

−
3 ·
(r,k)=B˜̃ 2

⊗
[
2(k + 1)r

−
3−g

−
3
+
P
r

−
MA

(k)
(r)

−
P
+
M

]
E˜ , k, r ≥ 0.

Соотношения (3.4.6) назовем ОС физического содержания в моментах при-
ближения r микрополярной теории однородных тонких тел. При упрощенной
схеме редукции бесконечной системы уравнений к конечной в качестве ОС мо-
гут быть рассмотрены (3.4.7), которые назовем ОС физического содержания в
моментах приближения (r,N) микрополярной теории однородных тонких тел.
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Следовательно, с помощью (3.4.1) и (3.4.2) можно получить и уравнения
движения в тензорах напряжений и моментных напряжений и притока тепла,
а также ОС теплового содержания (см. ниже) соответствующих приближений
в моментах.

ОС можно представить и в другом виде. В самом деле, учитывая gP−
M

=

(−)

ϑ−1AP
−
M

, из (3.2.3) получим

(−)

ϑP˜ = C
≃

−
M · · AP−

M
NPu+C

≃

−
3 · ·

(−)

ϑ ∂3u+

+A
≃

−
M ··AP−

M
NPφφφ+A

≃

−
3 · ·

(−)

ϑ ∂3φφφ−C˜̃ 2

⊗C
≃
·

(−)

ϑφφφ− b˜(−)

ϑ ϑ,

(−)

ϑµµµ˜ = D
≃

−
M · · AP−

M
NPφφφ+D

≃

−
3 · ·

(−)

ϑ ∂3φφφ+

+B
≃

−
M ··AP−

M
NPφφφ+B

≃

−
3 · ·

(−)

ϑ ∂3u−B˜̃ 2

⊗C
≃
·

(−)

ϑφφφ− βββ˜
(−)

ϑ ϑ.

(3.4.8)

С помощью (2.7.3) из (3.4.8) для однородного относительно x3 материала
находим

(k)

M˜((−)

ϑP˜) = C
≃

−
M · ·

(k)

M
(
AP−
M
NPu

)
+C

≃

−
3 · ·

(k)

M
((−)

ϑ ∂3u
)
+A

≃

−
M · ·

(k)

M
(
AP−
M
NPφφφ

)
+

+A
≃

−
3 · ·

(k)

M
((−)

ϑ ∂3φφφ
)
−C˜̃ 2

⊗C
≃
·

(k)

M
((−)

ϑφφφ
)
− b˜ (k)

M
((−)

ϑ ϑ
)
,

(k)

M˜((−)

ϑµµµ˜) = D
≃

−
M · ·

(k)

M
(
AP−
M
NPµµµ

)
+D

≃

−
3 · ·

(k)

M
((−)

ϑ ∂3µµµ
)
+B

≃

−
M · ·

(k)

M
(
AP−
M
NPu

)
+

+B
≃

−
3 · ·

(k)

M
((−)

ϑ ∂3u
)
−B˜̃ 2

⊗C
≃
·

(k)

M
((−)

ϑφφφ
)
− βββ˜

(k)

M
((−)

ϑ ϑ
)
.

(3.4.9)

В силу (3.3.28), (3.3.39) и равенства AP
−
M

= g
−
P
−
M

+ x3a
−
P
+

M
имеем

(k)

M(AP−
M
NPu) =

(k)

M(NMu) + a
−
P
+
M

(k)

M(x3NPu) =

= ∇M

(k)

u − g
−
3
+
M

[
k

(k)

u + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u − (k)

u +
(+)

u ′)]+ 1

4
a

−
P
+
M

{
∇P

((k−1)

u + 2
(k)

u +
(k+1)

u
)
−

−g
−
3
+
P

[
(k − 1)

(k−1)

u − 4(k + 2)
(k)

u − (k + 3)
(k+1)

u + 8(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u +
(+)

u ′)]}, k ≥ 0.

(3.4.10)

Далее с помощью (1.5.26), (2.7.3) и (2.7.4) и (2.7.27) при s = 0, 1, 2 находим
(k)

M
((−)

ϑφφφ
)
=

(k)

φφφ − 2b
(k)

M(x3φφφ) + a
(k)

M[(x3)2φφφ] =

=
(k)

φφφ − b

2
(
(k−1)

φφφ + 2
(k)

φφφ +
(k+1)

φφφ ) +
a

16
(
(k−2)

φφφ + 4
(k−1)

φφφ + 6
(k)

φφφ + 4
(k+1)

φφφ +
(k+2)

φφφ ), k ≥ 0.
(3.4.11)

На основании (1.5.26), (2.7.3) и (2.7.4), (2.7.29) при m = 1, s = 0, 1, 2 (см. также
(3.3.14) и (3.3.18)) и (3.3.5) имеем

(k)

M
((−)

ϑ ∂3u
)
=

(k)

M′((−)

ϑ u
)
=

(k)

u ′ − 2b
(k)

M′(x3u) + a
(k)

M′[(x3)2u] =

= 2(k + 1)
{ N∑
p=k

[1− (−1)k+p]
(p)

u +
[(+)

u ′ − (−1)k
(−)

u ′]}−
−2b

[
k

(k)

u + 2(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u − (k)

u +
(+)

u ′)]+
+
a

4

[
(k − 1)

(k−1)

u − 4(k + 2)
(k)

u − (k + 3)
(k+1)

u + 8(k + 1)
( N∑
p=k

(p)

u +
(+)

u ′)], k∈N0.

(3.4.12)
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Выражение для
(k)

M
((−)

ϑϑ
)

получается из (3.4.11) заменойφφφ на ϑ, а для
(k)

M
(
AP

−
M
NPφφφ

)
и

(k)

M
((−)

ϑ∂3φφφ
)

можно найти на основании (3.4.10) и (3.4.12), если в них произво-
дить замену u на φφφ. Учитывая (3.4.10)–(3.4.12) и получаемые из них упомяну-
тые выше для ϑ и φφφ соотношения, из (3.4.9) найдем искомые ОС в виде

(k)

M˜((−)

ϑP˜) = C
≃

−
M · ·

{1
4
a

−
P
+
M
∇P

(k−1)

u +
(
g

−
P
−
M

+
1

2
a

−
P
+
M

)
∇P

(k)

u +
1

4
a

−
P
+
M
∇P

(k+1)

u −

−g
−
3
+
P

[1
4
(k − 1)a

−
P
+
M

(k−1)

u + k
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

)(k)
u +

(
2(k + 1)g

−
P
−
M

+
1

4
(7k + 5)a

−
P
+
M

)(k+1)

u +

+2(k + 1)
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

) N∑
p=k+2

(p)

u
]}

+C
≃

−
3 · ·
[a
4
(k − 1)

(k−1)

u + k(a− 2b)
(k)

u +
(
2(k + 1)(2− 2b)+

+
a

4
(7k + 5)

)(k+1)

u + 2(k + 1)
N∑

p=k+2

(
a− 2b+ 1− (−1)k+p

)(p)
u
]
+

+A
≃

−
M · ·

{1
4
a

−
P
+
M
∇P

(k−1)

φφφ +
(
g

−
P
−
M

+
1

2
a

−
P
+
M

)
∇P

(k)

φφφ +
1

4
a

−
P
+
M
∇P

(k+1)

φφφ −

−g
−
3
+
P

[1
4
(k − 1)a

−
P
+
M

(k−1)

φφφ + k
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

)(k)
φφφ +

(
2(k + 1)g

−
P
−
M

+
1

4
(7k + 5)a

−
P
+
M

)(k+1)

φφφ +

+2(k + 1)
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

) N∑
p=k+2

(p)

φφφ
]}

+A
≃

−
3 · ·
[a
4
(k − 1)

(k−1)

φφφ + k(a− 2b)
(k)

φφφ +
(
2(k + 1)(2− 2b)+

+
a

4
(7k + 5)

)(k+1)

φφφ + 2(k + 1)
N∑

p=k+2

(
a− 2b+ 1− (−1)k+p

)(p)
φφφ
]
−

−C˜̃ 2

⊗C
≃
·
[ 1
16
a

(k−2)

φφφ +
1

4
(a−2b)

(k−1)

φφφ +
1

8
(8−8b+3a)

(k)

φφφ+
1

4
(a−2b)

(k+1)

φφφ +
1

16
a

(k+2)

φφφ
]
−

−b˜
[ 1
16
a

(k−2)

ϑ +
1

4
(a− 2b)

(k−1)

ϑ +
1

8
(8− 8b+ 3a)

(k)

ϑ +
1

4
(a− 2b)

(k+1)

ϑ +
1

16
a

(k+2)

ϑ
]
+

+C˜̃ 2

⊗
{[
2(k+1)(a−2b+1)r

−
3−2(k+1)g

−
3
+
P

(
g

−
P
−
M
+a

−
P
+
M

)
r

−
M
]
(+)

u ′+2(k+1)(−1)k+1r
−
3 (−)

u ′
}
+

+A˜̃ 2

⊗
{[
2(k+1)(a−2b+1)r

−
3−2(k+1)g

−
3
+
P

(
g

−
P
−
M
+a

−
P
+
M

)
r

−
M
]
(+)

φφφ ′+2(k + 1)(−1)k+1r
−
3 (−)

φφφ ′
}
,

(k)

M˜((−)

ϑµµµ˜) = D
≃

−
M · ·

{1
4
a

−
P
+
M
∇P

(k−1)

φφφ +
(
g

−
P
−
M

+
1

2
a

−
P
+
M

)
∇P

(k)

φφφ +
1

4
a

−
P
+
M
∇P

(k+1)

φφφ −

−g
−
3
+
P

[1
4
(k − 1)a

−
P
+
M

(k−1)

φφφ + k
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

)(k)
φφφ +

(
2(k + 1)g

−
P
−
M

+
1

4
(7k + 5)a

−
P
+
M

)(k+1)

φφφ +

+2(k + 1)
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

) N∑
p=k+2

(p)

φφφ
]}

+D
≃

−
3 · ·
[a
4
(k − 1)

(k−1)

φφφ + k(a− 2b)
(k)

φφφ+

+
(
2(k + 1)(2− 2b) +

a

4
(7k + 5)

)(k+1)

φφφ + 2(k + 1)
N∑

p=k+2

(
a− 2b+ 1− (−1)k+p

)(p)
φφφ
]
+

(3.4.13)

+B
≃

−
M · ·

{1
4
a

−
P
+
M
∇P

(k−1)

u +
(
g

−
P
−
M

+
1

2
a

−
P
+
M

)
∇P

(k)

u +
1

4
a

−
P
+
M
∇P

(k+1)

u −

−g
−
3
+
P

[1
4
(k − 1)a

−
P
+
M

(k−1)

u + k
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

)(k)
u +

(
2(k + 1)g

−
P
−
M

+
1

4
(7k + 5)a

−
P
+
M

)(k+1)

u +

+2(k + 1)
(
g

−
P
−
M

+ a
−
P
+
M

) N∑
p=k+2

(p)

u
]}

+B
≃

−
3 · ·
[a
4
(k − 1)

(k−1)

u + k(a− 2b)
(k)

u+

+
(
2(k + 1)(2− 2b) +

a

4
(7k + 5)

)(k+1)

u + 2(k + 1)
N∑

p=k+2

(
a− 2b+ 1− (−1)k+p

)(p)
u
]
−
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−B˜̃ 2

⊗C
≃
·
[ 1
16
a

(k−2)

φφφ +
1

4
(a−2b)

(k−1)

φφφ +
1

8
(8−8b+3a)

(k)

φφφ+
1

4
(a−2b)

(k+1)

φφφ +
1

16
a

(k+2)

φφφ
]
−

−βββ˜
[ 1
16
a

(k−2)

ϑ +
1

4
(a− 2b)

(k−1)

ϑ +
1

8
(8− 8b+ 3a)

(k)

ϑ +
1

4
(a− 2b)

(k+1)

ϑ +
1

16
a

(k+2)

ϑ
]
+

+D˜̃ 2

⊗
{[
2(k+1)(a−2b+1)r

−
3−2(k+1)g

−
3
+
P

(
g

−
P
−
M
+a

−
P
+
M

)
r

−
M
]
(+)

φφφ ′+2(k + 1)(−1)k+1r
−
3 (−)

φφφ ′
}
+

+B˜̃ 2

⊗
{[
2(k+1)(a−2b+1)r

−
3−2(k+1)g

−
3
+
P

(
g

−
P
−
M
+a

−
P
+
M

)
r

−
M
]
(+)

u ′+2(k+1)(−1)k+1r
−
3 (−)

u ′
}
, k ≥ 0.

Следует заметить, что при h = const соответствующие ОС можно получить

из приведенных выше ОС, если в них учитывать g
−
3
+

I
= 0. При A˜̃ = 0 и B˜̃ = 0 из

них также получим ОС для материала с центром симметрии. Кроме того, если
в приведенных выше соотношениях для моментов тензора напряжений учесть
(k)

φφφ = 0, ∀ k∈N0, то найдем соответствующие ОС классической теории. Выписать
эти соотношения не представляет труда, поэтому на этом останавливаться не
будем.

Заметим также, что вывести аналогичные (3.4.3) и (3.4.13) ОС в моментах
относительно системы полиномов Лежандра не представляет труда, однако их
получение в общем виде подобно (3.4.6) требует дополнительных усилий.

3.4.2 ОС микрополярной теории в моментах для неоднородных тел

Считаем, что материальные тензоры C˜̃ , A˜̃ , D˜̃ и B˜̃ участвующие в определяю-
щих соотношениях (3.2.3)–(3.2.5), в достаточной степени гладки. В частности,
они принадлежат классу Cm(V ∪ ∂V ), m ≥ 1. Тогда относительно координаты

x3 ∈ [0, 1] для каждой фиксированной точки x′ ∈
(−)

S аналогично (2.7.1) мож-
но их разлагать в ряд по системе смещенных ортонормированных полиномов
Чебышева второго рода [202,394].

Применяя оператор моментов k-го порядка, например, к (3.2.4) и учитывая
его линейность, получим

(k)

P˜ (r) =
(k)

M˜(C
≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPu) +

(k)

M˜(C
≃

−
3 ··∂3u) +

(k)

M˜(A
≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPφφφ) +

(k)

M˜(A
≃

−
3 ··∂3φφφ)−

−
(k)

M˜(C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ)−

(k)

M˜(b˜ϑ),
(k)

µµµ˜ (r) =
(k)

M˜(D
≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPφφφ) +

(k)

M˜(D
≃

−
3 ··∂3φφφ) +

(k)

M˜(B
≃

−
M ·· g

(r)

P
−
M
NPu) +

(k)

M˜(B
≃

−
3 ··∂3u)−

−
(k)

M˜(B˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ)−

(k)

M˜(βββ˜ϑ).
(3.4.14)

В силу (3.2.32) находим

(k)

M˜(C
≃

−
M · · g

(r)

P
−
M
NPu) =

∞∑
n=0

k∑
s=0

(k+s)

C
≃

−
M · ·

(n+k−s)

M˜ ( g
(r)

P
−
M
NPu).

Конечно, вместо последнего равенства следует рассматривать приближенное
соотношение

(k)

M˜(C
≃

−
M · · g

(r)

P
−
M
NPu) ≈

k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

C
≃

−
M · ·

(n+k−s)

M˜ ( g
(r)

P
−
M
NPu), (3.4.15)
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где выбор числаM зависит отN . В частности,M выбирается так, что моменты
величин, входящие в соотношения, не превосходили N .

С помощью (3.4.1) из (3.4.15) получаем
(k)

M˜(C
≃

−
M · · g

(r)

P
−
M
NPu) ≈

k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

C
≃

−
M · ·
{ r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

u−

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
u(x′)

]
− g

−
3
+
P
A

(k)
(r)

−
P
+
M

(+)

u ′
}
,

l = n+ k − s−m+ p.

(3.4.16)

На основании (3.2.32), второго соотношения (2.9.6) и (3.3.5) будем иметь
(k)

M˜(C
≃

−
3 · ·∂3u) ≈

k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

C
≃

−
3 · ·2(n+ k − s+ 1)

N∑
p=n+k−s

[1− (−1)n+k−s+p]
(p)

u+

+
k∑
s=0

M∑
n=0

2(n+ k − s+ 1)
(k+s)

C
≃

−
3 · · [(+)

u ′ + (−1)n+k−s+p
(−)

u ′].

(3.4.17)

Далее, очевидно, имеем
(k)

M˜(C˜̃ 2

⊗C
≃
·φφφ) =

k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

C
≃

2

⊗C
≃
·

(n+k−s)

φφφ ,
(k)

M˜(b˜ϑ) = k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

b˜ (n+k−s)

ϑ . (3.4.18)

Учитывая (3.4.15)–(3.4.18), из (3.4.14) найдем
(k)

P˜ (r,M) =
(k)

P˜ (r,M,N) +C
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) · (+)

u ′ +C
≃

(M)
−
3 ·

(k) · (−)

u ′ +A
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) ·
(+)

φφφ ′ +A
≃

(M)
−
3 ·

(k) ·
(−)

φφφ ′,

(k)

µµµ˜ (r,M) =
(k)

µµµ˜ (r,M,N) +D
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) ·
(+)

φφφ ′ +D
≃

(M)
−
3 ·

(k) ·
(−)

φφφ ′ +B
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) · (+)

u ′ +B
≃

(M)
−
3 ·

(k) · (−)

u ′,

(3.4.19)

где введены следующие обозначения:
(k)

P˜ (r,M,N) =
k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

C˜̃ 2

⊗
{
r

−
M

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

u−

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
u
]
+ 2(u+ 1)r

−
3

N∑
p=u

[1− (−1)u+p]
(p)

u
}
+

+
M∑
n=0

k∑
s=0

(k+s)

A˜̃ 2

⊗
{
r

−
M

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

φφφ−

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
φφφ
]
+ 2(u+ 1)r

−
3

N∑
p=u

[1− (−1)u+p]
(p)

φφφ
}
−

−
k∑
s=0

M∑
n=0

(
(k+s)

C
≃

2

⊗C
≃
·

(n+k−s)

φφφ +
(k+s)

b˜ (n+k−s)

ϑ ),

(k)

µµµ˜ (r,M,N) =
k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

D˜̃ 2

⊗
{
r

−
M

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

φφφ−
(3.4.20)

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
φφφ
]
+ 2(u+ 1)r

−
3

N∑
p=u

[1− (−1)u+p]
(p)

φφφ
}
+

+
M∑
n=0

k∑
s=0

(k+s)

B˜̃ 2

⊗
{
r

−
M

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

u−

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
u
]
+ 2(u+ 1)r

−
3

N∑
p=u

[1− (−1)u+p]
(p)

u
}
−

−
k∑
s=0

M∑
n=0

(
(k+s)

B
≃

2

⊗C
≃
·
(n+k−s)

φφφ +
(k+s)

b˜ (n+k−s)

ϑ );
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C
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

C˜̃ 2

⊗
[
2(u+ 1)r

−
3 − g

−
3
+
P
A

(k)
(r)

−
P
+
M
r

−
M
]
E˜ , C

≃

(M)
−
3 ·

(k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

2(u+ 1)(−1)u
(k+s)

C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

A
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

A˜̃ 2

⊗
[
2(u+ 1)r

−
3 − g

−
3
+
P
A

(k)
(r)

−
P
+
M
r

−
M
]
E˜ , A

≃

(M)
−
3 ·

(k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

2(u+ 1)(−1)u
(k+s)

C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

D
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

D˜̃ 2

⊗
[
2(u+ 1)r

−
3 − g

−
3
+
P
A

(k)
(r)

−
P
+
M
r

−
M
]
E˜ , D

≃

(M)
−
3 ·

(k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

2(u+ 1)(−1)u
(k+s)

C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

B
≃

(M)
−
3 ·

(r,k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

(k+s)

B˜̃ 2

⊗
[
2(u+ 1)r

−
3 − g

−
3
+
P
A

(k)
(r)

−
P
+
M
r

−
M
]
E˜ , B

≃

(M)
−
3 ·

(k) =
k∑
s=0

M∑
n=0

2(u+ 1)(−1)u
(k+s)

C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ ,

l = u−m+ p = n+ k − s−m+ p, u = n+ k − s, k ≥ 0.

Соотношения (3.4.19) представляют искомые ОС. Назовем их ОС физи-
ческого содержания в моментах приближения (r,M) микрополярной теории
неоднородных упругих тонких тел. При упрощенной схеме редукции бесконеч-
ной системы уравнений к конечной в качестве ОС могут быть рассмотрены
(3.4.20), которые назовем ОС физического содержания в моментах приближе-
ния (r,M,N) микрополярной теории неоднородных упругих тонких тел.

Заметить, что, исходя из (3.2.5), найдем ОС в моментах приближения (0,M)
микрополярной теории неоднородных упругих тонких тел, которые также мож-
но получить из (3.4.19) при r = 0.

3.4.3 Представления закона теплопроводности Фурье в моментах

Для получения этих представлений нет надобности проводить их подробный
вывод. Их можно выписать с помощью выведенных выше ОС в моментах. В
самом деле, например, из первых соотношений (3.4.3), (3.4.4), (3.4.6), (3.4.7),
(3.4.13), (3.4.19) и (3.4.20), соответствующие искомые представления закона теп-
лопроводности Фурье можно получить, если в них положить a˜ = 0, A˜ = 0,

φφφ = 0 и P˜ , C˜̃ , u,
(+)

u ′ и
(−)

u ′ заменить на q, −ΛΛΛ˜, T ,
(+)

T ′ и
(−)

T ′ соответственно. При
этом число знаков однократного умножения уменьшается на одно (там, где есть
знак двукратного умножения, заменяется одним знаком, а там, где — один знак,
он опускается).

Осуществляя указанную выше замену, например, из первого соотношения
(3.4.3), найдем искомую систему законов теплопроводности Фурье в моментах
для однородного материала в виде

(k)

q (0) =
(k)

q (0,N) +ΛΛΛ
−
3
(0,k)

(+)

T ′ +ΛΛΛ
−
3
(k)

(−)

T ′, 0 ≤ k ≤ N, (3.4.21)

где введены следующие обозначения:
(k)

q (0,N) ≡ −ΛΛΛ
−
M
{
∂m

(k)

T (x′)− g
−
3
+
m

[
k

(k)

T (x′) + 2(k + 1)
N∑

p=k+1

(p)

T (x′)
]}

−

−2(k + 1)ΛΛΛ
−
3

N∑
p=k

[
1− (−1)k+p

](p)
T (x′), k ≥ 0,

(3.4.22)

(+)

T ′(x′) =
∞∑

p=N+1

(p)

T (x′),
(−)

T ′(x′) =
∞∑

p=N+1

(−1)p
(p)

T (x′),

ΛΛΛ
−
3
(0,k) = −2(k + 1)ΛΛΛ˜ · (r

−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M), ΛΛΛ

−
3
(k) = −2(k + 1)(−1)k+1ΛΛΛ˜ · r

−
3 .

(3.4.23)
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Соотношения (3.4.21) назовем ОС теплового содержания в моментах нуле-
вого приближения микрополярной теории однородных тонких тел.

Заметим, что при упрощенной схеме приведения бесконечной системы урав-
нений к конечной в качестве ОС теплового содержания можно рассматривать
систему первых N +1 соотношений (3.4.22), которые назовем ОС теплового со-
держания в моментах приближения (0, N) микрополярной теории однородных
тонких тел.

Совершенно аналогично изложенному выше можно найти системы законов
теплопроводности Фурье и других приближений как для однородного, так и
для неоднородного материала. В самом деле, например, из (3.4.19) получим ОС
теплового содержания в моментах приближения (r,M) микрополярной теории
неоднородных тонких тел в виде

(k)

q (r,M) =
(k)

q (r,M,N) +ΛΛΛ
(M)

−
3

(r,k) · (+)

u ′ +ΛΛΛ
(M)

−
3

(k) · (−)

u ′, k ≥ 0, (3.4.24)

где введены следующие обозначения:

(k)

q (r,M,N) =
M∑
n=0

k∑
s=0

(k+s)

ΛΛΛ˜ ·
{
r

−
M

r∑
m=0

A
(m)

−
P
+
M

[ 2m∑
p=0

2−2mCp

2m
∂P

(l)

T−

−g
−
3
+
P

2m+2∑
p=0

N∑
q=l−1

2−(2m+1)Cp
2m+2l

[
1+(−1)l+q

](q)
T
]
+ 2(u+ 1)r

−
3

N∑
p=u

[1− (−1)u+p]
(p)

T
}
,

(3.4.25)

ΛΛΛ
(M)

−
3

(r,k) =
M∑
n=0

k∑
s=0

(k+s)

ΛΛΛ˜ ·
[
2(u+ 1)r

−
3 − g

−
3
+
P
A

(k)
(r)

−
P
+
M
r

−
M
]
, ΛΛΛ

(M)
−
3

(k) =
M∑
n=0

k∑
s=0

2(u+ 1)(−1)u
(k+s)

ΛΛΛ˜ · r
−
3 ,

l = u−m+ p = n+ k − s−m+ p, u = n+ k − s, k = 0, N.

При упрощенной схеме приведения бесконечной системы уравнений к конеч-
ной в качестве ОС теплового содержания можно рассматривать систему первых
N + 1 соотношений (3.4.25), которые назовем ОС теплового содержания в мо-
ментах приближения (0,M,N) микрополярной теории неоднородных тонких
тел. Видно, что, имея ОС физического содержания, не доставляет труда при
необходимости выписать соответствующие ОС теплового содержания.

Следует заметить, что в ОС физического содержания (3.4.3), (3.4.6), (3.4.13)

и (3.4.19) входят моменты
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ , ∂I
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N и векторные функции
(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′. При этом функции
(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ определяются с помощью
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N и соответствующих граничных условий на лицевых
поверхностях. Аналогично в ОС теплового содержания (3.4.21), (3.4.24), входят

моменты
(m)

T , ∂I
(m)

T , m = 0, N и функции
(+)

T ′ и
(−)

T ′. Функции
(+)

T ′ и
(−)

T ′ выражаются

посредством
(m)

T , ∂I
(m)

T , m = 0, N и соответствующих граничных условий на ли-
цевых поверхностях. Ниже будут получены системы для определения векторов-

функций
(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′,
(−)

φφφ ′ и функций
(+)

T ′,
(−)

T ′ в зависимости от типа граничных
условий на лицевых поверхностях. При этом способ определения функций

(+)

u ′,
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(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ при граничных условиях физического содержания на лицевых по-

верхностях и способ определения функций
(+)

T ′,
(−)

T ′ при граничных условиях вто-
рого рода (типа Неймана) и третьего рода (теплообмена с окружающей средой
по закону Ньютона) одинаковы. Определяя эти функции и учитывая их в со-
ответствующих определяющих соотношениях, получим соотношения, которые,
следуя Векуа И.Н. [69], назовем ОС нормированных моментов k-го порядка
тензоров напряжений и моментных напряжений и вектора потока тепла. Соот-
ношения нормированных моментов при k = 0, N тензора напряжений содержат

моменты
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N , тензора моментных напряжений – только

моменты
(m)

φφφ , ∂I
(m)

φφφ , m = 0, N , а вектора потока тепла – только моменты
(m)

T , ∂I
(m)

T ,
m = 0, N . При этом эти соотношения представляют линейные формы от вхо-
дящих в них величин и, конечно, они согласованы с граничными условиями на
лицевых поверхностях.

Подставляя полученные соотношения нормированных моментов тензоров
напряжений и моментных напряжений в соответствующие уравнения движе-
ния в моментах (см. (3.3.12), (3.3.15) и (3.3.19)) а соотношения нормированных
моментов вектора потока тепла в уравнения притока тепла в моментах (см.
(3.3.81) и (3.3.82)) получим систему 7N + 7 уравнений относительно 7N + 7

неизвестных
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N . Порядок этой системы уравнений равняется
14N + 14. При связанной задаче система уравнений притока тепла содержит

все неизвестные функции
(m)

ϑ =
(m)

T −
(m)

T 0,
(m)

u и
(m)

φφφ , m = 0, N . Поэтому система
уравнений движения и система уравнений притока тепла в моментах решаются
совместно. При несвязанной задаче система уравнений притока тепла содержит

только неизвестные функции
(m)

T , m = 0, N . В этом случае число уравнений в
системе уравнений притока тепла совпадает с числом неизвестных функций и
система уравнений притока тепла решается независимо от системы уравнений
движений. После чего с учетом полученных решений системы уравнений при-
тока тепла решается система уравнений движения из 6N + 6 уравнений с тем
же числом неизвестных. Порядок системы уравнений — 12N + 12.

Заметим также, что ниже при упрощенной схеме [69] приведения беско-
нечных систем уравнений в моментах к конечным для любого приближенного
решения соответствующей системы уравнений во многих теоретически возмож-
ных случаях найдено корректирующее слагаемое, обеспечивающее выполнение
граничных условий любого содержания на лицевых поверхностях.

3.5 О граничных и начальных условиях

3.5.1 Граничные условия на лицевых поверхностях. Определение
нормирующих функций кинематического и теплового содер-
жаний

Сперва рассмотрим граничные условия физического содержания на лицевых
поверхностях и представим их при новой параметризации области тонкого тела.
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Пусть
(+)

P и
(−)

P — заданные векторы напряжений на лицевых поверхностях
(+)

S

и
(−)

S соответственно. Обозначим через
(+)

n и
(−)

n орты внешних нормалей к
(+)

S и
(−)

S

соответственно. Тогда в силу последних двух формул (1.3.19) для
(+)

n и
(−)

n при
новой параметризации будем иметь выражения

(−)

n = −(1/

√
g

−
3
−
3)r

−
3 ,

(+)

n = (1/

√
g

+
3
+
3)r

+
3 = (1/

√
g

+
3
+
3)
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
. (3.5.1)

Здесь в силу (1.1.19), первого соотношения (1.3.18), вторых соотношений первой
и третьей строк (1.3.20) имеем

(∓)

ϑ =

√
(+)

g
(−)

g
−1

=
(±)

ϑ −1 = det
(
g

−
J
+
I

)
, A

+
K
−
M

= AK−
M

∣∣∣
x3=1

= ϵKLϵMNg
−
N
+
L
,

g
+
K
−
M

= gK−
M

∣∣∣
x3=1

=
(∓)

ϑ −1A
+
K
−
M
, g

+
3
−
M

= −
(∓)

ϑ −1g
−
3
+
K
A

+
K
−
M
, g

+
3
+
3 = g

+
3
−
m
g

+
3
−
n
g

−
m

−
n = g

−
3
−
3 + g

+
3
−
M
g

+
3
−
N
g

−
M

−
N .

С помощью (3.5.1) граничные условия на лицевых поверхностях тонкого тела
можно представить в виде

(−)

n ·
(−)

P˜ = −(1/

√
g

−
3
−
3)r

−
3 ·

(−)

P˜ = −(1/

√
g

−
3
−
3)

(−)

P
−
3 =

(−)

P ,

(+)

n ·
(+)

P˜ = (1/

√
g

+
3
+
3)r

+
3 ·

(+)

P˜ = (1/

√
g

+
3
+
3)
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·

(+)

P˜ =
(+)

P .

Отсюда, следовательно, получаем

r
−
3 ·

(−)

P˜ =
(−)

P
−
3 = −

√
g

−
3
−
3

(−)

P ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·
(+)

P˜ =
(+)

P
+
3 =

√
g

+
3
+
3

(+)

P , (3.5.2)

где
(−)

P˜ = P˜
∣∣∣
x3=0

,
(+)

P˜ = P˜
∣∣∣
x3=1

. (3.5.3)

Соотношения (3.5.2) — граничные условия физического содержания на лице-
вых поверхностях классической теории упругости при новой параметризации
области тонкого тела.

Рассмотрим теперь аналогичные граничные условия микрополярной теории
упругости. В этой связи обозначим через

(+)

µµµ и
(−)

µµµ заданные векторы моментных

напряжений на лицевых поверхностях
(+)

S и
(−)

S соответственно. Тогда аналогично
(3.5.2) будем иметь

r
−
3 ·

(−)

µµµ˜ = −
√
g

−
3
−
3

(−)

µµµ ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·

(+)

µµµ˜ =

√
g

+
3
+
3

(+)

µµµ . (3.5.4)

Здесь аналогично (3.5.3)
(−)

µµµ˜ = µµµ˜
∣∣∣
x3=0

,
(+)

µµµ˜ = µµµ˜
∣∣∣
x3=1

. (3.5.5)

Соотношения (3.5.2) и (3.5.4) — граничные условия физического содержания
микрополярной теории упругости на лицевых поверхностях при новой парамет-
ризации области тонкого тела.

При неизотермических процессах на лицевых поверхностях
(+)

S и
(−)

S соответ-
ственно могут быть заданы нормальные составляющие

(+)

q и
(−)

q вектора потока
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тепла q. Тогда граничные условия (граничные условия второго рода или усло-
вия типа Неймана) на лицевых поверхностях представляются в форме [338]

r
−
3 · (−)

q = −
√
g

−
3
−
3

(−)

q ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
· (+)

q =

√
g

+
3
+
3

(+)

q , x′ ∈
(−)

S , (3.5.6)

где
(−)

q = q
∣∣∣
x3=0

,
(+)

q = q
∣∣∣
x3=1

. (3.5.7)

Если заданы граничные условия, соответствующие теплообмену с окружа-
ющей средой по закону Ньютона (граничные условия третьего рода) [338]. В

этом случае граничные условия на
(−)

S и
(+)

S будут иметь вид соответственно

r
−
3 · (−)

q = −
√
g

−
3
−
3
(−)

β
((−)

Tc −
(−)

T
)
,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
· (+)

q =

√
g

+
3
+
3
(+)

β
((+)

Tc −
(+)

T
)
, (3.5.8)

где Tc — заданная температура окружающей среды, β — коэффициент тепло-
отдачи,

(−)

β =β
∣∣∣
x3=0

,
(+)

β =β
∣∣∣
x3=1

,
(−)

T =T
∣∣∣
x3=0

,
(+)

T =T
∣∣∣
x3=1

(−)

Tc=Tc

∣∣∣
x3=0

,
(+)

Tc=Tc

∣∣∣
x3=1

. (3.5.9)

Итак, при неизотермических процессах граничные условия физического со-
держания микрополярной теории упругости на лицевых поверхностях задают-
ся соотношениями (3.5.2) и (3.5.4), а теплового содержания или соотношениями
(3.5.6), или соотношениями (3.5.8).

Получим теперь уравнения [274] для определения нормирующих векторов-
функций кинематического содержания

(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′,
(−)

φφφ ′, а также нормирующих

функций теплового содержания
(+)

T ′,
(−)

T ′. Из (3.4.3), (3.4.6), (3.4.13), (3.4.19) и
(3.4.21), (3.4.24) видно, что формы представлений ОС физического и теплового
содержаний во всех рассмотренных выше случаях одинаковы. Различие состоит
только в обозначениях. При этом способы определения функций

(+)

u ′,
(−)

u ′ и
(+)

φφφ ′,
(−)

φφφ ′, а также
(+)

T ′,
(−)

T ′ одинаковы и аналогичны способу нахождения подобных
функций, рассмотренному в [69]. Поэтому ниже получим системы уравнений
для определения этих функций при ОС физического и теплового содержаний
нулевого приближения в моментах для однородного материала. В остальных
случаях как для однородного, так и для неоднородного материала искомые
функции определяются аналогично.

3.5.1.1 Определение нормирующих векторов-функций кинематиче-
ского содержания для ОС физического содержания нулевого
приближения

Пусть тензоры напряжений и моментных напряжений представляются соответ-
ственно приближенными формулами

P˜ (0)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

P˜ (0)(x
′)Û∗

k (x
3), µµµ˜(0)(x′, x3) =

N∑
k=0

(k)

µµµ˜ (0)(x
′)Û∗

k (x
3). (3.5.10)
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Заметим, что индексы у тензоров в (3.5.10) выбраны в соответствии с дан-
ным случаем.

Граничные условия (3.5.2) и (3.5.4) можно записать в виде

r
−
3 ·

(−)

P˜ (0) = −
√
g

−
3
−
3

(−)

P ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·

(+)

P˜ (0) =

√
g

+
3
+
3

(+)

P ,

r
−
3 ·

(−)

µµµ˜ (0) = −
√
g

−
3
−
3

(−)

µµµ ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
·

(+)

µµµ˜ (0) =

√
g

+
3
+
3

(+)

µµµ .

(3.5.11)

Учитывая значения на концах сегмента [0, 1] ортонормированных смещенных
полиномов Чебышева второго рода (2.5.16), из (3.5.10) получим

(−)

P˜ (0) = P˜ (0)

∣∣∣
x3=0

=
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

P˜ (0),
(+)

P˜ (0) = P˜ (0)

∣∣∣
x3=1

=
2√
π

N∑
k=0

(k + 1)
(k)

P˜ (0),

(−)

µµµ˜ (0) = µµµ˜(0)
∣∣∣
x3=0

=
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0),
(+)

µµµ˜ (0) = µµµ˜(0)
∣∣∣
x3=1

=
2√
π

N∑
k=0

(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0).

Отсюда в силу (3.4.3) при A˜̃ = 0 и B˜̃ = 0 (материал обладает центром симмет-
рии) имеем

(−)

P˜ (0) =
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

P˜ (0,N) +
[ 2√

π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)C
≃

−
3 ·
(0,k)

]
· (+)

u ′+

+
[ 2√

π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)C
≃

−
3 ·
(k)

]
· (−)

u ′,

(+)

P˜ (0)=
2√
π

N∑
k=0

(k+1)
(k)

P˜ (0,N)+
[ 2√

π

N∑
k=0

(k+1)C
≃

−
3 ·
(0,k)

]
·(+)

u ′+
[ 2√

π

N∑
k=0

(k+1)C
≃

−
3 ·
(k)

]
·(−)

u ′,

(−)

µµµ˜ (0) =
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0,N) +
[ 2√

π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)D
≃

−
3 ·
(0,k)

]
·

(+)

φφφ ′+

(3.5.12)

+
[ 2√

π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)D
≃

−
3 ·
(k)

]
·

(−)

φφφ ′,

(+)

µµµ˜ (0)=
2√
π

N∑
k=0

(k+1)
(k)

µµµ˜ (0,N)+
[ 2√

π

N∑
k=0

(k+1)D
≃

−
3 ·
(0,k)

]
·
(+)

φφφ ′+
[ 2√

π

N∑
k=0

(k+1)D
≃

−
3 ·
(k)

]
·
(−)

φφφ ′.

Нетрудно заметить, что в силу (3.4.5) имеем
N∑
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≃
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⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)
E˜ N∑
k=0

(−1)k(k + 1)2,

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)C
≃

−
3 ·
(k) = 2C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(−1)2k+1(k + 1)2 = −2C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(k + 1)2,

N∑
k=0

(k + 1)C
≃

−
3
(0,k) = 2C˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)
E˜ N∑
k=0

(k + 1)2,

N∑
k=0

(k + 1)C
≃

−
3 ·
(k) = 2C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(−1)k+1(k + 1)2 = −2C˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(−1)k(k + 1)2,

N∑
k=0
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(0,k) = 2D˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)
E˜ N∑
k=0

(−1)k(k + 1)2,

(3.5.13)

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)D
≃

−
3 ·
(k) = 2D˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(−1)2k+1(k + 1)2 = −2D˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(k + 1)2,

N∑
k=0

(k + 1)D
≃

−
3 ·
(0,k) = 2D˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)
E˜ N∑
k=0

(k + 1)2,

N∑
k=0

(k + 1)D
≃

−
3 ·
(k) = 2D˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(−1)k+1(k + 1)2 = −2D˜̃ 2

⊗r
−
3E˜ N∑

k=0

(−1)k(k + 1)2.
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Вводя обозначения

a(N) = 2
N∑
k=0

(k + 1)2 =
1

3
(N + 1)(N + 2)(2N + 3), b(N) = 2

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)2 (3.5.14)

и учитывая (3.5.13), из (3.5.12) найдем

b(N)C˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)(+)

u ′ − a(N)C˜̃ 2

⊗r
−
3 (−)

u ′ =

√
π

2

(−)

P˜ (0) −
N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

P˜ (0,N),

a(N)C˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)(+)

u ′ − b(N)C˜̃ 2

⊗r
−
3 (−)

u ′ =

√
π

2

(+)

P˜ (0) −
N∑
k=0

(k + 1)
(k)

P˜ (0,N),

b(N)D˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)(+)

φφφ ′ − a(N)D˜̃ 2

⊗r
−
3 (−)

φφφ ′ =

√
π

2

(−)

µµµ˜ (0) −
N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0,N),

a(N)D˜̃ 2

⊗
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)(+)

φφφ ′ − b(N)D˜̃ 2

⊗r
−
3 (−)

φφφ ′ =

√
π

2

(+)

µµµ˜ (0) −
N∑
k=0

(k + 1)
(k)

µµµ˜ (0,N).

(3.5.15)

Умножая первое и третье соотношения (3.5.15) слева на r
−
3 скалярно, а второе

и четвертое на r
−
3−g

−
3
+

P
g

+

P
−
K
r

−
K и учитывая (3.5.11), придем к искомым уравнениям:

(+)

C˜ ′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

C˜ ′
(0,N) ·

(−)

u ′ =
(−)

A(0,N),
(+)

C˜ ′′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

C˜ ′′
(0,N) ·

(−)

u ′ =
(+)

A(0,N);
(+)

D˜ ′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

D˜ ′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(−)

B(0,N),
(+)

D˜ ′′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

D˜ ′′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(+)

B(0,N),

(3.5.16)

где введены следующие обозначения:
(+)

C˜ ′
(0,N)=b(N)

(
C˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜−

3 ·
−
M ·
)
,

(−)

C˜ ′
(0,N)=−a(N)C˜−

3 ·
−
3 ·,

(+)

C˜ ′′
(0,N)=a(N)

[(
C˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜−

3 ·
−
M ·
)
−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(
C˜ −
K·

−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜ −
K·

−
M ·
)]
,

(−)

C˜ ′′
(0,N)=−b(N)

(
C˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K
C˜ −
K·

−
3 ·
)
, C˜ −

m·−n· = r
−
m ·C˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

(+)

D˜ ′
(0,N)=b(N)

(
D˜ −

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜−

3 ·
−
M ·
)
,

(−)

D˜ ′
(0,N)=−a(N)D˜ −

3 ·
−
3 ·,

(+)

D˜ ′′
(0,N)=a(N)

[(
D˜ −

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
D˜ −

3 ·
−
M ·
)
−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(
D˜ −
K·

−
3 ·−g

−
3
+
M
D˜ −
K·

−
M ·
)]
,

(−)

D˜ ′′
(0,N)=−b(N)

(
D˜ −

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K
D˜ −
K·

−
3 ·
)
, D˜ −

m·−n· = r
−
m ·D˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

(−)

A(0,N) = −
[√π

2

√
g

−
3
−
3

(−)

P +
N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

P
−
3 ·
(0,N)

]
,

(3.5.17)

(+)

A(0,N) =

√
π

2

√
g

+
3
+
3

(+)

P −
N∑
k=0

(k + 1)
((k)

P
−
3 ·
(0,N) − g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(k)

P
−
K·
(0,N)

)
,

(−)

B(0,N) = −
[√π

2

√
g

−
3
−
3

(−)

µµµ +
N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

µµµ
−
3 ·
(0,N)

]
,

(+)

B(0,N) =

√
π

2

√
g

+
3
+
3

(+)

µµµ −
N∑
k=0

(k + 1)
(

(k)

µµµ
−
3 ·
(0,N) − g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(k)

µµµ
−
K·
(0,N)

)
,

(k)

P
−
m·
(0,N)=r

−
m ·

(k)

P˜(0,N),
(k)

µµµ
−
m·
(0,N)=r

−
m ·

(k)

µµµ˜(0,N), (g
+
P
−
K
≈ g

+
P
−
K
).
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Первые два соотношения (3.5.16) представляют собой алгебраическую си-
стему из шести уравнений относительно шести неизвестных

(+)

u ′ и
(−)

u ′ (двух век-
торов). Разрешая эту систему, получим векторы

(+)

u ′ и
(−)

u ′, выраженные при по-

мощи моментов
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N . Если учтем полученные выражения
для

(+)

u ′ и
(−)

u ′ в первом соотношении (3.4.3) при A˜̃ = 0 и B˜̃ = 0, найдем определя-

ющие соотношения в моментах, связывающие между собой
(k)

P˜ (0) и
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N . При этом они представляют линейные формы относительно
(m)

u ,

∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ , m = 0, N . Подставляя выражение для
(k)

P˜ (0) в первое соотношение
(3.5.10), получим приближенное выражение тензора напряжений, удовлетво-
ряющее граничным условиям на лицевых поверхностях для любых векторных

полей
(m)

u ,
(m)

φφφ , m = 0, N , и скалярных полей
(m)

ϑ , m = 0, N , являющихся момен-
тами искомых векторных полей u, φφφ и скалярного поля ϑ. Следуя Векуа И.Н.,

выражение для
(k)

P˜ (0), согласованное с краевыми условиями на лицевых поверх-
ностях, назовем нормированным моментом k-го порядка поля тензора напряже-
ний нулевого приближения (аналогично определяется нормированный момент
k-го порядка поля тензора напряжений любого приближения). Аналогично ска-
занному выше третье и четвертое соотношения (3.4.8) представляют систему из
шести уравнений относительно шести неизвестных

(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ (двух векторов). Ре-
шив эту систему, найдем выражения для векторов

(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ через моменты
(m)

φφφ ,
∂I

(m)

φφφ , m = 0, N . Учитывая полученные выражения для
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′, из второго со-
отношения (3.4.3) при A˜̃ = 0 и B˜̃ = 0 получим определяющие соотношения в
моментах, связывающие между собой

(k)

µµµ˜ (0) и
(m)

φφφ , ∂I
(m)

φφφ , m = 0, N , и представляю-
щие линейные формы относительно

(m)

φφφ , ∂I
(m)

φφφ , m = 0, N . Подставляя выражение
для

(m)

µµµ˜ (0) во второе соотношение (3.5.10), найдем приближенное выражение тен-
зора моментных напряжений, обеспечивающее выполнение граничных условий
на лицевых поверхностях для любых векторных полей

(m)

φφφ , m = 0, N , являющие-
ся моментами искомого векторного поля φφφ. Следуя Векуа И.Н., выражение для
(m)

µµµ˜ (0), согласованное с краевыми условиями на лицевых поверхностях, назовем
нормированным моментом k-го порядка поля тензора моментных напряжений
нулевого приближения (аналогично определяется нормированный момент k-го
порядка поля тензора моментных напряжений любого приближения).

Если бы использовали ОС (3.4.3) при A˜̃ ̸= 0 и B˜̃ ̸= 0, то получили следую-
щие уравнения:

(+)

C˜ ′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

C˜ ′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

A˜ ′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

A˜ ′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(−)

A(0,N),
(+)

C˜ ′′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

C˜ ′′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

A˜ ′′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

A˜ ′′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(+)

A(0,N),
(+)

B˜ ′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

B˜ ′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

D˜ ′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

D˜ ′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(−)

B(0,N),
(+)

B˜ ′′
(0,N) ·

(+)

u ′ +
(−)

B˜ ′′
(0,N) ·

(−)

u ′ +
(+)

D˜ ′′
(0,N) ·

(+)

φφφ ′ +
(−)

D˜ ′′
(0,N) ·

(−)

φφφ ′ =
(+)

B(0,N),

(3.5.18)
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где помимо (3.5.17) введены следующие обозначения:
(+)

A˜ ′
(0,N)=b(N)

(
A˜ −

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
A˜ −

3 ·
−
M ·
)
,

(−)

A˜ ′
(0,N)=−a(N)A˜ −

3 ·
−
3 ·,

(+)

A˜ ′′
(0,N)=a(N)

[(
A˜ −

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
A˜ −

3 ·
−
M ·
)
−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(
A˜ −
K·

−
3 ·−g

−
3
+
M
A˜ −
K·

−
M ·
)]
,

(−)

A˜ ′′
(0,N)=−b(N)

(
A˜ −

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K
A˜ −
K·

−
3 ·
)
, A˜ −

m·−n· = r
−
m ·A˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ ,

(+)

B˜ ′
(0,N)=b(N)

(
B˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
C˜−

3 ·
−
M ·
)
,

(−)

B˜ ′
(0,N)=−a(N)B˜−

3 ·
−
3 ·,

(+)

B˜ ′′
(0,N)=a(N)

[(
B˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
M
B˜−

3 ·
−
M ·
)
−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(
B˜ −
K·

−
3 ·−g

−
3
+
M
B˜ −
K·

−
M ·
)]
,

(−)

B˜ ′′
(0,N)=−b(N)

(
B˜−

3 ·
−
3 ·−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K
B˜ −
K·

−
3 ·
)
, B˜ −

m··−n = r
−
m ·B˜̃ 2

⊗r
−
nE˜ .

Соотношения (3.5.18) представляют собой алгебраическую систему из две-
надцати уравнений относительно двенадцати неизвестных

(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ (че-
тырех векторов). Разрешая эту систему, получим векторы

(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′,

выраженные при помощи моментов
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ и ∂I
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ ; m = 0, N . Если учесть
полученные выражения для искомых векторов в (3.4.3), найдем ОС (систему

законов Гука) в моментах нулевого приближения. При этом
(k)

P˜(0) и
(k)

µµµ˜(0) представ-

ляют линейные формы относительно
(m)

u , ∂I
(m)

u ,
(m)

φφφ и ∂I
(m)

φφφ ,
(m)

ϑ ,m = 0, N . Подставляя
(k)

P˜(0) и
(k)

µµµ˜(0) в (3.5.10), получим приближенные выражения для тензоров напряже-
ний и моментных напряжений, удовлетворяющие граничным условиям на ли-

цевых поверхностях для любых векторных полей
(m)

u ,
(m)

φφφ и скалярных полей
(m)

ϑ ;
m = 0, N , являющихся моментами искомых векторных полей u, φφφ и скалярного

поля ϑ. Следуя И.Н.Векуа, выражения для
(k)

P˜(0) и
(k)

µµµ˜(0), согласованные с краевы-
ми условиями на лицевых поверхностях, назовем нормированными моментами
k-го порядка полей тензоров напряжений и моментных напряжений нулевого
приближения (аналогично определяются нормированные моменты k-го порядка
полей тензоров напряжений и моментных напряжений любого приближения).

3.5.1.2 Определение нормирующих функций для ОС теплового со-
держания нулевого приближения

Пусть вектор притока тепла задается приближенной формулой

q(0)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

q (0)(x
′)Û∗

k (x
3). (3.5.19)

Сперва рассмотрим граничные условия второго рода (типа Неймана) (3.5.6).
Представим их аналогично (3.5.11) в форме

r
−
3 · (−)

q (0) = −
√
g

−
3
−
3

(−)

q ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
· (+)

q (0) =

√
g

+
3
+
3

(+)

q . (3.5.20)
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На основании значений ортонормированных смещенных полиномов Чебышева
второго рода (2.5.16) на концах сегмента [0, 1] из (3.4.10) находим

(−)

q (0)=q(0)

∣∣∣
x3=0

=
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

q (0),
(+)

q (0)=q(0)

∣∣∣
x3=1

=
2√
π

N∑
k=0

(k + 1)
(k)

q (0). (3.5.21)

Учитывая (3.4.21), (3.4.22), последние два соотношения (3.4.23) и (3.5.14), из
(3.5.21) получим

(−)

q (0) =
2√
π

N∑
k=0

(−1)k(k + 1)
(k)

q (0,N) − b(N)ΛΛΛ˜ ·
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)(+)

T ′ + a(N)ΛΛΛ˜ · r
−
3
(−)

T ′,

(+)

q (0) =
2√
π

N∑
k=0

(k + 1)
(k)

q (0,N) − a(N)ΛΛΛ˜ ·
(
r
−
3 − g

−
3
+
M
r

−
M
)(+)

T ′ + b(N)ΛΛΛ˜ · r
−
3
(−)

T ′.

(3.5.22)

Умножая первое соотношение (3.5.22) на r
−
3 скалярно, а второе на r

−
3−g

−
3
+

P
g

+

P
−
K
r

−
K ,

в силу (3.5.20) будем иметь
(+)

Λ ′
(0,N)

(+)

T ′+
(−)

Λ ′
(0,N)

(−)

T ′=
(−)

Q (0,N),
(+)

Λ ′′
(0,N)

(+)

T ′+
(−)

Λ ′′
(0,N)

(−)

T ′=
(+)

Q (0,N), (3.5.23)

где аналогично (3.5.17) введены обозначения
(+)

Λ ′
(0,N)=−b(N)

(
Λ

−
3
−
3−g

−
3
+
M
Λ

−
3

−
M
)
,

(−)

Λ ′
(0,N)=a(N)Λ

−
3
−
3 ,

(+)

Λ ′′
(0,N)=−a(N)

[(
Λ

−
3
−
3−g

−
3
+
M
Λ

−
3

−
M
)
−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(
Λ

−
K

−
3−g

−
3
+
M
Λ

−
K

−
M
)]
,

(−)

Λ ′′
(0,N)=b(N)

(
Λ

−
3
−
3−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K
Λ

−
K

−
3
)
, Λ

−
m

−
n=r

−
m ·ΛΛΛ˜ · r−

n,

(−)

Q(0,N)=−
[√π

2

√
g

−
3
−
3
(−)

q+
N∑
k=0

(−1)k(k+1)
(k)

q
−
3
(0,N)

]
,

(+)

Q(0,N)=

√
π

2

√
g

+
3
+
3
(+)

q−
N∑
k=0

(k+1)
(
(k)

q
−
3
(0,N)−g

−
3
+
P
g

+
P
−
K

(k)

q
−
K
(0,N)

)
,

(k)

q
−
m
(0,N)=

(k)

q (0,N) ·r
−
m.

(3.5.24)

Соотношения (3.5.23) представляют собой систему из двух уравнений отно-

сительно двух неизвестных
(+)

T ′ и
(−)

T ′. Решая эту систему, получим функции
(+)

T ′

и
(−)

T ′, выраженные через моменты
(m)

T , ∂I
(m)

T , m = 0, N . Подставляя полученные

выражения для
(+)

T ′ и
(−)

T ′ в (3.4.21), найдем соотношения в моментах, связываю-

щие между собой
(k)

q(0) и
(m)

T , ∂I
(m)

T , m = 0, N . Они являются линейными формами

относительно
(m)

T , ∂I
(m)

T , m = 0, N . Учитывая выражение для
(k)

q(0) в (3.5.19), по-
лучим приближенное выражение для вектора потока тепла, удовлетворяющее
граничным условиям второго рода на лицевых поверхностях для любых ска-

лярных полей
(m)

T , m = 0, N , являющихся моментами искомого скалярного поля
T (x′, x3). Следуя Векуа И.Н., выражение для

(k)

q(0), согласованное с краевыми
условиями на лицевых поверхностях, назовем нормированным моментом k-го
порядка поля вектора потока тепла нулевого приближения (аналогично опреде-
ляется нормированный момент k-го порядка поля вектора потока тепла любого
приближения).
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Теперь рассмотрим граничные условия третьего рода (теплообмен с окру-
жающей средой по закону Ньютона). В этом случае нет необходимости оста-
навливаться на подробном выводе системы уравнений относительно функций
(+)

T ′ и
(−)

T ′.
В самом деле, представляя граничные условия (3.5.8) аналогично (3.5.20) в

виде

r
−
3 · (−)

q (0) = −
√
g

−
3
−
3

(−)

β
((−)

T −
(−)

Tc
)
,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
P
−
M
r

−
M
)
· (+)

q (0) =

√
g

+
3
+
3

(+)

β
((+)

T −
(+)

Tc
)
,

нетрудно заметить, что и в рассматриваемом случае для определения
(+)

T ′ и
(−)

T ′

будем иметь уравнения (3.5.23), правые части которых получаются из шестой

и седьмой соотношений (3.5.24), если в них
(−)

q и
(+)

q заменить на
(−)

β
((−)

T −
(−)

Tc
)

и
(+)

β
((+)

T −
(+)

Tc
)

соответственно. С целью сокращения письма их выписывать не
будем.

3.5.2 Граничные условия в моментах в теории тонких тел

Для корректной постановки задач в теории тонких тел к любой системе урав-
нений, согласованной или несогласованной (при упрощенной схеме приведения
бесконечной системы уравнений к конечной) с граничными условиями на ли-

цевых поверхностях, следует присоединить граничные условия на контуре ∂
(−)

S

основной базовой поверхности
(−)

S .
На боковой грани Σ могут быть заданы условия кинематического содержа-

ния (векторы перемещения и вращения) или физического содержания (векторы
напряжения и моментного напряжения), или на одной ее части Σ1 могут быть
заданы условия кинематического содержания, а на другой части Σ2 — физиче-
ского содержания; Σ1 ∪ Σ2 = Σ, Σ1 ∩ Σ2 = ∅. При неизотермических процессах
на некоторой части боковой грани еще задаются граничные условия теплового
содержания первого рода (типа Дирихле) или второго рода (типа Неймана), или
же третьего рода (теплообмен с окружающей средой по закону Ньютона). При
этом на одной части боковой грани можно задать один тип из этих условий, на
другой — другой, а на третьей — третий.

Ниже рассмотрены граничные условия кинематического, физического и теп-
лового содержаний на боковой грани тонкого тела и в силу них получены со-
ответствующие граничные условия в моментах на граничном контуре основной
базовой поверхности.

В дальнейшем предполагаем, что боковая грань Σ состоит из линейчатых
поверхностей и фиксировано некоторое неотрицательное целое число N . За-
дание числа N означает, что из каждой бесконечной системы уравнений рас-
сматривается только совокупность первых N + 1 уравнений. Тогда, очевидно,

неизвестными будут моменты
(m)

P˜ ,
(m)

µµµ˜ ,
(m)

u ,
(m)

φφφ ,
(m)

T , m = 0, N , и, например, для мик-
рополярной теории тонких тел при неизотермических процессах задача будет
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корректно поставлена, если на граничном контуре ∂
(−)

S базовой поверхности
(−)

S
заданы 2N + 2 векторных граничных условий кинематического содержания, а

на его части ∂
(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S N+1 граничных условий теплового содержания (в слу-

чае первой краевой задачи), или на ∂
(−)

S заданы 2N + 2 векторных граничных

условий физического содержания, а на ∂
(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S N + 1 граничных условий
теплового содержания (в случае второй краевой задачи), или на одной его части

∂
(−)

S 1 могут быть заданы 2N+2 векторных граничных условий кинематического

содержания, на остальной части ∂
(−)

S 2 (∂
(−)

S 1 ∪ ∂
(−)

S 2 = ∂
(−)

S , ∂
(−)

S 1 ∩ ∂
(−)

S 2 = ∅) —

2N+2 векторных граничных условий физического содержания, а на ∂
(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S
N + 1 граничных условий теплового содержания (в случае смешанной краевой
задачи). Заметим, что в случае динамических задач к граничным условиям
следует присоединять начальные условия в моментах, о которых речь пойдет
ниже.

3.5.2.1 Кинематические граничные условия в моментах

Пусть на боковой грани Σ заданы векторы перемещения u и вращения φφφ, т.е.

u(x′, x3, t)
∣∣∣
Σ
= f(x′, x3, t), φφφ(x′, x3, t)

∣∣∣
Σ
= g(x′, x3, t).

Тогда кинематические граничные условия в моментах относительно системы
ортонормированных смещенных полиномов Чебышева второго рода представ-
ляются в виде

(k)

u(x′, t) =
(k)

f (x′, t),
(k)

φφφ(x′, t) =
(k)

g (x′, t), k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

S . (3.5.25)

Здесь
(k)

f (x′, t) и
(k)

g(x′, t), k = 0, N — известные векторные поля на ∂
(−)

S как
моменты известных векторных полей f(x′, x3, t) и g(x′, x3, t) соответственно.

3.5.2.2 Граничные условия физического содержания в моментах

Прежде чем получить эти условия, выведем некоторые геометрические соот-
ношения на боковой грани при новой параметризации области тонкого тела.

В этой связи, полагая, что h ⊥
(−)

S , введем следующие обозначения: ∂
(−)

S , ∂S и

∂
(+)

S — граничные контуры поверхностей
(−)

S , S и
(+)

S соответственно;
(∼)

m,
(∼)

s и
(∼)

l ,
∼ ∈ {−, ∅,+}, — единичный вектор нормали к боковой грани, единичный век-

тор касательной к контуру ∂
(∼)

S и единичный вектор тангенциальной нормали к

контуру ∂
(∼)

S в точке
(∼)

M , ∼ ∈ {−, ∅,+}; dΣ — элементарная площадка одной вер-
шиной в точке M с координатами (x1, x2, x3) и со сторонами dr = dss = rIdx

I

и hdx3 = r3dx
3; d

(+)

Σ — элементарная площадка с одной вершиной в точке
(+)

M

с координатами (x1, x2, 1) и со сторонами d
(+)

r = r+

I
dxI и hdx3 = r3dx

3; d
(−)

Σ —
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Рис. 3.1: Боковая грань при новой параметризации

элементарная площадка с одной вершиной в точке
(−)

M с координатами (x1, x2, 0)

и со сторонами d
(−)

r = r−
I
dxI и hdx3 = r3dx

3;
(−)

n = |h|−1h — единичный вектор

нормали к поверхности
(−)

S в точке
(−)

M (см. рис. 3.1). Заметим, что в точке
(−)

M
единичный вектор нормали к боковой грани и единичный вектор тангенциаль-

ной нормали к контуру ∂
(−)

S совпадают, а в точках M и
(+)

M в общем случае они
не совпадают.

Нетрудно заметить, что

dΣΣΣ = dΣm = dss× hdx3 =
√
gϵIJr

IdxJdx3 =

√
(−)

g g
−
K
I ϵIKr

−
I dxJdx3,

d
(+)

ΣΣΣ = d
(+)

Σ
(+)

m = d
(+)

s
(+)

s × hdx3 =

√
(+)

g ϵIJr
+
IdxJdx3 =

√
(−)

g g
−
K
+
J
ϵIKr

−
I dxJdx3,

d
(−)

ΣΣΣ = d
(−)

Σ
(−)

m = d
(−)

s
(−)

s × hdx3 =

√
(−)

g ϵIJr
−
I dxJdx3,

(3.5.26)

где последние два соотношения (3.5.26) получаются аналогично. Их, конечно,
можно еще получить из первого соотношения (3.5.26) при x3 = 1 и x3 = 0
соответственно.

Далее, очевидно, имеем

ds|s× h| = |dr× h| = √
g
√
gKLϵKIϵLJdxIdxJ =

√
(−)

g

√
g

−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
I g

−
L
J dx

IdxJ =

=

√
(+)

g

√
g

+
M

+
NϵMKϵNLg

+
K
I g

+
L
J dx

IdxJ ,

d
(+)

s |(+)

s × h|= |dr× h|=
√

(+)

g

√
g

+
K

+
LϵKIϵLJdxIdxJ=

√
(−)

g

√
g

−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
+
I
g

−
L
+
J
dxIdxJ ,

d
(−)

s |(−)

s × h| =
√

(−)

g

√
g

−
K

−
LϵKIϵLJdxIdxJ =

√
(+)

g

√
g

+
M

+
NϵMKϵNLg

+
K
−
I
g

+
L
−
J
dxIdxJ .

(3.5.27)
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Теперь в силу первых и третьих соотношений (3.5.26) и (3.5.27) получаем

dΣ =
(−)

ϑ

√
gKLϵKIϵLJdxIdxJ√
g

−
K

−
LϵKIϵLJdxIdxJ

d
(−)

Σ =

√
g

−
M

−
NAK−

M
AL−
N
ϵKIϵLJdxIdxJ√

g
−
K

−
LϵKIϵLJdxIdxJ

d
(−)

Σ =

=

√
g

−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
I g

−
L
J dx

IdxJ√
g

−
K

−
LϵKIϵLJdxIdxJ

d
(−)

Σ .

(3.5.28)

Выпишем выражения длин элементов дуг на поверхностях S,
(+)

S ,
(−)

S . Имеем

ds =
√
gIJdxIdxJ =

√(
g−
K

−
L
g

−
K
I g

−
L
J + g−

3
−
3
g

−
3
I g

−
3
J

)
dxIdxJ ,

d
(+)

s =
√
g+
I
+
J
dxIdxJ =

√(
g−
K

−
L
g

−
K
+
I
g

−
L
+
J
+ g−

3
−
3
g

−
3
+
I
g

−
3
+
J

)
dxIdxJ , d

(−)

s =
√
g−
I
−
J
dxIdxJ .

(3.5.29)

Далее заметим, что

s =
dr

ds
= (1− x3)

d
(−)

s

ds

(−)

s + x3
d

(+)

s

ds

(+)

s . (3.5.30)

В силу (3.5.29) соотношению (3.5.30) можно придать нужный вид. Однако с
целью сокращения письма этого делать не будем.

Теперь заметим, что единичные векторы нормалей к боковой грани в точках
(−)

M , M и
(+)

M представляются соотношениями

(−)

m=

(−)

s × h

|(−)

s × h|
=
d

(−)

s
(−)

s × h

d
(−)

s |(−)

s × h|
, m=

s× h

|s× h|
=
dss× h

ds|s× h|
,

(+)

m=

(+)

s × h

|(+)

s × h|
=
d

(+)

s
(+)

s × h

d
(+)

s |(+)

s × h|
. (3.5.31)

На основании (3.5.30) и первого и третьего соотношений (3.5.31) из второго
соотношения (3.5.31) находим

m =
s× h

|s× h|
= (1− x3)

d
(−)

s |(−)

s × h|
ds|s× h|

(−)

m + x3
d

(+)

s |(+)

s × h|
ds|s× h|

(+)

m.

Отсюда с помощью (3.5.27) получаем

m = (1− x3)
(−)

ϑ −1

√
g

−
K

−
LϵKIϵLJdxIdxJ√

gKLϵKIϵLJdxIdxJ
(−)

m + x3
(+)

ϑ −1

√
g

+
K

+
LϵKIϵLJdxIdxJ√

gKLϵKIϵLJdxIdxJ
(+)

m =

= (1− x3)

√
g

−
K

−
LϵKIϵLJdxIdxJ√

g
−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
I g

−
L
J dx

IdxJ

(−)

m + x3

√
g

+
K

+
LϵKIϵLJdxIdxJ√

g
+
M

+
NϵMKϵNLg

+
K
I g

+
L
J dx

IdxJ

(+)

m.

(3.5.32)

Умножая первое, второе и третье соотношения (3.5.26) на rK , r+

K
и r−

K
соответ-

ственно и в полученных соотношениях меняя индекс K на I, будем иметь

dΣmI =
(+)

ϑ d
(+)

Σ
(+)

m+
I
=

(−)

ϑ d
(−)

Σ
(−)

m−
I
. (3.5.33)
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Получим теперь некоторые соотношения в линиях кривизны. В этом случае для
обозначения индексов используем строчные буквы греческого алфавита, кото-
рые принимают значения 1, 2. При этом по повторяющимся индексам суммиро-
вание не производится. Чтобы получить искомые соотношения, можно исполь-
зовать соответствующие соотношения из (1.3.32), (1.3.34)–(1.3.36) и (1.3.38). По-
лучить их не представляет большого труда. Поэтому на подробном выводе оста-
навливаться не будем.

Вдоль линии кривизны (1) имеем dx1 ̸= 0, dx2 = 0. Поэтому, например, из
первого соотношения (3.5.27) получаем

ds(1)|s(1) × h| =
√
gg22 dx1 =

√
(−)

g g
−
2
−
2 g

−
1
1 dx

1 =

√
(+)

g g
+
2
+
2 g

+
1
1 dx

1.

Таким образом, имеем

ds(α)|s(α) × h| =√g−
α
−
α
g−
3
−
3
g

−
α
αdx

α, d
(+)

s (α)|
(+)

s (α) × h| =√g−
α
−
α
g−
3
−
3
g

−
α
+
α
dxα,

d
(−)

s (α)|
(−)

s (α) × h| =√g−
α
−
α
g−
3
−
3
dxα.

Учитывая последние соотношения из (3.5.26) находим

dΣ(α) =
√
g−
α
−
α
g−
3
−
3
g

−
α
αdx

αdx3, d
(+)

Σ (α) =
√
g−
α
−
α
g−
3
−
3
g

−
α
+
α
dxαdx3,

d
(−)

Σ (α) =
√
g−
α
−
α
g−
3
−
3
dxαdx3.

Отсюда в свою очередь получаем

dΣ(α)

g
−
α
α

=
d

(+)

Σ (α)

g
−
α
+
α

= d
(−)

Σ (α). (3.5.34)

Аналогично из (3.5.29) имеем

ds(α) =
√
gαα dx

α =

√
gαα
(
g

−
α
α

)2
+ g−

3
−
3

(
g

−
3
+
α

)2
dx(α),

d
(+)

s (α) =
√
g+
α
+
α
dxα =

√
gαα
(
g

−
α
+
α

)2
+ g−

3
−
3

(
g

−
3
+
α

)2
dx(α), d

(−)

s (α) =
√
g−
α
−
α
dxα.

(3.5.35)

Вводя обозначения aα = 1 − g
−
α
+
α
, bα = (∂αh)/

√g−
α
−
α
, первое соотношение

(3.5.35) можно представить в виде

ds(α) =

√
g−
α
−
α

[(
a2α + b2α

)
(x3)2 − 2aαx3 + 1

]
dxα. (3.5.36)

Нетрудно заметить, что в силу (3.5.36) и последних двух соотношений (3.5.35)
получим

ds(α) =
√(

a2α + b2α
)
(x3)2 − 2aαx3 + 1 d

(−)

s α =

√(
a2α + b2α

)
(x3)2 − 2aαx3 + 1(
g

−
α
+
α

)2
+ b2α

d
(+)

s (α). (3.5.37)
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Теперь вернемся к (3.5.32) и представим его в линиях кривизны. Нетрудно
заметить, что вдоль первой линии кривизны имеем

g
−
K

−
LϵKIϵLJdx

IdxJ = g
−
2
−
2(dx1)2, g

−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
I g

−
L
J dx

IdxJ = g
−
2
−
2(g

−
1
1 dx

1)2,

g
+
K

+
LϵKIϵLJdx

IdxJ = g
+
2
+
2(dx1)2, g

+
M

+
NϵMKϵNLg

+
K
I g

+
L
J dx

IdxJ = g
+
2
+
2(g

+
1
1 dx

1)2.

Учитывая последние соотношения, из (3.5.32) вдоль первой линии кривизны
найдем

m(1) = (1− x3)
(
g

−
1
1

)−1(−)

m(1) + x3
(
g

+
1
1

)−1(+)

m(1). (3.5.38)

Легко усмотреть, что аналогичное соотношение вдоль второй линии кривизны
получим из (3.5.38), заменяя индекс 1 на 2. Тогда для линий кривизны будем
иметь соотношение

m(α) = (1− x3)
(
g

−
α
α

)−1(−)

m(α) + x3
(
g

+
α
α

)−1(+)

m(α). (3.5.39)

Учитывая, что (
g

−
α
α

)−1
= gα−

α
,
(
g

+
α
α

)−1
= gα+

α
= gα−

α
g

−
α
+
α
,

соотношение (3.5.39) можно еще представить в виде

m(α) = gα−
α

[
(1− x3)

(−)

m(α) + x3g
−
α
+
α

(+)

m(α)

]
, < α = 1, 2 > . (3.5.40)

Теперь получим граничные условия физического содержания на боковой грани
тонкого тела в моментах. Пусть на боковой грани Σ заданы векторы напряже-
ния P(x′, x3, t) и моментного напряжения µµµ(x′, x3, t). Тогда граничные условия
в силу формул Коши на боковой грани представляются в виде

m ·P˜(x′, x3, t) = P(x′, x3, t), m · µµµ˜(x′, x3, t) = µµµ(x′, x3, t) на Σ.

Отсюда, следовательно, получаем

mIP
I = P(x′, x3, t), mIµµµ

I = µµµ(x′, x3, t) на Σ. (3.5.41)

Умножая каждое соотношение из (3.5.41) на dΣ и учитывая (3.5.33), найдем

(−)

m−
I

((−)

ϑPI
)
= P

dΣ

d
(−)

Σ

,
(−)

m−
I

((−)

ϑµµµI
)
= µµµ

dΣ

d
(−)

Σ

на Σ. (3.5.42)

Вводя обозначения

PI =
(−)

ϑPI , µµµI =
(−)

ϑµµµI , b(x′, x3) =
dΣ

d
(−)

Σ

, (3.5.43)

соотношения (3.5.42) представятся в виде
(−)

m−
I
PI = Pb(x′, x3),

(−)

m−
I
µµµI = µµµb(x′, x3), на Σ. (3.5.44)

Найдя моменты k-го порядка от обеих частей соотношений (3.5.44) относитель-
но системы полиномов Чебышева второго рода, получим искомые граничные
условия в моментах в следующей форме:

(−)

m−
I

(k)

P
−
I = P(k)(x′, t),

(−)

m−
I

(k)

µµµ
−
I = µµµ(k)(x′, t), k = 0, N, x′∈∂

(−)

S , (3.5.45)
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где введены обозначения
(k)

P
−
I =

1∫
0

PIÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3,
(k)

µµµ
−
I =

1∫
0

µµµIÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3,

P(k) =
1∫
0

PbÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3, µµµ(k) =
1∫
0

µµµbÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3, k = 0, N.

Заметим, что граничные условия (3.5.45) применяются при представлении
уравнений движения, например, в виде (3.3.23).

Теперь получим граничные условия физического содержания в моментах в
другой форме. Умножая каждое соотношение (3.5.41) на dΣ и учитывая (3.5.33),
будем иметь

(−)

m−
I
gI−
J
P

−
J = P

dΣ

d
(−)

Σ

(−)

ϑ −1,
(−)

m−
I
gI−
J
µµµ

−
J = µµµ

dΣ

d
(−)

Σ

(−)

ϑ −1, x′∈∂
(−)

S . (3.5.46)

Вводя обозначение

a(x′, x3) =
dΣ

d
(−)

Σ

(−)

ϑ −1 =

√
g

−
M

−
NϵMKϵNLg

−
K
I
g

−
L
J
dxIdxJ√

g
−
K

−
LϵKIϵLJdx

IdxJ

(−)

ϑ −1, (3.5.47)

равенства (3.5.46) можно записать в форме

(−)

m−
I
gI−
J
P

−
J = a(x′, x3)P(x′, x3, t),

(−)

m−
I
gI−
J
µµµ

−
J = a(x′, x3)µµµ(x′, x3, t), x′ ∈ ∂

(−)

S . (3.5.48)

Представляя a(x′, x3) в виде ряда относительно x3

a(x′, x3) =
∞∑
s=0

As(x
′)(x3)s, As(x

′) =
1

s!

( ∂sa

∂(x3)s

)
x3=0

(3.5.49)

и учитывая первое соотношение (1.5.37), из (3.5.48) получим следующие гра-
ничные условия приближения порядка r:

(−)

m−
I
g
(r)

I
−
J
P

−
J = a(r)(x

′, x3)P,
(−)

m−
I
g
(r)

I
−
J
µµµ

−
J = a(r)(x

′, x3)µµµ, r ∈ N0, x′ ∈ ∂
(−)

S , (3.5.50)

a(r)(x
′, x3) =

r∑
s=0

As(x
′)(x3)s, r ∈ N0.

Учитывая первые соотношения (1.5.37) и (3.5.49) и, приравнивая коэффициен-
ты при одинаковых степенях x3 в правых и левых частях, из (3.5.48) получим

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J
P

−
J = A(s)(x

′, x3)P,
(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J
µµµ

−
J = A(s)(x

′, x3)µµµ, s ∈ N0, x′ ∈ ∂
(−)

S . (3.5.51)

Соотношения (3.5.48) и (3.5.51) эквивалентны, а соотношения (3.5.50) эквива-
лентны первым r + 1 равенствам (3.5.51). Применяя оператор моментов k-го
порядка к (3.5.50), в силу (2.7.3) найдем

(−)

m−
I

(k)

M( g
(r)

I
−
J
P

−
J ) =

(k)

M(a(r)P),
(−)

m−
I

(k)

M( g
(r)

I
−
J
µµµ

−
J ) =

(k)

M(a(r)µµµ), r ∈ N0, k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

S . (3.5.52)
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Учитывая (3.5.51), из (3.5.52) придем к соотношениям

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

P
−
J = A(s)

(k)

P,
(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

µµµ
−
J = A(s)

(k)

µµµ, s = 0, r, k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

S , (3.5.53)

которые можно еще получить, применяя оператор моментов k-го порядка к
соотношениям (3.5.51).

Заметим, что на основании (3.5.51) из (3.5.52) можно исключить моменты
искомых и известных величин, порядок которых превосходит N . Тогда полу-
чим соотношения, которые назовем статическими граничными условиями (гра-
ничными условиями физического содержания) в моментах приближения (r,N).
Они эквивалентны (3.5.53), поэтому в качестве статических граничных усло-
вий в моментах приближения (r,N) целесообразно рассматривать соотношения
(3.5.53).

3.5.3 Граничные условия теплового содержания в моментах

3.5.3.1 Граничные условия первого рода в моментах

В этом случае на части Σq ⊆ Σ боковой грани Σ задается температура:

T (x′, x3, t)
∣∣∣
Σq

= T0(x
′, x3, t).

Отсюда аналогично (3.5.25) искомые граничные условия первого рода в момен-
тах будут иметь вид

(k)

T (x′, t) =
(k)

T 0(x
′, t), k = 0, N, на ∂

(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S , (3.5.54)

где, конечно,
(k)

T 0(x
′, t), k = 0, N , — известные моменты на ∂

(−)

S q известного
скалярного поля T0(x′, x3, t).

3.5.3.2 Граничные условия второго рода в моментах

Нетрудно получить эти условия. В самом деле в рассматриваемом случае на
части Σq ⊆ Σ боковой грани Σ выполняется условие

m · q(x′, x3, t)
∣∣∣
Σq

= q0(x
′, x3, t).

Отсюда, не останавливаясь на выводе, аналогично (3.5.45) получим искомые
условия в форме

(−)

m−
I

(k)

q
−
I (x′, t) = q

(k)
0 (x′, t), k = 0, N, на ∂

(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S , (3.5.55)

где введены обозначения

(k)

q
−
I (x′, t) =

1∫
0

qIÛ∗
k(x

3)h∗(x3)dx3,

q
(k)
0 (x′, t) =

1∫
0

q0b(x
′, x3)Û∗

k(x
3)h∗(x3)dx3, k = 0, N, qI =

(−)

ϑ qI .
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В другой форме подобно (3.5.53) граничные условия теплового содержания
второго рода представляются в виде

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

q
−
J (x′, t)=A(s)

(k)

q0(x
′, t), s = 0, r, k = 0, N, x′ ∈ ∂

(−)

Sq⊆∂
(−)

S (3.5.56)

Соотношения (3.5.56) назовем граничными условиями теплового содержания
второго рода в моментах приближения (r,N).

3.5.3.3 Граничные условия третьего рода в моментах

В рассматриваемом случае граничные условия представляются в виде

m · q(x′, x3, t)
∣∣∣
Σq

= β(Tc − T
∣∣∣
Σq

). (3.5.57)

Тогда для искомых условий аналогично (3.5.55) имеем выражения
(−)

m−
I

(k)

q
−
I (x′, t) = β

(
T

(k)
c − T (k)), k = 0, N, на ∂

(−)

S q ⊆ ∂
(−)

S , (3.5.58)

где
T

(k)
c (x′, t) =

1∫
0

Tcb(x
′, x3)Û∗

k(x
3)dx3,

T (k)(x′, t) =
1∫
0

T (xl, x3)b(x′, x3)Û∗
k(x

3)dx3, k = 0, N.

Аналогично (3.5.53) и (3.5.56) и в этом случае граничные условия можно
записать в форме

(−)

m−
I
A
(s)

−
I
+
J

(k)

q
−
J (x′, t)=A(s)β(

(k)

T c −
(k)

T ), s = 0, r, k = 0, N, x′ ∈ ∂
(−)

Sq⊆∂
(−)

S (3.5.59)

Соотношения (3.5.59) назовем граничными условиями теплового содержания
третьего рода в моментах приближения (r,N).

Заметим, что при получении (3.5.58) и (3.5.59) предполагалось, что коэффи-
циент теплоотдачи β не зависит от x3. Если β зависит от x3, то для нахождения
момента k-го порядка правой части (3.5.57) надо использовать (3.2.32).

Заметим также, что можно было рассматривать граничные условия более
общего вида [338], чем приведенные выше и из них получить соответствующие
граничные условия теории тонких тел в моментах. Например, в случае микро-
полярной теории деформируемого твердого тела можно исходить из следующих
граничных условий[

a˜m 2

⊗P˜T + b˜ · u]
∣∣∣
Σ1

= N,
[
c˜m 2

⊗µµµ˜T + d˜ ·φφφ]
∣∣∣
Σ2

= M,

где a˜, b˜, c˜, d˜ — некоторые положительно определенные тензоры второго ранга,
N — вектор контактных усилий, M — вектор контактных моментных усилий,
Σ1 ⊆ Σ, Σ2 ⊆ Σ.

Аналогично при неизотермических процессах для уравнения теплопровод-
ности можно рассматривать граничное условие[

m · f˜(q) · q+ g(q)T
]∣∣∣

Σq

= T
(q)
0

и из него получить соответствующие граничные условия в моментах.
Здесь f˜(q) — некоторый тензор второго ранга, g(q) — некоторая скалярная

функция, Σq ⊆ Σ. f˜(q), g(q), вообще говоря, зависит от координат и времени.
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3.5.4 Начальные условия в моментах

При рассмотрении нестационарных задач в некоторый момент времени t = t0
должны быть заданы начальные условия. Пусть для нестационарной (динами-
ческой) задачи микрополярной МДТТ начальные условия представлены в виде

u(x′, x3, t)
∣∣∣
t=t0

= u0(x
′, x3),

∂u

∂t

∣∣∣
t=t0

= v(x′, x3),

φφφ(x′, x3, t)
∣∣∣
t=t0

= φφφ0(x
′, x3),

∂φφφ

∂t

∣∣∣
t=t0

= ωωω(x′, x3),

(3.5.60)

а для нестационарной задачи теплопроводности начальное условие представ-
лено в форме

T (x′, x3, t)
∣∣∣
t=t0

= T 0(x′, x3). (3.5.61)

Исходя из (3.5.60), для искомых начальных условий в моментах будем иметь
выражения

(k)

u(x′, t)
∣∣∣
t=t0

=
(k)

u0(x
′),

∂
(k)

u

∂t

∣∣∣
t=t0

=
(k)

v (x′),

(k)

φφφ(x′, t)
∣∣∣
t=t0

=
(k)

φφφ0(x
′),

∂
(k)

φφφ

∂t

∣∣∣
t=t0

=
(k)

ωωω (x′), k = 0, N, на
(−)

S .

(3.5.62)

Аналогично (3.5.62) из (3.5.61) для нестационарной задачи теплопроводности
получим следующие начальные условия в моментах:

(k)

T (x′, t)
∣∣∣
t=t0

=
(k)

T 0(x′) k = 0, N, на
(−)

S . (3.5.63)

Из изложенного выше видно, что трехмерные законы Гука и теплопровод-
ности Фурье в теории тонких тел заменяются соответствующими бесконечными
системами законов в моментах. При этом каждый закон содержит бесконечное
число слагаемых. Поэтому аналогично системам уравнений движения и прито-
ка тепла в моментах следует их редуцировать к конечным системам законов в
моментах, каждый закон которых будет содержать конечное число слагаемых.
Редукция производится следующим образом: фиксируем некоторые (в частно-
сти, те же самые числа, что при редукции систем уравнений) неотрицательные
целые числа r и N , а затем из бесконечной системы законов в нормирован-
ных моментах тензоров напряжений и моментных напряжений приближения
порядка r выбираем совокупность первых N +1 законов. При упрощенной схе-
ме редукции из бесконечной системы законов в моментах приближения порядка
r выбираем совокупность первых N +1 законов, в каждом законе которой пре-
небрегаем моментами искомых величин, порядок которых больше N . В этой
связи целесообразно вводить определения.

Определение 3.5.1. Совокупность законов Гука (теплопроводности Фурье)
в моментах, которая состоит из первых N + 1 законов соответствующей бес-
конечной системы законов Гука (теплопроводности Фурье) в нормированных
моментах тензоров напряжений и моментных напряжений порядка r, назовем
системой законов Гука (теплопроводности Фурье) в нормированных моментах
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тензоров напряжений и моментных напряжений (вектора потока тепла) при-
ближения (r,N).

Определение 3.5.2. Совокупность законов Гука (теплопроводности Фурье) в
моментах, которая состоит из первых N + 1 законов соответствующей беско-
нечной системы законов Гука (теплопроводности Фурье) в моментах порядка
r и каждый закон которой не содержит моментов искомых величин, порядок
которых больше N , назовем системой законов Гука (теплопроводности Фурье)
в моментах приближения (r,N).

В силу этих определений, например, система законов Гука (теплопровод-
ности Фурье) в нормированных моментах тензоров напряжений и моментных
напряжений (вектора потока тепла) приближения (0, N) получается из (3.4.3)
((3.4.21)) при выборе первых N+1 соотношений и учете выражений для

(+)

u ′,
(−)

u ′,
(+)

φφφ ′ и
(−)

φφφ ′ (
(+)

T ′ и
(−)

T ′), полученных при решении системы уравнений (3.5.16)((3.5.18)).
Аналогично, например, система законов Гука (теплопроводности Фурье) в

моментах приближения (0, N) получается из (3.4.4) ((3.4.22)) при выборе пер-
вых N + 1 соотношений. Следовательно, выбор первых N + 1 соотношений
означает, что k = 0, N .

3.6 Классификация и постановка задач в теории тонких тел

Классификация и постановка задач как в микрополярной, так и в классической
теории тонких тел осуществляются так же, как в МДТТ [338].

В отличие от МДТТ в рассматриваемом случае как для однородного, так
и для неоднородного тела рассматриваются приближенные ОС, системы урав-
нений движения и уравнений теплопроводности в моментах. При этом и гра-
ничные условия ставятся на части граничного контура базовой поверхности в
моментах.

Для граничных условий и соответствующих краевых задач в микрополярной
теории принимается такая классификация.

Определение 3.6.1. Если на граничном контуре ∂
(−)

S заданы только момен-
ты векторов перемещения и вращения (кинематические граничные условия)
(3.5.25), то такие условия называются граничными условиями первого рода, а
задача МДТТТ, использующая эти условия — первой краевой задачей.

Определение 3.6.2. Если на граничном контуре ∂
(−)

S заданы только гранич-
ные условия физического содержания в моментах (3.5.53), то такие граничные
условия называются граничными условиями второго рода, а соответствующая
задача МДТТТ — второй краевой задачей.

Определение 3.6.3. Если на одной части граничного контура ∂
(−)

S 1 заданы

кинематические граничные условия (3.5.25), а на остальной его части ∂
(−)

S 2 —
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граничные условия физического содержания (3.5.53), ∂
(−)

S 1∪∂
(−)

S 2 = ∂
(−)

S , ∂
(−)

S 1∩
∂

(−)

S 2 = ∅, то такие граничные условия называются смешанными граничными
условиями, а задача МДТТТ, использующая их — смешанной краевой задачей.

Следует заметить, что в случае динамических задач в некоторый момент
времени t = t0 должны быть заданы и начальные условия в моментах (3.5.62).
Если тонкое тело не ограничено, то должны быть заданы условия на бесконеч-
ности в моментах.

Заметим также, что исключая из приведенных выше определений харак-
теристики микрополярной теории, получим соответствующие определения для
классической МДТТТ.

3.6.1 Постановки задач микрополярной теории термоупругости тон-
ких тел в моментах

Рассматриваются постановки связанной и несвязанной динамических задач в
моментах приближения (r,N) микрополярной теории термоупругости тонких
тел (ТУТТ), а также нестационарной температурной задачи в моментах при-
ближения (r,N) и обсуждаются вопросы получения из них некоторых других
частных случаев постановок задач.

Постановка связанной динамической задачи в моментах приближения (r,N)
микрополярной теории ТУТТ включает в себя:

1) систему уравнений движения в моментах приближения (r,N) микропо-
лярной МДТТТ (3.3.83);

2) систему уравнений притока тепла в моментах приближения (r,N) мик-
рополярной ТМДТТТ (3.3.86);

3) систему ОС в нормированных моментах тензоров напряжений и момент-
ных напряжений приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ или си-
стему ОС в моментах приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ при
упрощенной схеме редукции;

4) систему законов теплопроводности Фурье в нормированных моментах
вектора потока тепла приближения (r,N) или систему законов теплопровод-
ности Фурье в моментах приближения (r,N) при упрощенной схеме редукции;

5) в зависимости от типа краевых задач одну из следующих систем гранич-
ных условий в моментах:

5a) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N (3.5.25) для первой краевой задачи и какую-нибудь систему из трех родов
систем граничных условий теплового содержания в моментах (3.5.54), (3.5.56)
или (3.5.59);

5b) систему статических граничных условий в моментах приближения (r,N)
микрополярной МДТТТ (3.5.53) для второй краевой задачи и какую-нибудь
систему из трех родов систем граничных условий теплового содержания в мо-
ментах (3.5.54), (3.5.56) или (3.5.59);
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5c) систему кинематических граничных условий в моментах приближенияN
(3.5.25) на одной части граничного контура и систему статических граничных
условий в моментах приближения (r,N) микрополярной МДТТТ (3.5.53) на
другой (остальной) части граничного контура для смешанной краевой задачи
и какую-нибудь систему из трех родов систем граничных условий теплового
содержания в моментах (3.5.54), (3.5.56) или (3.5.59);

6) системы начальных условий кинематического (3.5.62) и теплового (3.5.63)
содержаний в моментах приближения N .

Если в систему уравнений притока тепла в моментах приближения (r,N)

не входят механические характеристики (моменты тензоров напряжений
(k)

P˜ и
моментных напряжений

(k)

µµµ˜), то отдельно рассматривается нестационарная тем-
пературная задача в моментах приближения (r,N), которая включает в себя:

1) систему уравнений притока тепла в моментах приближения (r,N) без
механических характеристик;

2) систему законов теплопроводности Фурье в нормированных моментах
вектора потока тепла приближения (r,N) или систему законов теплопровод-
ности Фурье в моментах приближения (r,N) при упрощенной схеме редукции;

3) какую-нибудь систему из трех родов систем граничных условий теплового
содержания в моментах (3.5.54), (3.5.56) или (3.5.59);

4) системуначальныхусловийтепловогосодержанияв моментахприближения
N (3.5.63).

В этом случае динамическая задача в моментах приближения (r,N) мик-
рополярной теории ТУТТ разделяется на две задачи: нестационарную темпе-
ратурную задачу в моментах приближения (r,N), решением которой опреде-
ляется температурное поле, в дальнейшем считающееся известным и динами-
ческую задачу в моментах приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ
при неизотермических процессах с известным температурным полем, которая
включает в себя:

1) систему уравнений движения в моментах приближения (r,N) микропо-
лярной МДТТТ;

2) систему ОС в нормированных моментах тензоров напряжений и момент-
ных напряжений приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ с извест-
ным температурным полем или систему ОС в моментах приближения (r,N)
микрополярной теории ТУТТ с известным температурным полем при упро-
щенной схеме редукции;

3) в зависимости от типа краевых задач одну из следующих систем гранич-
ных условий в моментах:

3a) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N (3.5.25) для первой краевой задачи;

3b) систему статических граничных условий в моментах приближения (r,N)
микрополярной МДТТТ (3.5.53) для второй краевой задачи;
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3c) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N микрополярной теории (3.5.25) на одной части граничного контура и систе-
му статических граничных условий в моментах приближения (r,N) микропо-
лярной МДТТТ (3.5.53) на другой (остальной) части граничного контура для
смешанной краевой задачи;

4) систему кинематических начальных условий в моментах приближения N
(3.5.62).

Задачи при неизотермических процессах, которые разделяются на темпера-
турную задачу и задачу ТМДТТ с известным температурным полем, называ-
ются несвязанными задачами ТМДТТ [338].

Таким образом, выше даны формулировки постановок связанной и несвя-
занной динамических задач в моментах приближения (r,N) микрополярной
теории ТУТТ, а также нестационарной температурной задачи в моментах при-
ближения (r,N). Из этих постановок задач нетрудно получить постановки со-
ответствующих статических и квазистатических задач, а также, придавая раз-
личные значения r и N , постановки задач в моментах желаемых приближений.
Кроме того, можно получить постановки задач при изотермических процес-
сах. Наконец, если во всех приведенных и упомянутых выше постановках задач
пренебречь моментами моментных напряжений и вектора внутреннего враще-
ния, то получатся соответствующие постановки задач в моментах приближения
(r,N) классических теорий ТУТТ и УТТ. Следует заметить, что постановки
задач микрополярной теории для произвольного анизотропного материала при
классической параметризации и параметризации посредством произвольной ба-
зовой поверхности области тонкого тела с применением полиномов Лежандра
рассмотрены также в [265] и [285] соответственно (см. также [304–306]).

3.7 Построение корректирующего слагаемого, обеспечивающего вы-
полнение граничных условий на лицевых поверхностях при упро-
щенном методе редукции

При упрощенном методе постановка задач, например, постановка связанной
динамической задачи в моментах приближения (r,N) микрополярной теории
ТУТТ включает в себя:

1) систему уравнений движения в моментах приближения (r,N) микропо-
лярной ТМДТТТ (3.3.83),

2) систему уравнений притока тепла в моментах приближения (r,N) мик-
рополярной ТМДТТТ (3.3.86),

3) систему ОС в моментах приближения (r,N) микрополярной теории ТУТТ
при упрощенном методе редукции,

4) систему законов теплопроводности Фурье (ОС теплового содержания) в
моментах приближения (r,N) при упрощенном методе редукции,

5) в зависимости от типа краевых задач одну из следующих систем гранич-
ных условий в моментах:

5а) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N (3.5.25) для первой краевой задачи и какую-нибудь систему из трех родов
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систем граничных условий теплового содержания в моментах (3.5.54), (3.5.56)
или (3.5.59),

5b) систему статических граничных условий в моментах приближения
(r,N) микрополярной МДТТТ (3.5.53) для второй краевой задачи и какую-
нибудь систему из трех родов систем граничных условий теплового содержания
в моментах (3.5.54), (3.5.56) или (3.5.59),

5c) систему кинематических граничных условий в моментах приближения
N (3.5.25) на одной части граничного контура и систему статических гранич-
ных условий в моментах приближения (r,N)микрополярной МДТТТ (3.5.53) на
остальной части граничного контура для смешанной краевой задачи и какую-
нибудь систему из трех родов систем граничных условий теплового содержания
в моментах (3.5.54), (3.5.56) или (3.5.59),

6) системы начальных условий кинематического (3.5.62) и теплового (3.5.63)
содержаний в моментах приближения N .

Решение этой краевой задачи, которое позволяет построить приближенные
выражения для искомых полей температуры, векторов перемещения, вращения
и потока тепла, а также тензоров напряжений и моментных напряжений в виде

u(N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

u(x′)Û∗
k(x

3), φφφ(N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

φφφ(x′)Û∗
k(x

3),

P˜ (r,N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

P˜ (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3), µµµ˜(r,N)(x

′, x3) =
N∑
k=0

(k)

µµµ˜ (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3),

T(N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

T (x′)Û∗
k(x

3), q(r,N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

q (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3)

(3.7.1)

не согласованы с краевыми условиями на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S . Следо-
вательно, они могут оказаться весьма грубыми вблизи лицевых поверхностей.
Поэтому возникает вопрос, нельзя ли к приближенному решению рассматри-
ваемой краевой задачи добавить корректирующее слагаемое, удовлетворяющее
следующим условиям:

1) сумма найденного приближенного решения рассматриваемой краевой за-
дачи и соответствующего корректирующего слагаемого согласована с краевыми

условиями на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S ,
2) моменты корректирующего (добавочного) слагаемого обращаются в нуль,

если их порядок не превосходит N ,
3) нормы корректирующего слагаемого и при необходимости определяемого

посредством него корректирующего слагаемого для поля другой искомой вели-
чины можно сделать сколь угодно малыми внутри области тонкого тела.

Ниже рассмотрим способы построения корректирующих слагаемых при раз-
личных заданных условиях на лицевых поверхностях. При этом все необходи-
мые соотношения выведем для классической теории, на основании которых в
свою очередь выпишем подобные формулы для микрополярной теории. Кроме
того, с целью сокращения письма, вначале рассмотрим изотермические про-
цессы, а затем укажем способы нахождения корректирующих слагаемых и при
неизотермических процессах.
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3.7.1 Способы определения корректирующих слагаемых при поста-
новках изотермических задач в перемещениях и вращениях

В этом случае для задач приближения (r,N) вместо (3.7.1) будем иметь следу-
ющие приближенные решения

u(N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

u(x′)Û∗
k(x

3), φφφ(N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

φφφ(x′)Û∗
k(x

3),

P˜ (r,N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

P˜ (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3), µµµ˜(r,N)(x

′, x3) =
N∑
k=0

(k)

µµµ˜ (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3),

(3.7.2)

которые удовлетворяют соответствующим граничным условиям на боковой

грани, но не удовлетворяют условиям на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S .
1. Нахождение корректирующих слагаемых в том случае, когда на лице-

вых поверхностях заданы векторы перемещений и вращений. Пусть на лице-
вых поверхностях заданы векторы перемещений и вращений

u(x′, x3)
∣∣∣
x3=0

=
(−)

u (x′), u(x′, x3)
∣∣∣
x3=1

=
(+)

u (x′),

φφφ(x′, x3)
∣∣∣
x3=0

=
(−)

φφφ (x′), φφφ(x′, x3)
∣∣∣
x3=1

=
(+)

φφφ (x′).
(3.7.3)

Так как приближенные решения u(N)(x
′, x3) и φφφ(N)(x

′, x3) из (3.7.2) не удо-
влетворяют условиям (3.7.3) на лицевых поверхностях, поэтому следует найти
поправочные слагаемые u0(x

′, x3) и φφφ0(x
′, x3), удовлетворяющие условиям:

1) поля перемещения u = u(N) + u0 и вращения φφφ = φφφ(N) +φφφ0 согласованы
с краевыми условиями (3.7.3),

2) моменты
(k)

u0 и
(k)

φφφ0 векторных полей u0 и φφφ0 обращаются в нуль, если
k ≤ N ,

3) абсолютные значения векторных полей u0 и φφφ0 можно сделать сколь угод-
но малыми внутри области тонкого тела, т.е. для любого ε > 0 существует
δ(ε) > 0, что выполняются условия

|u0(x
′, x3)| < ε, |φφφ0(x

′, x3)| < 0, 0 < δ < x3 < 1− δ, x′ ∈
(−)

S . (3.7.4)

Докажем, что векторные поля u0 и φφφ0, удовлетворяющие указанным условиям,
существуют. Сперва построим векторное поле u0. Ищем его в виде

u0(x
′, x3) = Am(x

′)Û∗
m(x

3) +Am+1(x
′)Û∗

m+1(x
3), m > N, (3.7.5)

где m — любое фиксированное достаточно большое целое число больше N .
Учитывая значения ортонормированных смещенных многочленов Чебыше-

ва второго рода на концах сегмента (2.5.16), из (3.7.5) находим

(m+ 1)Am−(m+2)Am+1=

√
π

2
(−1)m

(−)

u 0, (m+ 1)Am+(m+2)Am+1=

√
π

2

(+)

u 0, (3.7.6)

где
(−)

u 0 = u0

∣∣∣
x3=0

=
(−)

u − (−)

u (N),
(+)

u 0 = u0

∣∣∣
x3=1

=
(+)

u − (+)

u (N),

(−)

u (N) = u(N)

∣∣∣
x3=0

,
(+)

u (N) = u(N)

∣∣∣
x3=1

.
(3.7.7)

Разрешая (3.7.6) относительно Am и Am+1 и учитывая (3.7.7), получим

As(x
′)=

√
π

4(s+ 1)

{[(+)

u (x′)−(+)

u (N)(x
′)
]
+(−1)s

[(−)

u (x′)−(−)

u (N)(x
′)
]}
, s=m,m+ 1. (3.7.8)
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Подставляя выражения для Am и Am+1 из (3.7.8) в (3.7.5), будем иметь

u0(x
′, x3)=

√
π

4(m+ 1)

{[(+)

u (x′)−(+)

u (N)(x
′)
]
+(−1)m

[(−)

u (x′)−(−)

u (N)(x
′)
]}
Û∗
m(x

3)+

+

√
π

4(m+ 2)

{[(+)

u (x′)−(+)

u (N)(x
′)
]
+(−1)m+1

[(−)

u (x′)−(−)

u (N)(x
′)
]}
Û∗
m+1(x

3), m>N.

(3.7.9)

Рассматривая вместо ортонормальных смещенных полиномов Чебышева вто-
рого рода стандартизованные смещенные полиномы Лежандра {P ∗

k }∞k=0 и осу-
ществляя аналогичные выкладки, вместо (3.7.9) получим

u0(x
′, x3) =

1

2

{[(+)

u (x′)− (+)

u (N)(x
′)
]
+ (−1)m

[(−)

u (x′)− (−)

u (N)(x
′)
]}
P ∗
m(x

3)+

+
1

2

{[(+)

u (x′)− (+)

u (N)(x
′)
]
+ (−1)m+1

[(−)

u (x′)− (−)

u (N)(x
′)
]}
P ∗
m+1(x

3), m > N.
(3.7.10)

Теперь не представляет большого труда получить аналогичные (3.7.9) и (3.7.10)
выражения для φφφ0. В самом деле, произведя совершенно подобные выкладки,
найдем

φφφ0(x
′, x3)=

√
π

4(m+ 1)

{[(+)

φφφ (x′)−
(+)

φφφ (N)(x
′)
]
+(−1)m

[(−)

φφφ (x′)−
(−)

φφφ (N)(x
′)
]}
Û∗
m(x

3)+

+

√
π

4(m+ 2)

{[(+)

φφφ (x′)−
(+)

φφφ (N)(x
′)
]
+(−1)m+1

[(−)

φφφ (x′)−
(−)

φφφ (N)(x
′)
]}
Û∗
m+1(x

3), m>N,

(3.7.11)

φφφ0(x
′, x3) =

1

2

{[(+)

φφφ (x′)−
(+)

φφφ (N)(x
′)
]
+ (−1)m

[(−)

φφφ (x′)−
(−)

φφφ (N)(x
′)
]}
P ∗
m(x

3)+

+
1

2

{[(+)

φφφ (x′)−
(+)

φφφ (N)(x
′)
]
+ (−1)m+1

[(−)

φφφ (x′)−
(−)

φφφ (N)(x
′)
]}
P ∗
m+1(x

3), m > N.
(3.7.12)

Нетрудно заметить, что для ортонормированных смещенных полиномов Чебы-
шева второго рода и стандартизованных смещенных полиномов Лежандра на
сегменте [0, 1] имеют место соотношения

2
√
t(1− t) |Û∗

n(t)| ≤
2√
π
,

1

n+ 1
|Û∗

n(t)| ≤
2√
π
,

|P ∗
n(t)| ≤ 1,

√
πn 4
√
t(1− t)|P ∗

n(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 1],

(3.7.13)

которые получаются из аналогичных соотношений для этих полиномов [394]
на сегменте [−1, 1], если в них x заменить на 2t−1. Складывая почленно первые
два, а потом последние два из неравенств (3.7.13), получим важные соотноше-
ния

|Û∗
n(t)| ≤

4√
π

1

2
√
t(1− t) +

1

n+ 1

, |P ∗
n(t)| ≤

2
√
πn 4
√
t(1− t) + 1

, t ∈ [0, 1], (3.7.14)

из которых видно, каким образом оценка этих полиномов внутри интервала
(0, 1) переходит в оценку на его концах.

Легко проверить, что построенные функции (3.7.9)–(3.7.12) удовлетворяют
всем вышеперечисленным условиям, поэтому они — в рассматриваемом случае
корректирующие слагаемые, являющиеся в тоже время частными решениями
приближенной системы уравнений. Заметим, что при оценке абсолютных вели-
чин |u0| и |φφφ0| следует использовать (3.7.14).
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2. Определение корректирующих слагаемых тогда, когда на лицевых по-
верхностях заданы статические условия (условия физического содержания).
В этом случае нужно определить корректирующие слагаемые U0(x

′, x3) и
ΦΦΦ0(x

′, x3), которые удовлетворяют следующим условиям:
1) поля тензоров напряжений P˜ и моментных напряжений µµµ˜, соответствую-

щие полям векторов перемещений u(N)+U0 и вращений φφφ(N)+ΦΦΦ0, согласованы

с краевыми условиями на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S ,

2) моменты
(k)

U0 и
(k)

φφφ0 векторных полей U0 и φφφ0 обращаются в нуль, если
k ≤ N ,

3) нормы векторных полей U0 (||U0|| = |U0|) и ΦΦΦ0 (||ΦΦΦ0|| = |ΦΦΦ0|) и полей

тензора напряжений P˜ (r)(U0, ΦΦΦ0) (||P˜ (r)|| =
√

P˜ (r)

2

⊗P˜ (r)) и моментных напря-

жений µµµ˜(r)(U0, ΦΦΦ0) (||µµµ˜(r)|| =
√
µµµ˜(r) 2

⊗µµµ˜(r)) приближения порядка r можно сде-
лать сколь угодно малыми внутри области тонкого тела, т.е. для любого ε > 0
существует δ(ε) > 0, что

|U0(x
′, x3)| < ε, |ΦΦΦ0(x

′, x3)| < ε, ||P˜ (r)(x
′, x3)|| < ε, ||µµµ˜(r)(x′, x3)|| < ε,

0 < δ < x3 < 1− δ, x′ ∈
(−)

S , x3 ∈ [0, 1].

Следует заметить, что в рассматриваемом случае тензорные поля u, φφφ, P˜ и µµµ˜(решения поставленной задачи) представляются в виде

u(x′, x3) = u(N)(x
′, x3) +U0(x

′, x3), φφφ(x′, x3) = φφφ(N)(x
′, x3) +ΦΦΦ0(x

′, x3),

P˜(x′, x3) = P˜ (r,N)(x
′, x3) +P˜0(r)(x

′, x3), µµµ˜(x′, x3) = µµµ˜(r,N)(x
′, x3) + µµµ˜0(r)(x′, x3), (3.7.15)

где u(N), φφφ(N), P˜ (r,N) и µµµ˜(r,N) даются соотношениями (3.7.2), а тензорные поля
P˜ 0(r) ≡ P˜ (r)(U0,ΦΦΦ0) и µµµ˜0(r) ≡ µµµ˜(r)(U0,ΦΦΦ0) — формулами

P˜0(r) = g
(r)

P
−
M
C
≃

−
M · ·NPU0 +C

≃

−
3 · · ∂3U0 + g

(r)

P
−
M
A
≃

−
M · ·NPΦΦΦ0 +A

≃

−
3 · · ∂3ΦΦΦ0 −C˜̃ 2

⊗C
≃
·ΦΦΦ0,

µµµ˜0(r) = g
(r)

P
−
M
D
≃

−
M · ·NPΦΦΦ0 +D

≃

−
3 · · ∂3ΦΦΦ0 + g

(r)

P
−
M
B
≃

−
M · ·NPU0 +B

≃

−
3 · · ∂3U0 −B˜̃ 2

⊗C
≃
·ΦΦΦ0.

(3.7.16)

Таким образом, нужно найти корректирующие слагаемые U0 и ΦΦΦ0, с помо-
щью которых в свою очередь формулами (3.7.16) определяются корректиру-
ющие слагаемые P˜ 0(r) и µµµ˜0(r) так, что тензоры P˜ и µµµ˜, представленные двумя
последними формулами (3.7.15), были согласованы с граничными условиями
на лицевых поверхностях, т.е. с условиями (3.5.2) и (3.5.4). При этом должно
выполняться все вышеуказанные условия.

Покажем, что векторные поля U0 и ΦΦΦ0, удовлетворяющие вышеуказанным
условиям, существуют. В данном случае используем полиномы Лежандра.

Ищем корректирующие слагаемые U0 и ΦΦΦ0 так же, как это делается для
классического варианта теории в [69], а именно

U0(x
′, x3)=Bm(x

′)
[
P ∗
m+2(x

3)− P ∗
m(x

3)
]
+Bm+1(x

′)
[
P ∗
m+3(x

3)− P ∗
m+1(x

3)
]
,

ΦΦΦ0(x
′, x3)=Dm(x

′)
[
P ∗
m+2(x

3)− P ∗
m(x

3)
]
+Dm+1(x

′)
[
P ∗
m+3(x

3)− P ∗
m+1(x

3)
]
, m>N,

(3.7.17)

где m — достаточно большое любое фиксированное целое число больше N .
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Нетрудно заметить, что
(m)

U0(x
′) = −

(m+2)

U 0(x
′) = −Bm(x

′),
(m+1)

U 0(x
′) = −

(m+3)

U 0(x
′) = −Bm+1(x

′),
(m)

ΦΦΦ 0(x
′) = −

(m+2)

ΦΦΦ 0(x
′) = −Dm(x

′),
(m+1)

ΦΦΦ 0(x
′) = −

(m+3)

ΦΦΦ 0(x
′) = −Dm+1(x

′).

Следовательно,
(k)

U0(x
′) = 0 и

(k)

ΦΦΦ0(x
′) = 0, если k ̸= m,m+ 3, в частности,

(k)

U0(x
′) = 0 и

(k)

ΦΦΦ0(x
′) = 0, если k ≤ N , т.е. функции U0(x

′, x3) и ΦΦΦ0(x
′, x3)

удовлетворяют вышеуказанному условию 2).
Заметим также, что в силу (2.1.7) из (3.7.17) будем иметь

U±
0 = U0

∣∣∣
x3=0;1

= 0, (∂IU0)
± = (∂IU0)

∣∣∣
x3=0;1

= 0,

ΦΦΦ±
0 = ΦΦΦ0

∣∣∣
x3=0;1

= 0, (∂IΦΦΦ0)
± = (∂IΦΦΦ0)

∣∣∣
x3=0;1

= 0.
(3.7.18)

Теперь найдем выражения для (∂3U0)
± = (∂3U0)

∣∣∣
x3=0;1

и (∂3ΦΦΦ0)
± = (∂3ΦΦΦ0)

∣∣∣
x3=0;1

с помощью заданных величин. Прежде всего отметим, что посредством рекур-
рентного соотношения (2.1.11) из (3.7.17) простыми вычислениями получим

∂3U0 = 2(2m+ 3)Bm(x
′)P ∗

m+1(x
3) + 2(2m+ 5)Bm+1(x

′)P ∗
m+2(x

3),

∂3ΦΦΦ0 = 2(2m+ 3)Dm(x
′)P ∗

m+1(x
3) + 2(2m+ 5)Dm+1(x

′)P ∗
m+2(x

3).
(3.7.19)

Отсюда, учитывая значения полиномов Лежандра на концах сегмента (2.1.7),
найдем

Bn(x
′) =

1

4(2n+ 3)

[
(∂3U0)

+ − (−1)n(∂3U0)
−],

Dn(x
′) =

1

4(2n+ 3)

[
(∂3ΦΦΦ0)

+ − (−1)n(∂3ΦΦΦ0)
−], n = m,m+ 1.

(3.7.20)

С целью определения (∂3U0)
± и (∂3ΦΦΦ0)

± воспользуемся соотношениями (3.7.16).
Из них с учетом (3.7.18) приходим к формулам

(−)

C
≃

−
3 · · (∂3U0)

− +
(−)

A
≃

−
3 · · (∂3ΦΦΦ0)

− =
(−)

P˜ 0(r),
(−)

B
≃

−
3 · · (∂3U0)

− +
(−)

D
≃

−
3 · · (∂3ΦΦΦ0)

− =
(−)

µµµ˜ 0(r),

(3.7.21)

(
(+)

C
≃

−
3 · − g

−
3
+
Q
g
(r)

+
Q
−
N

(+)

C
≃

−
N ·) · (∂3U0)

+ + (
(+)

A
≃

−
3 · − g

−
3
+
Q
g
(r)

+
Q
−
N

(+)

A
≃

−
N ·) · (∂3ΦΦΦ0)

+ =
(+)

P˜ 0(r),

(
(+)

B
≃

−
3 · − g

−
3
+
Q
g
(r)

+
Q
−
N

(+)

B
≃

−
N ·) · (∂3U0)

+ + (
(+)

D
≃

−
3 · − g

−
3
+
Q
g
(r)

+
Q
−
N

(+)

D
≃

−
N ·) · (∂3ΦΦΦ0)

+ =
(+)

µµµ˜ 0(r).

(3.7.22)

Вводя обозначения
(+)

C
≃

+
3·
(r) = g

(r)

+
3
−
n

(+)

C
≃

−
n· = (

(+)

C
≃

−
3 · − g

−
3
+
Q
g
(r)

+
Q
−
N

(+)

C
≃

−
N ·), C ⇒ A ⇒ B ⇒ D,

соотношения (3.7.22) можно записать в виде
(+)

C
≃

+
3·
(r) · (∂3U0)

+ +
(+)

A
≃

+
3·
(r) · (∂3ΦΦΦ0)

+ =
(+)

P˜ 0(r),
(+)

B
≃

+
3·
(r) · (∂3U0)

+ +
(+)

D
≃

+
3·
(r) · (∂3ΦΦΦ0)

+ =
(+)

µµµ˜ 0(r).

(3.7.23)
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Умножая (3.7.21) слева скалярно на r
−
3, а (3.7.23) на r

+
3 = g

+
3
−
m
r

−
m, получим

(−)

C˜ −
3 ·

−
3 · · (∂3U0)

− +
(−)

A˜ −
3 ·

−
3 · · (∂3ΦΦΦ0)

− =
(−)

P˜ −
3
0(r),

(−)

B˜ −
3 ·

−
3 · · (∂3U0)

− +
(−)

D˜ −
3 ·

−
3 · · (∂3ΦΦΦ0)

− =
(−)

µµµ˜
−
3
0(r),

(3.7.24)

(+)

C˜ +
3·

+
3·

(r) · (∂3U0)
+ +

(+)

A˜ +
3·

+
3·

(r) · (∂3ΦΦΦ0)
+ =

(+)

P˜ +
3
0(r),

(+)

B˜ +
3·

+
3·

(r) · (∂3U0)
+ +

(+)

D˜ +
3·

+
3·

(r) · (∂3ΦΦΦ0)
+ =

(+)

µµµ˜
+
3
0(r).

(3.7.25)

Далее, используя последние два соотношения (3.7.15), граничные условия на
лицевых поверхностях (3.5.2) и (3.5.4) в рассматриваемом случае представятся
в форме

(−)

P
−
3
0(r) = −

(√
g

−
3
−
3
(−)

P +
(−)

P
−
3
(r,N)

)
,

(+)

P
+
3
0(r) =

√
g

+
3
+
3
(+)

P −
(+)

P
+
3
(r,N),

(−)

µµµ
−
3
0(r) = −

(√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ +
(−)

µµµ
−
3
(r,N)

)
,

(+)

µµµ
+
3
0(r) =

√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ −
(+)

µµµ
−
3
(r,N).

(3.7.26)

Итак, функции в правых частях (3.7.24) и (3.7.25) определены с помощью
известных величин и искомых моментов векторов перемещений и вращений

формулами (3.7.26). Так как выражения для функции
(−)

P
−
3
0(r),

(+)

P
+
3
0(r),

(−)

µµµ
−
3
0(r) и

(+)

µµµ
+
3
0(r)

найдены, то (3.7.24) и (3.7.25) можно рассматривать как системы алгебраиче-
ских уравнений для определения искомых величин (∂3U0)

± и (∂3ΦΦΦ0)
±. Разрешая

эти системы уравнений, получим

(∂3U0)
− =

((−)

A˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

C˜ −
3 ·

−
3 · −

(−)

D˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·
(−)

B˜ −
3 ·

−
3 ·
)−1

·
((−)

A˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·
(−)

P
−
3
0(r) −

(−)

D˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

µµµ
−
3
0(r)

)
,

(∂3ΦΦΦ0)
− =

((−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

A˜ −
3 ·

−
3 · −

(−)

B˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

D˜ −
3 ·

−
3 ·
)−1

·
((−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·
(−)

P
−
3
0(r) −

(−)

B˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

µµµ
−
3
0(r)

)
,

(3.7.27)

(∂3U0)
+=
((+)

A˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

C˜ +
3·

+
3·

(r) −
(+)

D˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

B˜ +
3·

+
3·

(r)

)−1

·
((+)

A˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

P
+
3
0(r)−

(+)

D˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

µµµ
+
3
0(r)

)
,

(∂3ΦΦΦ0)
+=
((+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

A˜ +
3·

+
3·

(r) −
(−)

B˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

D˜ +
3·

+
3·

(r)

)−1

·
((+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

P
+
3
0(r) −

(+)

B˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

µµµ
+
3
0(r)

)
.

(3.7.28)

Здесь введены следующие обозначения
(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
= (

(−)

C˜ −
3 ·

−
3 ·)−1,

(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
= (

(+)

C˜ +
3·

+
3·

(r) )−1, C ⇒ A ⇒ B ⇒ D.

Заметим, что в соотношения (3.7.27) и (3.7.28) выражения для
(−)

P
−
3
0(r),

(+)

P
+
3
0(r),

(−)

µµµ
−
3
0(r) и

(+)

µµµ
+
3
0(r) с целью сокращения письма подставлять не стали. Заметим также,

что, имея в виду реальную физическую задачу, можно утверждать, что нормы
величин (∂3U0)

± и (∂3ΦΦΦ0)
±, вычисленные с помощью (3.7.27) и (3.7.28), должны

быть ограниченными.
Учитывая (3.7.27) и (3.7.28), из (3.7.20) получим выражения для Bn(x

′) и
Dn(x

′) при n = m,m + 1, с помощью которых в свою очередь на основании
(3.7.17) найдем окончательный вид корректирующих слагаемых U0(x

′, x3) и
ΦΦΦ0(x

′, x3). Далее посредством этих функций и получаемых на основании их
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корректирующих слагаемых для тензоров напряжений и моментных напряже-
ний (3.7.16) из (3.7.15) получим решения рассматриваемой задачи. При этом
поля тензоров напряжений P˜(x′, x3) и моментных напряжений µµµ˜(x′, x3) будут
согласованы с краевыми условиями физического содержания на лицевых по-
верхностях чем и доказывается выполнение условия 1). Нетрудно проверить,
что соблюдается и условие 3). В самом деле, учитывая, что из (3.7.20) имеют ме-
сто соотношения |Bm| = O(m−1) и |Dm| = O(m−1), в силу второго неравенства
(3.7.14) из (3.7.17) заключаем, что верны следующие оценки: |U0| = O(m−3

2 ) и
|ΦΦΦ0| = O(m− 3

2 ), а также |∂IU0| = O(m− 3
2 ) и |∂IΦΦΦ0| = O(m−3

2 ). Нетрудно видеть,
что на основании (3.7.19) имеем |∂3U0| = O(m−1

2 ) и |∂3ΦΦΦ0| = O(m−1
2 ). Наконец,

учитывая вышеприведенные оценки величин, входящих в правые части (3.7.16),
легко показать, что ||P˜ 0(r)|| = O(m− 1

2 ) и ||µµµ˜0(r)|| = O(m−1
2 ). Таким образом, и

выполнение условия 3) обеспечено, и тем самым существование корректирую-
щих слагаемых в виде (3.7.17) доказано.

Рассмотрим частные случаи:
а) Тело обладает центром симметрии. В этом случае A˜̃ = 0 и B˜̃ = 0, поэто-

му вместо (3.7.24) и (3.7.25) будем иметь следующие системы алгебраических
уравнений:

(−)

C˜ −
3 ·

−
3 · · (∂3U0)

− =
(−)

P˜ −
3
0(r),

(−)

D˜ −
3 ·

−
3 · · (∂3ΦΦΦ0)

− =
(−)

µµµ˜
−
3
0(r),

(+)

C˜ +
3·

+
3·

(r) · (∂3U0)
+ =

(+)

P˜ +
3
0(r),

(+)

D˜ +
3·

+
3·

(r) · (∂3ΦΦΦ0)
+ =

(+)

µµµ˜
+
3
0(r).

(3.7.29)

Разрешая системы уравнений (3.7.29) относительно (∂3U0)
± и (∂3ΦΦΦ0)

±, получим

(∂3U0)
− =

(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·
(−)

P
−
3
0(r), (∂3ΦΦΦ0)

− =
(−)

D˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

µµµ
−
3
0(r),

(∂3U0)
+ =

(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

P
+
3
0(r), (∂3ΦΦΦ0)

+ =
(+)

D˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

µµµ
+
3
0(r),

(3.7.30)

где, конечно,
(−)

P
−
3
0(r),

(+)

P
+
3
0(r),

(−)

µµµ
−
3
0(r) и

(+)

µµµ
+
3
0(r) определяются с помощью (3.7.26). Учи-

тывая (3.7.30), из (3.7.20) найдем

Bn(x
′) =

1

4(2n+ 3)

[(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·
(+)

P
+
3
0(r) − (−1)n

(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

P
−
3
0(r)

]
,

Dn(x
′) =

1

4(2n+ 3)

[(+)

D˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

µµµ
+
3
0(r) − (−1)n

(−)

D˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·
(−)

µµµ
−
3
0(r)

]
, n = m,m+ 1.

(3.7.31)

Подставляя (3.7.31) в (3.7.17), получим окончательные выражения для кор-
ректирующих слагаемых U0 и ΦΦΦ0, удовлетворяющих всем вышеприведенным
условиям

U0(x
′, x3)=

1

4(2m+ 3)

[(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

P
+
3
0(r) − (−1)n

(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

P
−
3
0(r)

][
P ∗
m+2(x

3)− P ∗
m(x

3)
]
+

+
1

4(2m+ 5)

[(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

P
+
3
0(r) − (−1)n

(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

P
−
3
0(r)

][
P ∗
m+3(x

3)− P ∗
m+1(x

3)
]
,

ΦΦΦ0(x
′, x3)=

1

4(2m+ 3)

[(+)

D˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

µµµ
+
3
0(r) − (−1)n

(−)

D˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·

(−)

µµµ
−
3
0(r)

][
P ∗
m+2(x

3)− P ∗
m(x

3)
]
+

+
1

4(2m+ 5)

[(+)

D˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
·

(+)

µµµ
+
3
0(r)−(−1)n

(−)

D˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
·
(−)

µµµ
−
3
0(r)

][
P ∗
m+3(x

3)− P ∗
m+1(x

3)
]
, m>N,

(3.7.32)
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Подставляя (3.7.32) в (3.7.15), найдем в рассматриваемом случае выраже-
ние для векторов перемещений u(x′, x3) и вращений φφφ(x′, x3), а также тензоров
напряжений P˜ и моментных напряжений µµµ˜.б) Микрополярное изотропное тело с центром симметрии. На основании
(3.7.32) надо найти выражения для U0 и ΦΦΦ0. С этой целью найдем выражения
для

(−)

C˜ −
3 ·

−
3 ·,

(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
,

(+)

C˜ +
3·

+
3·

(r) ,
(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
, C ⇒ D. (3.7.33)

Нетрудно подсчитать, что в рассматриваемом случае

C˜ 3·3· = a(E˜ + br3r3), C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
= (C˜ 3·3·)−1 =

1

a

(
E˜ − b

1 + g33b
r3r3

)
;

C˜ 3·3·
(r) = g

(r)

3
−
n
C˜ 3·−n· = a(r)(E˜ + b(r)r

3r3(r)),

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
= (C˜ 3·3·

(r) )
−1 =

1

a(r)

(
E˜ −

b(r)
1 + g33(r)b(r)

r3r3(r)

)
,

(3.7.34)

где введены следующие обозначения:

a = (µ+ α)g33, b =
λ+ µ− α

(µ+ α)g33
, a(r) = (µ+ α)g33(r), b(r) =

λ+ µ− α

(µ+ α)g33(r)
,

g33(r) = r3 · r3(r) = g
(r)

3
−
n
g3

−
n, g

(r)

3
−
n
= g

−
3
−
n
− g

−
3
P g

(r)

P
−
n
, g

(r)

P
−
3
= 0, r3(r) = g

(r)

3
−
n
r
−
n.

(3.7.35)

Заметим, что при новой параметризации области тонкого тела, когда h ⊥
(−)

S ,
имеем

g33 = g3−
m
g3−
n
g

−
m

−
n = cg

−
3
−
3 , c = 1 + g

P
−
3
g

−
3
Qg

P
−
M
gQ−
N
g

−
M

−
N ,

g33
∣∣
x3=0

=
(−)

c g
−
3
−
3 = g

−
3
−
3 ,

(−)

c = c
∣∣
x3=0

= 1, g
−
3
−
3 = h−2,

g
+
3
+
3 = g33

∣∣
x3=1

=
(+)

c g
−
3
−
3 ,

(+)

c = c
∣∣
x3=1

= 1 + g+
P

−
3
g

−
3
+
Q
g

+
P
−
M
g

+
Q
−
N
g

−
M

−
N ,

g33(r)=c(r)g
−
3
−
3 , c(r)=1+g

P
−
3
g

−
3
Qg

P
−
M
g
(r)

Q
−
N
g

−
M

−
N ,

(−)

c (r)=c(r)
∣∣
x3=0

=1,
(+)

c (r)=c(r)
∣∣
x3=1

.

(3.7.36)

Учитывая (3.7.34) – (3.7.36), нетрудно найти выражения для искомых вели-
чин (3.7.33). В самом деле, после простых выкладок получим

(−)

C˜ −
3 ·

−
3 · = C˜ 3·3·

∣∣
x3=0

= (
(−)

µ +
(−)

α )g
−
3
−
3
(
E˜ +

(−)

λ +
(−)

µ − (−)

α
(−)

µ +
(−)

α
r−
3
r
−
3
)
,

(−)

C˜ ′
−
3 ·

−
3 ·
= C˜ ′

−
3 ·

−
3 ·

∣∣
x3=0

=
1

(−)

µ +
(−)

α
g−
3
−
3

(
E˜ −

(−)

λ +
(−)

µ − (−)

α
(−)

λ + 2
(−)

µ

r−
3
r
−
3
)
,

(+)

C˜ +
3·

+
3·

(r) = C˜ 3·3·
(r)

∣∣
x3=1

= (
(+)

µ +
(+)

α )
(+)

c (r)g
−
3
−
3
(
E˜ +

(+)

λ +
(+)

µ − (+)

α

(
(+)

µ +
(+)

α )
(+)

c (r)

g−
3
−
3
r
+
3r

+
3
(r)

)
,

(+)

C˜ ′
(r)

−
3 ·

−
3 ·
= C˜ ′

(r)
−
3 ·

−
3 ·

∣∣
x3=1

=
1

(
(+)

µ +
(+)

α )
(+)

c (r)

g−
3
−
3

(
E˜ −

(+)

λ +
(+)

µ − (+)

α

(
(+)

λ + 2
(+)

µ )
(+)

c (r)

g−
3
−
3
r
+
3r

+
3
(r)

)
,

(−)

λ = λ
∣∣
x3=0

,
(−)

µ = µ
∣∣
x3=0

,
(−)

α = α
∣∣
x3=0

,
(+)

λ = λ
∣∣
x3=1

,
(+)

µ = µ
∣∣
x3=1

,
(+)

α = α
∣∣
x3=1

,

C ⇒ D, λ⇒ γ, µ⇒ δ, α ⇒ β.

(3.7.37)
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Учитывая (3.7.26) и соответствующие соотношения (3.7.37), после простых
выкладок из (3.7.30) получим выражения для значений на концах сегмента [0, 1]
производных от корректирующих слагаемых по третьей координате в случае
неоднородной микрополярной изотропной среды в форме

(∂3U0)
− = −

g−
3
−
3

(−)

µ +
(−)

α

(√
g

−
3
−
3
(−)

P
−
I +

(−)

P
−
3
−
I

(r,N)

)
r−
I
−

g−
3
−
3

(−)

λ + 2
(−)

µ

(√
g

−
3
−
3
(−)

P
−
3 +

(−)

P
−
3
−
3

(r,N)

)
r−
3
,

(∂3U0)
+ =

g−
3
−
3

(
(+)

µ +
(+)

α )
(+)

c (r)

[
g

−
I
+
J

(+)

P
+
3
+
J

0(r)(r) −
(
(+)

λ +
(+)

µ − (+)

α )g−
3
−
3

(
(+)

λ + 2
(+)

µ )
(+)

c (r)

g
+
3
−
I
(+)

P
+
3
+
3

0(r)(r)

]
r−
I
+

+
g−
3
−
3

(
(+)

µ +
(+)

α )
(+)

c (r)

[((+)

c (r) − 1)
(+)

λ + (2
(+)

c (r) − 1)
(+)

µ +
(+)

α

(
(+)

λ + 2
(+)

µ )
(+)

c (r)

(+)

P
+
3
+
3

0(r)(r) + g
−
3
+
J

(+)

P
+
3
+
J

0(r)(r)

]
r−
3
,

U(0) ⇒ ΦΦΦ(0), P ⇒ µµµ, λ⇒ γ, µ⇒ δ, α ⇒ β.

(3.7.38)

где введены следующие обозначения:

(+)

P
+
3
+
n

0(r)(r) = r
+
n
(r) ·

(+)

P
+
3·
0(r) = r

+
n
(r) ·

(√
g

+
3
+
3
(+)

P −
(+)

P
+
3·
(r,N)

)
=

√
g

+
3
+
3
(+)

P
+
n
(r) −

(+)

P
+
3
+
n

(r,N)(r)

)
,

(+)

P
+
n
(r) = g

(r)

+
n
−
m

(+)

P
−
m = r

+
n
(r) ·

(+)

P ,
(+)

P
+
3
+
n

(r,N)(r) = g
(r)

+
n
−
m

(+)

P
+
3
−
m

(r,N) = r
+
n
(r) ·

(+)

P
+
3·
(r,N),

P ⇒ µµµ, λ⇒ γ, µ⇒ δ, α ⇒ β.

(3.7.39)

Если тело имеет постоянную толщину (g
−
3
+

I
= 0, g

+
3
−
I
= 0,

(+)

c (r) = 1), то из

(3.7.38) получим

(∂3U0)
− = −

g−
3
−
3

(−)

µ +
(−)

α

(√
g

−
3
−
3
(−)

P
−
I +

(−)

P
−
3
−
I

(r,N)

)
r−
I
−

g−
3
−
3

(−)

λ + 2
(−)

µ

(√
g

−
3
−
3
(−)

P
−
3 +

(−)

P
−
3
−
3

(r,N)

)
r−
3
,

(∂3U0)
+ =

g−
3
−
3

(
(+)

µ +
(+)

α )

(√
g

−
3
−
3
(+)

P
−
I −

(+)

P
−
3
−
I

(r,N)

)
r−
I
−

g−
3
−
3

(+)

λ + 2
(+)

µ

(√
g

−
3
−
3
(+)

P
−
3 −

(+)

P
−
3
−
3

(r,N)

)
r−
3
,

U(0) ⇒ ΦΦΦ(0), P ⇒ µµµ, λ⇒ γ, µ⇒ δ, α ⇒ β.

(3.7.40)

Учитывая (3.7.38) и (3.7.40), в силу (3.7.30) из (3.7.32) найдем выражения
для корректирующих слагаемых U(0) ΦΦΦ(0) в рассматриваемых случаях. С целью
сокращения письма выписывать их не будем. Следует заметить, что, напри-
мер, из первых двух соотношений (3.7.38) и (3.7.40) соответствующие формулы
классической теории получаются при

(−)

α = 0 и
(+)

α = 0. Заметим также, что рас-
сматривать различные случаи анизотропии и получить для них из выведенных
выше общих соотношений соответствующие данной анизотропии формулы не
представляет труда. На получении этих соотношений также с целью сокраще-
ния письма останавливаться не будем.
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3.7.2 Определение корректирующих слагаемых при постановках за-
дач относительно тензоров напряжений и моментных напря-
жений

В рассматриваемом случае решение задач приближения (r,N) представляются
в виде

P˜ (r,N)(x
′, x3) =

N∑
k=0

(k)

P˜ (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3), µµµ˜(r,N)(x

′, x3) =
N∑
k=0

(k)

µµµ˜ (r,N)(x
′)Û∗

k(x
3). (3.7.41)

Это решение удовлетворяет граничным условиям на боковой грани, но не удо-

влетворяет условиям на лицевых поверхностях
(−)

S и
(+)

S .
1. Нахождение корректирующих слагаемых в том случае, когда на лице-

вых поверхностях заданы векторы напряжения и моментного напряжения.
Так как (3.7.41) не удовлетворяют граничным условиям на лицевых поверхно-
стях, то нужно найти добавочные слагаемые

P˜ 0 = r3P0, µµµ˜0 = r3µµµ0, (3.7.42)

которые удовлетворяют условиям:
1) поля тензоров напряжений P˜ = P˜ (r,N) + P˜ 0 и моментных напряжений

µµµ˜ = µµµ˜(r,N) + µµµ˜0 согласованы с краевыми условиями на лицевых поверхностях,
которые в данном случае аналогично (3.5.11) представляются в виде

r
−
3 ·

(−)

P˜ = −
√
g

−
3
−
3
(−)

P ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
M
−
M
r

−
M
)
·

(+)

P˜ =

√
g

+
3
+
3

(+)

P , x′ ∈
(−)

S ,

r
−
3 ·

(−)

µµµ˜ = −
√
g

−
3
−
3

(−)

µµµ ,
(
r
−
3 − g

−
3
+
P
g

+
M
−
M
r

−
M
)
·
(+)

µµµ˜ =

√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ , x′ ∈
(−)

S ,

(3.7.43)

где введены следующие обозначения:
(−)

P˜ = P˜
∣∣∣
x3=0

=
(−)

P˜ (r,N) +
(−)

P˜ 0,
(+)

P˜ = P˜
∣∣∣
x3=1

=
(+)

P˜ (r,N) +
(+)

P˜ 0,

(−)

µµµ˜ = µµµ˜
∣∣∣
x3=0

=
(−)

µµµ˜ (r,N) +
(−)

µµµ˜ 0,
(+)

µµµ˜ = µµµ˜
∣∣∣
x3=1

=
(+)

µµµ˜ (r,N) +
(+)

µµµ˜ 0;
(3.7.44)

2) моменты
(k)

P˜ 0 и
(k)

µµµ˜0 тензорных полей P˜ 0 и µµµ˜0 обращаются в нуль, если
k ≤ N ;

3) нормы тензорных полей P˜ 0 и µµµ˜0 можно сделать сколь угодно малыми
внутри области тонкого тела, т.е. для любого ε > 0 существует δ(ε) > 0, что
выполняются условия

||P˜ 0(x
′, x3)|| < ε, ||µµµ˜0(x′, x3)|| < ε, 0 < δ < x3 < 1− δ, x′ ∈

(−)

S .

Существование тензорных полей P˜ 0 и µµµ˜0 доказывается аналогично суще-
ствованию векторных полей u0 и φφφ0 (3.7.9)–(3.7.12). Сперва найдем выражение
для векторного поля P0, а затем по аналогии выпишем представление для µµµ0.
Ищем P0 в виде

P0(x
′, x3) = Bm(x

′)Û∗
m(x

3) +Bm+1(x
′)Û∗

m+1(x
3), m > N. (3.7.45)

Итак, нужно определить Bm и Bm+1 так, что тензорное поле P˜ = P˜ (r,N) +
P˜ 0 (P˜ 0 = r3P0) удовлетворяло первым двум равенствам (3.7.43). Учитывая
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значения ортонормированных смещенных многочленов Чебышева второго рода
на концах сегмента (2.5.16), из (3.7.45) получим

(m+ 1)Bm(x
′)− (m+ 2)Bm+1(x

′) =

√
π

2
(−1)m

(−)

P0,

(m+ 1)Bm(x
′) + (m+ 2)Bm+1(x

′) =

√
π

2

(+)

P0.

(3.7.46)

Разрешая (3.7.46) относительно Bm и Bm+1, а затем, учитывая, что на основа-
нии первых двух формул (3.7.43) и (3.7.44) имеем соотношения

(−)

P0 = −
(√

g
−
3
−
3
(−)

P +
(−)

P
−
3 ·
(r,N)

)
,

(+)

P0 =

√
g

+
3
+
3
(+)

P −
(+)

P
+
3·
(r,N),

найдем

Bn(x
′)=

√
π

4(n+ 1)

[√
g

+
3
+
3
(+)

P−
(+)

P
+
3·
(r,N)−(−1)n

(√
g

−
3
−
3
(−)

P+
(−)

P
−
3 ·
(r,N)

)]
, n = m,m+1. (3.7.47)

Подставляя (3.7.47) в (3.7.45), получим окончательное выражение для P0

P0(x
′, x3)=

√
π

4(m+ 1)

[√
g

+
3
+
3
(+)

P−
(+)

P
+
3·
(r,N)+(−1)m+1

(√
g

−
3
−
3
(−)

P+
(−)

P
−
3 ·
(r,N)

)]
Û∗
m(x

3)+

+

√
π

4(m+ 2)

[√
g

+
3
+
3
(+)

P−
(+)

P
+
3·
(r,N)+(−1)m

(√
g

−
3
−
3
(−)

P+
(−)

P
−
3 ·
(r,N)

)]
Û∗
m+1(x

3), m>N.

(3.7.48)

Если используем стандартизованные смещенные полиномы Лежандра {P ∗
k }∞k=0,

то аналогично (3.7.48) (см. также (3.7.10)) получим

P0(x
′, x3) =

1

2

[√
g

+
3
+
3
(+)

P−
(+)

P
+
3·
(r,N)+(−1)m+1

(√
g

−
3
−
3
(−)

P+
(−)

P
−
3 ·
(r,N)

)]
P ∗
m(x

3)+

+
1

2

[√
g

+
3
+
3
(+)

P−
(+)

P
+
3·
(r,N)+(−1)m

(√
g

−
3
−
3
(−)

P+
(−)

P
−
3 ·
(r,N)

)]
P ∗
m+1(x

3), m > N.

(3.7.49)

Нетрудно видеть, что выражения для µµµ0 аналогично (3.7.48) и (3.7.49) будут
иметь вид

µµµ0(x
′, x3)=

√
π

4(m+ 1)

[√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ −
(+)

µµµ
+
3·
(r,N)+(−1)m+1

(√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ +
(−)

µµµ
−
3 ·
(r,N)

)]
Û∗
m(x

3)+

+

√
π

4(m+ 2)

[√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ −
(+)

µµµ
+
3·
(r,N)+(−1)m

(√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ +
(−)

µµµ
−
3 ·
(r,N)

)]
Û∗
m+1(x

3), m > N.

(3.7.50)

µµµ0(x
′, x3) =

1

2

[√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ −
(+)

µµµ
+
3·
(r,N)+(−1)m+1

(√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ +
(−)

µµµ
−
3 ·
(r,N)

)]
P ∗
m(x

3)+

+
1

2

[√
g

+
3
+
3
(+)

µµµ −
(+)

µµµ
+
3·
(r,N)+(−1)m

(√
g

−
3
−
3
(−)

µµµ +
(−)

µµµ
−
3 ·
(r,N)

)]
P ∗
m+1(x

3), m > N.

(3.7.51)

Не представляет труда проверить, что получаемые из (3.7.42) с учетом (3.7.48)–
(3.7.51) корректирующие слагаемые удовлетворяют всем вышеуказанным тре-
бованиям. Таким образом, найдены их явные выражения, чем и доказано их
существование.

2. Если на лицевых поверхностях заданы векторы перемещения и вращения,
то сформулировать граничные условия в тензорах напряжений и моментных на-
пряжений в общем виде невозможно. Например, в случае классической теории
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упругости эти условия будут содержать некоторые криволинейные интегралы
от компонент тензора напряжений и их производных, которые получатся, ес-
ли в формулах Чезаро учесть выражения для компонент тензора деформаций
через компоненты тензора напряжений по закону Гука. Аналогичная картина
имеет место и в случае микрополярной теории. Следует отметить, что в плос-
кой задаче теории упругости в некоторых частных случаях соответствующие
соотношения удается довести до конца.

3.8 О способе В.В.Понятовского удовлетворения граничных усло-
вий на лицевых поверхностях тонкого тела при применении си-
стем ортогональных полиномов

При этом способе компоненты тензоров напряжений и моментных напряже-
ний, которые не участвуют в граничных условиях на лицевых поверхностях,
разлагаются в ряды по рассматриваемой системе ортогональных полиномов, а
остальные компоненты определяются через них из уравнений равновесия таким
образом, чтобы они удовлетворяли указанным выше граничным условиям.

Следует заметить, что этот способ при построении классической теории (од-
нослойных и многослойных) пластин постоянной толщины в случае отсутствия
объемных сил и касательных напряжений на лицевых поверхностях применял
В.В.Понятовский в своих замечательных работах [356–360].

Ниже рассмотрен этот способ удовлетворения граничных условий на лице-
вых поверхностях при построении классической теории призматических тонких
тел с одним малым размером постоянной толщины при классической парамет-
ризации области тонкого тела с учетом объемных сил и непрерывно распре-
деленных напряжений на лицевых поверхностях. Доказано, что такой способ
представления компонент тензора напряжений эквивалентен способу разложе-
ния всех компонент тензора напряжений в ряды по рассматриваемой системе
классических ортогональных полиномов.

Рассмотрим призматическое тело постоянной толщины 2h. В качестве базо-
вой плоскости возьмем серединную плоскость. Плоскость x1x2 декартовой си-
стемы координат x1x2x3 совместим со срединной плоскостью. Ось x3 направим
вертикально вверх. Используем классическую параметризацию. Тогда, очевид-
но, −h ≤ x3 ≤ h.

Уравнения равновесия для данного призматического тела можно записать
в виде

PIJ,J + PI3,3 + ρFI = 0, P3J,J + P33,3 + ρF3 = 0. (3.8.1)

Согласно предложенному выше способу представления компонент тензора
напряжений компоненты PIJ разлагаем в ряды, например, по системе полино-
мов Лежандра

PIJ =
∞∑
k=0

(k)

P IJPk(ω), ω =
x3

h
, (3.8.2)

а выражения для компонент Pi3 находим из уравнений равновесия (3.8.1) с
помощью моментов компонент PIJ и объемных сил.
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Интегрируя первое соотношение (3.8.1) от −h до x3, получим

PI3 =
(−)

P I3 − ∂J
x3∫
−h
PIJdx

3 −
x3∫
−h
ρFIdx

3. (3.8.3)

Из (3.8.1) видно, что для нахождения выражения для PI3 надо найти выра-

жение для интеграла
x3∫
−h
PIJdx

3 с учетом (3.8.2).

Учитывая
1∫

−1

P0dω = ω + 1,
1∫

−1

Pkdω =
1

2k + 1
[Pk+1(ω)− Pk−1(ω)], k ≥ 1, (3.8.4)

после простых выкладок получим
x3∫
−h
PIJdx

3 = h
(0)

P IJ [P1(ω) + 1] + h
∞∑
k=1

(k)

P IJ
1

2k + 1
[Pk+1(ω)− Pk−1(ω)]. (3.8.5)

Нетрудно заметить, что если объемные силы аналогично (3.8.2) представить
в виде

ρFi =
∞∑
k=0

(k)

ΦiPk(ω), (3.8.6)

то подобно (3.8.5) будем иметь
x3∫
−h
Fidx

3 = h
(0)

Φi[P1(ω) + 1] + h
∞∑
k=1

(k)

Φi
1

2k + 1
[Pk+1(ω)− Pk−1(ω)]. (3.8.7)

Учитывая (3.8.5) и (3.8.7) при i = I, из (3.8.3) получим

PI3=
(−)

P I3−h(
(0)

P IJ,J+
(0)

ΦI)[P1(ω) + 1]−h
∞∑
k=1

1

2k + 1
(
(k)

P IJ,J+
(k)

ΦI)[Pk+1(ω)−Pk−1(ω)]. (3.8.8)

С целью сокращения письма введем обозначения
(k)

TI =
(k)

P IJ,J+
(k)

ΦI ,
(k)

T =
(k)

T I,I =
(k)

P IJ,IJ+
(k)

ΦI,I ,
(k)

Q =
(k)

P 3J,J+
(k)

Φ3
(3.8.9)

и приведем сумму в (3.8.8) к другому виду. Нетрудно видеть, что для суммы,
входящей в (3.8.8) имеем

∞∑
k=1

1

2k + 1
(
(k)

P IJ,J+
(k)

ΦI)[Pk+1(ω)−Pk−1(ω)] =
∞∑
k=1

(k)

TI
2k + 1

Pk+1 −
∞∑
k=1

(k)

TI
2k + 1

Pk−1 =

=
∞∑
k=2

(k−1)

T I
2k − 1

Pk −
∞∑
k=0

(k+1)

T I
2k + 3

Pk = −1

3

(1)

TI −
(0)

TIP1 +
∞∑
k=1

 (k−1)

T I
2k − 1

−
(k+1)

T I
2k + 3

Pk,

т.е.

∞∑
k=1

1

2k + 1
(
(k)

P IJ,J+
(k)

ΦI)[Pk+1−Pk−1]=−1

3

(1)

T I −
(0)

T IP1 +
∞∑
k=1

 (k−1)

T I
2k − 1

−
(k+1)

T I
2k + 3

Pk(ω),

∞∑
k=1

1

2k + 1

(k)

Φi[Pk+1(ω)−Pk−1(ω)]=−1
3

(1)

Φi −
(0)

ΦiP1 +
∞∑
k=1

 (k−1)

Φ i

2k − 1
−

(k+1)

Φ i

2k + 3

Pk(ω),

(3.8.10)
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где вторая формула написана по аналогии первой.
Учитывая первое соотношение (3.8.10), из (3.8.8) получим еще одно следу-

ющее представление компонент PI3:

PI3=
(−)

P I3−h
(0)

TI+
1

3

(1)

TI−
∞∑
k=1

 (k−1)

T I
2k − 1

−
(k+1)

T I
2k + 3

Pk. (3.8.11)

Применим теперь к уравнениям равновесия (3.8.1) оператор моментов k-
го порядка какой-либо системы ортогональных полиномов и представим их в
моментах. В силу обозначений (3.8.9) будем иметь

(k)

TI +
1

h

(k)

P ′
I3 = 0,

(k)

Q +
1

h

(k)

P ′
33 = 0, k = 0,∞. (3.8.12)

Заметим, что система уравнений (3.8.12) верна для любой системы орто-
гональных полиномов. При применении системы полиномов Лежандра в силу
представления "штрих" оператора система уравнений (3.8.12) можно предста-
вить в виде

(k)

TI = −1

h

(k)

P ′
I3 = −2k + 1

2h

{((+)

P I3 − (−1)k
(−)

P I3

)
+

k∑
p=0

[1− (−1)k+p}]
(p)

P I3

}
,

(k)

Q = −1

h

(k)

P ′
33 = −2k + 1

2h

{((+)

P 33 − (−1)k
(−)

P 33

)
+

k∑
p=0

[1− (−1)k+p]
(p)

P 33

}
, k = 0,∞.

(3.8.13)

Нетрудно доказать, что в силу (3.8.13) имеют место соотношения
(k+1)

T I
2k + 3

−
(k−1)

T I
2k − 1

=
1

h

(k)

PI3,

(k+1)

Q

2k + 3
−

(k−1)

Q

2k − 1
=

1

h

(k)

P33, k ≥ 1. (3.8.14)

Выпишем теперь несколько первых уравнений на основании (3.8.13). Нетруд-
но заметить, что из первого уравнения (3.8.13) находим

(0)

TI = −1

h

(0)

P ′
I3 = − 1

2h

((+)

P I3 −
(−)

P I3

)
,

(1)

TI = −1

h

(1)

P ′
I3 = − 3

2h

((+)

P I3 +
(−)

P I3

)
+

3

h

(0)

P I3,

(2)

TI = −1

h

(2)

P ′
I3 = − 5

2h

((+)

P I3 −
(−)

P I3

)
+

5

h

(1)

P I3,

(3)

TI = −1

h

(3)

P ′
I3 = − 7

2h

((+)

P I3 +
(−)

P I3

)
+

7

h

((0)
P I3 +

(2)

P I3

)
.

(3.8.15)

Видно, что подобные (3.8.15) соотношения из второго уравнения (3.8.13)
получим, если TI и PI3 в (3.8.15) заменить на Q и P33 соответственно. Будем
иметь

(0)

Q =
(0)

PI3,I +
(0)

Φ3 = −1

h

(0)

P ′
33 = − 1

2h

((+)

P 33 −
(−)

P 33

)
,

(1)

Q =
(1)

PI3,I +
(1)

Φ3 = −1

h

(1)

P ′
33 = − 3

2h

((+)

P 33 +
(−)

P 33

)
+

3

h

(0)

P 33,

(2)

Q =
(2)

PI3,I +
(2)

Φ3 = −1

h

(2)

P ′
33 = − 5

2h

((+)

P 33 −
(−)

P 33

)
+

5

h

(1)

P 33,

(3)

Q =
(3)

PI3,I +
(3)

Φ3 = −1

h

(3)

P ′
33 = − 7

2h

((+)

P 33 +
(−)

P 33

)
+

7

h

((0)
P 33 +

(2)

P 33

)
.

(3.8.16)
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Далее на основании (3.8.15) дадим различные представления компонент PI3
таким образом, чтобы были удовлетворены граничные условия. Например, в
силу первого уравнения (3.8.15) из (3.8.8) имеем

PI3=
(−)

P I3+
1

2

((+)

P I3−
(−)

P I3

)
[P1(ω) + 1]−h

∞∑
k=1

1

2k + 1
(
(k)

P IJ,J+
(k)

ΦI)[Pk+1(ω)−Pk−1(ω)]. (3.8.17)

Выделим теперь из суммы в (3.8.17) одно слагаемое и в полученном соотно-
шении учтем второе уравнение (3.8.15). После простых выкладок получим

PI3=[1− P2(ω)]
(0)

P I3+
1

2

((+)

P I3−
(−)

P I3

)
P1(ω)+

1

2

((+)

P I3+
(−)

P I3

)
P2(ω)−

−h
∞∑
k=2

1

2k + 1
(
(k)

P IJ,J+
(k)

ΦI)[Pk+1(ω)−Pk−1(ω)].
(3.8.18)

Легко проверить, что при представлениях PI3 в виде (3.8.17) и (3.8.18) удо-
влетворяются соответствующие граничные условия на лицевых поверхностях.

Заменяя сумму в (3.8.18) на основании первого соотношения (3.8.10), а затем
в полученном соотношении учитывая третье и четвертое уравнения из (3.8.15),
будем иметь

PI3=
(0)

P I3+
(1)

P I3P1(ω)+
(2)

P I3P2(ω) + h
∞∑
k=3

 (k+1)

T I
2k + 3

−
(k−1)

T I
2k − 1

Pk(ω).

Отсюда в силу первого равенства (3.8.14) находим

PI3 =
∞∑
k=0

(k)

P I3Pk(ω). (3.8.19)

Очевидно, представляя PI3 в виде ряда (3.8.14), в силу первого равенства
(3.8.14) и системы уравнений равновесия в моментах (см. (3.8.13), а также
(3.8.15)) можно получить различные выражения для PI3, в том числе и вы-
веденные выше, таким образом, чтобы были удовлетворены граничные условия
на лицевых поверхностях.

Таким образом, если PIJ представляем в виде ряда (3.8.2), то нахождение

PI3 из уравнений равновесия с помощью моментов
(k)

P IJ и
(k)

ΦI эквивалентно пред-
ставлению PI3 в виде ряда (3.8.19). Забегая вперед, скажем, что аналогичная
картина имеет место и для P33.

Нетрудно заметить, что в силу первого равенства (3.8.10) соотношение (3.8.18)
можно еще представить в виде

PI3=[1− P2(ω)]
(0)

P I3+
1

2

((+)

P I3−
(−)

P I3

)
P1(ω)+

1

2

((+)

P I3+
(−)

P I3

)
P2(ω)+

+
h

5

(2)

TIP1(ω)+
h

7

(3)

TIP2(ω) + h
∞∑
k=3

 (k+1)

T I
2k + 3

−
(k−1)

T I
2k − 1

Pk(ω).
(3.8.20)
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Учитывая выражения для
(0)

P I3, получаемое из второго равенства (3.8.15),
формулу (3.8.20) можно записать в форме

PI3=
1

2

((+)

P I3+
(−)

P I3

)
+
1

2

((+)

P I3−
(−)

P I3

)
P1(ω) +

h

3

(1)

TI+

+
h

5

(2)

TIP1(ω) + h
∞∑
k=2

 (k+1)

T I
2k + 3

−
(k−1)

T I
2k − 1

Pk(ω).
(3.8.21)

Интегрируя теперь второе соотношение (3.8.1) от −h до x3, аналогично
(3.8.3) найдем

P33 =
(−)

P 33 − ∂J
x3∫
−h
PI3dx

3 −
x3∫
−h
ρF3dx

3. (3.8.22)

Далее, учитывая (3.8.4) и (3.8.21), после простых выкладок будем иметь

x3∫
−h
PI3dx

3 =
h

2

((+)

P I3+
(−)

P I3

)
[P1(ω) + 1] +

h

6

((+)

P I3−
(−)

P I3

)
[P2(ω)− 1] +

h2

3

(1)

TI(P1 + 1)+

+
h2

15

(2)

TI [P2(ω)− 1] + h2
∞∑
k=2

1

2k + 1

 (k+1)

T I
2k + 3

−
(k−1)

T I
2k − 1

 [Pk+1(ω)− Pk−1(ω)].

(3.8.23)

Приведем сумму в (3.8.23) к другому виду. Осуществляя простые выкладки,
будем иметь

∞∑
k=2

1

2k + 1

 (k+1)

T I
2k + 3

−
(k−1)

T I
2k − 1

 [Pk+1(ω)− Pk−1(ω)] =
( 1

15

(1)

TI −
1

35

(3)

TI

)
P1(ω)+

+
(1
3

(0)

TI−
1

15

(2)

TI

)
P2−

∞∑
k=2

[ (k−2)

T I
(2k−3)(2k−1)

− 2
(k)

TI
(2k−1)(2k+3)

+

(k+2)

T I
(2k+3)(2k+5)

]
Pk =

=
1

15

(1)

TI [P1(ω)− P3(ω)] +
1

15

(2)

TI [1− P2(ω)]−

−
∞∑
k=2

(k)

TI

[ Pk−2(ω)

(2k − 1)(2k + 1)
− 2Pk(ω)

(2k − 1)(2k + 3)
+

Pk+2(ω)

(2k + 1)(2k + 3)

]
.

(3.8.24)

На основании (3.8.24) из (3.8.23) получим

x3∫
−h
PI3dx

3=
h

2

((+)

P I3+
(−)

P I3

)
(P1+1)+

h

6

((+)

P I3−
(−)

P I3

)
(P2−1)−h2

15

(1)

TI(P3−6P1−5)−

−h2
∞∑
k=2

(k)

TI

[ Pk−2(ω)

(2k − 1)(2k + 1)
− 2Pk(ω)

(2k − 1)(2k + 3)
+

Pk+2(ω)

(2k + 1)(2k + 3)

]
.

(3.8.25)

Учитывая (3.8.7) при i = 3 и (3.8.25), из (3.8.22) будем иметь

P33 =
(−)

P 33 −
h

2

((+)

P I3,I+
(−)

P I3,I

)
(P1+1)−h

6

((+)

P I3,I−
(−)

P I3,I

)
(P2−1)+

h2

15

(1)

T (P3−6P1−5)+

+h2
∞∑
k=2

(k)

T
[ Pk−2(ω)

(2k − 1)(2k + 1)
− 2Pk(ω)

(2k − 1)(2k + 3)
+

Pk+2(ω)

(2k + 1)(2k + 3)

]
−

−h
(0)

Φ3[P1(ω) + 1]− h
∞∑
k=1

(k)

Φ3
1

2k + 1
[Pk+1(ω)− Pk−1(ω)].

(3.8.26)
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Нетрудно заметить, что в силу вторых соотношений (3.8.15) и (3.8.16) нахо-
дим

(1)

T = −
[ 3

2h

((+)

P I3,I+
(−)

P I3,I

)
+

3

h

(0)

Φ3 +
3

2h2
((+)

P 33+
(−)

P 33

)]
. (3.8.27)

Обозначим сумму слагаемых в (3.8.26), за исключением сумм, через A. Тогда
в силу (3.8.27) ее можно представить в виде

A =
1

2
(
(+)

P 33 +
(−)

P 33) +
1

10
(
(+)

P 33 −
(−)

P 33)[6P1(ω)− P3(ω)]+

+
h

6

((+)

P I3,I−
(−)

P I3,I

)
[1− P2(ω)] +

[ h
10

((+)

P I3,I+
(−)

P I3,I

)
+
h

5

(0)

Φ3

]
[P1(ω)− P3(ω)].

(3.8.28)

Нетрудно заметить, что на основании формул (3.8.15) и (3.8.16) из (3.8.28)
можно исключить касательные напряжения и представить его в различных в
видах. В самом деле, например, из вторых и третьих соотношений (3.8.15) и
(3.8.16) буде иметь

(+)

P I3,I +
(−)

P I3,I = −2h

3

(1)

T − 1

h
(
(+)

P 33 −
(−)

P 33)− 2
(0)

Φ3,

(+)

P I3,I −
(−)

P I3,I = −2h

5

(2)

T − 3

h
(
(+)

P 33 +
(−)

P 33) +
6

h

(0)

P 33 − 2
(1)

Φ3.

(3.8.29)

Учитывая (3.8.29), соотношение (3.8.28) можно записать в форме

A = [1− P2(ω)]
(0)

P 33 +
1

2
(
(+)

P 33 −
(−)

P 33)P1(ω) +
1

2
(
(+)

P 33 +
(−)

P 33)P2(ω)+

+
(h2
15

(2)

T +
h

3

(1)

Φ3

)
[P2(ω)− 1] +

h2

15

(1)

T [P3(ω)− P1(ω)].

(3.8.30)

На основании (3.8.28) и (3.8.30) соотношение (3.8.26) можно представить в
следующих формах:

P33 =
1

2
(
(+)

P 33 +
(−)

P 33) +
1

10
(
(+)

P 33 −
(−)

P 33)[6P1(ω)− P3(ω)]+

+
h

6

((+)

P I3,I−
(−)

P I3,I

)
[1− P2(ω)] +

[ h
10

((+)

P I3,I+
(−)

P I3,I

)
+
h

5

(0)

Φ3

]
[P1(ω)− P3(ω)]+

+h2
∞∑
k=2

(k)

T
[ Pk−2(ω)

(2k − 1)(2k + 1)
− 2Pk(ω)

(2k − 1)(2k + 3)
+

Pk+2(ω)

(2k + 1)(2k + 3)

]
−

−h
∞∑
k=1

1

2k + 1

(k)

Φ3[Pk+1(ω)− Pk−1(ω)] =

= [1− P2(ω)]
(0)

P 33 +
1

2
(
(+)

P 33 −
(−)

P 33)P1(ω) +
1

2
(
(+)

P 33 +
(−)

P 33)P2(ω)+

+
h2

15

(2)

T [P2(ω)− 1] +
h2

15

(1)

T [P3(ω)− P1(ω)]+

(3.8.31)

+h2
∞∑
k=2

(k)

T
[ Pk−2(ω)

(2k − 1)(2k + 1)
− 2Pk(ω)

(2k − 1)(2k + 3)
+

Pk+2(ω)

(2k + 1)(2k + 3)

]
−

−h
∞∑
k=2

1

2k + 1

(k)

Φ3[Pk+1(ω)− Pk−1(ω)].

Следует заметить, что в силу (3.8.24) соотношения (3.8.31) можно предста-
вить еще в других видах. С целью сокращения письма выписывать их не будем.
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Важен тот факт, что существуют различные представления компонент Pi3, удо-
влетворяющие граничным условиям на лицевых поверхностях.

Заметим также, что И.Н.Векуа, представляя компоненты тензора напряже-
ний и вектора перемещений в виде [69]

PIJ =
(0)

P IJ +
(1)

P IJP1(ω), u =
(0)

u +
(1)

uP1(ω) +
(2)

uP2(ω),

Pi3 = [1− P2(ω)]
(0)

P i3 +
1

2
(
(+)

P i3 −
(−)

P i3)P1(ω) +
1

2
(
(+)

P i3 +
(−)

P i3)P2(ω),
(3.8.32)

построил расширенную теорию оболочек и дал общее решение системы уравне-
ний теории пластин, вытекающей из этой расширенной теории оболочек. Видно,
что представления компонент Pi3 с помощью соответствующих формул (3.8.32)
являются частным случаем приведенных выше представлений. Кроме того, от-
метим, что приведенные выше представления компоненты P33 эквивалентны
разложению этой компоненты в ряд по системе полиномов Лежандра (дока-
зывается аналогично приведенному выше доказательству для компонент PI3),
а также представления компонент в форме В.В.Понятовского получаются из
приведенных выше представлений при отсутствии объемных сил и касатель-
ных напряжений на лицевых поверхностях.

Зная представления компонент тензора напряжений, с помощью закона Гука
нетрудно найти выражения для компонент тензора деформаций, посредством
которых в свою очередь можно определить вектор перемещений.

Наконец, отметим, что приведенный выше способ легко обобщается на мик-
рополярную теорию. Отметим также, что материал этой главы изложен в
[304,306].
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4 Глава. Применение метода ортогональных полиномов в теории
многослойных тонких конструкций

4.1 Параметризация многослойной тонкой области трехмерного ев-
клидова пространства с несколькими базовыми поверхностями

Рассмотрим многослойную тонкую область евклидова пространства, состоящую
из не более чем счетного числа слоев. Пусть, слои пронумерованы по возраста-
нию, т. е., если, например, α — номер какого-нибудь слоя, то номером предыду-
щего слоя будет α − 1, а номером последующего — α + 1. Каждый слой имеет
две лицевые поверхности. Лицевую поверхность слоя α, находящуюся со сто-
роны предыдущего слоя α − 1, назовем внутренней базовой поверхностью и

обозначим через
(−)

S
α

, а лицевую поверхность слоя α, находящуюся со стороны

последующего слоя α + 1, назовем внешней базовой поверхностью и обозна-

чим через
(+)

S
α

. Считаем, что лицевые поверхности каждого слоя — регулярные

поверхности и в случае ограниченного незамкнутого слоя боковая поверхность
является линейчатой поверхностью.

4.1.1 Векторное параметрическое уравнение слоя α и система век-
торных параметрических уравнений многослойной тонкой об-
ласти

Радиус-вектор произвольной точки M
α

слоя α представляется в виде

r
α
(x1, x2, x3) =

(−)

r
α
(x1, x2) + x3h

α
(x1, x2) = (1− x3)

(−)

r
α
(x1, x2) + x3

(+)

r
α
(x1, x2),

∀α ∈ N, ∀ x3 ∈ [0, 1],
(4.1.1)

где векторные соотношения
(−)

r
α
=

(−)

r
α
(x1, x2),

(+)

r
α
=

(+)

r
α
(x1, x2), ∀α (4.1.2)

являются векторными уравнениями базовых поверхностей
(−)

S
α

и
(+)

S
α

соответствен-

но, x1, x2 — криволинейные (гауссовы) координаты на внутренней базовой по-

верхности
(−)

S
α

, а N — множество натуральных чисел.

Вектор
h
α
(x1, x2) =

(+)

r
α
(x1, x2)− (−)

r
α
(x1, x2), ∀α, (4.1.3)

топологически отображающий внутреннюю базовую поверхность
(−)

S
α

на внеш-

нюю
(+)

S
α

, вообще говоря, не является перпендикулярным к базовым поверхно-

стям. Причем конец каждого h
α
(x1, x2) является началом h

α+1
(x1, x2), ∀α, т. е.



212

имеет место соотношение
(+)

r
α+δ

(x1, x2) =
(−)

r
α
(x1, x2) +

α+δ∑
ν=α

h
ν
=

(+)

r
α
(x1, x2) +

α+δ∑
ν=α+1

h
ν
=

=
(−)

r
α
(x1, x2) +

α+δ∑
ν=α

[
(+)

r
ν
(x1, x2)− (−)

r
ν
(x1, x2)

]
=

=
(+)

r
α
(x1, x2) +

α+δ∑
ν=α+1

[
(+)

r
ν
(x1, x2)− (−)

r
ν
(x1, x2)

]
, ∀α, δ.

(4.1.4)

Легко усмотреть, что из (4.1.1) следует (4.1.3), но не следует (4.1.4).
Пусть многослойная область состоит из K слоев. Тогда, вводя обозначение

h =
K∑
ν=1

h
ν
=

K∑
ν=1

[
(+)

r
ν
(x1, x2)− (−)

r
ν
(x1, x2)

]
, (4.1.5)

будем иметь

(+)

r
K
(x1, x2)=

(−)

r
1
(x1, x2)+h(x1, x2)=

(−)

r
1
(x1, x2)+

K∑
ν=1

[
(+)

r
ν
(x1, x2)−(−)

r
ν
(x1, x2)

]
. (4.1.6)

Следует заметить, что (4.1.1) при фиксированном α — векторное парамет-
рическое уравнение слоя α, а при изменении α нужное число раз и соблюдении
условий (4.1.4) представляет систему векторных параметрических уравнений
многослойной тонкой области.

Нетрудно видеть, что (4.1.1) при ∀x1, x2 и x3 = 0 определяет внутреннюю

базовую поверхность
(−)

S
α

слоя α, при ∀ x1, x2 и x3 = 1 — внешнюю базовую

поверхность
(+)

S
α

, а при ∀x1, x2 и x3 = const, где x3 ∈ (0, 1) — эквидистантную от

базовых поверхностей
(−)

S
α

и
(+)

S
α

поверхность, обозначаемая через S
α
.

4.1.2 Двухмерные семейства реперов (базисов) и порожденные ими
семейства параметризаций поверхности слоя α

Для производных от соотношений (4.1.1) и (4.1.2) по xP в точках ∀
(⋆)

M
α

∈
(⋆)

S
α
,

⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, введем соответственно обозначения

r
αP

≡ ∂P rα ≡ ∂P rα/∂x
P , r

α
⋆
P
≡ ∂P

(⋆)

r
α
≡ ∂

(⋆)

r
α
/∂xP , ⋆ ∈ {−,+}, ∀α (4.1.7)

Двойки векторов r
α

⋆
1
r
α

⋆
2
, ⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, определенные в точках

(⋆)

M
α
∈

(⋆)

S
α
,

⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, следовательно, образуют двумерные ковариантные поверх-

ностные базисы, а
(⋆)

M
α
r
α

⋆
1
r
α

⋆
2
, ⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, — двумерные ковариантные по-

верхностные реперы, порождающие в свою очередь соответствующие им па-
раметризации рассматриваемых поверхностей. По этим реперам (базисам), как
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известно [68,210,337], можно построить соответствующие им контравариантные

реперы
(⋆)

M
α
r
α

⋆
1 r
α

⋆
2 (базисы r

α

⋆
1 r
α

⋆
2), ⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α. Естественно, ковариантные

и контравариантные базисы порождают свойственные порожденным порожда-
ющими реперами параметризациям геометрические характеристики.

Определяя в каждой в точке поверхностей
(⋆)

S
α
, ⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, реперы

(базисы), получим соответствующие семейства (множества) реперов (базисов),
порождающие в свою очередь соответствующие им параметризации.

4.1.3 Трехмерные семейства реперов (базисов) и порожденные ими
семейства параметризации области слоя α

Учитывая в первом соотношении (4.1.7) выражение радиус-вектора r (4.1.1) и
вводя обозначение h

αP
≡ ∂h/∂xP ≡ ∂Phα , получим

r
αP

= r
α
−
P
+ x3h

αP
= (1− x3)r

α
−
P
+ x3r

α
+
P
, ∀α. (4.1.8)

Теперь дифференцируя (4.1.1) по x3, как легко убеждаемся, имеем

r
α3

≡ ∂3 rα ≡ ∂r
α
/∂x3 = h

α
(x1, x2), ∀x3 ∈ [0, 1], ∀α. (4.1.9)

На основании (4.1.9) можно принять, что

r
α
−
3
≡ r

α3
≡ r

α
+
3
≡ ∂3 rα = h

α
(x1, x2), ∀x3 ∈ [0, 1], ∀α. (4.1.10)

Соотношение (4.1.10) дает возможность в точках
(⋆)

M
α
∈

(⋆)

S
α
, ⋆ ∈ {−, +}, ∀α,

определить пространственные ковариантные базисы r
α
⋆
p
, ⋆ ∈ {−, +}, ∀α, соот-

ветственно. Таким образом, третий базисный вектор пространственных ковари-

антных базисов в точках
(⋆)

M
α
∈

(⋆)

S
α
, ⋆∈ {−, ∅, +}, для каждого слоя α — один и

тот же вектор h
α
(x1, x2).

Ввиду (4.1.10) соотношения (4.1.8) и (4.1.9) можно объединить и представить
в виде

r
αp

= r
α
−
p
+ x3h

αp
= (1− x3)r

α
−
p
+ x3r

α
+
p
, ∀α. (4.1.11)

Тройки векторов r
α

⋆
1
r
α

⋆
2
r
α

⋆
3
, ⋆ ∈ {−, ∅, +}, ∀α, определенные в рассматри-

ваемых точках
(⋆)

M
α
∈

(⋆)

S
α
, ⋆ ∈ {−, ∅, +}, ∀α, следовательно, образуют трехмер-

ные ковариантные пространственные базисы, а
(⋆)

M
α
r
α

⋆
1
r
α

⋆
2
r
α

⋆
3
, ⋆ ∈ {−, ∅, +}, ∀α

— трехмерные ковариантные пространственные реперы, порождающие в свою
очередь соответствующие им параметризации. По этим реперам (базисам), как
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известно [68, 210, 337], можно построить соответствующие им контравариант-

ные реперы
(⋆)

M
α
r
α

⋆
1 r
α

⋆
2 r
α

⋆
3
(базисы r

α

⋆
1 r
α

⋆
2 r
α

⋆
3), ⋆ ∈ {−, ∅, +}, ∀α. В самом деле, на

основании их определения [68,210,337] имеем

r
α
k̃ =

1

2

(∼)

C
α
k̃p̃q̃r

αp̃
× r

αq̃
, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, (4.1.12)

где
(∼)

C
α
k̃p̃q̃ = (r

α
k̃ × r

α
p̃) · r

α
q̃ — контравариантные компоненты дискриминантного

тензора [68] в рассматриваемых точках
(∼)

M
α

∈
(∼)

S
α

слоя α соответственно (∼ ∈
{−, ∅,+}, ∀α).

Легко усмотреть, что (4.1.11) коротко представится в виде

r
αp

= g
α

⋆
q
p rα⋆

q
= g

αp
⋆
q
r
α

⋆
q, ⋆ ∈ {−, +}, ∀α, (4.1.13)

где введены обозначения

g
αp̆q̃

= r
αp̆

· r
αq̃
, g

α

q̃

p̆
= r

αp̆
· r
α
q̃, ` ∈ {−, ∅+}, ∼ ∈ {−, +}, ∀α. (4.1.14)

На основании (4.1.11) и (4.1.14) для g
αpq̃

и g
α

q̃
p имеем

g
αpq̆

= r
αp

· r
αq̆

= (1− x3)g
α
−
pq̆

+ x3g
α
+
pq̆
,

g
α

q̆
p = r

αp
· r
α
q̆ = (1− x3)g

α

q̆
−
p
+ x3g

α

q̆
+
p
, ` ∈ {−, +}, ∀α.

(4.1.15)

Нетрудно получить выражения и для g
αpq

. В самом деле, на основании (4.1.13)

и (4.1.15) имеем

g
α pq

= r
αp

· r
αq

= g
αp

⋆
n
g
α

⋆
n
q = (1− x3)2g

α
−
p
−
q
+ x3(1− x3)(g

α
−
p
+
q
+ g

α
+
p
−
q
) + (x3)2g

α
+
p
+
q
,

⋆ ∈ {−, +}, ∀α.
(4.1.16)

Найдем выражения для
√
g
α
= (r

α1
× r

α2
) · r

α3
. В силу первого равенства (8a12)

получаем

√
g
α
=

1

2
ϵIJ(r

αI
× r

αJ
) · r

α3
=

1

2

√
(∼)

g
α
ϵIJϵKLgα

K̃
I
g
α

L̃
J
=

√
(∼)

g
α
det(g

α

q̃
p ) =

√
(∼)

g
α
det(g

α

Q̃

P
),

∼ ∈ {−, +}, ∀α,
(4.1.17)

где ϵIJ , ϵKL — символы Леви-Чивиты, а√
(∼)

g
α
= (r

α1̃
× r

α2̃
) · r

α3̃
, ∼ ∈ {−, +},

√
(−)

g
α
=

√
g
α

∣∣∣
x3=0

,

√
(+)

g
α
=

√
g
α

∣∣∣
x3=1

, ∀α.

Из (4.1.17) в свою очередь имеем
(∼)

ϑ
α
≡
√
g
α

(∼)

g
α

−1 =
1

2
ϵIJϵKLgα

K̃
I
g
α

L̃
J
= det(g

α

Q̃

P
), ∼ ∈ {−, +}, ∀α, (4.1.18)
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Следует заметить, что аналогично (4.1.17) для более общего случая имеем√
(∼)

g
α
=

1

2
ϵIJ(r

αĨ
× r

αJ̃
) · r

α3
=

1

2
ϵIJg

α

K̆

Ĩ
g
α

L̆

J̃
(r
αK̆

× r
αL̆
) · r

α3
=

1

2

√
(`)

g
α
ϵIJϵKLgα

K̆

Ĩ
g
α

L̆

J̃
=

=

√
(`)

g
α
det(g

α

Q̆

P̃
) =

√
(∼)

g
α
det(g

α

q̆

p̃
), ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α.

Итак,√
(∼)

g
α
=
1

2

√
(`)

g
α
ϵIJϵKLgα

K̆

Ĩ
g
α

L̆

J̃
=

√
(`)

g
α
det(g

α

Q̆

P̃
)=

√
(∼)

g
α
det(g

α

q̆

p̃
), ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α. (4.1.19)

Отсюда нетрудно заметить, что

(∼̀)

ϑ
α
≡
√

(∼)

g
α

(`)

g
α

−1 =
1

2
ϵIJϵKLgα

K̆
Ĩ
g
α

L̆
J̃
= det(g

α

Q̆

P̃
)=det(g

α

q̆

p̃
), `, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α. (4.1.20)

Легко усмотреть, что при ∼ = ∅, ` ∈ {−,+} из (4.1.19) получаем (4.1.17), а
из (4.1.20) — (4.1.18). Кроме того, из (4.1.20) имеем

(∼̀)

ϑ
α
=

(∼`)

ϑ
α

−1, `, ∼ ∈ {−,+}, ∀α;
(≈)

ϑ
α
= 1, ∼ ∈ {−,+}, ∀α. (4.1.21)

С помощью (4.1.20) соотношения (4.1.18) можно записать в виде
(−)

ϑ
α
=

√
g
α

(−)

g
α

−1 = (1− x3)2
(=)

ϑ
α
+ x3(1− x3)g

α

−
I
+
I
+ (x3)2

(∓)

ϑ
α
,

(+)

ϑ
α
=

√
g
α

(+)

g
α

−1 = (1− x3)2
(±)

ϑ
α
+ x3(1− x3)g

α

+
I
−
I
+ (x3)2

(
+
+
)
ϑ
α
, ∀α.

(4.1.22)

Не представляет большого труда выражать r
α
k, ∀α через векторы r

αm̃
или r

α
m̃,

∼ ∈ {−,+}, ∀α. В самом деле, учитывая первое равенство (4.1.13), из (4.1.12)
при ∼ = ∅ получим

r
α
k =

1

2
C
α
kpqr

αp
× r

αq
=

1

2
C
α
kpqg

α

m̃
p g
α

ñ
q rαm̃ × r

αñ
=

1

2

(∼)

ϑ
α

−1ϵkpqϵ
lmn

g
α

m̃
p g
α

ñ
q rα

l̃, ∼ ∈ {−,+}, ∀α.

Таким образом,

r
α
k =

1

2

(∼)

ϑ
α

−1ϵkpqϵ
lmn

g
α

m̃
p g
α

ñ
q rα

l̃, ∼ ∈ {−,+}, ∀α. (4.1.23)

где ϵkpq, ϵlmn — символы Леви-Чивиты.
В силу (4.1.23) можно вводить обозначения

g
α

k
l̃
= r

α
k · r

αl̃
=

1

2

(∼)

ϑ
α

−1ϵkpqϵ
lmn

g
α

m̃
p g
α

ñ
q ,

g
α

kl̃ = r
α
k · r

αl̃
=

1

2

(∼)

ϑ
α

−1ϵkpqϵsmng
α

m̃
p g
α

ñ
q g
α

s̃l̃, ∼ ∈ {−,+}, ∀α,
(4.1.24)
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с помощью которых соотношение (4.1.23) представится в искомом виде

r
α
p = g

α

p

q̃
r
α
q̃ = g

α

pq̃r
αq̃
, ∼ ∈ {−,+}, ∀α. (4.1.25)

Легко усмотреть, что из первого соотношения (4.1.24) имеем

g
α

K

K̃
=

(∼)

ϑ
α

−1g
α

Ĩ
I
, ⇒ g

α

K̆

K̃
=

(∼`)

ϑ
α

−1g
α

Ĩ

Ĭ
=

(∼̀)

ϑ
α
g
α

Ĩ

Ĭ
, ∼ ∈ {−,+}, ∀α, (4.1.26)

Заметим, что при написании второго соотношения (4.1.26) были учтены (4.1.20)
и (4.1.21).

Введем в рассмотрение еще следующие объекты (матрицы):

g
αβ

· q̃
p̆ ·

= r
αp̆

· r
β

q̃, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β (4.1.27)

и объекты, получаемые из (4.1.27) жонглированием индексами. Нетрудно под-
считать, что число таких объектов при фиксированных α и β равно 36.

Легко усмотреть, что при α = β (4.1.27) содержит (4.1.14), (4.1.16) и (4.1.24).
В самом деле, из (4.1.27) имеем

g
α

q̃

p̆
= g

αα

· q̃
p̆ ·

= r
αp̆

· r
α
q̃, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α (4.1.28)

и, жонглируя индексами, очевидно, получим рассмотренные выше объекты и
еще g

α

pq = r
α
p · r

α
q, ∀α, т. е. и в этом случае число введенных величин равно 36.

Нетрудно заметить, что на основании (4.1.27) и (4.1.28) связи между раз-
личными семействами базисов представляются в виде

r
αp̃

= g
α

n̆
p̃
r
αn̆

= g
αβ

· n̆
p̃ ·
r
βn̆
, `, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, (4.1.29)

сохраняющие силу при жонглировании немыми и свободными индексами.
В силу (4.1.29) легко показать, что имеет место соотношения

g
αβ

· q̆
p̃ ·

= g
αδ

· ⋆n
p̃ ·
g
δβ

· q̆
⋆
n ·
, `, ∼, ⋆ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, δ. (4.1.30)

Дифференцируя (4.1.4)–(4.1.6) по xI и учитывая (4.1.29), получим

r
α+β

+
I
= r

α
−
I
+

α+β∑
ν=α

[
g
ν

−
k
+
I
− g

ν

−
k
−
I

]
r
ν
−
k
= r

α
+
I
+

α+β∑
ν=α+1

[
g
ν

−
k
+
I
− g

ν

−
k
−
I

]
r
ν
−
k
,

∂Ih(x
1, x2) =

N∑
ν=1

∂Ihν (x
1, x2) =

N∑
ν=1

[
r
ν
+
I
(x1, x2)− r

ν
−
I
(x1, x2)

]
=

=
N∑
ν=1

[
g
ν

−
k
+
I
(x1, x2)− g

ν

−
k
−
I
(x1, x2)

]
r
ν
−
k
(x1, x2),

r
N

+
I
(x1, x2) = r

1
−
I
(x1, x2) +

N∑
ν=1

[
g
ν

−
k
+
I
(x1, x2)− g

ν

−
k
−
I
(x1, x2)

]
r
ν
−
k
(x1, x2).

(4.1.31)
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Естественно, построенные выше пространственные ковариантные и контра-
вариантные базисы порождают свойственные порожденным порождающими
реперами параметризациям геометрические характеристики.

Определяя в каждой точке поверхностей
(⋆)

S
α
, ⋆ ∈ {−, ∅, +}, ∀α, простран-

ственные реперы (базисы), получим соответствующие семейства пространствен-
ных реперов (базисов), порождающие в свою очередь соответствующие им се-
мейства параметризаций.

Отметим еще раз, что структура построенных выше нами
(∼)

S
α

(∼)
g
α

-семейств

реперов (базисов), ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, такова, что третьи базисные векторы
r
α3̃

= h
α
(x1, x2), ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α в общем случае не являются перпендикуляр-

ным к соответствующим базовым поверхностям
(∼)

S
α

, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α. Однако

в частном случае они могут быть и перпендикулярами, а в более частном слу-

чае могут быть единичными векторами нормалей к базовым поверхностям
(∼)

S
α

,

∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, обозначаемыми соответственно через
(∼)

n
α

, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α .

Из вышеприведенного материала данной главы видно, что для каждого слоя
многослойной области имеют место все соотношения первой главы. При усло-
вии, что величины, входящие в эти соотношения, снизу надо снабжать индек-
сом, который обозначает номер данного слоя. В этой связи на подробном рас-
смотрении вопросов о параметризации многослойной области останавливаться
не будем. В дальнейшем при необходимости нужные соотношения из соответ-
ствующих соотношений первой главы выпишем только что указанным способом
(снабжая величины снизу индексом рассматриваемого слоя), а некоторые соот-
ношения, аналогичные которым не входят в первую главу, будем получать.

4.1.4 Мультипликативные базисы

Для представления в предлагаемой теории тензоров, ранг которых не меньше
двух, полезно вводить в рассмотрение мультипликативные базисы [68]. Так как
мы в основном будем иметь дело с тензорами, ранг которых не больше четы-
рех, поэтому целесообразно вводить мультипликативные базисы, образованные
с помощью тензорного умножения двух, трех и четырех базисных векторов из
рассматриваемых выше различных семейств базисов. Таким образом, опреде-

лив
(⋆)

S
α

(⋆)
g
α

-семейства базисов, ⋆ ∈ {−, ∅, +}, ∀α, не представляет труда составить

указанные выше мультипликативные базисы рассматриваемого слоя α. В самом
деле, введем следующее
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Определение 4.1.1. Тензорные произведения базисных векторов из
(⋆)

S
α

(⋆)
g
α

-семейств, ∀α, ⋆∈{−, ∅, +}, обозначаемые

R
α

· ·
m̃n̆ = r

α m̃
⊗ r

α n̆
, R

α
· · ·
m̃n̆p̂ = r

αm̃
⊗ r

αn̆
⊗ r

αp̂
, R

α
· · · ·
m̃n̆p̂ q̌ = r

αm̃
⊗ r

α ñ
⊗ r

α p̂
⊗ r

α q̌
,

∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α
(4.1.32)

и получаемые из них жонглированием индексами их образы, называются
(⋆)

S
α

(⋆)
g
α

-семействами двух-, трех- и четырехвекторных мультипликативных базисов

слоя α.

Если число слоев многослойной тонкой области не меньше двух то в об-
щем случае можно было вводить, например, для мультипликативных базисов
следующее

Определение 4.1.2. Тензорные произведения из
(∼)

S
α

(∼)
g
α

- и
(`)

S
β

(`)
g
β

-семейств базис-

ных векторов, ∼, ` ∈ {−, ∅, +}, ∀αβ,

R
αβ

· ·
m̃n̆ = r

α m̃
⊗ r

β n̆
, R

αβ

· n̆
m̃ · = r

α m̃
⊗ r

β

n̆, R
αβ

m̆ ·
· ñ = r

α
m̃ ⊗ r

β n̆
, R

αβ

m̃n̆
· · = r

α
m̃ ⊗ r

β

n̆,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀αβ
(4.1.33)

называются S
αβ

(∼)
g
α
,
(`)
g
β

-семействами мультипликативных базисов1, ∼, ` ∈ {−, ∅, +},

∀αβ.

Следует заметить, что по терминологии, принятой, например, в [337], ба-
зисы (4.1.32) и (4.1.33) можно называть многоточечными базисами. Так, что
первый из (4.1.32) и (4.1.33) — двухточечные базисы, а второй и третий из
(4.1.32) — трех- и четырехточечный базисы соответственно.

4.1.5 Деривационные формулы для мультипликативных базисов

Нетрудно вывести деривационные формулы для мультипликативных базисов,
зная аналогичные формулы для базисных векторов. В связи с этим сперва

выпишем деривационные формулы для
(∼)

S
α

(∼)
g
α

-семейств базисных векторов, ∼ ∈

{−, ∅,+}, ∀α, которые на основании (1.1.28) получат вид

r
αp̃q̃

≡ ∂qrαp̃ = Γ
α̃pq̃,ñ

r
α
ñ = Γ

α
ñ
p̃q̃ rαñ, r

α
ñ
, q̃ ≡ ∂qrα

ñ = −Γ
α
ñ
p̃q̃ rα

p̃, ∼ ∈ {−, ∅,+},∀α. (4.1.34)

1Напоминаем, что с целью сокращения письма знак тензорного умножения ⊗ часто будем опускать.
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Теперь выведем деривационные формулы, например, для двухвекторных
мультипликативных базисов. С этой целью продифференцируем, например, вто-
рое соотношение (4.1.33) по xp. Имеем

∂pR
αβ

· n̆
m̃ · = ∂prαm̃ ⊗ r

β

n̆ + r
αm̃

⊗ ∂pr
β

n̆ = r
αm̃p̃

⊗ r
β

n̆ + r
αm̃

⊗ r
β

n̆
, p̆,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.
(4.1.35)

При написании (4.1.35) было использовано правило дифференцирования
обычного произведения функций, которое имеет место и в рассматриваемом
случае. Можно его строго доказать, но на этом не будем останавливаться.

Учитывая (4.1.34) в (4.1.35), получаем искомую формулу

∂pR
αβ

· n̆
m̃ · = R

αβ

· n̆
q̃ · Γα

q̃
m̃p̃ −R

αβ

· q̆
m̃ ·Γ

β

n̆
q̆p̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.36)

Отсюда при α = β имеем

∂pRα
· n̆
m̃ · = R

α
· n̆
q̃ · Γα

q̃
m̃p̃ −R

α

· q̆
m̃ ·Γα

n̆
q̆p̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α. (4.1.37)

Перенося члены, находящиеся в правых частях (4.1.36) и (4.1.37) в их левые
части, будем иметь

∂pR
αβ

· n̆
m̃ · −R

αβ

· n̆
q̃ · Γα

q̃
m̃p̃ +R

αβ

· q̆
m̃ ·Γ

β

n̆
q̆p̆ = 0,

∂pRα
· n̆
m̃ · −R

α
· n̆
q̃ · Γα

q̃
m̃p̃ +R

α

· q̆
m̃ ·Γα

n̆
q̆p̆ = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.

(4.1.38)

Левые части соотношений (4.1.38) представляют ковариантные производные
от мультипликативных базисов R

αβ

· n̆
m̃ · и R

α
· n̆
m̃ · , ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.

Вводя для ковариантной производной, как обычно принято, обозначение ∇p ,
соотношения (4.1.38) коротко можно записать в виде

∇pR
αβ

· n̆
m̃ · = 0, ∇pRα

· n̆
m̃ · = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, (4.1.39)

сохраняющие силу при жонглировании индексами (в жонглировании индексы,
обозначающие номера слоев, не участвуют).

Легко усмотреть, что, например, из второго соотношения (4.1.39) имеем фор-
мулы

∇p rα m̃ = 0, ∇p rα
ñ = 0, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α. (4.1.40)

Заметим, что формулы (4.1.40) можно было получить еще из (4.1.34), пере-
нося их левые части в правые и вводя обозначение для оператора ковариантной
производной.

Аналогично (4.1.39) доказывается справедливость утверждений для мульти-
пликативных базисов более высокого порядка, поэтому на этом останавливаться
не будем. Эти утверждения можно сформулировать следующим образом:
Утверждение 4.1.1. Ковариантная производная от мультипликативного ба-
зиса любого порядка равняется нулю.
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4.1.6 Представление единичного тензора второго ранга

Нетрудно найти это представление. В самом деле, исходя из обычного пред-
ставления этого тензора [210,337], на основании (4.1.29) и (4.1.30) получаем

E
α̃
= g

α

n̆
p̃
r
α
p̃r
αn̆

= g
α

n̆
p̃
r
α
p̃ g
αβ

· ⋆
m

n̆ ·
r
β

⋆
m
= g

αβ

· ⋆
m
p̃ ·

r
α
p̃r
β

⋆
m
= g

αβ

· ⋆
m
p̃ ·

g
αβ

· p̃
n̆ ·
r
β

n̆r
β

⋆
m
= g

β

· ⋆
m

n̆ ·
r
β

n̆r
β

⋆
m
= E

β̃

.

Таким образом, искомое представление имеет вид

E˜ = E
α̃
= r

α
p̃r
αp̃

= R
α

· n̆
n̆ · = g

α

n̆
p̃
r
α
p̃r
αn̆

= E
β̃

= r
β

n̆r
βn̆

= R
β

· ñ
ñ · = g

β

n̆
p̃
r
β

p̃r
βn̆

= g
αβ

· n̆
p̃ ·
r
α
p̃r
βn̆
,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β,
(4.1.41)

сохраняющее силу при жонглировании немыми индексами.
Как видно из (4.1.41), введенные выше величины (4.1.27) и (4.1.28) представ-

ляют компоненты единичного тензора второго ранга для многослойной тонкой
области трехмерного евклидова пространства.

Теперь введем следующие определения:

Определение 4.1.3. Рассмотренная выше параметризация, характеризующа-
яся заданием радиус-вектора произвольной точки любого слоя α в виде (4.1.1) и
соблюдением условия (4.1.4) называется новой параметризацией многослойной
тонкой области.

Определение 4.1.4. Компоненты g
αβ

· n̆
p̃ · , ∼∈{−, ∅,+}, `∈{−,+}, ∀α, β и по-

лучаемые из них жонглированием индексами их образы, называются компонен-
тами переноса ЕТВР при новой параметризации многослойной тонкой области.

Определение 4.1.5. Компоненты g
αβ

· ·
p̃q̃

, g
αβ

· q̃
p̃ ·

, g
αβ

p̃q̃
· · ∼ = − (∼ = +), ∀α, β и

компоненты переноса g
αβ

· ·
p̃q̆

, g
αβ

· q̆
p̃ ·

, ∼ = +, ` = − (∼ = −, ` = +), ∀α, β, называ-

ются основными компонентами ЕТВР при новой параметризации многослойной
тонкой области, если в качестве базовых принимаются внутренние (внешние)
базовые поверхности слоев.

Нетрудно найти выражения для g
αβ

pq
посредством основных компонент пе-

реноса. В самом деле, на основании (4.1.27) и (4.1.30) имеем

g
αβ

pq
= r

αp
· r
β
q = g

α

m̆
p g
β

ñ
q g
αβ

m̆ñ
, ∼, ` ∈ {−,+}, ∀α, β. (4.1.42)

Учитывая (4.1.15), получим

g
α

m̆
p g
β

ñ
q g
αβ

m̆ñ
=
[
(1− x3)g

α

m̆
−
p
+ x3g

α

m̆
+
p

][
(1− x3)g

β

ñ
−
q
+ x3g

β

ñ
+
q

]
g
αβ

m̆ñ
=

=
[
(1− x3)2g

α

m̆
−
p
g
β

ñ
−
q
+ x3(1− x3)

(
g
α

m̆
−
p
g
β

ñ
+
q
+ g

β

ñ
−
q
g
β

m̆
+
p

)
+ (x3)2g

α

m̆
+
p
g
β

ñ
+
q

]
g
αβ

m̆ñ
=

= (1− x3)2 g
αβ

−
p
−
q
+ x3(1− x3)

(
g
αβ

−
p
+
q
+ g

αβ
+
p
−
q

)
+ (x3)2 g

αβ
+
p
+
q
, `, ∼ ∈ {−,+}, ∀α, β.

(4.1.43)
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Сравнивая (4.1.42) и (4.1.43), найдем искомое представление

g
αβ

pq
= (1− x3)2 g

αβ
−
p
−
q
+ x3(1− x3)

(
g
αβ

−
p
+
q
+ g

αβ
+
p
−
q

)
+ (x3)2 g

αβ
+
p
+
q
, ∀α, β.

Отсюда при α = β имеем (4.1.16).
Теорема 4.1.1. (Фундаментальная теорема для многослойной тонкой обла-
сти в R3 при ее новой параметризации) Наличие единичного тензора второго
ранга, представленного в виде

E˜ = g
α

n̆
p̃
r
α
p̃r
αn̆

= g
β

n̆
p̃
r
β

p̃r
βn̆

= g
αβ

· n̆
p̃ ·
r
α
p̃r
βn̆
, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β,

необходимо и достаточно для существования, и притом единственной, с
точностью до движения в R3 некоторой регулярной многослойной тонкой
области при ее новой параметризации. При этом число независимых основ-
ных компонент ЕТВР зависит от типа семейства параметризации и числа
слоев.

4.1.7 Представление изотропных тензоров четвертого ранга

Эти тензоры занимают особое место в механике деформируемого твердого тела.
В частности, ими пользуются, например, при записи различных соотношений
МДТТ. Поэтому целесообразно иметь их представление и в предлагаемом ва-
рианте теории. Нетрудно выписать эти представления. В самом деле, как легко
усмотреть, при полном сокращении индексов к мультипликативным базисам,
составленным из четного числа базисных векторов, при условии, что каждая
пара зацепленных индексов принадлежит, например, к одному из

(∼)

g
α

-семейств

индексов, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, из них получим изотропные тензоры.
Обнаружив такую природу мультипликативных базисов, очевидно, при пол-

ном сокращении индексов к мультипликативному базису из четырех базисных
векторов должны ожидать, что получим все изотропные тензоры четвертого
ранга. Так как число изомеров мультипликативного базиса из четырех базис-
ных векторов равно 24, то нетрудно показать, что при полном сокращении ин-
дексов ко всем изомерам указанным выше способом несводимыми друг к другу
окажутся только следующие три:

C˜̃αβI = R
αβ

· m̃
m̃ ·

n̆ ·
· n̆ = r

αm̃
r
α
m̃r
β

n̆r
βn̆

= E
α̃
E
β̃

= E˜E˜ , C˜̃αβII = R
αβ

· ·
m̃ n̆

m̃ n̆
· · = r

αm̃
r
βn̆
r
α
m̃r
β

n̆,

C˜̃αβIII = R
αβ

· ·
n̆ m̃

m̃ n̆
· · = r

αm̃
E
β̃

r
α
m̃ = r

αm̃
E˜rαm̃, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.44)

Так как в силу, например, (4.1.41) r
α
n̆r
αn̆

= r
β

p̃r
βp̃

, поэтому имеем

C˜̃ I = C˜̃α I = C˜̃αβI , C˜̃ II = C˜̃α II = C˜̃αβII , C˜̃ III = C˜̃α III = C˜̃αβIII , ∀α, β.
Опуская индексы α, β и ∼, `, тензоры (4.1.44) полностью совпадут с изо-

тропными тензорами четвертого ранга, рассмотренными в [210], как и ожида-
лось.
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4.1.8 О ковариантной производной от компонент тензоров

Так как выписанные ниже формулы для ковариантных производных от ком-
понент тензоров первого и второго рангов легко обобщаются на компоненты
тензоров более высокого ранга, поэтому ограничимся нахождением ковариант-
ных производных от компонент тензоров первого и второго рангов.

Зная деривационные формулы для мультипликативных базисов, легко опре-
делить ковариантную производную от компонент тензоров. В самом деле, пусть
A
α

тензор первого ранга (вектор), относящийся к слою α, тогда его можно пред-
ставить в виде

A
α
= A

α
p̃r
αp̃

= A
α p̆
r
α
p̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α. (4.1.45)

Дифференцируя первое равенство (4.1.45) по xn и учитывая первую из де-
ривационных формул (4.1.34), будем иметь

∂nAα = ∂n(Aα
p̃r
αp̃
) = (∂nAα

p̃)r
αp̃

+ A
α
p̃r
αp̃ñ

= (∂nAα
p̃)r
αp̃

+ A
α
p̃Γ
α
m̃
p̃ñrαm̃ = (∂nAα

m̃ + A
α
p̃Γ
α
m̃
p̃ñ)rαm̃,

∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α.

Аналогично предыдущему соотношению, дифференцируя A
α
= A

α p̆
r
α
p̃ по xn и

учитывая вторую из деривационных формул (4.1.34), получим

∂nAα = ∂n(Aα p̃rα
p̆) = (∂nAα m̆ − A

α m̆
Γ
α

p̆
m̆n̆)rα

m̆, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α.

Таким образом,

∂nAα = ∇nAα
m̃r
αm̃

= ∇nAα m̃rα
m̃, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α,

где для ковариантных производных введены обозначения

∇nAα
m̃ = ∂nAα

m̃ + A
α
p̃Γ
α
m̃
p̃ñ , ∇nAα

m̃ = ∂nAα m̆ − A
α m̆

Γ
α

p̆
m̆n̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α. (4.1.46)

Теперь рассмотрим тензор второго ранга H
α̃β

, ∀α, β и представим его в сле-

дующем виде:

H
α̃β

= H
αβ

p̃ ·
· q̆ R

αβ

· q̆
p̃ · = H

αβ

· ·
p̃ q̆ R

αβ
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· · = H

αβ

· q̆
p̃ · R
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p̃ ·
· q̆ = H

αβ

p̃ q̆
· · R
αβ

· ·
p̃ q̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.47)

Дифференцируя, например, первое равенство (4.1.47) по xn и учитывая де-
ривационную формулу (4.1.36), найдем

∂nH
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p̃ · + H
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· q̆ Γα

p̃
r̃ ñR

αβ

· q̆
p̃ ·−

−H
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p̃ ·
· s̆ Γα

s̆
q̆ n̆R

αβ

· q̆
p̃ · = (∂nH

αβ

p̃ ·
· q̆ + H

αβ

r̃ ·
· q̆ Γα

p̃
r̃ ñ − H

αβ

p̃ ·
· s̆ Γα

s̆
q̆ n̆)R

αβ

· q̆
p̃ · , ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.

Таким образом,

∂nH
α̃β

= (∇nH
αβ

p̃ ·
· q̆)R

αβ

· q̆
p̃ · , ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β,
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где для ковариантной производной введено обозначение

∇nH
αβ

p̃ ·
· q̆ = ∂nH

αβ

p̃ ·
· q̆ + H

αβ

r̃ ·
· q̆ Γα

p̃
r̃ ñ − H

αβ

p̃ ·
· s̆ Γα

s̆
q̆ n̆, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.48)

Как видно из формул (4.1.46) и (4.1.48), нахождение выражений ковари-
антных производных от компонент тензоров, представленных в разных семей-
ствах базисов, производится по обычному правилу [68,210,337] с тем отличием,
что семейства символов Кристоффеля определяются семействами немых индек-
сов. Так, например, во втором слагаемом в правой части (4.1.48) немой индекс
принадлежит к одному из

(∼)

g
α

-семейств, ∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α и поэтому семей-

ство символов Кристоффеля соответственно является одним из
(∼)

S
α

(∼)
g
α

-семейств,

∼ ∈ {−, ∅,+}, ∀α.
Теперь докажем следующее

Утверждение 4.1.2. Ковариантная производная от компонент единичного тен-
зора второго ранга равняется нулю.

С целью доказательства этого утверждения опускаем индекс q̃ в (4.1.27) и
потом продифференцируем по xn. Имеем

∂n g
αβ

· ·
p̆q̃

= ∂n(rαp̆ · rαq̃) = r
αp̆n̆

· r
αq̃

+ r
αp̆

· r
αq̃ñ
, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.

Отсюда в силу первого соотношения деривационных формул (4.1.34) полу-
чаем

∂n g
αβ

· ·
p̆q̃

= g
αβ

· ·
r̆q̃
Γ
α
r̆
p̆n̆ + g

αβ

· ·
p̆r̃
Γ
β

r̃
q̃ñ, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.49)

Перенося члены, находящиеся в правой части (4.1.49), в левую и вводя обо-
значение для ковариантной производной, будем иметь

∇n g
αβ

· ·
p̆q̃

= ∂n g
αβ

· ·
p̆q̃
− g

αβ

· ·
r̆q̃
Γ
α
r̆
p̆n̆ − g

αβ

· ·
p̆r̃
Γ
β

r̃
q̃ñ = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.50)

Заметим, что, если мы исходили бы из (4.1.27) при любом другом располо-
жении индексов p̆ и q̃, конечно, во всех случаях аналогично (4.1.50) доказали
бы справедливость утверждения. Таким образом,

∇n g
αβ

· ·
p̆q̃

= 0, ∇n g
αβ

· q̃
p̆ ·

= 0, ∇n g
αβ

p̆ ·
· q̃
= 0, ∇n g

αβ

p̆q̃
· · = 0, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β. (4.1.51)

Равенства (4.1.51) полностью доказывают утверждение.
Из утверждения 4.1.2 непосредственно вытекает
Следствие. Ковариантная производная от компонент изотропных и де-

митропных тензоров равняется нулю.
Заметим, что компоненты демитропных тензоров, которые являются тензо-

рами нечетного ранга, меняют знак при несобственном ортогональном преоб-
разовании, тогда как компоненты изотропных тензоров остаются неизменными
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при любом ортогональном преобразовании. Кроме того, единственным демит-
ропным тензором третьего ранга является дискриминантный тензор (тензор
Леви-Чивиты) [210]. Поэтому, вводя в рассмотрение в предлагаемом варианте
теории, например, трехточечный дискриминантный тензор

C
≃
= C

αβγ

· · ·
p̃q̆n̂ rα

p̃r
β

q̆r
γ
n̂, C

αβγ

· · ·
p̃q̆n̂ = (r

αp̃
× r

βq̆
) · r

γn̂
, ∼, `, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, (4.1.52)

в силу следствия утверждения 4.1.2 будем иметь соотношения
∇m C

αβγ

· · ·
p̃q̆n̂ = ∂m C

αβγ

· · ·
p̃q̆n̂ − C

αβγ

· · ·
r̃q̆n̂Γα

r̃
p̃m̃ − C

αβγ

· · ·
p̃r̆n̂Γ

β

r̆
q̆m̆ − C

αβγ

· · ·
p̃q̆r̂Γγ

r̂
n̂m̂ = 0,

∼, `, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ,
(4.1.53)

сохраняющие силу при жонглировании индексами.
Следует заметить, что (4.1.53) можно получить еще, продифференцировав

второе соотношение (4.1.52) по xm и учитывая деривационные формулы.

4.2 Связи между различными семействами параметризаций много-
слойной тонкой области

Введем следующее

Определение 4.2.1. Будем говорить, что связь между двумя семействами па-
раметризаций многослойной области тонкого тела осуществлена, если найдены
связи между порождающими эти семейства параметризаций семействами ба-
зисов и, вообще, между порожденными порождающими семействами базисов
любыми семействами соответствующих геометрических характеристик, сопро-
вождающими связываемые параметризации.

Очевидно, зная связь между двумя порождающими рассматриваемые семей-
ства параметризаций семействами базисов, легко найти связь, например, меж-
ду порожденными ими семействами символов Кристоффеля и, вообще, меж-
ду порожденными ими любыми семействами соответствующих геометрических
характеристик. Мы ограничимся нахождением связей между некоторыми се-
мействами соответствующих геометрических характеристик, сопровождающи-
ми эти параметризации.

4.2.1 Связи между различными семействами мультипликативных
базисов

Как видно, из (4.1.29) связи между
(∼)

S
α

(∼)
g
α

- и
(`)

S
β

(`)
g
β

-семействами базисов, ∼, ` ∈

{−, ∅,+}, ∀α, β, осуществляются соотношением
r
αp̃

= g
αβ

· n̆
p̃ · r
βn̆
, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, (4.2.1)

конечно, сохраняющим силу при жонглировании индексами.
В силу (4.2.1) легко найти связи между многоточечными мультипликатив-

ными базисами. В самом деле, нетрудно видеть, что связи, например, между
двуточечными мультипликативными базисами будут иметь вид

R
αβ

· q̆
p̃ · = g

αγ

· m̂
p̃ ·
g
βδ

q̆ ·
· ňRγδ

· ň
m̂ · , ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, δ, (4.2.2)
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сохраняющие силу при жонглировании индексами.
Следует заметить, что обобщение (4.2.2) на мультипликативные базисы бо-

лее высокого порядка не представляет большого труда и поэтому с целью со-
кращения письма на этом останавливаться не будем, а в случае надобности по
аналогии (4.2.2) выпишем нужные соотношения.

4.2.2 Связи между различными семействами символов Кристоффе-
ля,

Найдем связи между
(∼)

S
α

(∼)
g
α

-, и
(`)

S
β

(`)
g
β

-семействами символов Кристоффеля2, ∼, ` ∈

{−, ∅,+}, ∀α, β. Дифференцируя (4.2.1) по xq и пользуясь определениями сим-
волов Кристоффеля (1.1.28), получим

r
αp̃q̃

= ∂qrαp =
(
∂q g
αβ

· n̆
p̃ ·

)
r
βn̆

+ g
αβ

· n̆
p̃ ·
r
βn̆q̆

=

=
(
∂q g
αβ

· n̆
p̃ ·

)
r
βn̆

+ g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β

n̆
m̆q̆r

βn̆
=
(
∂q g
αβ

· n̆
p̃ ·

+ g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β

n̆
m̆q̆

)
r
βn̆
, ∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.

Таким образом,

r
αp̃q̃

=
(
∂q g
αβ

· n̆
p̃ ·

+ g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β

n̆
m̆q̆

)
r
βn̆

=
(
∂q g
αβ

· ·
p̃n̆

− g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β
m̆q̆,n̆

)
r
β

n̆,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β,
(4.2.3)

где второе равенство получается аналогично первому.
Умножая (4.2.3) почленно на r

αl̃
=g
αβ

· k̆
l̃ ·
r
βk̆

и r
α
l̃ = g

αβ

l̃ ·
· k̆
r
β

k̆ и учитывая определе-

ния символов Кристоффеля (1.1.28), найдем искомые связи в виде

Γ
αp̃q̃,l̃

= g
αβ

· ·
l̃n̆

(
∂q g
αβ

· n̆
p̃ ·

+ g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β

n̆
m̆q̆

)
= g

αβ

· n̆
l̃ ·

(
∂q g
αβ

· ·
p̃n̆

− g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β
m̆q̆,n̆

)
,

Γ
α
l̃
p̃q̃ = g

αβ

l̃ ·
· n̆

(
∂q g
αβ

· n̆
p̃ ·

+ g
αβ

· m̆
p̃ ·

Γ
β

n̆
m̆q̆

)
= g

αβ

l̃ n̆
· ·

(
∂q g
αβ

· ·
p̃n̆

− g
αβ

· m̆
p̃ ·

(`)

Γ
β
m̆q̆,n̆

)
,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β.

(4.2.4)

Следует заметить, что, при α = β, из (4.2.4) получаются соотношения, осу-
ществляющие связи между различными семействами символов Кристоффеля
рассматриваемого слоя, которые полностью совпадут с аналогичными соотно-
шениями из работ [235,251] (см. также выше первую главу).

4.2.3 Связи между компонентами и ковариантными производными
от компонент многоточечного тензора

Предполагается, что рассматриваемый тензор представлен в различных семей-
ствах мультипликативных базисов. Ограничимся рассмотрением тензора вто-
рого ранга H˜ , представления которого имеют вид

H˜ = H
αβ

· q̆
p̃ ·R
αβ

p̃ ·
· q̆ = H

γδ

m̂·
· ňR
γδ

· ň
m̂· , ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, δ, (4.2.5)

2 Классификация символов Кристоффеля подробнее рассмотрена в [235,251].
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сохраняющие силу при жонглировании индексами.
В силу (4.2.2) из (4.2.5) легко получаем

H
αβ

· q̆
p̃ ·R
αβ

p̃ ·
· q̆ = g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· ·H
γδ

m̂·
· ňR
αβ

p̃ ·
· q̆, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, δ.

Отсюда, учитывая линейную независимость мультипликативных базисов R
αβ

p̃ ·
· q̆,

∼, ` ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, искомые связи между компонентами представятся в
виде

H
αβ

· q̆
p̃ · = g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· ·H
γδ

m̂·
· ň, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, δ, (4.2.6)

сохраняющие силу при жонглировании индексами.
Нетрудно найти связи и между ковариантными производными от компонент

тензора H˜ . В самом деле, в силу утверждения 1.2 и правила нахождения кова-
риантной производной от суммы и произведения компонент тензоров из (4.2.6)
имеем

∇sH
αβ

· q̆
p̃ · = ∇s( g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· ·H
γδ

m̂·
· ň) = ∇s( g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· · )H

γδ

m̂·
· ň + g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· ·∇sH

γδ

m̂·
· ň = g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· ·∇sH

γδ

m̂·
· ň,

∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, δ.

Таким образом, искомые связи имеют вид

∇sH
αβ

· q̆
p̃ · = g

αγ

· ·
p̃m̂
g
βδ

q̆ň
· ·∇sH

γδ

m̂·
· ň, ∼, `, ∨, ∧ ∈ {−, ∅,+}, ∀α, β, γ, δ. (4.2.7)

сохраняющие силу при жонглировании индексами за исключением индекса s.
Заметим, что обобщение (4.2.6) и (4.2.7) на компоненты тензоров более вы-

сокого ранга не представляет никакого труда.

4.3 О компонентах ЕТВР

Как было сказано выше, не будем выписывать все соотношения этого раздела,
так как для рассматриваемого слоя можно их получить из соответствующих со-
отношений первой главы, если коренные буквы в этих соотношениях снабдить
снизу индексом, обозначающем номер слоя. Итак, считая известными эти соот-

ношения и принимая за основную базовую внутреннюю базовую поверхность
(−)

S
α

слоя α, в силу определения (4.1.5) при β = α основными компонентами ЕТВР

слоя α будут компоненты g
α
−
p
−
q
, g
α

−
q
−
p
, g
α

−
p
−
q и компоненты переноса g

α
+
p
−
q
, g
α

−
q
+
p
, игра-

ющие важную роль в том смысле, что остальные компоненты и большинство
геометрических характеристик выражаются через них.

Следует обратить внимание на компоненты g
αβ

· q̆
p̃ · . В частности, заслужива-

ет внимания компоненты g
αβ

·−q
+
p ·

= r
α
+
p
· r
β

−
q при β = α + 1 ( g

αα+1

·−q
+
p ·

= r
α
+
p
· r
α+1

−
q),

называемые компонентами контакта ЕТВР.
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4.4 Выражение различных семейств символов Кристоффеля данно-
го слоя через основные компоненты ЕТВР того же слоя

Ограничимся рассмотрением
(∼)

S
α

(∼)
g
α

-семейств символов Кристоффеля, ∼ ∈ {−, ∅,+},

а за основную базовую принимаем внутреннюю базовую поверхность
(−)

S
α

. То-

гда, так как по определению (4.1.5) основными компонентами ЕТВР слоя α

являются компоненты g
α
−
p
−
q
, g
α

−
q
−
p
, g
α

−
p
−
q и компоненты переноса g

α
+
p
−
q
, g
α

−
q
+
p
, то задача

заключается в выражении символов Кристоффеля (1.1.28) через них. С целью
разрешения этой задачи разобьем ее на две части:

1. Выразим
(`)

S
α

(`)
g
α

-семейства символов Кристоффеля, ` ∈ {−,+}, через ос-

новные компоненты ЕТВР слоя α.
2. Выразим S

αgα
-семейства символов Кристоффеля через основные компонен-

ты ЕТВР слоя α.

4.4.1 Выражение семейств символов Кристоффеля относительно ба-
зисов, связанных с лицевыми поверхностями слоя α, через ос-
новные компоненты ЕТВР этого слоя

Аналогично (1.1.28) для
(`)

S
α

(`)
g
α

-семейств символов Кристоффеля, ` ∈ {−,+},

будем иметь
Γ
αp̆ q̆,l̆

= r
αp̆ q̆

· r
αl̆
, Γ

α
k̆
p̆ q̆ = r

αp̆ q̆
· r
α
k̆ = g

α

k̆l̆Γ
αp̆ q̆,l̆

, ` ∈ {−,+}. (4.4.1)

Заметим, что

r
αP̆ q̆

= ∂q∂P
(−)

r
α
, r

αP̆ Q̆
= r

αQ̆P̆
, r

αp̆ 3̆
= 0, r

α3̆Q̆
̸= 0, r

αP̆ 3̆
̸= r

α3̆P̆
,

r
α3̆ q̆

= ∂qrα3̆ = ∂qhα(x
1, x2) = r

α
+
q
− r

α
−
q
, r

α3̆
= r

α3
= h

α
(x1, x2), ` ∈ {−,+}.

(4.4.2)

Нетрудно заметить, что

Γ
αp̆ q̆,l̆

∼
(
Γ
αP̆ Q̆,L̆

, Γ
αP̆ Q̆,3̆

, Γ
α 3̆Q̆,l̆

, Γ
αp̆ 3̆,l̆

)
, ` ∈ {−,+},

где ∼ — символ эквивалентности.
На основании третьего и шестого соотношений (4.4.2) и (4.4.1) нетрудно

показать, что
Γ
αp̆ 3̆,l̆

= r
αp̆ 3̆

· r
αl̆
= 0, Γ

α 3̆Q̆,l̆
= g

+
Ql̆

− g−
Ql̆

, ` ∈ {−,+}. (4.4.3)

Следует заметить, что

Γ
αP̆ Q̆,L̆

=
1

2
(−∂LgαP̆ Q̆ + ∂PgαQ̆L̆

+ ∂QgαL̆P̆
) = Γ̄

αP̆ Q̆,L̆
, ` ∈ {−,+}, (4.4.4)
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где, в силу соотношения первой строки (1.1.29) Γ̄
αP̆ Q̆,L̆

—
(`)

S
α

-семейства символов

Кристоффеля первого рода.
Далее на основании (4.4.1), шестого и седьмого соотношений (4.4.2) имеем

Γ
αP̆ Q̆,3̆

= r
αP̆ Q̆

· h
α
= ∂Q(rαP̆

· h
α
)− r

αP̆
· h
αQ

= ∂QgαP̆ 3̆
− g

α
+
QP̆

+ g
α

−
QP̆

, ` ∈ {−,+}

и отсюда, учитывая второе соотношение (4.4.2), получим

Γ
αP̆ Q̆,3̆

= Γ
αQ̆P̆ ,3̆

=
1

2

(
∂PgαQ̆3̆

+ ∂QgαP̆ 3̆
− g

α
+
PQ̆

− g
α

+
QP̆

+ g
α

−
PQ̆

+ g
α

−
QP̆

)
=

= ∂QgαP̆ 3̆
− g

α
+
QP̆

+ g
α

−
QP̆

= ∂PgαQ̆3̆
− g

α
+
PQ̆

+ g
α

−
PQ̆

, ` ∈ {−,+}.
(4.4.5)

Не представляет большого труда найти выражения и для символов Кри-
стоффеля второго рода. В самом деле, нетрудно заметить, что

Γ
α
k̆
p̆ q̆ ∼

(
Γ
α

−
k
P̆ Q̆
, Γ
α
k̆
3̆Q̆
, Γ
α
k̆
p̆3̆

)
и на основании (4.4.1) и (4.4.3)–(4.4.5) будем иметь

Γ
α
k̆
P̆ Q̆

= g
α

k̆l̆Γ
αP̆ Q̆,l̆

= g
α

k̆3̆(∂PgαQ̆3̆
− g

α
+
PQ̆

+ g
α

−
PQ̆

) + g
α

k̆L̆Γ̄
αP̆ Q̆,L̆

,

Γ
α
k̆
3̆Q̆

= g
α

k̆
+
Q
− g

α

k̆
−
Q
, Γ

α
k̆
p̆ 3̆

= 0, `∈{−,+}.
(4.4.6)

4.4.2 Выражение семейства символов Кристоффеля относительно
семейства базисов, связанного с эквидистантной поверхностью
слоя α через основные компоненты ЕТВР

Рассмотрим два способа нахождения выражений для S
αgα

-семейства символов

Кристоффеля. Первый из которых заключается в нахождении связи между S
αgα

-

и
(`)

S
α

(`)
g
α

-семействами символов Кристоффеля таким образом, что S
αgα

-семейства

символов оказались определенными посредством
(`)

S
α

(`)
g
α

-семейств символов, а вто-

рой — в определении S
αgα

-семейств символов непосредственно через компоненты

переноса ЕТВР слоя α.
Нетрудно заметить, что в первом случае по более общим соотношениям

(4.2.4) остается только лишь выписать искомые связи. В самом деле, при ∼ =
∅, β = α из (4.2.4) получаем

Γ
αp q,l

= g
α ln̆

(
∂qg
α

n̆
p̃
+ g

α

m̆
p̃
Γ
β

n̆

m̆q̆

)
= g

α

n̆

l

(
∂qg
α pn̆

− g
α

m̆
p Γ
αm̆ q̆,n̆

)
,

Γ
α
s
p q = g

α

s
n̆

(
∂qg
α

n̆
p + g

α

m̆
p Γ
α
n̆

m̆ q̆

)
= g

α

sn̆
(
∂qg
αpn̆

− g
α

m̆
p Γ
αm̆ q̆,n̆

)
, ∼, ` ∈ {−,+}, ∀α.

(4.4.7)
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Далее, учитывая (4.1.15) и (4.4.3) — (4.4.6) подходящим образом в (4.4.7),
окончательно получим искомые выражения для S

αgα
-семейств символов Кри-

стоффеля, на выписывании которых останавливаться не будем.
В случае второго способа нахождения выражения для S

αgα
-семейства симво-

лов Кристоффеля поступаем следующим образом: сперва выписываем пред-
ставления S

αgα
-семейства символов Кристоффеля через S

αgα
-семейство компонент

ЕТВР, а затем в силу (4.1.16) учитываем, что g
αrs

= g
αrn̆
g
α

n̆
s , ` ∈ {−,+}. В резуль-

тате, например, для S
αgα

-семейства символов Кристоффеля первого рода будем
иметь

Γ
αp q,l

=
1

2

(
− ∂

l
g
αpq

+∂pg
αql

+∂qg
αlp

)
=
1

2

[
−∂

l

(
g
αpn̆

g
α

n̆
q

)
+∂p

(
g
αqn̆

g
α

n̆

l

)
+∂q

(
g
αln̆
g
α

n̆
p

)]
=

=
1

2

[
−
(
∂
l
g
αpn̆

)
g
α

n̆
q −g

αpn̆
∂
l
g
α

n̆
q +
(
∂pg

αqn̆

)
g
α

n̆

l
+g
αqn̆

∂pg
α

n̆

l
+
(
∂qg
αln̆

)
g
α

n̆
p +g

αln̆
∂qg
α

n̆
p

]
, `∈{−,+}.

(4.4.8)

Учитывая (4.1.15), из последнего соотношения получим искомое выражение.
Однако с целью сокращения письма не для всех компонент переноса подставим
выражения по (4.1.15), а лишь для тех, которые стоят под операции дифферен-
цирования. В результате получим
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(4.4.9)

Видно, что в связи с громоздкостью (4.4.9) предпочтительно пользоваться
(4.4.7).

Заметим, что в силу первого равенства первого соотношения (4.4.7) получа-
ем
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Отсюда в свою очередь заключаем, что
Γ′
α p̆ q̆,l̆

̸= Γ
αp̆ q̆,l̆

, Γ′
α P̆ Q̆,l̆

= Γ
αP̆ Q̆,l̆

, `∈{−,+}.

4.5 Системы уравнений движения в моментах многослойных тонких
тел с одним малым размером

Чтобы получить какое-нибудь соотношение (систему уравнений, ОС, граничные
и начальные условия) в моментах многослойных тонких тел при рассматрива-
емой параметризации области тонкого тела достаточно в соответствующем со-
отношении однослойного тонкого тела коренные буквы величин снабдить снизу
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индексом α, который обозначает номер слоя α и придать этому индексу зна-
чения от 1 до K, где K — количество слоев. Следовательно, для корректной
постановки задач к уравнениям движения и граничным и начальным условиям
в моментах, нужно добавить межслойные контактные условия. Ниже, пользу-
ясь этим правилом, выпишем некоторые системы уравнений в моментах много-
слойных тонких тел, а также рассмотрим межслойные контактные условия при
различных условиях связи соседних поверхностей слоев.

4.5.1 Системы уравнений движения в моментах контравариантных
составляющих тензоров напряжений и моментных напряже-
ний относительно систем полиномов Чебышева многослойных
тонких тел с одним малым размером

Ограничимся получением систем уравнений движения приближений (0, N) и
(1, N) в моментах. Пользуясь указанным выше правилом, искомые системы
уравнений на основании (3.3.84) и (3.3.85) представляются соответственно в
виде {
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(4.5.2)

4.5.2 Системы уравнений движения в моментах контравариантных
составляющих тензоров напряжений и моментных напряже-
ний относительно систем полиномов Лежандра многослойных
тонких тел с одним малым размером

В этом случае ограничимся выводом только систем уравнений движения при-
ближений (0, N) и (1, N) в моментах с учетом граничных условий физического
содержания на лицевых поверхностях, так как системы уравнений без учета гра-
ничных условий на лицевых поверхностях, которые можно вывести из (3.3.89)
и (3.3.90) соответственно, будут иметь аналогичный (4.5.1) и (4.5.2) вид. Итак,
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в силу (3.3.91) и (3.3.92) искомые уравнения представляются в форме{
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Следует заметить, что
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Заметим также, что системы уравнений притока тепла (0, N) и (1, N) при-
ближений многослойных тонких тел получаются совершенно аналогично (4.5.1)
— (4.5.4). Поэтому с целью сокращения письма на этом останавливаться не бу-
дем. Однако, в дальнейшем их будем считать известными.

4.5.3 Системы уравнений в моментах вектора перемещений относи-
тельно систем полиномов Лежандра и Чебышева многослой-
ных тонких тел с одним малым размером

В данном случае получим системы уравнений нулевого и первого приближений
в моментах вектора перемещений. Система уравнений нулевого приближения
получится указанным выше правилом из (3.3.67). В самом деле, будем иметь
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Учитывая формулы моментов k-го порядка первых (2.2.5), (2.7.10) и вторых
производных (2.2.7), (2.7.12) вектора (компонент вектора, скалярной функции)
относительно этих систем полиномов (см. также (2.7.14), (2.8.13), (2.8.14)), из
(4.5.5) получим искомые системы уравнений нулевого приближения в моментах.
С целью сокращения письма выписывать их не будем.

Аналогично (4.5.5) систему уравнений первого приближения можно вывести
указанным выше правилом из (3.3.69). Нетрудно видеть, что получим
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где введены следующие обозначения:
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Следовательно, учитывая (2.2.8), (2.2.11) при i = j = 3, первые два со-
отношения (3.3.20) и (3.3.21), из (3.3.69) получим различные представления
уравнений движения первого приближения в моментах вектора перемещений
относительно системы полиномов Лежандра. Совершенно аналогично на осно-
вании (2.7.27) при s = 1 и s = 2, (2.7.11), (2.7.13) и (2.7.29) при s = 1 из (3.3.69)
можно получить искомые уравнения движения в моментах вектора перемеще-
ний относительно системы полиномов Чебышева второго рода. Не представляет
труда выводить также уравнения движения первого приближения в моментах
вектора перемещений относительно системы полиномов Чебышева первого ро-
да. С целью сокращения письма выписать упомянутых в этом абзаце уравнений
в моментах не будем.

Следует заметить, что для замыкания систем (4.5.1) — (4.5.4) необходимо
к ним прибавить системы уравнений притока тепла, ОС, граничные, началь-
ные условия физических и тепловых содержаний в моментах соответствующих
приближений, а также межслойные контактные условия в зависимости от ха-
рактера связей соседних (контактирующих) слоев. Следовательно, для замыка-
ния систем (4.5.5) и (4.5.6) надо к ним добавить все указанные в предыдущем
предложении соотношения за исключением ОС. Конечно, выписать упомянутые
выше недостающие соотношения не представляет труда. В связи с чем кроме
межслойных контактных условий выписать их не будем.
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4.5.4 Межслойные контактные условия

При исследовании напряженно-деформированного состояния многослойных кон-
струкций и композитных сред предполагается, как правило, что составляющие
слои (элементы, фазы) работают совместно, без проскальзывания. Очевидно,
такая модель не охватывает разнообразия способов соединений, используемых
в технике, не учитывает наличия межфазных дефектов, появляющихся в несо-
вершенной связи контактирующих фаз. Дефекты такого типа часто оказывают-
ся неизбежными ввиду особенностей технологического характера [41,185,362].

Итак, деформирование многослойных тонких тел может происходить без
нарушения или с нарушением полного контакта слоев за счет отрыва друг
от друга в нормальном или касательном направлениях. Между слоями могут
возникать области контакта и области, свободные от контакта. При этом гра-
ницы этих областей могут меняться в процессе деформирования. Слои могут
скользить друг относительно друга. Скольжение может сопровождаться тре-
нием и т.д. Все эти явления на лицевых поверхностях слоев в значительной
степени могут влиять на механическое поведение тонкого тела, его напряженно-
деформированное состояние. Следовательно, учет этих явлении при изучении
напряженно-деформированного состояния многослойных тонких тел необхо-
дим. Использование лицевых поверхностей в качестве базовых при параметри-
зации области многослойного тонкого тела позволяет легко учесть эти явления,
чем при других параметризациях.

При рассмотрении явлений, происходящих на лицевых поверхностях слоев
первостепенным является вопрос о моделировании поверхности раздела. В дан-
ном направлении наметились два подхода. Первый — физический, связанный
с учетом тонких адгезионных прослоек посредством обобщенных условий спая
контактирующих элементов. Впервые такой подход предложен для задач тепло-
проводности в работе [351]. В дальнейшем он был обобщен на задачи механики
[355]. Второй — феноменологический основан на постулировании существова-

ния априори зон разрыва перемещений.
С целью изучения этих вопросов предположим, что многослойная тонкая

конструкция, состоит из K слоев. Обозначим через
(+)

S
α

и
(−)

S
α
(α = 1, K) внешнюю

и внутреннюю поверхности слоя α (α = 1, K) соответственно и рассмотрим
несколько с точки зрения практики важных случаев взаимоотношения соседних

поверхностей
(+)

S
α

и
(−)

S
α+1

(α = 1, K − 1).

4.5.5 Условия спаянности (полного, идеального контакта)

В этом случае неизвестными являются силы и моменты взаимодействия между
слоями α и α+1 (α = 1, K − 1). Эти силы и моменты, конечно, равны по вели-
чине и противоположно направлены. Итак, дополнительно появляются шесть
неизвестных функций. Однако, в рассматриваемом случае имеем и шесть до-
полнительных условий, выражающих непрерывность векторов перемещений и
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вращения точек спаянных поверхностей. Другими словами, векторы перемеще-
ний и вращений точек контактирующих поверхностей равны соответственно.

Обозначая силы и моменты взаимодействия контактирующих поверхностей
(+)

S
α

и
(−)

S
α+1

(α = 1, K − 1) через
(+)

P
α

,
(+)

µµµ
α

и
(−)

P
α+1

,
(−)

µµµ
α+1

(α = 1, K − 1) соответственно, а

векторы перемещений и вращений точек этих поверхностей через
(+)

u
α

,
(+)

φφφ
α

и
(−)

u
α+1

,
(−)

φφφ
α+1

(α = 1, K − 1), условия полного контакта в моментной теории многослойных
тонких тел можно представить в виде

(+)

P
α
= −

(−)

P
α+1

,
(+)

µµµ
α
= −

(−)

µµµ
α+1

,
(+)

u
α
=

(−)

u
α+1

,
(+)

φφφ
α
=

(−)

φφφ
α+1

, α = 1, K − 1. (4.5.7)

Пренебрегая в (4.5.7) характеристиками моментной теории (вторым и чет-
вертым соотношениями), получим условия идеального контакта для классиче-
ской теории (первое и третье соотношения).

4.5.6 Условия при относительном перемещений точек контактиру-
ющих поверхностей слоев

Как было сказано выше, в процессе деформирования многослойной конструк-

ции возможны относительные перемещения точек поверхностей
(+)

S
α

и
(−)

S
α+1

с оди-

наковыми гауссовыми координатами (x1, x2). Рассмотрим различные варианты.
Прежде всего заметим, что существуют ограниченные предельные интенсивно-
сти сил сцепления α и α+ 1 (α = 1, K − 1) слоев в нормальном и касательном
направлениях. Обозначим нормальную и касательную составляющие предель-
ной силы, с которой слой α действует на слой α + 1 через

(−)

P
α+1

∗
(n) =

(−)

P
α+1

∗
(n)(x

1, x2)
(−)

n
α+1

,
(−)

P
α+1

∗
(s) =

(−)

P
α+1

∗
(s)(x

1, x2,
(−)

s
α+1

)
(−)

s
α+1

, α = 1, K − 1 (4.5.8)

соответственно. Здесь, конечно,
(−)

n
α+1

и
(−)

s
α+1

— единичные векторы внешней норма-

ли и касательной к поверхности
(−)

S
α+1

. Заметим, что во втором равенстве (4.5.8)

предусмотрена возможность зависимости предельной касательной силы, пре-
пятствующей взаимному проскальзыванию слоев, от направления в касатель-
ной плоскости (анизотропия предельной касательной силы).

4.5.6.1 Условия при относительном перемещений точек идеальных
(гладких) контактирующих поверхностей слоев

В этом случае в процессе деформирования многослойного тонкого тела может
происходить свободное скольжение слоев друг относительно друга. Принятая
параметризация и в рассматриваемом случае оставляет все соотношения теории
тонких тел справедливыми, изменяются только искомые и заданные функции.
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При спаянности слоев, очевидно, имеют место равенства

(+)

r
α
(x1, x2)=

(
◦
+)

r
α
(x1, x2) +

(+)

u
α
(x1, x2),

(−)

r
α
(x1, x2)=

(
◦
−)

r
α
(x1, x2) +

(−)

u
α
(x1, x2), α = 1, K,

(
◦
+)

r
α
(x1, x2)=

(
◦
−)

r
α+1

(x1, x2),
(+)

r
α
(x1, x2)=

(−)

r
α+1

(x1, x2) (
(+)

u
α
=

(−)

u
α+1

), α = 1, K − 1,

(4.5.9)

где
(+)

r
α
(
(
◦
+)

r
α
) и

(−)

r
α
(
(
◦
−)

r
α
) — радиусы-векторы точек поверхностей

(+)

S
α
(
(
◦
+)

S
α
) и

(−)

S
α
(
(
◦
−)

S
α
) соот-

ветственно в деформированном (недеформированном) состоянии многослойно-
го тонкого тела. Нетрудно заметить, что в данном случае (при проскальзывании
абсолютно гладких контактирующих поверхностей) вместо (4.5.9) будем иметь
соотношения

(+)

r
α
(x1, x2)=

(
◦
+)

r
α
(x1, x2) +

(+)

u
α
(x1, x2),

(−)

r
α
(x1, x2)=

(
◦
−)

r
α
(x1, x2) +

(−)

u
α
(x1, x2), α = 1, K,

(
◦
+)

r
α
(x1, x2)=

(
◦
−)

r
α+1

(x1, x2),
(+)

r
α
(x1, x2) ̸= (−)

r
α+1

(x1, x2) (
(+)

u
α
(x1, x2) ̸= (−)

u
α+1

(x1, x2)),

v
α
(x1, x2) =

(−)

u
α+1

(x1, x2)− (+)

u
α
(x1, x2), α = 1, K − 1,

(4.5.10)

Очевидно, v
α
(x1, x2) — вектор относительного перемещения соответствующих

точек контактирующих поверхностей
(+)

S
α

и
(−)

S
α
(α = 1, K − 1), являющийся неиз-

вестным в рассматриваемом случае.
Отсутствие трения между слоями позволяет написать следующие дополни-

тельные соотношения
(−)

u
α+1

(n) =
(+)

u
α

(n) (v
α
(n) = 0),

(+)

P
α

(s) = 0,
(−)

P
α+1

(s) = 0,
(+)

P
α

(n) = −
(−)

P
α+1

(n),

α = 1, K − 1, x′ ∈
(+)

S
α

0 ⊂
(+)

S
α
,

(4.5.11)

где
(+)

P
α (s) (

(−)

P
α+1

(s)) и
(+)

P
α (n) (

(−)

P
α+1

(n)) — касательная и нормальная составляющие

вектора напряжения (интенсивности силы взаимодействия)
(+)

P
α
(

(−)

P
α+1

), т.е.

(+)

P
α
=

(+)

P
α (s) +

(+)

P
α (n),

(−)

P
α+1

=
(−)

P
α+1

(s) +
(−)

P
α+1

(n), α = 1, K − 1.

Нетрудно усмотреть, что на основании (4.5.11) будем иметь следующие со-
отношения:

(−)

u
α+1

(n) =
(+)

u
α

(n) (v
α
(n) = 0),

(−)

n
α+1

·
(−)

P˜α+1
( u
α+1

, ϑ
α+1

) · (−)

s
α+1

= 0,
(+)

n
α
·

(+)

P
α̃
(u
α
, ϑ
α
) · (+)

s
α
= 0,

(+)

n
α
·

(+)

P
α̃
(u
α
, ϑ
α
) · (+)

n
α
=

(+)

n
α
·

(−)

P˜α+1
( u
α+1

, ϑ
α+1

) · (+)

n
α
, α = 1, K − 1, x′ ∈

(+)

S
α

0 ⊂
(+)

S
α
.

(4.5.12)

Соотношения (4.5.12) в рассматриваемом случае замыкают систему уравнений
классической теории многослойных тонких тел. В случае микрополярной тео-
рии многослойных тонких тел равенства (4.5.12) следует заменить следующими



236

равенствами:
(−)

u
α+1

(n)=
(+)

u
α

(n),
(−)

φ
α+1

(n)=
(+)

φ
α

(n),
(−)

n
α+1

·
(−)

P˜α+1
( u
α+1

, φφφ
α+1

, ϑ
α+1

)· (−)

s
α+1

=0,

(+)

n
α
·

(+)

P
α̃
(u
α
,φφφ
α
, ϑ
α
) · (+)

s
α
=0,

(+)

n
α
·

(+)

P
α̃
(u
α
,φφφ
α
, ϑ
α
) · (+)

n
α
=

(+)

n
α
·

(−)

P˜α+1
( u
α+1

, φφφ
α+1

, ϑ
α
) · (+)

n
α
,

(−)

n
α+1

·
(−)

µµµ˜α+1

( φφφ
α+1

) · (−)

n
α+1

= 0,
(+)

n
α
·
(+)

µµµ
α̃

(φφφ
α
) · (+)

n
α
= 0,

(+)

n
α
·

(+)

µµµ
α̃

(φφφ
α
) · (+)

s
α
=

(+)

n
α
·

(−)

µµµ˜α+1

( φφφ
α+1

) · (+)

s
α
, α=1, K − 1, x′∈

(+)

S
α

0⊂
(+)

S
α
.

(4.5.13)

В данном случае наряду с вектором относительного перемещения вводится
в рассмотрение вектор относительного вращения ψψψ

α
=

(−)

φφφ
α+1

−
(+)

φφφ
α

соответствую-

щих точек контактирующих поверхностей.
(−)

φ
α+1

(n) и
(+)

φ
α
(n) — нормальные состав-

ляющие векторов
(−)

φφφ
α+1

и
(+)

φφφ
α

соответственно. Заметим, что соотношения (4.5.13)

написаны с учетом того, что каждый слой конструкций обладает центром сим-
метрии. Если это не так, то их надо заменить другими соотношениями в за-
висимости от рассматриваемых определяющих соотношений. Например, если в
качестве ОС рассматриваются (3.2.3), то вместо (4.5.13) будем иметь

(−)

u
α+1

(n)=
(+)

u
α

(n),
(−)

φ
α+1

(n)=
(+)

φ
α

(n),
(−)

n
α+1

·
(−)

P˜α+1
( u
α+1

, φφφ
α+1

, ϑ
α+1

)· (−)

s
α+1

=0,

(+)

n
α
·
(+)

P
α̃
(u
α
,φφφ
α
, ϑ
α
)·(+)

s
α
=0,

(+)

n
α
·

(+)

P
α̃
(u
α
,φφφ
α
, ϑ
α
) · (+)

n
α
=

(+)

n
α
·

(−)

P˜α+1
( u
α+1

, φφφ
α+1

, ϑ
α
) · (+)

n
α
,

(−)

n
α+1

·
(−)

µµµ˜α+1

( φφφ
α+1

, u
α+1

, ϑ
α+1

)· (−)

n
α+1

=0,
(+)

n
α
·
(+)

µµµ
α̃

(φφφ
α
,u
α
, ϑ
α
)·(+)

n
α
=0,

(+)

n
α
·
(+)

µµµ
α̃

(φφφ
α
,u
α
, ϑ
α
)·(+)

s
α
=

(+)

n
α
·

(−)

µµµ˜α+1

( φφφ
α+1

, u
α+1

, ϑ
α
)·(+)

s
α
, α=1, K−1, x′∈

(+)

S
α

0⊂
(+)

S
α
.

(4.5.14)

Заметим также, что контактные условия следует дополнить условиями теп-
лового содержания на контактирующих поверхностях, что не представляет тру-
да. С целью сокращения письма на этом останавливаться не будем.

4.5.6.2 Условия при относительном перемещений точек шерохова-
тых контактирующих поверхностей слоев

В рассматриваемом случае в процессе деформирования многослойного тонкого
тела может происходить скольжение с трением слоев друг относительно друга.

До тех пор пока величина касательной составляющей силы взаимодействия
(+)

P
α (s)

(
(−)

P
α+1

(s)) (силы трения) между лицевыми поверхностями не достигнет предель-

ного (максимально возможного) своего значения
∣∣(+)

P
α
∗
∣∣ (∣∣ (−)

P
α+1

∗
∣∣), относительного

проскальзывания не будет, а значит

v
α
(x1, x2) = 0, α = 1, K − 1. (4.5.15)
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При достижении силы трения предельного значения начинается скольжение
и вместо приведенных выше соотношений надо иметь другие. Прежде всего
заметим, что для классической теории многослойных тонких тел вместо (4.5.12)
будем иметь

(−)

u
α+1

(n)=
(+)

u
α

(n),
(−)

n
α+1

·
(−)

P˜α+1
( u
α+1

, ϑ
α+1

) · (−)
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(−)

P
α+1

∗
(s),

(+)

n
α
·

(+)
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α
, ϑ
α
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α
=

(+)

P
α

∗
(s),

(+)
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α
·

(+)

P
α̃
(u
α
, ϑ
α
) · (+)

n
α
=

(+)
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α
·

(−)

P˜α+1
( u
α+1

, ϑ
α+1

) · (+)

n
α
, α = 1, K − 1, x′∈

(+)

S
α

0⊂
(+)

S
α
,

(4.5.16)

а в случае микрополярной теории многослойных тонких тел, слои которых не
обладают центром симметрии, вместо (4.5.14) полагаем, что верны соотношения
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P˜α+1
( u
α+1

, φφφ
α+1

, ϑ
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(+)
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(4.5.17)

Здесь, конечно,
(+)

µ
α

∗
(n) =

(+)

µµµ
α

∗ · (+)

n
α
(

(−)

µ
α+1

∗
(n) =

(−)

µµµ
α+1

∗ · (+)

n
α+1

), где
(+)

µµµ
α

∗ (
(−)

µµµ
α+1

∗) — интенсив-

ность предельного момента. Следовательно, в соотношениях (4.5.16) и (4.5.17)
(+)

P
α
∗
(s),

(−)

P
α+1

∗
(s),

(+)

µ
α

∗
(n) и

(−)

µ
α+1

∗
(n) являются неизвестными величинами, определяемыми

из некоторых априорных зависимостей – условий проскальзывания с трени-
ем, которые, вообще говоря, должны зависеть от геометрических и физико-
механических свойств контактирующих тел.

В классическом случае можно предположить, что имеем соотношение
L(x1, x2,vs, v̇s, [T ],P

(l)∗, ...) = 0, (4.5.18)

где vs и v̇s — касательные составляющие векторов относительного перемеще-
ния и относительной скорости, [T ] — перепад температуры, P(l)∗ — предельный
вектор напряжения на площадке с нормалью l, многоточие обозначает зависи-
мость еще от каких-либо параметров. На основании (4.5.18) можно принять,
что верна обобщенная модель трения Кулона

P∗
(s) = f˜(x1, x2, [T ],P∗

(n)) · v̇s. (4.5.19)

учитывающая анизотропию трения. Здесь P∗
(s) и P∗

(n) — предельные касатель-
ная и нормальная составляющие вектора напряжения P(l)∗. Тензор второго ран-
га f˜(x1, x2, [T ],P∗

(n)) называется тензором коэффициентов трения. Очевидно, в
изотропном случае f˜= fE˜ , где E˜ — единичный тензор второго ранга. Представ-
ляя (4.5.19) для контактирующих поверхностей многослойного тонкого тела,
получим недостающие искомые соотношения.

На основании аналогичных рассуждений в случае микрополярной теории
можно утверждать, что имеют место априорные соотношения

L(x1, x2,vs, v̇s,ψψψn, ψ̇̇ψ̇ψn, [T ],P
(l)∗, ...) = 0, M(x1, x2,vs, v̇s,ψψψn, ψ̇̇ψ̇ψn, [T ],µµµ

(l)∗, ...) = 0, (4.5.20)
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где ψψψn и ψ̇̇ψ̇ψn — нормальные составляющие векторов относительного внутренне-
го вращения и относительной внутренней скорости вращения соседних слоев,
µµµ(l)∗ — предельный вектор моментного напряжения на площадке с нормалью l,
остальные параметры те же самые, что в (4.5.18).

Исходя из (4.5.20), для микрополярной теории аналогично (4.5.19) можно
предполагать справедливость следующих соотношений

P∗
(s) = f˜(x1, x2, [T ],P∗

(n)) · v̇s + h˜(x1, x2, [T ],P∗
(n)) · ψ̇ψψn,

µµµ∗
(n) = g˜(x1, x2, [T ],µµµ∗

(s)) · ψ̇ψψn + l˜(x1, x2, [T ],µµµ∗
(s)) · v̇n,

(4.5.21)

учитывающих анизотропию трения. Здесь f˜, h˜, g˜ и l˜— тензоры второго ранга,
называемые тензорами коэффициентов трения. Следовательно, в случае изо-
тропного трения будем иметь f˜ = fE˜ , h˜ = hE˜ , g˜ = gE˜ и l˜ = lE˜ , где E˜ —
единичный тензор второго ранга. Следует заметить, что коэффициенты трения
определяются с помощью экспериментов и даются в таблицах. В этом направле-
нии для микрополярной теории автору мало что известно, а для классической
теории можно смотреть, например, работы [44, 183, 184]. Представляя (4.5.21)
для контактирующих поверхностей многослойного тонкого тела, получим недо-
стающие искомые соотношения в случае микрополярной теории.

4.5.6.3 Условия при частичном отслаивании контактирующих поверх-
ностей слоев

В этом случае для классической теории многослойных тонких тел будем иметь
условия

v
α
(x1, x2) =

(−)

u
α+1

(x1, x2)− (+)

u
α
(x1, x2) ̸= 0,

(+)

P
α
(x1, x2) = 0,

(−)

P
α+1

(x1, x2) = 0,

(x1, x2) ⊂
(+)

S
α

0 ⊂
(+)

S
α
, α = 1, K − 1,

(4.5.22)

а для микрополярной теории многослойных тонких тел условия

v
α
(x1, x2) =

(−)

u
α+1

(x1, x2)− (+)

u
α
(x1, x2) ̸= 0,

(+)

P
α
(x1, x2) = 0,

(−)

P
α+1

(x1, x2) = 0,

ψψψ
α
(x1, x2) =

(−)

φφφ
α+1

(x1, x2)−
(+)

φφφ
α
(x1, x2) ̸= 0,

(+)

µµµ
α
(x1, x2) = 0,

(−)

µµµ
α+1

(x1, x2) = 0,

(x1, x2) ⊂
(+)

S
α

0 ⊂
(+)

S
α
, α = 1, K − 1.

(4.5.23)

Заметим, что если
(+)

S
α
0=

(+)

S
α

, то имеет место полное отслаивание контактиру-

ющих слоев. Возможны и другие условия, накладываемые на деформированное
и силовое состояния лицевых поверхностей многослойных тонких тел: контакт
с твердыми или упругими телами, принудительное перемещение точек и т.п. Во
всех случаях введением соответствующей базовой поверхности основные соот-
ношения теории тонких тел с использованием нескольких базовых поверхностей
остаются в силе. Следует заметить, что автор перед изложением вопросов, каса-
ющихся условий на контактирующих поверхностях многослойных тонких тел,
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ознакомился со следующими работами [44,48–51,138,177,182–184,199–201,328,
329,331,351–355,389].

Следовательно, совершенно аналогично изложенному выше на основании
[284,297] и [286] можно построить микрополярные теории многослойных тонких
тел с двумя малыми размерами и плоских областей с одним малым размером
соответственно (остается выписать только соответствующие соотношения). С
целью сокращения письма на этом останавливаться не будем. Однако, отметим,
что материал этой главы изложен также в [305,306].
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5 Глава. Вариационные принципы микрополярной теории тонких
тел при применении метода ортогональных полиномов

5.1 О некоторых вариационных принципах в трехмерной микропо-
лярной теории деформируемого твердого тела

Рассмотрены вариационные принципы Лагранжа, Кастильяно, а также обоб-
щенные вариационные принципы типа Рейсснера в рамках трехмерной микро-
полярной теории и из них получены соответствующие вариационные принципы
для микрополярных теорий однослойных и многослойных тонких тел в момен-
тах относительно систем полиномов Лежандра и Чебышева.

5.1.1 Некоторые определения и интегральные соотношения

Прежде чем сформулировать эти вариационные принципы аналогично класси-
ческой теории [338] введем определения и получим некие интегральные тож-
дества.

Определение 5.1.1. Кинематической системой называются произвольные непре-
рывно дифференцируемые векторные поля u (вектор перемещений) и φφφ (вектор
вращений), а статической системой — произвольные тензорные поля P˜ (тензор
напряжений) и µµµ˜ (тензор моментных напряжений) (необязательно удовлетво-
ряющие условиям совместности).

Определение 5.1.2. Кинематически допустимой называется кинематическая
система, удовлетворяющая кинематическим граничным условиям

u|Σ1 = u0, φφφ|Σ1 = φφφ0, (5.1.1)

а в случае динамической задачи и начальным условиям

u|t=t0 = f1, u̇|t=t0 = f2, φφφ|t=t0 = g1, φ̇φφ|t=t0 = g2. (5.1.2)

Определение 5.1.3. Статически допустимой называется статическая система,
удовлетворяющая уравнениям равновесия (движения в случае динамической
задачи)

∇·P˜ + ρF = 0
(
ρ
dv

dt

)
, ∇·µµµ˜ +C

≃

2
⊗P˜ + ρm = 0

(
J˜· dωωωdt ), ωωω =

dφφφ

dt
, (5.1.3)

и статическим граничным условиям

n·P˜ = P0, n·µµµ˜ = µµµ0. (5.1.4)

Определение 5.1.4. Действительной кинематической системой u и φφφ и дей-
ствительной статической системой P˜ и µµµ˜ называются соответственно векторы
перемещений и вращений и тензоры напряжений и моментных напряжений,
удовлетворяющие уравнениям равновесия (5.1.3) (движения в случае динами-
ческой задачи), кинематическим соотношениям

γγγ˜ = ∇u−C
≃
·φφφ, κκκ˜ = ∇φφφ, (5.1.5)

определяющим соотношениям

P˜ = F̌˜(γγγ˜,κκκ˜), µµµ˜ = Ǧ˜ (γγγ˜,κκκ˜) (5.1.6)
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или в случае потенциальности операторов F̌˜ и Ǧ˜ определяющим соотношениям
следующего вида

P˜ =
∂W̌

∂γγγ˜ , µµµ˜ =
∂W̌

∂κκκ˜ , (5.1.7)

кинематическим (5.1.1) и статическим (5.1.4) граничным условиям (и началь-
ным условиям (5.1.2) в случае динамической задачи).

Здесь W̌ (γγγ˜,κκκ˜) — оператор (потенциал) деформации и изгиба-кручения и ес-
ли он существует, то определяющие соотношения задаются с помощью формул
(5.1.7).

Заметим, что при неизотермических процессах вместо W̌ (γγγ˜,κκκ˜) рассматри-
вается свободная энергия F̌ (γγγ˜,κκκ˜, ϑ) = W̌ (γγγ˜,κκκ˜) −HT , где H — энтропия, T —
температура, а ϑ = T − T0 — перепад температуры. О свободной энергии речь
пойдет ниже.

Получим теперь некие интегральные тождества. С этой целью умножим
первое из уравнений движения (5.1.3) на некоторый вектор w, а второе — на
вектор ψψψ. Затем интегрируем полученные соотношения по объему V , применяя
при этом формулу

∇ · (Q˜ · a) = ∇ ·Q˜ · a+Q˜ 2
⊗∇a, ∀Q˜ , a (5.1.8)

и теорему Остроградского–Гаусса. Тогда в результате найдем следующие ин-
тегральные тождества:∫

V

ρv̇ ·wdV =
∫
V

ρF ·wdV +
∫
Σ

n ·P˜ ·wdV −
∫
V

P˜ 2
⊗∇wdV ,∫

V

ω̇ωω · J˜ ·ψψψdV =
∫
V

ρm ·ψψψdΣ +
∫
Σ

n · µµµ˜ ·ψψψdV −
∫
V

(µµµ˜ 2
⊗∇ψψψ −P˜ 2

⊗C
≃
·ψψψ)dV.

(5.1.9)

Складывая почленно соотношения (5.1.9), получим∫
V

(ρv̇ ·w + ω̇ωω · J˜ ·ψψψ)dV =
∫
V

ρ(F ·w +m ·ψψψ)dV +
∫
Σ

(P(n) ·w + µµµ(n) ·ψψψ)dΣ−

−
∫
V

[P˜ 2
⊗ (∇w −C

≃
·ψψψ) + µµµ˜ 2

⊗∇ψψψ]dV.
(5.1.10)

Полагая, что w = v иψψψ = ωωω, из (5.1.10) получим теорему живых сил (ТЖС)
в виде

d

dt

∫
V

(ρ
v2

2
+

1

2
ωωω · J˜ ·ωωω)dV =

∫
V

(ρF · v + ρm ·ωωω)dV+

+
∫
Σ

(P(n) · v + µµµ(n) ·ωωω)dΣ−
∫
V

(P˜ 2
⊗ γ̇γγ˜+ µµµ˜ 2

⊗ κ̇κκ˜)dV,
(5.1.11)

где γ̇γγ˜ = ∇v −C
≃
·ωωω, κ̇κκ˜ = ∇ωωω.

Вводя обозначения:
E =

∫
V

(ρ
v2

2
+

1

2
ωωω · J˜ ·ωωω)dV (5.1.12)

для кинетической энергии, δA(e) = δA
(e)
1 +δA

(e)
2 — для изменения работы внеш-

них сил и моментов, состоящей из сумм изменений работ внешних массовых сил
и моментов

δA
(e)
1 =

∫
V

(ρF · du+ ρm · dφφφ)dV (5.1.13)
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и внешних поверхностных сил и моментов

δA
(e)
2 =

∫
Σ

(P(n) · du+ µµµ(n) · dφφφ)dΣ, (5.1.14)

а также
δA(i) = −

∫
V

(P˜ 2
⊗ dγγγ˜+ µµµ˜ 2

⊗ dκκκ˜)dV (5.1.15)

для изменения работы внутренних сил и моментов, ТСЖ (5.1.10) можно запи-
сать в краткой форме

dE = δA(e) + δA(i) (5.1.16)

Теперь допустим, что w = u, ψψψ = φφφ. Тогда, если используем граничные
условия (5.1.1) и (5.1.4), из (5.1.10) будем иметь∫

V

(ρv̇ · u+ ω̇ωω · J˜ ·φφφ)dV =
∫
V

ρ(F · u+m ·φφφ)dV +
∫
Σ2

(P0 · u+ µµµ0 ·φφφ)dΣ+

+
∫
Σ1

n · (P˜ · u0 + µµµ˜ ·φφφ0)dΣ−
∫
V

(P˜ 2
⊗ γγγ˜+ µµµ˜ 2

⊗κκκ˜)dV. (5.1.17)

Далее предположим, что массовые и поверхностные силы и моменты, фи-
гурирующие в (5.1.17) обладают потенциалом (или не зависят от векторов пе-
ремещений и вращений). Тогда первые два слагаемых в правой части (5.1.17)
представляют собой работу внешних сил и моментов на перемещении u и вра-
щении φφφ

A(e)≡A(e)
1 + A

(e)
2 , A

(e)
1 ≡

∫
V

(ρF · u+ ρm ·φφφ)dV, A(e)
2 ≡

∫
Σ2

(P0 · u+ µµµ0 ·φφφ)dΣ. (5.1.18)

Третье слагаемое называется работой поверхностных сил и моментов на задан-
ных перемещении u0 и вращении φφφ0

A
(i)
Σ1

≡
∫
Σ1

n · (P˜ · u0 + µµµ˜ ·φφφ0)dΣ. (5.1.19)

Последнее слагаемое в правой части (5.1.17) представляет собой работу внут-
ренних сил и моментов

A(i) ≡ −
∫
V

(P˜ 2
⊗ γγγ˜+ µµµ˜ 2

⊗κκκ˜)dV, (5.1.20)

а интеграл в левой части — работа сил Д’Аламбера (или инерционных сил и
моментов)

AE ≡
∫
V

(ρv̇ · u+ ω̇ωω · J˜ ·φφφ)dV . (5.1.21)

Теперь допустим, что векторы w и φφφ, фигурирующие в (5.1.10), удовлетво-
ряют условиям

w|Σ1 = u0, ψψψ|Σ1 = φφφ0. (5.1.22)

В частности, u0 и φφφ0 могут быть равными нулю. Тогда нетрудно видеть, что
соотношение (5.1.10) с учетом (5.1.4) и (5.1.22) можно записать в форме∫

V

[P˜(u,φφφ) 2
⊗ γγγ˜(w,ψψψ) + µµµ˜(u,φφφ) 2

⊗κκκ˜(ψψψ)]dV =

=
∫
V

[ρ(F− ü) ·w + (ρm− J˜ ·ωωω) ·ψψψ]dV+

+
∫
Σ1

n · (P˜ · u0 + µµµ˜ ·φφφ0)dΣ +
∫
Σ2

(P0 ·w + µµµ0 ·ψψψ)dΣ.
(5.1.23)
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Отсюда без учета инерциальных членов получаем∫
V

[P˜(u,φφφ) 2
⊗ γγγ˜(w,ψψψ) + µµµ˜(u,φφφ) 2

⊗κκκ˜(ψψψ)]dV =
∫
V

(ρF ·w + ρm ·ψψψ)dV+

+
∫
Σ1

n · (P˜ · u0 + µµµ˜ ·φφφ0)dΣ +
∫
Σ2

(P0 ·w + µµµ0 ·ψψψ)dΣ,
(5.1.24)

а если при этом кинематические граничные условия представляются в виде

u|Σ1 = 0, φφφ|Σ1 = 0, (5.1.25)

т.е. u0 = 0, φφφ0 = 0, то из (5.1.24) имеем∫
V

[P˜(u,φφφ) 2
⊗ γγγ˜(w,ψψψ) + µµµ˜(u,φφφ) 2

⊗κκκ˜(ψψψ)]dV =

=
∫
V

(ρF ·w + ρm ·ψψψ)dV +
∫
Σ2

(P0 ·w + µµµ0 ·ψψψ)dΣ.
(5.1.26)

Заметим, что в соотношениях (5.1.23), (5.1.24) и (5.1.26), конечно, γγγ˜(w,ψψψ) =∇w −C
≃
·ψψψ, κκκ˜(ψψψ) = ∇ψψψ.

Предположим, что операторы F̌˜ и Ǧ˜ потенциальные, т.е. существует потен-
циал деформации W̌ (γγγ˜,κκκ˜), посредством которого тензоры напряжений и мо-
ментных напряжений определяются формулами (5.1.7). Тогда, пользуясь опре-
делением дифференциала оператора и функциональной производной [338], лег-
ко видеть, что будем иметь

DW̌ (γγγ˜(u,φφφ),κκκ˜(φφφ), γγγ˜(w,ψψψ),κκκ˜(ψψψ)) ≡ DW̌ (u,φφφ,w,ψψψ) =

= P˜(u,φφφ) 2
⊗ γγγ˜(w,ψψψ) + µµµ˜(u,φφφ) 2

⊗κκκ˜(ψψψ). (5.1.27)

Определяя оператор потенциальной энергии тензоров деформаций и изгиба-
кручения Π̌(γγγ˜,κκκ˜) по формуле

Π̌(γγγ˜(u,φφφ),κκκ˜(φφφ)) ≡ ∫V W̌ (γγγ˜(u,φφφ),κκκ˜(φφφ))dV, (5.1.28)

соотношение (5.1.26) в силу (5.1.27) и (5.1.28) можно представить в краткой
форме

DΠ̌(u,φφφ,w,ψψψ)− A(e)(w,ψψψ) = 0. (5.1.29)

Нетрудно видеть, что в рассматриваемом случае из (5.1.23) (с учетом инер-
циальных членов) вместо (5.1.29) будем иметь

DΠ̌(u,φφφ,w,ψψψ)− A(e)(w,ψψψ) + AE(w,ψψψ) = 0. (5.1.30)

Заметим, что в формулах (5.1.29) и (5.1.30) введены следующие обозначения:

A(e)(w,ψψψ) =
∫
V

(ρF ·w + ρm ·ψψψ)dV +
∫
Σ2

(P0 ·w + µµµ0 ·ψψψ)dΣ,

AE(w,ψψψ) =
∫
V

(ρv̇ ·w + ω̇ωω · J˜ ·ψψψ)dV. (5.1.31)

Учитывая (5.1.5) и (5.1.6), из уравнений (5.1.3) получим уравнения равнове-
сия и движения, представленные в векторах перемещений и вращений, которые
символически запишем следующим образом:

∇·P˜(u,φφφ) + ρF = 0, ∇·µµµ˜(u,φφφ) +C
≃

2
⊗P(u,φφφ) + ρm = 0, (5.1.32)
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∇·P˜(u,φφφ) + ρF = ρ
dv

dt
, ∇·µµµ˜(u,φφφ) +C

≃

2
⊗P(u,φφφ) + ρm = J˜· dωωωdt . (5.1.33)

Видно, что с каждой задачей (5.1.32), (5.1.25) и (5.1.4) связано равенство
(5.1.26) или (5.1.29) для произвольных дифференцируемых векторных полей w
и ψψψ, удовлетворяющих условиям

w|Σ1 = 0, ψψψ|Σ1 = 0. (5.1.34)

Следует заметить, что в уравнения (5.1.32) входят вторые производные по
координатам векторов u и φφφ, поэтому решение задачи (5.1.32), (5.1.25) и (5.1.4)
должно быть по крайней мере дважды дифференцируемым. Следовательно,
можно отказаться от этого требования и понимать решение задачи (5.1.32),
(5.1.25) и (5.1.4) в обобщенном смысле. В этой связи целесообразно ввести опре-
деление.

Определение 5.1.5. Векторные поля u и φφφ называются обобщенными реше-
ниями задачи (5.1.32), (5.1.25) и (5.1.4), если для всяких дифференцируемых
векторов w и ψψψ, удовлетворяющих условиям (5.1.34) справедливо тождество
(5.1.26) или (5.1.29).

Заметим, что от входных данных требуется только условие существования
интегралов в правой части (5.1.26). Заметим также, что обобщенное решение
будет классическим, если векторные поля u и φφφ являются дважды непрерывно
дифференцируемыми.

Нетрудно показать, что в случае потенциальных операторов F̌˜ и Ǧ˜ измене-
ние работы внутренних сил и моментов (5.1.15) является полным дифференци-
алом и работа внутренних сил и моментов в силу (5.1.28) выражается формулой

A(i) = −Π̌ = −
∫
V

W̌dV (5.1.35)

Кроме того, легко видеть, что в случае потенциальных операторов F̌˜ и Ǧ˜и потенциальности массовых и поверхностных сил и моментов (F = ∂χ1/∂u,
m = ∂χ2/∂φφφ, P(n) = ∂χ3/∂u, µµµ(n) = ∂χ4/∂φφφ) ТЖС представляется в виде

dE = dA(e) + dA(i),

откуда в свою очередь следует, что

Ľ = E − A(e) + Π̌ = const. (5.1.36)

Оператор Ľ называется лагранжианом системы, а системы, для которых он
имеет постоянное значение, — консервативными.

Учитывая, что изменение сил Д’Аламбера, которое получается из (5.1.21),
если u и φφφ заменить на du и dφφφ, совпадает с изменением кинетической энергии
(5.1.12)

dAE = dE =
∫
V

(ρv̇ · du+ ω̇ωω · J˜ · dφφφ)dV,
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операторы F̌˜ и Ǧ˜ являются потенциальными, при этом W̌ (γγγ˜,κκκ˜) — однородный
оператор степени m, из (5.1.17) следует так называемая теорема о работе:

AE = A(e) −mΠ̌ + A
(i)
Σ1
. (5.1.37)

Если силы и моменты инерции отсутствуют, кинематические граничные
условия нулевые (5.1.25) и оператор W̌ (γγγ˜,κκκ˜) квадратичный, то из (5.1.37) сле-
дует теорема Клапейрона

A(e) = 2Π̌ = 2
∫
V

W̌ (γγγ˜,κκκ˜)dV.
Теперь рассмотрим статическую (квазистатическую) задачу (5.1.3), (5.1.5),

(5.1.7), (5.1.25) и (5.1.4). Построим лагранжиан для этой задачи:

Ľ(u,φφφ) = Π̌(u,φφφ)− A(e)(u,φφφ), (5.1.38)

где первое слагаемое в правой части (5.1.38) определяется формулой (5.1.28),
а второе – первой формулой (5.1.31), если в ней w и ψψψ заменить на u и φφφ
соответственно.

5.1.2 Вариационный принцип Лагранжа (теорема Лагранжа)

Теорема. Из всех кинематически допустимых систем действительная отлича-
ется тем, что для нее и только для нее лагранжиан имеет стационарное значе-
ние, т.е.

DĽ(u,φφφ, δu, δφφφ) = 0, (5.1.39)

или, учитывая определение дифференциала оператора и (5.1.7), равенство
(5.1.39) можно представить в виде

∫
V

(P˜ 2
⊗ δγγγ˜+ µµµ˜ 2

⊗ δκκκ˜)dV =
∫
V

(ρF · δu+ ρm · δφφφ)dV +
∫
Σ2

(P0 · δu+ µµµ0 · δφφφ)dΣ, (5.1.40)

где считаются справедливыми соотношения

δγγγ˜ = ∇δu−C
≃
· δφφφ, δκκκ˜ = ∇δφφφ. (5.1.41)

Под δu и δφφφ можно понимать разность между двумя кинематически допусти-
мыми системами (δu = u2 − u1, δφφφ = φφφ2 −φφφ1).

Доказательство. Необходимость. Полагая ρv̇ = 0, J˜ · ω̇ωω = 0, w = δu
и ψψψ = δφφφ, из (5.1.10) сразу следует необходимость теоремы, т.е. (5.1.39) или
(5.1.40).

Достаточность. Учитывая (5.1.41), (5.1.8) и используя теорему Остроградского-
Гаусса, в силу (5.1.25) из (5.1.40) получим
∫
V

[(∇ ·P˜ + ρF) · δu+ (∇ · µµµ˜ +C
≃

2
⊗P˜ + ρm) · δφφφ]dV =

=
∫
Σ2

[(n ·P˜ −P0) · δu+ (n · µµµ˜ − µµµ0) · δφφφ]dΣ.
(5.1.42)

В силу произвольности δu и δφφφ из (5.1.42) следует (5.1.3) и (5.1.4).
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Таким образом, при формулировке вариационного принципа Лагранжа тре-
буем выполнения кинематических соотношений (5.1.5) и кинематических гра-
ничных условий (5.1.25), а из условия стационарности (5.1.39) лагранжиана
(5.1.38) следуют уравнения равновесия (5.1.3) и статические граничные усло-
вия (5.1.4).

Теперь прежде чем сформулировать вариационный принцип Кастильяно,
введем понятие обобщенного преобразования Лежандра для операторов и при-
ведем условия совместности в микрополярной теории. С этой целью вспомним,
что обычное преобразование Лежандра дифференцируемой функции f(x), где

df = Xdx, X =
df

dx

ставит в соответствие функцию F (X), такую что

dF = xdX, x =
dF

dX
.

При этом, как нетрудно показать, справедливо тождество

f(x) + F (X)− xX = const (5.1.43)

Аналогично можно ввести понятие преобразования Лежандра для функций
многих переменных. В самом деле, если функции f(x1, x2, . . . , xn) ставится в
соответствия функция F (X1, X2, . . . , Xn), где

df =
n∑
k=1

Xkdxk, Xk =
∂f

∂xk
, k = 1, n,

dF =
n∑
k=1

xkdXk, xk =
∂F

∂Xk

, k = 1, n.

d(f + F ) =
n∑
k=1

(Xkdxk + xkdXk) =
n∑
k=1

d(Xkxk) ⇒ d(f + F −
n∑
k=1

Xkxk) = 0 ⇒

f(x) + F (X)−
n∑
k=1

Xkxk = const, Xk =
∂f

∂xk
, xk =

∂F

∂Xk

.

Тогда аналогично (5.1.43) будем иметь тождество

f(x1, x2, . . . , xn) + F (X1, X2, . . . , Xn)−
n∑
k=1

xkXk = const. (5.1.44)

Обобщение преобразования Лежандра на операторы заключается в замене
обычной производной функциональной. Пусть задан скалярный оператор W̌ (γγγ˜,κκκ˜),где

DW̌ (γγγ˜,κκκ˜, δγγγ˜, δκκκ˜) = P˜ 2
⊗ δγγγ˜+ µµµ˜ 2

⊗ δκκκ˜, P˜ =
∂W̌

∂γγγ
, µµµ˜ =

∂W̌

∂κκκ
.

Тогда преобразование Лежандра оператору W̌ (γγγ˜,κκκ˜), т.е. потенциалу тен-
зоров деформаций и изгиба-кручения ставит в соответствие оператор w̌(P˜ ,µµµ˜),называемый потенциалом напряжений и моментных напряжений, такой, что

Dw̌(P˜ ,µµµ˜, δP˜ , δµµµ˜) = γγγ˜ 2
⊗ δP˜ +κκκ˜ 2

⊗ δµµµ˜, γγγ˜ =
∂w̌

∂P˜ , κκκ˜ =
∂w̌

∂µµµ˜ . (5.1.45)
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При этом подобно (5.1.44) справедливо тождество

W̌ (γγγ˜,κκκ˜) + w̌(P˜ ,µµµ˜)−P˜ 2
⊗ γγγ˜− µµµ˜ 2

⊗κκκ˜ = const. (5.1.46)

Заметим, что если W̌ (0, 0) = 0 и w̌(0, 0) = 0, то константа в правой части
(5.1.46) равна нулю.

Таким образом, преобразование Лежандра ставит в соответствие потенци-
алу деформации и изгиба-кручения потенциал напряжений и моментных на-
пряжений. Очевидно, аналогично оператору потенциальной энергии тензоров
деформаций и изгиба-кручения (5.1.28) можно ввести и оператор потенциаль-
ной энергии тензоров напряжений и моментных напряжений π̌, т.е.

π̌ =
∫
V

w̌dV, Dπ̌(P˜ ,µµµ˜, δP˜ , δµµµ˜) = ∫V (γγγ˜ 2
⊗ δP˜ +κκκ˜ 2

⊗ δµµµ˜)dV. (5.1.47)

Следует заметить, что второе и третье соотношение (5.1.45) предполагают раз-
решимость соотношений (5.1.6) в виде

γγγ˜ = J̌˜(P˜ ,µµµ˜), κκκ˜ = Ȟ˜ (P˜ ,µµµ˜) (5.1.48)

и, кроме того, потенциальность операторов J̌˜ и Ȟ˜ , т.е.

γγγ˜ = J̌˜(P˜ ,µµµ˜) = ∂w̌

∂P˜ , κκκ˜ = Ȟ˜ (P˜ ,µµµ˜) = ∂w̌

∂µµµ˜ . (5.1.49)

5.1.3 Об условиях совместности в линейной микрополярной теории

Эти условия для односвязной области, состоящие из 18 уравнений и которые
впервые, по-видимому, были получены в [22, 186] (см. также [309, 462, 515] и
[293,298,299]), можно представить в виде

η̌ηη˜(κκκ˜) ≡ C
≃

2
⊗∇κκκ˜ = 0, Ȟ˜ (γγγ˜,κκκ˜) ≡ C

≃

2
⊗∇γγγ˜+ I1(κκκ˜)E˜ −κκκ˜T = 0, (5.1.50)

где C
≃

– дискриминантный тензор.
Учитывая (5.1.48) (или (5.1.49)), условия совместности деформации и изгиба-

кручения (5.1.50) символически можно представить следующим образом:

η̌ηη˜(P˜ ,µµµ˜) = 0, Ȟ˜ (P˜ ,µµµ˜) = 0, (5.1.51)

которые называются условиями (уравнениями) совместности в напряжениях и
моментных напряжениях. Очевидно, число таких уравнений 18.

5.1.4 Статическая (квазистатическая) задача в микрополярной МДТТ
в напряжениях и моментных напряжениях

Эта задача заключается в решении уравнений равновесия (5.1.3) и уравнений
совместности (5.1.51) при удовлетворении граничным условиям (5.1.1) и (5.1.4).

Следует заметить, что задачи в перемещениях и вращениях представляются
соотношениями (5.1.3), (5.1.5), (5.1.7), (5.1.1) и (5.1.4) (или (5.1.32), (5.1.1) и
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(5.1.4)), а задача в напряжениях и моментных напряжениях – соотношениями
(5.1.3), (5.1.51), (5.1.1) и (5.1.4). Заметим также, что, интегрируя (5.1.46) по
объему V и учитывая (5.1.28), первое равенство (5.1.47), а также формулу∫

V

(P˜ 2
⊗ γγγ˜+ µµµ˜ 2

⊗κκκ˜)dV = A(e) + A
(i)
Σ1
,

которая получается из (5.1.17) при учете ρv̇ = 0, J˜ · ωωω = 0 и обозначений
(5.1.18) и (5.1.19), будем иметь

Π̌(γγγ˜,κκκ˜)− A(e) = −π̌(P˜ ,µµµ˜) + A
(i)
Σ1

+ const. (5.1.52)

Построим теперь для задачи (5.1.3), (5.1.5), (5.1.7), (5.1.1) и (5.1.4) так на-
зываемый кастильяниан

Ǩ = −π̌(P˜ ,µµµ˜) + A
(i)
Σ1
, (5.1.53)

где, конечно, слагаемые в правой части выражаются первой формулой (5.1.47)
и (5.1.19) соответственно.

5.1.5 Вариационный принцип Кастильяно (теорема Кастильяно)

Теорема. Из всех статически допустимых систем действительная статическая
система выделяется тем, что для нее и только для нее кастильяниан (5.1.53)
имеет стационарное значение, т.е.

DǨ(P˜ ,µµµ˜, δP˜ , δµµµ˜) = 0, (5.1.54)

или, учитывая определение дифференциала оператора и формулу (5.1.6) будем
иметь ∫

V

(γγγ˜ 2
⊗ δP˜ +κκκ˜ 2

⊗ δµµµ˜)dV =
∫
Σ1

n · (δP˜ · u0 + δµµµ˜ ·φφφ0)dΣ. (5.1.55)

Под δP˜ и δµµµ˜ можно понимать разность двух статически допустимых систем.
Доказательство. Необходимость. Полагая

ρv̇ = 0, J˜ · ω̇ωω = 0, w|Σ1 = u0, ψψψ|Σ1 = φφφ0, P˜ = δP˜ , µµµ˜ = δµµµ˜
и учитывая, что δP˜ и δµµµ˜ — разность двух статически допустимых систем, из

(5.1.10) следует необходимость теоремы, т.е. (5.1.54) или (5.1.55).
Достаточность. Для того, чтобы показать достаточность теоремы следует

учесть, что кастильяниан обладает условным экстремумом, ибо помимо (5.1.54)
должны выполняться еще уравнения равновесия (5.1.3) и граничные условия
(5.1.4). В этой связи введем систему функций a(V )(x), χχχ(V )(x), x ∈ V и a(Σ)(y),
χχχ(Σ)(y), y ∈ Σ2 (обобщенные множители Лагранжа) и построим оператор

Ǐ ≡ Ǩ −
∫
V

[(∇ ·P˜ + ρF) · a(V ) + (∇ · µµµ˜ +C
≃

2
⊗P˜ + ρm) ·χχχ(V )]dV+

+
∫
Σ2

[(n ·P˜ −P0) · a(Σ) + (n · µµµ˜ − µµµ0) ·χχχ(Σ)]dΣ.
(5.1.56)

Следует заметить, что применяя метод неопределенных множителей Лагран-
жа, вариации δP˜ и δµµµ˜ можно считать совершенно произвольными, т.е. не под-
чиненными условиям

∇ · δP˜ = 0, ∇ · δµµµ˜ +C
≃

2
⊗ δP˜ = 0, n · δP˜ |Σ2 = 0, n · δµµµ˜|Σ2 = 0.
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Используя определение дифференциала оператора, формулу (5.1.8) и тео-
рему Остроградского-Гаусса, из (5.1.56) получим

DǏ(P˜ ,µµµ˜, δP˜ , δµµµ˜) = ∫V {[γγγ˜− (∇a(V ) −C
≃
·χχχ(V ))]

2
⊗ δP˜ + (κκκ˜ −∇χχχ(V ))

2
⊗ δµµµ˜}dV−

−
∫
Σ1

n · [δP˜ · (a(v) − u0) + δµµµ˜ · (χχχ(V ) −φφφ0)]dΣ−

−
∫
Σ2

n · [δP˜ · (a(v) − a(Σ)) + δµµµ˜ · (χχχ(V ) −χχχ(Σ))]dΣ = 0.

Отсюда в силу произвольности δP˜ и δµµµ˜ будем иметь

γγγ˜ = ∇a(V ) −C
≃
·χχχ(V ), κκκ˜ = ∇χχχ(V ),

a(V )|Σ1 = u0, χχχ(V )|Σ1 = φφφ0, a(V )|Σ2 = a(Σ), χχχ(V )|Σ2 = χχχ(Σ).
(5.1.57)

Таким образом, в силу последних двух соотношений (5.1.57) существует един-
ственная система функций (множителей Лагранжа) a = a(V ), χχχ = χχχ(V ), удовле-
творяющая кинематическим соотношениям (первые два соотношения (5.1.57)) и
кинематическим граничным условиям (третье и четвертое соотношение (5.1.57)).
Зная γγγ˜ и κκκ˜ и интегрируя систему уравнений, состоящую из первых двух соот-
ношений (5.1.57), получим выражения для a(V ) и χχχ(V ). Однако для интегриро-
вания этой системы необходимо выполнение условий совместности деформации
и изгиба-кручения (5.1.50), которые с помощью определяющих соотношений
(5.1.49) можно записать в напряжениях и моментных напряжениях (5.1.51).
Следовательно, векторы a(V ) и χχχ(V ) имеют смысл векторов перемещений и вра-
щений соответственно, а третье и четвертое соотношения (5.1.57) определяют
кинематические граничные условия.

Таким образом, при формулировке вариационного принципа Кастильяно
(5.1.53), (5.1.54) требуется выполнение уравнений равновесия (5.1.3), опреде-
ляющих соотношений (5.1.49) и статических граничных условий (5.1.4), а из
условия стационарности (5.1.54) следуют уравнения совместности в напряже-
ниях и моментных напряжениях (5.1.51) и кинематические граничные условия
(5.1.1).

5.1.6 Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера

В данном случае подобно трехмерной классической теории [338] рассмотрим
оператор:

Ř(u,φφφ,γγγ˜,κκκ˜,P˜ ,µµµ˜) = t
V

[W̌ (γγγ˜,κκκ˜)−P˜ 2
⊗ (γγγ˜−∇u+C

≃
·φφφ)−

−µµµ˜ 2
⊗ (κκκ˜ −∇φφφ)− ρF · u− ρm ·φφφ]dV −

s
Σ1

[n ·P˜ · (u− u0)+

+n · µµµ˜ · (φφφ−φφφ0)]dΣ−
s
Σ2

(P0 · u+ µµµ0 ·φφφ)dΣ.

(5.1.58)

Тогда обобщенный вариационный принцип Рейсснера можно сформулировать
следующим образом: Из всех кинематических, статических систем и систем,
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описываемых тензорами γγγ˜ и κκκ˜, действительная система (система действитель-
ных кинематической и статической систем) выделяется тем, что для нее опера-
тор (5.1.58) имеет стационарное значение, т.е

DŘ(u,φφφ,γγγ˜,κκκ˜,P˜ ,µµµ˜, δu, δφφφ, δγγγ˜, δκκκ˜, δP˜ , δµµµ˜) = 0. (5.1.59)

В самом деле, пользуясь определением дифференциала оператора [338] и тео-
ремой Остроградского-Гаусса, в силу (5.1.5) будем иметь

DŘ=
t
V

[(
∂W̌

∂γγγ˜ −P˜) 2
⊗δγγγ˜+ (

∂W̌

∂κκκ˜ −µµµ˜) 2
⊗δκκκ˜−(γγγ˜−∇u+C

≃
·φφφ)

2
⊗δP˜ − (κκκ˜−∇φφφ)

2
⊗δµµµ˜−

−(∇·P˜+ρF)·δu−(∇·µµµ˜+C
≃

2
⊗P˜+ρm)·δφφφ]dV −

s
Σ1

n · [δP˜ · (u− u0)+

+δµµµ˜ · (φφφ−φφφ0)]dΣ−
s
Σ2

(n·P˜−P0)·δu+ (n·µµµ˜−µµµ0)·δφφφ)dΣ = 0.

(5.1.60)

Отсюда, учитывая произвольность δu, δφφφ, δγγγ˜, δκκκ˜, δP˜ , и δµµµ˜, получим урав-
нения равновесия (5.1.3), кинематические соотношения (5.1.5), определяющие
соотношения (5.1.7) и кинематические (5.1.1) и статические (5.1.4) граничные
условия.

Используя соотношение (5.1.46), легко показать, что (5.1.58) можно пред-
ставить в виде

Ř(u,φφφ,P˜ ,µµµ˜) = t
V

[P˜ 2
⊗(∇u−C

≃
·φφφ) + µµµ˜ 2

⊗∇φφφ− w̌(P˜ ,µµµ˜)− ρF·u−ρm·φφφ]dV−

−
s
Σ1

[n·P˜ ·(u− u0) + n · µµµ˜ · (φφφ−φφφ0)]dΣ−
s
Σ2

(P0 · u+ µµµ0 ·φφφ)dΣ.
(5.1.61)

В дальнейшем операторы (5.1.58) и (5.1.61) назовем обобщенными операто-
рами Рейсснера для микрополярной среды.

На основании оператора Рейсснера (5.1.61) вариационный принцип можно
сформулировать следующим образом: Из всех кинематических и статических
систем, действительная выделяется тем, что для нее оператор (5.1.61) имеет
стационарное значение, т.е.

DŘ(u,φφφ,P˜ ,µµµ˜, δu, δφφφ, δP˜ , δµµµ˜) = 0.

В самом деле, пользуясь определением дифференциала оператора [338] и тео-
ремой Остроградского-Гаусса, из (5.1.61) аналогично (5.1.60) получим

DŘ=
t
V

[(γγγ˜− ∂w̌

∂P˜ )
2
⊗δP˜+(κκκ˜−∂w̌

∂µµµ˜ )
2
⊗δµµµ˜−(∇·P˜+ρF)·δu−(∇·µµµ˜+C

≃

2
⊗P˜+ρm)·δφφφ]dV−

−
s
Σ1

n · [δP˜ · (u− u0) + δµµµ˜ · (φφφ−φφφ0)]dΣ−
s
Σ2

(n·P˜−P0)·δu+ (n·µµµ˜−µµµ0)·δφφφ)dΣ = 0.
(5.1.62)

Видно, что, учитывая произвольность δu, δφφφ, δP˜ и δµµµ˜, из (5.1.62) получим
уравнения равновесия (5.1.3), обратные определяющие соотношения (5.1.49),
кинематические (5.1.1) и статические (5.1.4) граничные условия.

Следует заметить, что при соблюдении некоторых условий стационарная
точка лагранжиана (кастильяниана) является точкой минимума (максимума).
С целью доказательства этих предложений выведем аналогичные приведенным
в [338] тождества. В этой связи докажем следующую теорему.
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Теорема 5.1.1. Если дважды непрерывно дифференцируемая на отрезке 0 ≤
ξ ≤ 1 функция

f(ξ) ≡ Π̌[u1 + ξ(u2 − u1), φφφ1 + ξ(φφφ2 −φφφ1)] ≡ Π̌[γγγ˜1 + ξ(γγγ˜2 − γγγ˜1), κκκ˜1 + ξ(κκκ˜2 −κκκ˜1)], (5.1.63)

где Π̌ =
t
V

W̌dV — потенциальная энергия деформации и изгиба-кручения,

на этом отрезке допускает представление

f(1) = f(0) + f ′(0) +
1

2
f ′′(η), 0 < η < 1, (5.1.64)

то имеет место тождество

Π̌(u2,φφφ2) = Π̌(u1,φφφ1) +
t
V

{
P˜(u1,φφφ1)

2
⊗[γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)]+

+µµµ˜(u1,φφφ1)
2
⊗[κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]

}
dV +

1

2

t
V

{∂P˜
∂γγγ˜ [u1 + η(u2 − u1),

φφφ1 + η(φφφ2 −φφφ1)]
4
⊗[γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)][γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)]+

+
[∂P˜
∂κκκ˜ [u1+η(u2−u1),φφφ1+η(φφφ2−φφφ1)]+

(∂µµµ˜∂γγγ˜
)T

[u1 + η(u2−u1),

φφφ1 + η(φφφ2 −φφφ1)]
] 4
⊗[γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)][κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]+

+
∂µµµ˜∂κκκ˜

4
⊗[κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)][κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]

}
dV.

(5.1.65)

Здесь выражение [u1+η(u2−u1), φφφ1+η(φφφ2−φφφ1)] является аргументом той
величины, рядом с которой оно написано,

(
∂µµµ˜/∂γγγ˜)T обозначает транспониро-

ванный с
(
∂µµµ˜/∂γγγ˜) тензор.

Доказательство. Легко проверить, что на основании (5.1.63) имеем

f ′(ξ) =
∫
V

{P˜ 2
⊗ [γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)] + µµµ˜ 2

⊗ [κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]}dV,

f ′′(ξ) =
∫
V

{∂P˜
∂γγγ˜

4
⊗ [γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)][γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)] +

[∂P˜
∂κκκ˜ +

(∂µµµ˜∂γγγ˜
)T] 4

⊗
4
⊗[γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)][κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)] +

∂µµµ˜∂κκκ˜ [κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)][κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]
}
dV

(5.1.66)

Заметим, что в формулах (5.1.66) P˜ , µµµ˜, ∂P˜/∂γγγ˜, ∂P˜/∂κκκ˜, ∂µµµ˜/∂γγγ˜ и ∂µµµ˜/∂κκκ˜имеют аргумент [u1+ ξ(u2−u1), φφφ1+ ξ(φφφ2−φφφ1)], который с целью сокращения
письма опущен. Учитывая (5.1.63) и (5.1.66) при указанных в (5.1.64) значениях
ξ, получим ((5.1.65), чем и доказывается теорема.

Следствие. Если u1 и φφφ1 — действительная кинематическая система, а u2
и φφφ2 — кинематически допустимая система, то из доказанной теоремы (5.1.65)
следует тождество

Π̌(u2,φφφ2) = Π̌(u1,φφφ1) + A(e)(u2 − u1,φφφ2 −φφφ1)+

+
1

2

t
V

{∂P˜
∂γγγ˜ [u1 + η(u2 − u1),φφφ1 + η(φφφ2 −φφφ1)]

4
⊗

4
⊗[γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)][γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)]+

+
[∂P˜
∂κκκ˜ [u1+η(u2−u1),φφφ1+η(φφφ2−φφφ1)]+

(∂µµµ˜∂γγγ˜
)T4
⊗[u1 + η(u2−u1),

φφφ1 + η(φφφ2 −φφφ1)]
]
[γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)][κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]+

+
∂µµµ˜∂κκκ˜

4
⊗[κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)][κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]

}
dV.

(5.1.67)



252

Теорема 5.1.2. Если определяющие соотношения (5.1.7) таковы, что для лю-
бых двух тензоров второго ранга h˜ и l˜ справедливо неравенство

∂P˜
∂γγγ˜

4
⊗(h˜ ⊗ h˜) +

[∂P˜
∂κκκ˜ +

(∂µµµ˜∂γγγ˜
)T]4

⊗(h˜ ⊗ l˜) + ∂µµµ˜∂κκκ˜
4
⊗(l˜⊗ l˜) ≥

≥ ah˜ 2
⊗h˜ + 2bh˜ 2

⊗l˜+ c l˜ 2
⊗l˜, a > 0, ac− b2 > 0,

(5.1.68)

то стационарная точка (5.1.39) лагранжиана (5.1.38) является точкой ми-
нимума и обобщенное решение статической (квазистатической) задачи (5.1.3),
(5.1.5), (5.1.7), (5.1.1) и (5.1.4) единственно.

Вводя в рассмотрение тензорный столбец X˜ , тензорно-блочную матрицу M˜̃и матрицу G

X˜ =

(
h
l̃˜
) (

X˜T =
(
h˜, l˜ )

)
, M˜̃ =


∂P˜
∂γγγ˜

∂P˜
∂κκκ˜

∂µµµ˜∂γγγ˜
∂µµµ˜∂κκκ˜

 , G =

(
a b

b c

)
, (5.1.69)

соотношение (5.1.68) можно записать в виде

X˜T 2

⊗M˜̃ 2

⊗X˜ = (X˜TG) 2

⊗X˜ . (5.1.70)

Следует заметить, что последние два неравенства в (5.1.68) — необходимые и
достаточные условия для положительной определенности матрицы G, а первое
соотношение (5.1.68) или (5.1.70) — необходимое и достаточное условие для
положительной определенности тензорно-блочной матрицы M˜̃ (см. (5.1.69)).
В линейной микрополярной теории тензорно-блочная матрица M˜̃ обычно —
положительно-определенная симметричная матрица и, следовательно, имеет 18
положительных собственных значений и полную систему собственных тензор-
ных столбцов, состоящую из 18 тензорных столбцов. Подробно задача на соб-
ственные значения тензора и тензорно-блочной матрицы любого четного ранга
и их некоторые применения в механике изложены в [302, 303]. Здесь на этих
вопросах останавливаться не будем.

Доказательство. Полагая в тождестве (5.1.67) u2 = w, φφφ2 = ψψψ (любая
кинематически допустимая система), а u1 = u, φφφ1 = φφφ (решение задачи (5.1.3),
(5.1.5), (5.1.7), (5.1.1) и (5.1.4) (действительная кинематическая система)), в
силу (5.1.68), правая часть которого при указанных условиях — положительно-
определенная квадратичная форма, получим

Ľ(w,ψψψ) ≡ Π̌(w,ψψψ)− A(e)(w,ψψψ) ≥ Π̌(u,φφφ)− A(e)(u,φφφ)+

+
1

2

∫
V

[aγγγ˜(w − u,ψψψ −φφφ)
2
⊗ γγγ˜(w − u,ψψψ −φφφ) + 2bγγγ˜(w − u,ψψψ −φφφ)

2
⊗κκκ˜(ψψψ −φφφ)+

+cκκκ˜(ψψψ −φφφ)
2
⊗κκκ˜(ψψψ −φφφ)]dV ≥ Π̌(u,φφφ)− A(e)(u,φφφ) ≡ Ľ(u,φφφ).

(5.1.71)

Неравенством (5.1.71) доказано, что стационарная точка лагранжиана явля-
ется точкой минимума. Теперь докажем единственность обобщенного решения.
Предположим противное. Пусть существуют два решения u1, φφφ1 и u2, φφφ2. Тогда
из (5.1.24), следует, что эти решения удовлетворяют тождеству∫

V

{[P˜(u2,φφφ2)−P˜(u1,φφφ1)]
2
⊗ γγγ˜(w,ψψψ) + [µµµ˜(u2,φφφ2)− µµµ˜(u1,φφφ1)]

2
⊗κκκ˜(w,ψψψ)}dV. (5.1.72)
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Далее, учитывая равенство

P˜(u2,φφφ2)−P˜(u1,φφφ1) =
1∫
0

d

dξ
{P˜ [u1 + ξ(u2 − u1),φφφ1 + ξ(φφφ2 −φφφ1)]}dξ =

=
1∫
0

{
∂P˜
∂γγγ˜ [u1 + ξ(u2 − u1),φφφ1 + ξ(φφφ2 −φφφ1)]

2
⊗ [γγγ˜(u2,φφφ2)− γγγ˜(u1,φφφ1)] +

+
∂P˜
∂κκκ˜ [u1 + ξ(u2 − u1),φφφ1 + ξ(φφφ2 −φφφ1)]

2
⊗ [κκκ˜(φφφ2)−κκκ˜(φφφ1)]

}
dξ

(5.1.73)

и равенство, которое получается из (5.1.73), если P˜ заменить на µµµ˜, а также,
полагая, что w = u2 − u1, ψψψ = φφφ2 −φφφ1, из (5.1.72) в силу (5.1.68) будем иметь∫

V

[
a||γγγ˜(u2 − u1,φφφ2 −φφφ1)||2 + 2bγγγ˜(u2 − u1,φφφ2 −φφφ1)

2
⊗κκκ˜(φφφ2 −φφφ1)+

+c||κκκ˜(φφφ2 −φφφ1)||2
]
dV ≤ 0.

(5.1.74)

На основании (5.1.74) заключаем, что

γγγ˜(u2,φφφ2) = γγγ˜(u1,φφφ1), κκκ˜(φφφ2) = κκκ˜(φφφ1).

Отсюда, очевидно, получаем

u2 = u1 + u0 + (x− x0) ·C≃ ·φφφ0, φφφ2 = φφφ1 +φφφ0, (5.1.75)

где u0 и φφφ0 — два произвольных постоянных вектора.
Наконец, учитывая кинематические граничные условия (5.1.1), из (5.1.75)

получим u2 = u1 и φφφ2 = φφφ1, т.е. единственность обобщенного решения задачи
(5.1.3), (5.1.5), (5.1.7), (5.1.1) и (5.1.4) доказана.

Следует заметить, что если имеем только статические граничные условия,
то решение задачи микрополярной МДТТ единственно с точностью до жесткого
движения

u = u0 + (r− r0) ·C≃ ·φφφ0, φφφ = φφφ0, u0 = const, φφφ0 = const.

Если закрепить какую-нибудь точку x0, т.е. допустить, что u = 0 и φφφ = 0
при x = x0, то можно исключить жесткое движение.

Заметим также, что при статических граничных условиях о разрешимости
задачи микрополярной МДТТ можно говорить лишь в том случае, когда «си-
стема самоуравновешена», т.е. для всего тела выполняются постулаты об изме-
нении количества движения и момента количества движения, которые, очевид-
но, для случая равновесия можно записать в виде∫

V

ρFdV +
∫
Σ

P0dΣ = 0,
∫
V

ρ(r× F+m)dV +
∫
Σ

(r′ ×P0 + µµµ0)dΣ = 0.

Кроме того, из единственности решения задачи следует, что точка минимума
Лагранжиана является единственной.

Далее нетрудно доказать, что аналогично (5.1.65) и (5.1.67) справедливы
теорема и следствие.
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Теорема 5.1.3. Если дважды непрерывно дифференцируемая на отрезке 0 ≤
ξ ≤ 1 функция

f(ξ) = π̌[P˜ 1 + ξ(P˜ 2 −P˜ 1),µµµ˜1 + ξ(µµµ˜2 − µµµ˜1)],
где π̌ — потенциальная энергия напряжений и моментных напряжений (5.1.47),
на этом отрезке допускает представление (5.1.64), то имеет место тожде-
ство

π̌(P˜ 2,µµµ˜2) = π̌(P˜1,µµµ˜1) + t
V

[
γγγ˜(P˜ 1,µµµ˜1) 2

⊗(P˜2 −P˜1) +κκκ˜(P˜ 1,µµµ˜1) 2
⊗(µµµ˜2 − µµµ˜1)]dV+

+
1

2

t
V

{ ∂γγγ˜∂P˜ [P˜ 1 + η(P˜2 −P˜1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)] 4⊗(P˜2 −P˜ 1)(P˜2 −P˜1)+

+
[∂γγγ˜∂µµµ˜ [P˜1 + η(P˜ 2 −P˜ 1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)]+

+
(∂κκκ˜
∂P˜
)T

[P˜ 1 + η(P˜2 −P˜1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)]
] 4
⊗(P˜ 2 −P˜1)(µµµ˜2 − µµµ˜1)+

+
∂κκκ˜
∂µµµ˜ [P˜1 + η(P˜ 2 −P˜1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)] 4⊗(µµµ˜2 − µµµ˜1)(µµµ˜2 − µµµ˜1)

}
dV.

(5.1.76)

Следствие. Если P˜ 1 и µµµ˜1 — действительная статическая система, а P˜ 2 и µµµ˜2— статически допустимая система, то из (5.1.76) следует тождество

π̌(P˜ 2,µµµ˜2) = π̌(P˜ 1,µµµ˜1) + AiΣ1
(P˜2 −P˜1,µµµ˜2 − µµµ˜1)+

+
1

2

t
V

{ ∂γγγ˜∂P˜ [P˜ 1 + η(P˜2 −P˜ 1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)] 4⊗(P˜ 2 −P˜1)(P˜ 2 −P˜ 1)+

+
[∂γγγ˜∂µµµ˜ [P˜ 1 + η(P˜2 −P˜1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)]+

+
(∂κκκ˜
∂P˜
)T

[P˜ 1 + η(P˜2 −P˜ 1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)]
] 4
⊗(P˜2 −P˜1)(µµµ˜2 − µµµ˜1)+

+
∂κκκ˜
∂µµµ˜ [P˜ 1 + η(P˜2 −P˜1),µµµ˜1 + η(µµµ˜2 − µµµ˜1)] 4⊗(µµµ˜2 − µµµ˜1)(µµµ˜2 − µµµ˜1)

}
dV.

(5.1.77)

Теорема (5.1.76) и следствие (5.1.77) доказываются совершенно аналогично
(5.1.65) и (5.1.67).

Теорема 5.1.4. Если ОС (5.1.49) таковы, что для любых тензоров второго
ранга h˜ и l˜ справедливо неравенство

∂γγγ˜∂P˜
4
⊗(h˜ ⊗ h˜) +

[∂γγγ˜∂µµµ˜ +
(∂κκκ˜
∂P˜
)T]4

⊗(h˜ ⊗ l˜) + ∂κκκ˜
∂µµµ˜

4
⊗(l˜⊗ l˜) ≥

≥ k h˜ 2
⊗h˜ + 2mh˜ 2

⊗l˜+ n l˜ 2
⊗l˜, k > 0, kn−m2 > 0,

(5.1.78)

то стационарная точка (5.1.54) кастильяниана (5.1.53) является точкой
максимума.

Доказательство. Принимая в тождестве (5.1.77) P˜ 2 = Q˜ и µµµ˜2 = τττ˜ (любая
статически допустимая система), а P˜ 1 = P˜ и µµµ˜1 = µµµ˜ (действительная статиче-
ская система), на основании (5.1.78) получим

Ǩ(Q˜ , τττ˜) ≡ −π̌(Q˜ , τττ˜) + A
(i)
Σ1
(Q, τττ) ≤ −π̌(P˜ ,µµµ˜) + A

(i)
Σ1
(P˜ ,µµµ˜)−

−1

2

∫
V

(k||Q˜ ||2 + 2mQ˜ 2
⊗ τττ˜+ n||τττ˜||2)dV ≤ −π̌(P˜ ,µµµ˜) + A

(i)
Σ1
(P˜ ,µµµ˜) ≡ Ǩ(P˜ ,µµµ˜), (5.1.79)
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что требовалось доказать.
Следует заметить, что (5.1.78) можно аналогично (5.1.70) записать с по-

мощью тензорно-блочной матрицы и представить ее в каноническом в виде.
Однако с целью сокращения письма на этом останавливаться не будем.

Теорема 5.1.5. В положении равновесия, характеризующемся векторами пе-
ремещений u∗ и вращения φφφ∗ и тензорами напряжений P˜ ∗ и моментных на-
пряжений µµµ˜∗, лагранжиан совпадает с кастильянианом

Ľ(u∗,φφφ∗) = Ǩ(P˜∗,µµµ˜∗), (5.1.80)

а для любых u, φφφ, P˜ и µµµ˜ справедливы неравенства

Ǩ(P˜ ,µµµ˜) ≤ Ǩ(P˜ ∗,µµµ˜∗) = Ľ(u∗,φφφ∗) ≤ Ľ(u,φφφ). (5.1.81)

Доказательство. Равенство (5.1.80) следует из (5.1.52), записывая его для
положении равновесия, а из (5.1.80) и предыдущих теорем следуют неравенства
(5.1.81).

Неравенства (5.1.81) являются мощным источником для получения так на-
зываемых двухсторонних оценок.

Следует заметить, что, пользуясь принципом Д’Аламбера и заменяя ρF и
ρm на ρF−ρ∂2tu и ρm−J˜·∂2tφφφ соответственно, вариационные принципы Лагран-
жа, Кастильяно и Рейсснера можно сформулировать для случая, когда учиты-
ваются силы и моменты инерции. Кроме того, легко видеть, что лагранжиан
является частным случаем оператора (5.1.58), если считать заранее справедли-
выми кинематические соотношения (5.1.5) и ОС (5.1.7), а кастильяниан в силу
преобразования∫

V

(P˜ 2
× γγγ˜+ µµµ˜ 2

×κκκ˜)dV = −
∫
V

[∇ ·P˜ · u+ (∇ · µµµ˜ +C
≃

2
×P˜) · φ]dV +

∫
Σ

n · (P˜ · u+ µµµ˜ · φ)dΣ
является частным случаем оператора (5.1.61), если выполняются уравнения

равновесия (5.1.3) и статические граничные условия (5.1.4).
Заметим также, что, заменяя в (5.1.10) w и ψψψ на δu и δφφφ соответственно,

получим принцип виртуальных работ в виде∫
V

[P˜ 2
⊗ δγγγ˜) + µµµ˜ 2

⊗ δκκκ˜]dV =
∫
V

[ρ(F− ∂2t u) · δu+ (ρm− J˜ · ∂2t φ) · δφφφ˜)]dV+

+
∫
Σ

(P(n) · δu+ µµµ(n) · δφφφ)dΣ,
(5.1.82)

где δγγγ˜ = ∇δu − C
≃
· δφφφ, δκκκ˜ = ∇δφφφ, а δu и δφφφ — произвольные виртуальные

перемещение и вращение. Следовательно, левая часть (5.1.82) — виртуальная
работа внутренних сил и моментов, а правая часть виртуальная работа внешних
сил и моментов, а также инерционных сил и моментов.

5.2 О некоторых вариационных принципах в микрополярной теории
однослойных тонких тел

Имея приведенные выше вариационные принципы для трехмерной микропо-
лярной теории, не представляет труда сформулировать соответствующие ва-
риационные принципы для микрополярной теории тонких тел. Ниже с целью
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сокращения письма на основании лишь обобщенного вариационного принци-
па типа Рейсснера рассмотрим способ получения соответствующих принципов
для теорий однослойных и многослойных тонких тел с одним малым разме-
ром при новой параметризации их областей, так как при необходимости другие
принципы могут быть выведены совершенно аналогично как при новой, так и
при других рассмотренных выше параметризациях областей этих тонких тел,
а также тонких тел с двумя малыми размерами.

5.2.1 Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера в мик-
рополярной теории тонких тел с одним малым размером при
новой параметризации области тела

Сохраняя принятые выше обозначения, рассмотрим трехмерную тонкую об-
ласть V с одним малым размером, ограниченную двумя лицевыми поверхно-

стями
(−)

S и
(+)

S и линейчатой боковой поверхностью Σ (см. рис. 1.1 в первой гла-
ве). Тогда для тонкой области обобщенный оператор типа Рейсснера (5.1.58)
представится в виде

Ř(u,φφφ,γγγ˜,κκκ˜,P˜ ,µµµ˜, (−)

u ,
(−)

φφφ ,
(−)

P˜ , (−)

µµµ˜ , (+)

u ,
(+)

φφφ ,
(+)

P˜ , (+)

µµµ˜ ) = t
V

[W̌ (γγγ˜,κκκ˜)−
−P˜ 2

⊗ (γγγ˜−∇u+C
≃
·φφφ)− µµµ˜ 2

⊗ (κκκ˜ −∇φφφ)− ρF · u− ρm ·φφφ]dV−

−
s
Σ1

m·[P˜ ·(u−u0)+µµµ˜·(φφφ−φφφ0)]dΣ−
s
Σ2

(P0 · u+ µµµ0 ·φφφ)dΣ−

−
s
(−)

S1

(−)

n ·[
(−)

P˜ ·((−)

u−(−)

u 0)+
(−)

µµµ˜ ·((−)

φφφ−
(−)

φφφ 0)]d
(−)

S −
s
(−)

S2

(
(−)

P0 ·
(−)

u+
(−)

µµµ 0 ·
(−)

φφφ )d
(−)

S−

−
s
(+)

S1

(+)

n ·[
(+)

P˜ ·((+)

u−(+)

u 0)+
(+)

µµµ˜ ·((+)

φφφ−
(+)

φφφ 0)]d
(+)

S −
s
(+)

S2

(
(+)

P0 ·
(+)

u+
(+)

µµµ 0 ·
(+)

φφφ )d
(+)

S ,

(5.2.1)

Σ = Σ1 ∪ Σ2, Σ1 ∩ Σ2 = ∅,
(−)

S =
(−)

S 1 ∪
(−)

S 2,
(−)

S 1 ∩
(−)

S 2 = ∅,
(+)

S =
(+)

S 1 ∪
(+)

S 2,
(+)

S 1 ∩
(+)

S 2 = ∅.

Из (5.2.1) аналогично (5.1.60) легко получить искомый принцип в форме

DŘ=
t
V

[(
∂W̌

∂γγγ˜ −P˜) 2
⊗δγγγ˜+(

∂W̌

∂κκκ˜ −µµµ˜) 2
⊗δκκκ˜−(γγγ˜−∇u+C

≃
·φφφ)

2
⊗δP˜−

−(κκκ˜−∇φφφ)
2
⊗δµµµ˜−(∇·P˜+ρF)·δu−(∇·µµµ˜+C

≃

2
⊗P˜+ρm)·δφφφ]dV−

−
s
Σ1

m·[δP˜ ·(u−u0)+δµµµ˜·(φφφ−φφφ0)]dΣ−

−
s
Σ2

[(m·P˜ −P0)·δu+(m·µµµ˜ − µµµ0)·δφφφ]dΣ−

−
s
(−)

S1

(−)

n ·[δ
(−)

P˜ ·((−)

u−(−)

u 0)+δ
(−)

µµµ˜ ·((−)

φφφ−
(−)

φφφ 0)]d
(−)

S− (5.2.2)

−
s
(−)

S2

[(
(−)

n ·
(−)

P˜ −
(−)

P0)·δ
(−)

u+(
(−)

n ·
(−)

µµµ˜ −
(−)

µµµ 0)·δ
(−)

φφφ )]d
(−)

S−
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−
s
(+)

S1

(+)

n ·[δ
(+)

P˜ ·((+)

u−(+)

u 0)+δ
(+)

µµµ˜ ·((+)

φφφ−
(+)

φφφ 0)]d
(+)

S−

−
s
(+)

S2

[(
(−)

n ·
(+)

P˜ −(+)

P0)·δ
(+)

u+(
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ −(+)

µµµ 0)·δ
(+)

φφφ )]d
(+)

S =0.

Отсюда, учитывая произвольность δu, δφφφ, δγγγ, δκκκ, P˜ , µµµ˜, δ(−)

u , δ
(−)

φφφ ,
(−)

P˜ ,
(−)

µµµ˜ , δ
(+)

u , δ
(+)

φφφ ,
(+)

P˜ и
(+)

µµµ˜ , получим уравнения равновесия, кинематические соотношения, кинема-
тические и статические граничные условия, т.е. трехмерную постановку задачи
для тонких тел с одним малым размером. Учитывая представления градиента и
дивергенции при рассматриваемой параметризации (необязательно при новой),
конечно, эту постановку задачи можно записать при используемой параметри-
зации. Следовательно, вначале (5.2.2) можно было записать при рассматривае-
мой параметризации, а затем из полученного соотношения выводить постанов-
ку задачи. Так как вверху были приведены постановки задач, то здесь на этом
останавливаться не будем.

Далее представим принцип (5.2.2) при новой параметризации области тон-
кого тела в моментах относительно систем полиномов Лежандра и Чебышева.

5.2.2 Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера в микро-
полярной теории тонких тел с одним малым размером в мо-
ментах при новой параметризации области тела

Прежде чем сформулировать вариационный принцип Рейсснера для теории
тонких тел, вспомним некоторые соотношения [236], связывающие входящие
в (5.2.1) и (5.2.2) геометрические характеристики при новой параметризации
области тонкого тела. Эти соотношения имеют следующий вид:

dx1dx2dx3 =
dV
√
g
=
dSdx3√
gg33

=
d

(−)

S dx3√
(−)

g g
−
3
−
3

=
d

(+)

S dx3√
(+)

g g
+
3
+
3

,

dΣmI√
g

=
d

(−)

Σ
(−)

m−
I√

(−)

g

=
d

(+)

Σ
(+)

m+
I√

(+)

g

=
dsdx3mI√

gg33
=
d

(−)

s dx3
(−)

m−
I√

(−)

g g
−
3
−
3

=
d

(+)

s dx3
(+)

m+
I√

(+)

g g
+
3
+
3

.

(5.2.3)

Заметим, что некоторые получаемые из (5.2.3) формулы были выведены
выше (см. (3.5.28) – (3.5.33)).

Представим теперь (5.2.2) в моментах относительно системы полиномов Ле-
жандра. В этой связи разложим каждый множитель подынтегральных выра-
жений объемного интеграла и интегралов по боковой грани в ряд по системе по-
линомов Лежандра и преобразуем интегралы, входящие в правую часть (5.2.2).
Видно, что из интегралов, входящих в правую часть (5.2.2), большого внимания
заслуживают преобразования интегралов вида

t
V

Q˜ 2
⊗ a˜dV, s

Σ

m ·Q˜ · bdΣ, (5.2.4)
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а остальные интегралы можно легко преобразовать. Итак, преобразуем первый

интеграл из (5.2.4). Учитывая dV =
(−)

ϑhd
(−)

Sdx3, вытекающее из первой строки
(5.2.3), получим t

V

Q˜ 2
⊗ a˜dV =

s
(−)

S

h(x′)
( 1∫

0

(−)

ϑQ˜ 2
⊗ a˜)d(−)

S . (5.2.5)

В силу соотношения

Q˜ 2
⊗

(−)

ϑ a˜ = Q˜ 2
⊗ a˜∗ = ∞∑

k=0

∞∑
m=0

(k)

Q˜ 2
⊗ (m)

a˜ ∗P ∗
k (x

3)P ∗
m(x

3), a˜∗ = (−)

ϑ a˜
и ортогональности системы полиномов Лежандра будем иметь

1∫
0

Q˜ 2
⊗

(−)

ϑ a˜dx3 = ∞∑
k=0

∞∑
m=0

(k)

Q˜ 2
⊗ (m)

a˜ ∗
1∫
0

P ∗
k (x

3)P ∗
m(x

3)dx3 =

=
∞∑
k=0

∞∑
m=0

(k)

Q˜ 2
⊗ (m)

a˜ ∗ 1√
(2k + 1)(2m+ 1)

δkm =
∞∑
k=0

1

2k + 1

(k)

Q˜ 2
⊗ (m)

a˜ ∗,

т.е.
1∫
0

Q˜ 2
⊗

(−)

ϑ a˜dx3 = ∞∑
k=0

1

2k + 1

(k)

Q˜ 2
⊗ (k)

a˜ ∗ =
∞∑
k=0

1

2k + 1

(k)

Q˜ ∗ 2
⊗ (k)

a˜ , (5.2.6)

где Q˜ ∗ =
(−)

ϑQ˜ , a˜∗ =
(−)

ϑa˜, а P ∗
k (x

3) — смещенный полином Лежандра k-ой
степени.

Учитывая (5.2.6), из (5.2.5) найдем

t
V

Q˜ 2
⊗ a˜dV =

∞∑
k=0

1

2k + 1

s
(−)

S

h(x′)
(k)

Q˜ 2
⊗ (k)

a˜ ∗d
(−)

S =
∞∑
k=0

1

2k + 1

s
(−)

S

h(x′)
(k)

Q˜ ∗ 2
⊗ (k)

a˜d(−)

S . (5.2.7)

Следует заметить, что то или иное представление объемного интеграла (5.2.7)
выбирается в зависимости от представления системы уравнений движения (рав-
новесия), которое в свою очередь определяет представления ОС и статических
граничных условий при рассматриваемой параметризации области тела.

Нетрудно видеть, что в силу соотношения второй строки (5.2.3) имеем ра-
венства

dΣm
√
g

=
d

(−)

Σ
(−)

m−
I
rI√

(−)

g

=
dsdx3m√

gg33
=
d

(−)

s dx3
(−)

m−
I
rI√

(−)

g g
−
3
−
3

,

с учетом которых второй интеграл (5.2.4) приводится к виду

s
Σ

m ·Q˜ · bdΣ =
∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)
( 1∫

0

(−)

ϑQI · bdx3
)
d

(−)

s , (5.2.8)

Очевидно, аналогично (5.2.6) находим

1∫
0

(−)

ϑQI · bdx3 =
∞∑
k=0

1

2k + 1

(k)

M(QI) ·
(k)

b∗ =
∞∑
k=0

1

2k + 1

(k)

M(
(−)

ϑQI) ·
(k)

b , b∗ =
(−)

ϑ b. (5.2.9)
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Учитывая (5.2.9), интеграл (5.2.8) можно записать в форме
s
Σ

m ·Q˜ · bdΣ =
∞∑
k=0

1

2k + 1

∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)

(k)

M(QI) ·
(k)

b∗d
(−)

s =

=
∞∑
k=0

1

2k + 1

∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)

(k)

M(
(−)

ϑQI) ·
(k)

bd
(−)

s .

(5.2.10)

Далее легко усмотреть, что
s
Σ

P˜ 0 · udΣ =
s
(−)

Σ

(dΣ/d
(−)

Σ)P˜0 · ud
(−)

Σ =
∫
(−)

L

h(x′)
( 1∫

0

(−)

ϑ a(x′, x3)P˜ 0 · udx3
)
d

(−)

s , (5.2.11)

где введено обозначение a(x′, x3) = (dΣ/d
(−)

Σ)
(−)

ϑ−1 и, кроме того, учтена выте-

кающая из второй строки (5.2.3) формула d
(−)

Σ = h(x′)d
(−)

s dx3.
В силу (5.2.8) и (5.2.11) имеем

s
Σ

(m ·P˜ −P˜0) · udΣ =
∫
(−)

L

h(x′)
( 1∫

0

(−)

ϑT(1) · udx3
)
d

(−)

s ,

s
Σ

(m · µµµ˜ − µµµ˜0) ·φφφdΣ =
∫
(−)

L

h(x′)
( 1∫

0

(−)

ϑT(2) ·φφφdx3
)
d

(−)

s ,

(5.2.12)

где введены следующие обозначения:

T(1) =
(−)

m−
I
PI − a(x′, x3)P0, T(2) =

(−)

m−
I
µµµI − a(x′, x3)µµµ0. (5.2.13)

Учитывая (5.2.6), из (5.2.12) получим
s
Σ

(m ·P˜ −P˜ 0) · udΣ =
∞∑
k=0

1

2k + 1

∫
(−)

L

h(x′)
(k)

T(1) ·
(k)

u∗d
(−)

s =

=
∞∑
k=0

1

2k + 1

∫
(−)

L

h(x′)
(k)

T∗
(1) ·

(k)

ud
(−)

s ,

s
Σ

(m · µµµ˜ − µµµ˜0) ·φφφdΣ =
∞∑
k=0

1

2k + 1

∫
(−)

L

h(x′)
(k)

T(2) ·
(k)

φφφ∗d
(−)

s =

=
∞∑
k=0

1

2k + 1

∫
(−)

L

h(x′)
(k)

T∗
(2) ·

(k)

φφφd
(−)

s ,

u∗ =
(−)

ϑ u, T∗
(1) =

(−)

ϑT(1), φφφ∗ =
(−)

ϑφφφ, T∗
(2) =

(−)

ϑT(2).

(5.2.14)

Далее в силу формул
(−)

f =
∞∑
k=0

(−1)k
(k)

f ,
(+)

f =
∞∑
k=0

(k)

f (см. (2.2.4)) поверхностные

интегралы в правой части (5.2.2) приводится к виду
s
(−)

S1

(−)

n · δ
(−)

P˜ · ((−)

u − (−)

u 0)d
(−)

S =
∞∑
k=0

(−1)k
s
(−)

S1

(−)

n · δ
(k)

P˜ · ((−)

u − (−)

u 0)d
(−)

S ,

s
(−)

S2

(
(−)

n ·
(−)

P˜ −
(−)

P˜ 0) · δ
(−)

u d
(−)

S =
∞∑
k=0

(−1)k
s
(−)

S2

(
(−)

n ·
(−)

P˜ −
(−)

P˜ 0) · δ
(k)

ud
(−)

S ,

s
(+)

S1

(+)

n · δ
(+)

P˜ · ((+)

u − (+)

u 0)d
(+)

S =
∞∑
k=0

s
(−)

S ′
1

(+)

n · δ
(k)

P˜ · ((+)

u − (+)

u 0)
(∓)

η d
(−)

S ,
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s
(+)

S2

(
(+)

n ·
(+)

P˜ −
(+)

P˜ 0) · δ
(+)

u d
(+)

S =
∞∑
k=0

s
(+)

S ′′
2

(
(+)

n ·
(+)

P˜ −
(+)

P˜ 0) · δ
(k)

u
(∓)

η d
(−)

S ,

s
(−)

S1

(−)

n · δ
(−)

µµµ˜ · (
(−)

φφφ −
(−)

φφφ 0)d
(−)

S =
∞∑
k=0

(−1)k
s
(−)

S1

(−)

n · δ
(k)

µµµ˜ · (
(−)

φφφ −
(−)

φφφ 0)d
(−)

S ,
(5.2.15)

s
(−)

S2

(
(−)

n ·
(−)

µµµ˜ −
(−)

µµµ˜ 0) · δ
(−)

φφφd
(−)

S =
∞∑
k=0

(−1)k
s
(−)

S2

(
(−)

n ·
(−)

µµµ˜ −
(−)

µµµ˜ 0) · δ
(k)

φφφd
(−)

S ,

s
(+)

S1

(+)

n · δ
(+)

µµµ˜ · (
(+)

φφφ −
(+)

φφφ 0)d
(+)

S =
∞∑
k=0

s
(−)

S ′
1

(+)

n · δ
(k)

µµµ˜ · (
(+)

φφφ −
(+)

φφφ 0)
(∓)

η d
(−)

S ,

s
(+)

S2

(
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ −
(+)

µµµ˜ 0) · δ
(+)

φφφd
(+)

S =
∞∑
k=0

s
(−)

S ′′
2

(
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ −
(+)

µµµ˜ 0) · δ
(k)

φφφ
(∓)

η d
(−)

S ,

где учтена формула

d
(+)

S =
(∓)

η d
(−)

S
((−)

η =

√
gg33/(

(−)

g g
−
3
−
3) =

(−)

ϑ

√
g33/g

−
3
−
3 ,

(∓)

η =
(−)

η
∣∣
x3=1

)
,

которая получается из первой строки (5.2.3).

Следует заметить, что части
(−)

S ′
1,

(−)

S ′′
2 поверхности

(−)

S , вообще говоря, могут

не иметь общих точек с частями
(−)

S 1,
(−)

S 2.
Вводя обозначения

S(1) = ∇ ·P˜ + ρF, S(2) = ∇ · µµµ˜ +C
≃

2
⊗P˜ + ρm (5.2.16)

и учитывая (5.2.7), (5.2.10), (5.2.13), (5.2.14) и (5.2.15), обобщенный вариаци-
онный принцип типа Рейсснера (5.2.2) в моментах представится следующим
образом:

DŘ=
∞∑
k=0

1

2k + 1

{s
(−)

S

h(x′)
{[ (k)

M˜((−)

ϑ
∂W̌

∂γγγ˜
)
−

(k)

P˜] 2
⊗δ

(k)

γγγ˜+[
(k)

M˜((−)

ϑ
∂W̌

∂κκκ˜
)
−

(k)

µµµ˜] 2
⊗δ

(k)

κκκ˜−
−[

(k)

γγγ˜−
(k)

M˜(∇u)+C
≃
·
(k)

φφφ ]
2
⊗δ

(k)

P˜ − [
(k)

κκκ˜− (k)

M˜(∇φφφ)]
2
⊗δ

(k)

µµµ˜−
(k)

S (1) ·δ
(k)

u−
(k)

S (2) ·δ
(k)

φφφ ]d
(−)

S−

−
∫

(−)

L1

h(x′)
(−)

m−
I

[ (k)

M(
(−)

ϑ δPI)·((k)u−(k)

u0)+
(k)

M(
(−)

ϑ δµµµI)·(
(k)

φφφ−
(k)

φφφ0)
]
d

(−)

s −

−
∫

(−)

L2

h(x′)
((k)
T∗

(1) ·δ
(k)

u+
(k)

T∗
(2) ·δ

(k)

φφφ
)
d

(−)

s −

−(−1)k(2k + 1)
{s

(−)

S1

(−)

n ·[δ
(k)

P˜ ·((−)

u−(−)

u 0)+δ
(k)

µµµ˜ ·((−)

φφφ−
(−)

φφφ 0)]d
(−)

S−
(5.2.17)

−
s
(−)

S2

[(
(−)

n ·
(−)

P˜ −
(−)

P0)·δ
(k)

u+(
(−)

n ·
(−)

µµµ˜ −
(−)

µµµ 0)·δ
(k)

φφφ)]
}
d

(−)

S−

−(2k + 1)
{s

(+)

S1

(+)

n ·[δ
(k)

P˜ ·((+)

u−(+)

u 0)+δ
(k)

µµµ˜ ·((−)

φφφ−
(+)

φφφ 0)]d
(+)

S−

−
s
(+)

S2

[(
(+)

n ·
(+)

P˜ −
(+)

P0)·δ
(k)

u+(
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ −
(+)

µµµ 0)·δ
(k)

φφφ)]
}}
d

(+)

S = 0,
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где, как и выше, введены следующие обозначения:
(k)

P˜ ∗ =
(k)

M˜(
(−)

ϑP˜), (k)

µµµ˜ ∗ =
(k)

M˜(
(−)

ϑµµµ˜),
(k)

S∗
(I) =

(k)

M˜(
(−)

ϑ S(I)),
(k)

T∗
(I) =

(k)

M˜(
(−)

ϑT(I)). (5.2.18)

Заметим, что последние два интеграла в (5.2.17) можно было заменить, на-
пример, аналогично последним двум интегралам в (5.2.15), однако этого делать
не стали. При желании это сделать не трудно. Хотя, в этом нет нужды. И при
дальнейшем изложении поступим аналогичным образом.

Легко усмотреть, что в силу произвольности δ
(k)

γγγ˜ , δ
(k)

κκκ˜ , δ
(k)

u˜ , δ
(k)

φφφ˜ , δ
(k)

P˜ ∗, δ
(k)

µµµ˜∗ из
(5.2.17) получим уравнения равновесия, кинематические и статические гранич-
ные условия на контуре базовой поверхности и лицевых поверхностях. Очевид-
но, число получаемых из (5.2.17) соотношений, кроме кинематических и ста-
тических граничных условий на лицевых поверхностях, бесконечно. Применяя
изложенные выше методы редукции, бесконечную систему всегда можно при-
вести к конечной.

Следует заметить, что если в (5.2.17) величины
(k)

P˜ ∗,
(k)

µµµ˜∗,
(k)

S∗
(I),

(k)

T∗
(I),

(k)

M(
(−)

ϑδPI)

и
(k)

M(
(−)

ϑδµµµI), заменить на
(k)

P˜ ,
(k)

µµµ˜ ,
(k)

S(I),
(k)

T(I),
(k)

M(δPI) и
(k)

M(δµµµI), а
(k)

γγγ˜ ,
(k)

κκκ˜ ,
(k)

u˜ ,
(k)

φφφ˜ ,
(k)

M(∇u) и
(k)

M(∇φφφ) — на
(k)

γγγ˜∗,
(k)

κκκ˜∗,
(k)

u˜∗,
(k)

φφφ˜∗,
(k)

M(
(−)

ϑ∇u) и
(k)

M(
(−)

ϑ∇φφφ) соответственно, то
получим другую форму представления обобщенного вариационного принципа
типа Рейсснера. С целью сокращения письма выписывать его не будем.

Следует отметить также, что можно было обобщенный принцип Рейсснера
(5.2.1) представить в моментах, а затем получить (5.2.17). В самом деле, посту-
пая так же, как при выводе (5.2.17), в силу (5.2.7), (5.2.10) и (5.2.15) из (5.2.1)
будем иметь

Ř(
(0)

u, ...,
(n)

u , ...,
(0)

φφφ, ...,
(n)

φφφ, ...,
(0)

γγγ , ...,
(n)

γγγ , ...,
(0)

κκκ, ...,
(n)

κκκ , ...,
(0)

P˜ , ..., (n)

P˜ , ..., (0)µµµ˜ , ..., (n)

µµµ˜ , ..., ) =
=

∞∑
k=0

Řk(
(k)

u ,
(k)

φφφ,
(k)

γγγ ,
(k)

κκκ ,
(k)

P˜ , (k)µµµ˜ ),
(5.2.19)

где введено обозначение

Řk(
(k)

u ,
(k)

φφφ,
(k)

γγγ ,
(k)

κκκ ,
(k)

P˜ , (k)µµµ˜ )= 1

2k + 1

{s
(−)

S

h(x′)
{
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(k)

γγγ˜ , (k)κκκ˜ )−
(k)

P˜ 2
⊗[

(k)

γγγ˜−
(k)

M˜(∇u)+C
≃
·
(k)

φφφ ]−

−
(k)

µµµ˜ 2
⊗[

(k)

κκκ˜− (k)

M˜(∇φφφ)]−
(k)

M˜(ρF) · (k)

u −
(k)

M˜(ρm) ·
(k)

φφφ
}
d

(−)

S−

−
∫

(−)

L1

h(x′)
(−)

m−
I

[ (k)

M(
(−)

ϑPI)·((k)u−(k)

u0)+
(k)

M(
(−)

ϑµµµI)·(
(k)

φφφ−
(k)

φφφ0)
]
d

(−)

s −

−
∫

(−)

L2

h(x′)
((k)
P∗

(0) ·
(k)

u+
(k)

µµµ ∗
(0) ·

(k)

φφφ
)
d

(−)

s −
(5.2.20)

−(−1)k(2k + 1)
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(−)
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n ·[
(k)

P˜ ·((−)

u−(−)

u 0)+
(k)

µµµ˜ ·((−)

φφφ−
(−)

φφφ 0)]d
(−)

S −
s
(−)

S2

(
(−)

P0 ·
(k)

u+
(−)

µµµ 0 ·
(k)

φφφ)d
(−)

S
}
−

−(2k + 1)
{s

(+)

S1

(+)

n ·[
(k)

P˜ ·((+)

u−(+)

u 0)+
(k)

µµµ˜ ·((−)

φφφ−
(+)

φφφ 0)]d
(+)

S −
s
(+)

S2

(
(+)

P0 ·
(k)

u+
(+)

µµµ 0 ·
(k)

φφφ)d
(+)

S
}}
,
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называемое общим членом ряда обобщенного оператора Рейсснера.
Следует заметить, что Wk(

(k)

u,
(k)

φφφ) является общим членом ряда
(0)

W ∗(
(0)

γγγ˜ , ..., (n)

γγγ˜ , ..., (0)κκκ˜ , ..., (n)

κκκ˜ , ...) = 1∫
0

(−)

ϑ W̌ (γγγ˜,κκκ˜)dx3 =
∞∑
k=0

1

2k + 1
Wk(

(k)

γγγ˜ , (k)κκκ˜ ). (5.2.21)

Заметим также, что при конкретных случаях оператор деформации и изгиба-
кручения W̌ (5.2.21) можно представить в аналогичном (5.2.6) виде (например,
в случае линейной микрополярной теории упругости W̌ является квадратичной
формой относительно γγγ˜ и κκκ˜). На рассмотрении частных случаев представления
W̌ останавливаться не будем.

Видно, что обобщенный оператор Рейсснера (5.2.19) и (5.2.21) зависят от

бесконечно многих переменных
(k)

u,
(k)

φφφ,
(k)

γγγ ,
(k)

κκκ,
(k)

P˜ и
(k)

µµµ˜ , k = 0,∞, на что указывают

многоточия в аргументах этих операторов (Řk зависит только от
(k)

γγγ ,
(k)

κκκ,
(k)

P˜ и
(k)

µµµ˜ , а
Wk — от

(k)

γγγ˜ и
(k)

κκκ˜ , однако сами
(k)

γγγ˜ и
(k)

κκκ˜ зависят от бесконечно многих переменных
(k)

u,
(k)

φφφ, k = 0,∞, так как
(k)

M˜(∇u) и
(k)

M˜(∇φφφ) содержат бесконечно много слагаемых).
Для того, чтобы получить искомый принцип из (5.2.19) надо вывести вспо-

могательное тождество. С этой целью, интегрируя (5.1.8) по объему V и при-
меняя теорему Остроградского-Гаусса, будем иметь

t
V

Q˜ 2
⊗∇adV =

v
S

n ·Q˜ · adS −
t
V

∇ ·Q˜ · adV. (5.2.22)

Применяя (5.2.22) к тонкому телу с объемом V и границей S = Σ ∪
(−)

S ∪
(+)

S ,
(−)

S =
(−)

S 1∪
(−)

S 2,
(−)

S 1∩
(−)

S 2 = ∅,
(+)

S =
(+)

S 1∪
(+)

S 2,
(+)

S 1∩
(+)

S 2 = ∅, Σ = Σ1∪Σ2, Σ1∩Σ2 = ∅,
где

(−)

S и
(+)

S — лицевые поверхности, а Σ — боковая грань и полагая, что

n
∣∣
Σ
= m, n

∣∣
x3=0

=
(−)

n , n
∣∣
x3=1

=
(+)

n , Q˜ ∣∣x3=0
=

(−)

Q˜ ,
Q˜ ∣∣x3=1

=
(+)

Q˜ , a
∣∣
x3=0

=
(−)

a , a
∣∣
x3=1

=
(+)

a ,

получим
t
V

Q˜ 2
⊗∇adV =

s
Σ

m ·Q˜ · adS +
s
(−)

S

(−)

n ·
(−)

Q˜ · (−)

a d
(−)

S+

+
s
(+)

S

(+)

n ·
(+)

Q˜ · (+)

a d
(+)

S −
t
V

∇ ·Q˜ · adV.
(5.2.23)

В силу (5.2.7), (5.2.10) и (5.2.15) из (5.2.23) с помощью простых преобразо-
ваний искомое тождество представится в виде

1

2k+1

s
(−)

S

h(x′)
(k)

Q˜ ∗ 2
⊗

(k)

M˜(∇a)d
(−)

S =
1

2k+1

∫
(−)
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h(x′)
(−)

m−
I
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M(
(−)

ϑQI) · (k)

ad
(−)

s +

+
1

2k+1

∫
(−)

L2

h(x′)
(−)

m−
I

(k)

M(
(−)

ϑQI) · (k)

ad
(−)

s +(−1)k
[ s
(−)

S1

(−)

n ·
(k)

Q˜ · (−)

a d
(−)

S +
s
(−)

S2

(−)

n ·
(−)

Q˜ · (k)

ad
(−)

S
]
+

+
s
(+)

S1

(+)

n ·
(k)

Q˜ · (+)

a d
(+)

S +
s
(+)

S2

(+)

n ·
(+)

Q˜ · (k)

ad
(+)

S − 1

2k+1

s
(−)

S

h(x′)
(k)

M(
(−)

ϑ∇ ·Q˜ ) · (k)

ad
(−)

S , k ≥ 0,

(5.2.24)
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где
(−)

L =
(−)

L1 ∪
(−)

L2 (
(−)

L1 ∩
(−)

L2 = ∅) — граница (контур) базовой поверхности
(−)

S .
Если теперь в (5.2.24) Q˜ и a сперва заменить на P˜ и δu, а затем на µµµ˜ и δφφφ

соответственно и сложить полученные тождества почленно, то с учетом

δu
∣∣
(−)

L1

= 0, δφφφ
∣∣
(−)

L1

= 0, δ
(−)

u
∣∣
(−)

S1

= 0, δ
(−)

φφφ
∣∣
(−)

S1

= 0, δ
(+)

u
∣∣
(+)

S1

= 0, δ
(+)

φφφ
∣∣
(+)

S1

= 0

получим
1

2k+1

s
(−)

S

h(x′)
[(k)
P˜ ∗ 2

⊗
(k)

M˜(∇δu) +
(k)

µµµ˜ ∗ 2
⊗

(k)

M˜(∇δφφφ)
]
d

(−)

S =

=
1

2k+1

∫
(−)

L2

h(x′)
(−)

m−
I

[ (k)

M(
(−)

ϑPI) · δ(k)u +
(k)

M(
(−)

ϑµµµI) · δ
(k)

φφφ
]
d

(−)

s +

+
s
(−)

S2

(−)

n · (
(−)

P˜ · δ(k)

u +
(−)

µµµ˜ · δ
(k)

φφφ)d
(−)

S +
s
(+)

S2

(+)

n · (
(+)

P˜ · δ(k)u +
(+)

µµµ˜ · δ
(k)

φφφ)d
(+)

S+

− 1

2k+1

s
(−)

S

h(x′)
[ (k)

M(
(−)

ϑ∇ ·P˜) · δ(k)

u +
(k)

M(
(−)

ϑ∇ · µµµ˜) · δ(k)

φφφ
]
d

(−)

S , k ≥ 0.

(5.2.25)

В силу определения дифференциала оператора и (5.2.25), а также формул

DW ∗
k (

(k)

γγγ˜ , (k)κκκ˜ , δ(k)

γγγ˜ , δ(k)

κκκ˜ ) = ∂W ∗
k

∂
(k)

γγγ˜
2
⊗ δ

(k)

γγγ˜ +
∂W ∗

k

∂
(k)

κκκ˜
2
⊗ δ

(k)

κκκ˜ ,
(k)

P˜ ∗ =
∂W ∗

k

∂
(k)

γγγ˜
=

(k)

M˜
((−)

ϑ
∂W̌

∂γγγ˜
)
,

(k)

µµµ˜ ∗ =
∂W ∗

k

∂
(k)

κκκ˜ =
(k)

M˜
((−)

ϑ
∂W̌

∂κκκ˜
)

из (5.2.19) получим (5.2.17).
Следует заметить, что не доставляет труда аналогично (5.2.17) сформу-

лировать вариационные принципы Лагранжа (5.1.40), Кастильяно (5.1.55) и
Рейсснера (5.1.62) или аналогично (5.2.19) и (5.2.20) представить лагранжи-
ан (5.1.38), кастильяниан (5.1.53) и обобщенный оператор Рейсснера (5.1.61), а
затем из них получить соответствующие вариационные принципы для теории
тонких тел.

Заметим также, что, пользуясь принципом Д’Аламбера и заменяя объемные
силу ρF и момент ρm на ρF−ρ∂2tu и ρm−J˜·∂2tφφφ соответственно, не представляет
труда сформулировать приведенные выше вариационные принципы и в том
случае, когда учитываются сила и момент инерции.

В заключении отметим, что сформулированные вариационные принципы
(или операторы Лагранжа, Кастильяно, Рейсснера), как было сказано выше,
представляются в виде рядов и содержат бесконечно много переменных

(k)

u и
(k)

φφφ, k = 0,∞. Поэтому ими пользоваться на практике не целесообразно. В этой
связи следует редуцировать их к конечным рядам, которые будут содержать
конечное число переменных. Существуют различные методы редукции [69], из
которых остановимся только на одном (упрощенном методе редукции). Этот ме-
тод редукции заключается в следующем: фиксируем некоторое неотрицатель-
ное целое число N и считаем, что все моменты

(k)

u = 0 и
(k)

φφφ = 0, если k > N . В
таком случае, конечно, векторы перемещений u и вращений φφφ представляются
в виде

uN =
N∑
k=0

(k)

u(x′)Pk(x
3), φφφN =

N∑
k=0

(k)

φφφ(x′)Pk(x
3). (5.2.26)
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Следовательно, и для тензоров деформаций и изгиба-кручения, а также для
тензоров напряжений и моментных напряжений в силу (5.2.26) будем иметь
выражения

γγγ˜N =
N∑
k=0

(k)

γγγ˜ (x′)Pk(x3), κκκ˜N =
N∑
k=0

(k)

κκκ˜ (x′)Pk(x3),
P˜N =

N∑
k=0

(k)

P˜ (x′)Pk(x3), µµµ˜N =
N∑
k=0

(k)

µµµ˜ (x′)Pk(x3),
которые содержат только моменты

(k)

u и
(k)

φφφ, если k = 0, N .
Тогда, например, вместо (5.2.19) будем иметь

Ř(uN ,φφφN) ≡ Ř(
(0)

u, ...,
(N)

u , ...,
(0)

µµµ˜ , ..., (N)

µµµ˜ ) =
N∑
k=0

Řk(
(k)

u ,
(k)

φφφ,
(k)

γγγ ,
(k)

κκκ ,
(k)

P˜ , (k)µµµ˜ ), (5.2.27)

называемый оператором типа Рейсснера приближения порядка N .
Следует заметить, что на основании (5.2.27) вариационный принцип типа

Рейснера приближения порядка N представится в виде

DŘ(uN ,φφφN) ≡ DŘ(
(0)

u, ...,
(N)

u , ...,
(0)

µµµ˜ , ..., (N)

µµµ˜ ) ≡
≡ DŘ(

(0)

u, ...,
(N)

u ,
(0)

φφφ, ...,
(N)

φφφ ,
(0)

γγγ , ...,
(N)

γγγ ,
(0)

κκκ, ...,
(N)

κκκ ,
(0)

P˜ , ..., (N)

P˜ , (0)µµµ˜ , ..., (N)

µµµ˜ ) =
=

N∑
k=0

DŘk(
(k)

u ,
(k)

φφφ,
(k)

γγγ ,
(k)

κκκ ,
(k)

P˜ , (k)µµµ˜ ).
(5.2.28)

Заметим также, что если f(x′, x3) =
∞∑
k=0

(k)

f P ∗
k (x

3), то имеет место следующие

равномерные оценки [66,69]:

|
(k)

f | ≤ Ck−3/2, |RN+1| ≤ Ck−1/2, k ≥ 1, (5.2.29)

где C — положительная постоянная, не зависящая от k, а RN+1(x
′, x3) =∑∞

k=N+1

(k)

f P ∗
k (x

3).
Учитывая (5.2.29), аналогично классическому случаю [66] нетрудно дока-

зать, что
|Ř(u,φφφ)− ŘN(uN ,φφφN)| = O(1/

√
N). (5.2.30)

Итак, оператор Рейсснера Ř(u,φφφ) приближаются операторами вида ŘN(uN ,φφφN).
Поэтому при достаточно больших N вариационный принцип (5.2.17) в силу
(5.2.30) можно заменить на (5.2.28). В случае классической теории упругих обо-
лочек для функционала энергии аналогичное (5.2.30) соотношение, приведенное
в [66] имеет вид

(
U(u)− UN(uN) = O(1/

√
N)
)
.

Из изложенного выше видно, что при формулировке вариационных прин-
ципов для теории тонких тел в моментах относительно системы полиномов
Лежандра основную роль играют соотношения (5.2.7), (5.2.10) и (5.2.15). Сле-
довательно, при применении и других систем полиномов (например, систем
полиномов Чебышева первого и второго рода) аналогичные (5.2.7), (5.2.10) и
(5.2.15) соотношения будут играть основную роль для изложения вариацион-
ных принципов в моментах относительно рассматриваемых систем полиномов.
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В этой связи, не останавливаясь на подробном изложении материала при приме-
нении систем полиномов Чебышева, ограничимся выводом аналогичных (5.2.7),
(5.2.10) и (5.2.15) соотношений для этих систем полиномов.

В первую очередь заметим, что в силу рекуррентной формулы для системы
смещенных полиномов Чебышева второго рода U ∗′

n+1(t) = 4(n+1)U ∗
n(t)+U

∗′
n−1(t)

или из определения этой системы полиномов имеем

U∗
n(t) =

1

4(n+ 1)
[U∗′

n+1(t)− U∗′
n−1(t)] =

1

2(n+ 1)
T ∗′
n+1.

Отсюда, очевидно, получим

1∫
0

U∗
n(t)dt =

1

2(n+ 1)
[1 + (−1)n],

1∫
0

Û∗
n(t)dt =

Û∗
0

2(n+ 1)
[1 + (−1)n], (5.2.31)

где ||U ∗
n||−1 = Û ∗

0 = 2/
√
π.

Далее, учитывая (см. (2.6.7) при s = 0 и подходящем выборе индексов m и
n)

Û∗
n−p(t)Û

∗
p (t) = Û∗

0 (t)
p∑
s=0

Û∗
n−2p+2s(t),

на основании второго соотношения (5.2.31) найдем

Anp ≡
1∫
0

Û∗
n−p(t)Û

∗
p (t)dt = Û∗2

0 [
p∑
s=0

1

2(n− 2p+ 2s+ 1)
][1 + (−1)n]. (5.2.32)

Аналогично (5.2.32) с помощью рекуррентного соотношения (см. (2.6.7))

22stsÛ∗
m(t)Û

∗
n(t) = Û∗

0 (t)
m∑
p=0

2s∑
q=0

Cq
2sÛ

∗
n−m−s+2p+q(t)

и второй формулы (5.2.31) находим

Asmn=
1∫
0

22stsÛ∗
m(t)Û

∗
n(t)dt =

m∑
p=0

2s∑
q=0

Û∗2
0

2(n−m−s+ 2p+ q +1)
]Cq

2s[1+(−1)n−m−s+q]. (5.2.33)

В случае системы смещенных полиномов Чебышева первого рода, используя
рекуррентное соотношение (см. третью формулу (2.3.12))

4(n2 − 1)T ∗
n(t) = (n− 1)T ∗′

n+1(t)− (n+ 1)T ∗′
n−1(t), n ≥ 1,

будем иметь

1∫
0

T ∗
n(t)dt =


0, n = 1,

1

2(n2 − 1)
[(−1)n+1 − 1], n ̸= 1, n ≥ 0.

(5.2.34)

В силу рекуррентных соотношений

2T ∗
m(t)T

∗
n(t) = T ∗

n−m(t) + T ∗
n+m(t), m ≥ n,

22stsT ∗
n(t) =

2s∑
p=0

Cp
2sT

∗
n+p−s(t), n− s ≥ 0

(5.2.35)
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нетрудно доказать, что имеет место формула

22stsT ∗
m(t)T

∗
n(t) =

2s∑
p=0

1

2
Cp

2s[T
∗
n−m+p−s(t) + T ∗

n+m+p−s(t)]. (5.2.36)

Применяя (5.2.34), из первой формулы (5.2.35) получим

Bmn =
1∫
0

T ∗
m(t)T

∗
n(t)dt =

1

2

1∫
0

[T ∗
n−m(t) + T ∗

n+m(t)]dt =

=


0, n = m+ 1,

n2 +m2 − 1

2[(n−m)2 − 1][(n+m)2 − 1]
[(−1)n+m+1 − 1], n ̸= m+ 1, n ≥ m.

(5.2.37)

Аналогично (5.2.37) в силу (5.2.34) находим

Bsp
mn =

1

2

1∫
0

[T ∗
n−m+p−s(t) + T ∗

n+m+p−s(t)]dt =

=


0, n−m = 1 + s− p, n−m ≥ 0, s ≥ 0 (p = 0, 2s);

n2 +m2 − 1− (2n− s+ p)(s− p)

2[(n−m+ p− s)2 − 1][(n+m+ p− s)2 − 1]
[(−1)n+m+p−s+1 − 1],

n−m+ p− s ̸= 1, n ≥ m, s ≥ 0.

(5.2.38)

Учитывая (5.2.38), из (5.2.36) будем иметь

Bs
mn =

1∫
0

22stsT ∗
m(t)T

∗
n(t)dt =

2s∑
p=0

Cp
2sB

sp
mn. (5.2.39)

Заметим, что Amn = A0
mn, Bmn = B0

mn = B00
mn.

Имея выведенные выше соотношения, получаемые с использованием систем
полиномов Чебышева, нетрудно получить аналогичные (5.2.7) и (5.2.10) фор-
мулы в случае применения этих систем полиномов. В самом деле, на основании
(5.2.32) аналогичное (5.2.7) равенство в случае применения системы ортонор-
мированных полиномов Чебышева второго рода представляется в виде

t
V

Q˜ 2
⊗a˜dV =

∞∑
k=0

2k∑
p=0

A2kp

s
(−)

S

h(x′)
(2k−p)

Q˜ 2
⊗(p)

a˜ ∗d
(−)

S =
∞∑
k=0

2k∑
p=0

A2kp

s
(−)

S

h(x′)
(2k−p)

Q˜ ∗ 2
⊗(p)

a˜d(−)

S , (5.2.40)

а при применении системы полиномов Чебышева первого рода в силу (5.2.37)
будем иметь

t
V

Q˜ 2
⊗a˜dV =

∞∑
k=0

k∑
p=0

(Bk−pp −Bk−ppδpk−p+1)
s
(−)

S

h(x′)
(2k−p)

Q˜ 2
⊗(p)

a˜ ∗d
(−)

S =

=
∞∑
k=0

k∑
p=0

(Bk−pp −Bk−ppδpk−p+1)
s
(−)

S

h(x′)
(2k−p)

Q˜ ∗ 2
⊗(p)

a˜d(−)

S ,

(5.2.41)

Нетрудно показать, что подобное (5.2.10) соотношение при использовании
системы ортонормированных полиномов Чебышева второго рода представляет-
ся следующим образом:

s
Σ

m ·Q˜ · bdΣ =
∞∑
k=0

2k∑
p=0

A2kp

∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)

(2k−p)

M (QI) ·
(p)

b∗d
(−)

s =

=
∞∑
k=0

2k∑
p=0

A2kp

∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)

(2k−p)

M (
(−)

ϑQI) ·
(p)

bd
(−)

s ,

(5.2.42)
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а в случае применения системы полиномов Чебышева первого рода получим

s
Σ

m ·Q˜ · bdΣ =
∞∑
k=0

k∑
p=0

(Bk−pp −Bk−ppδpk−p+1)
∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)

(k−p)

M (QI) ·
(p)

b∗d
(−)

s =

=
∞∑
k=0

k∑
p=0

(Bk−pp −Bk−ppδpk−p+1)
∫
(−)

L

h(x′)
(−)

m−
I
(x′)

(k−p)

M (
(−)

ϑQI) ·
(p)

bd
(−)

s .

(5.2.43)

Заметим, что в более общем случае следует использовать формулы (5.2.33)
и (5.2.39).

Далее если учтем значения на концах сегмента [0,1] Û ∗
k (0) = (−1)k(2/

√
π)(k+

1) и Û ∗
k (1) = (2/

√
π)(k+1) и в правых частях (5.2.15) после знака суммы поме-

стить коэффициент (2/
√
π)(k + 1) и полагать, что моменты рассматриваются

относительно этой системы полиномов, то получим аналогичные (5.2.15) соот-
ношения при применении системы ортонормированных смещенных полиномов
Чебышева второго рода.

Так как T ∗
k (0) = (−1)k и T ∗

k (1) = 1, то при использовании системы смещен-
ных полиномов Чебышева первого рода соотношения (5.2.15) останутся теми
же, при условии, что моменты следует рассматривать относительно только-что
упомянутой выше системы полиномов.

Таким образом, в виде (5.2.40) – (5.2.43) и соотношений, о выводах которых
было сказано в предыдущем абзаце, получены все обещанные выше соотноше-
ния. Остаются только выписать вариационные принципы при применении этих
систем полиномов. Их с целью сокращения письма выписывать не будем. Сле-
дует отметить, что при необходимости совершенно аналогично можно получить
вариационные принципы в моментах относительно систем полиномов Лежанд-
ра и Чебышева и при других, отличных от новой, параметризациях области
тонкого тела. На этих вопросах также останавливаться не будем.

5.3 О некоторых вариационных принципах в микрополярной теории
многослойных тонких тел

Рассматривая новую [253, 256, 283, 295, 296, 305] (или какую-нибудь) парамет-
ризацию многослойных тонких тел и имея вариационные принципы для одно-
слойных тонких тел с одним малым размером, а также межслойные контактные
условия при различных контактных условиях соседних слоев, не представляет
труда выводить вариационные принципы и для многослойных тонких тел. В
самом деле, чтобы получить какой-нибудь вариационный принцип, например,
при новой параметризации области многослойного тонкого тела достаточно в
соответствующем вариационном принципе однослойного тонкого тела корневые
буквы величин снабдить снизу индексом α, придать этому индексу значения от
1 до K, где K — число слоев, а затем просуммировать почленно полученные
соотношения, учитывая при этом межслойные контактные условия, а также
граничные условия на боковых гранях слоев и лицевых поверхностях. Ниже
получены обобщенные вариационные принципы типа Рейсснера для микропо-
лярной теории многослойных тонких тел с одним малым размером как при
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полном контакте слоев, так и при наличии зон ослабленной адгезии (ослаблен-
ного контакта).

5.3.1 Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера в мик-
рополярной теории многослойных тонких тел с одним малым
размером при полном контакте слоев

Рассмотрим многослойную трехмерную тонкую область, состоящую изK слоев,
параметризация которой осуществляется так же, как в работах [253, 256, 283,
295, 296], т.е. применяется новая параметризация. Пусть слои пронумерованы
по возрастанию, т.е. если, например, α (1 < α < K) — номер какого-нибудь
слоя, то номером предыдущего слоя будет α − 1, а номером последующего —
α + 1. Считаем, что каждый слой имеет две лицевые поверхности. Лицевую
поверхность слоя α (2 < α < K − 1) находящуюся со стороны предыдущего

слоя α − 1, назовем внутренней базовой поверхностью и обозначим через
(−)

S
α

, а
лицевую поверхность слоя α, находящуюся со стороны последующего слоя α+1,

назовем внешней базовой поверхностью и обозначим через
(+)

S
α

. Заметим, что

при α = 1 (α = K) внутренняя (внешняя) базовая поверхность обозначается

через
(−)

S
1

(
(+)

S
K

). Поверхности
(−)

S
1

и
(+)

S
K

называются еще лицевыми поверхностями

многослойного тонкого тела. Считаем, что лицевые поверхности каждого слоя
— регулярные поверхности и в случае ограниченного незамкнутого слоя его
боковая поверхность является линейчатой поверхностью.

Итак, рассматривая новую параметризацию области многослойного тонкого
тела и учитывая сказанное в начале этого раздела, в силу (5.2.1) обобщенный
оператор типа Рейсснера при полном контакте (совершенной или идеальной
адгезии) слоев можно представить в виде

Ř =
K∑
α=1

Ř
α
(u
α
,φφφ
α
, γγγ
α̃
,κκκ
α̃
,P
α̃
,µµµ
α̃
,T
α
,µµµ
α
,
(−)

u
α
,
(−)

φφφ
α
,
(−)

P
α̃
,
(−)

µµµ
α̃
,
(+)

u
α
,
(+)

φφφ
α
,
(+)

P
α̃
,
(+)

µµµ
α̃
) =

=
K∑
α=1

t
V
α

[W̌
α
(γγγ
α̃
,κκκ
α̃
)−P

α̃
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(5.3.1)
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Здесь S
α
=

(+)

S
α

=
(−)

S
α+1

— поверхность контакта слоев α и α + 1 (α = 1, K − 1),

T
α

=
(+)

T
α

= −
(−)

T
α+1

— вектор межслойных (контактных) сил, а µµµ
α
=

(+)

µµµ
α

= −
(−)

µµµ
α+1

—

вектор межслойных (контактных) моментов.
Следует отметить, что внутри каждого объема V

α
, α = 1, K варьируются

векторы перемещений и вращений, тензоры деформаций и изгиба-кручения, а

также тензоры напряжений и моментных напряжений, на Σ
α 1, α = 1, K,

(−)

S
1
1 и

(+)

S
K
1 – тензоры напряжений и моментных напряжений, на Σ

α 2, α = 1, K,
(−)

S
2

и
(+)

S
K

2 –

векторы перемещений и вращений, а на S
α

– векторы контактных перемещений
и вращений, а также векторы контактных сил и моментов.

Далее аналогично теории однослойных тонких тел введем определения:

Определение 5.3.1. Кинематической системой называются произвольные непре-
рывно дифференцируемые векторные поля u

α
(вектор перемещений слоя α) и

φφφ
α

(вектор вращения слоя α), α = 1, K, а статической системой — произволь-

ные тензорные поля P
α̃

(тензор напряжений слоя α) и µµµ
α̃

(тензор моментных

напряжений слоя α), α = 1, K (необязательно удовлетворяющие условиям сов-
местности).

Определение 5.3.2. Кинематически допустимой называется кинематическая
система, удовлетворяющая кинематическим граничным условиям

u
α

∣∣
Σ
α1

= u
α0, φφφ

α

∣∣
Σ
α1

= φφφ
α
0, (5.3.2)

а в случае динамической задачи и начальным условиям

u
α

∣∣
t=t0

= f
α1
, φφφ

α

∣∣
t=t0

= g
α
1, u̇

α

∣∣
t=t0

= f
α2
, φ̇φφ

α

∣∣
t=t0

= g
α
2, α = 1, K. (5.3.3)

Определение 5.3.3. Статически допустимой называется статическая система,
удовлетворяющая уравнениям равновесия (движения в случае динамической
задачи)

∇
α
·P
α̃
+ ρ

α
F
α
=0

(
ρ
α
dv
α
/dt
)
,

∇
α
·µµµ
α̃
+C

≃
α

2
⊗P

α̃
+ ρ

α
m
α
=0

(
J˜α ·dωωωα/dt), ωωωα = φ̇φφ

α
= dφφφ

α
/dt, α=1, K

(5.3.4)

и статическим граничным условиям

n
α
·P
α̃
= P

α 0, n·µµµ
α̃
= µµµ

α
0, α=1, K. (5.3.5)

Определение 5.3.4. Действительной кинематической и статической системой
в случае многослойного тонкого тела называется совокупность векторов пере-
мещений и вращения (u

α
и φφφ

α
, α = 1, K) и тензоров напряжений и моментных
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напряжений (P
α̃

и µµµ
α̃

, α=1, K) всех слоев многослойного тонкого тела, удовле-

творяющая уравнениям равновесия [движения] (5.3.4), кинематическим соотно-
шениям

γγγ
α̃
= ∇

α
u
α
−C

≃
α

·φφφ
α
, κκκ

α̃
= ∇

α
φφφ
α
, α=1, K, (5.3.6)

определяющим соотношениям

P
α̃
= F̌

α̃
(γγγ
α̃
,κκκ
α̃
), µµµ

α̃
= Ǧ

α̃
(γγγ
α̃
,κκκ
α̃
), α=1, K (5.3.7)

или при потенциальности операторов F̌
α̃

и Ǧ
α̃
, α=1, K определяющим соотно-

шениям в виде
P
α̃
= ∂W̌

α
/∂γγγ

α̃
, µµµ

α̃
= ∂W̌

α
/∂κκκ

α̃
, α=1, K, (5.3.8)

кинематическим (5.3.2) и статическим (5.3.5) граничным условиям [и началь-
ным условиям (5.3.3)], а также межслойным контактным условиям и граничным
условиям на лицевых поверхностях.

Здесь W̌
α̃
(γγγ
α̃

,κκκ
α̃
) — оператор (потенциал) деформации и изгиба-кручения слоя

α и если он существует, то определяющие соотношения задаются с помощью
формул (5.3.8). Заметим, что при неизотермических процессах вместо W̌

α̃
(γγγ
α̃

,κκκ
α̃
)

рассматривается свободная энергия F̌
α̃
(γγγ
α̃

,κκκ
α̃
, ϑ
α
) = W̌

α̃
(γγγ
α̃

,κκκ
α̃
)−H

α
T
α
, где H

α
— энтро-

пия, T
α

— температура, ϑ
α
= T

α
− T

α 0 — перепад температуры слоя α.

Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера для многослойного тон-
кого тела можно сформулировать в виде: из всех кинематических и статических
систем и систем, описываемых тензорами γγγ

α̃

и κκκ
α̃
, α=1, K, действительная вы-

деляется тем, что для нее оператор (5.3.1) имеет стационарное значение, т.е.
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DŘ
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(5.3.9)

В самом деле, пользуясь определением дифференциала оператора [338] и
теоремой Остроградского-Гаусса, в силу (5.3.1) и (5.3.6) аналогично (5.2.1) со-
отношение (5.3.9) представится в следующей форме:
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DŘ
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(5.3.10)
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Нетрудно заметить, что в силу произвольности вариаций δu
α
, δφφφ
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следуют уравнения равновесия (5.3.4), определяющие соотношения (5.3.8), ки-
нематические соотношения (5.3.6), кинематические (5.3.2) и статические (5.3.5)
граничные условия на боковой грани, а также кинематические и статические
граничные условия
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(5.3.11)

на лицевых поверхностях и условия на межслойных границах (условия иде-
ального контакта)
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(+)
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α
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(5.3.12)

Заметим, что, применяя соотношение (5.1.46) (преобразование Лежандра),
аналогично (5.1.61) можно получить двойственный оператору (5.3.1) обобщен-
ный оператор типа Рейсснера, а затем из него вывести двойственный принципу
(5.3.10) обобщенный принцип типа Рейсснера. На основании изложенного вы-
ше рассматривать эти вопросы, а также сформулировать другие вариационные
принципы не представляет труда. В этой связи, а также с целью сокращения
письма на них останавливаться не будем.
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5.3.2 Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера в мик-
рополярной теории многослойных тонких тел с одним малым
размером при наличии областей ослабленной адгезии

Прежде чем сформулировать этот принцип, рассмотрим некоторые вопросы,
касающиеся многослойных тонких тел при наличии областей (зон) ослаблен-
ной адгезии. Вообще говоря, если на некоторых частях межслойных границ
при деформировании многослойного тонкого тела происходит нарушение пол-
ного (идеального) контакта, то говорят, что имеем дело с многослойным тон-
ким телом с ослабленной адгезии (имеющим области ослабленной адгезии). При
наличии областей ослабленной адгезии на межфазных границах в многослой-
ном тонком теле первостепенным является вопрос о моделировании поверхности
раздела (межфазной границы). В данном направлении наметились два подхо-
да [329]. Первый — физический подход связан с учетом определенных свойств
межфазных адгезионных слоев. Впервые такой подход предложен для задач
теплопроводности в работе [351]. В дальнейшем он был обобщен на задачи ме-
ханики [355]. Второй — феноменологический подход основан на представлении
межфазной границы поверхностью нулевой толщины, разделяющей объемные
компоненты (фазы, слои) и постулировании существования скачков (разрыва)
векторов перемещений и вращения, а также векторов напряжения и моментного
напряжения в зонах ослабленной адгезии. Для этих подходов рассматриваются
следующие модели: а) модель типа скачка (в случае описания межфазной гра-
ницы поверхностью нулевой толщины); б) модель плавного перехода (наличие
межфазных слоев между взаимодействующими слоями); в) модель приведен-
ных межфазных характеристик.

В случае первых двух моделей основными параметрами являются векто-
ры взаимных перемещений и вращений смежных (соседних) слоев (фаз). При
классической теории, конечно, рассматривается только векторы взаимных пере-
мещений смежных фаз. Третья модель характеризуется введением некоторых
коэффициентов, отражающих влияние ослабленной адгезии и названных коэф-
фициентами полноты межфазного контакта. Ниже более подробно рассмотрим
модель типа скачка.

5.3.2.1 Модель типа скачка. Векторы межфазных (межслойных) пе-
ремещений и вращений. Векторы обобщенных межфазных
сил и моментов

При наличии областей ослабленной адгезии, как было сделано выше, целесооб-
разно ввести векторы межфазных (относительных) перемещений и вращений,
т.е. v

α
(x′) и ψψψ

α
(x′) соответственно, где x′ ∈ S

α 0 ⊂ S
α
, S

α 0 — область ослабленной

адгезии, α = 1, K − 1, а K — число слоев. Однако для полного описания этой
модели наряду с векторами взаимных перемещений и вращений нужно рассмат-
ривать соответствующие этим векторам параметры состояния — векторы меж-
фазных (вообще говоря, диссипативных) сил P

α
и моментов Q

α
(α = 1, K − 1) в
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областях ослабленной адгезии. Далее с целью сокращения письма индекс под
векторами межфазных перемещений, вращений, сил, моментов и величинами,
относящимися к этому подразделу, опускаем, так как все получаемые ниже со-
отношения будут справедливыми и при сохранении индекса α.

Из физических соображений сумма работ межфазных сил P и моментов Q
на соответствующих векторах взаимных перемещений v(x′) и вращений ψψψ(x′)
смежных фаз должна быть неотрицательной, т.е.

P · v +Q ·ψψψ ≥ 0 (5.3.13)

для любых векторов v и ψψψ, при условии, что хотя бы один из них отличен от
нуля.

Заметим, что если рассматривается нестационарный процесс, то вместо v и
ψψψ следует писать v̇ = ∂tv и ψ̇ψψ = ∂tψψψ соответственно.

Из (5.3.13) следует, что векторы межфазных сил P и моментов Q долж-
ны быть функциями векторов взаимных перемещений v(x′) и вращений ψψψ(x′)
смежных фаз, а также некоторых других параметров, в частности, температу-
ры, контактного давления, коэффициента трения и т.п., т.е.

P = P(v,ψψψ, ...), Q = Q(v,ψψψ, ...), (5.3.14)

где многоточие обозначает зависимость от других параметров. Очевидно, в
случае потенциальности векторов P и Q существует диссипативный потенци-
ал (оператор) χ̌(v,ψψψ) векторов взаимных перемещений v(x′) и вращений ψψψ(x′)
смежных фаз, с помощью которого P и Q определяются формулами

P =
∂χ̌

∂v
, Q =

∂χ̌

∂ψψψ
. (5.3.15)

Из (5.3.15) следует, что условия в областях ослабленной адгезии основыва-
ются на построении или выборе диссипативного оператора χ̌(v,ψψψ), выражаю-
щий механизм взаимодействия в этих областях.

Рассмотрим некоторые возможные частные случаи задания оператора χ̌(v,ψψψ),
соответствующие различным условиям взаимодействия фаз. В этой связи раз-
лагая χ̌(v,ψψψ) в ряд Тейлора в окрестности точки v = 0 и ψψψ = 0 и пренебрегая
членами, содержащими v и ψψψ выше второй степени, с учетом χ̌(0, 0) = 0 полу-
чим

χ̌(v,ψψψ) =

(
∂χ̌

∂v

)
0

· v +

(
∂χ̌

∂ψψψ

)
0

·ψψψ+

+
1

2

{(
∂2χ̌

∂v2

)
0

2
⊗vv +

[(
∂2χ̌

∂v∂ψψψ

)
0

+

(
∂2χ̌

∂ψψψ∂v

)T
0

]
2
⊗vψψψ +

(
∂2χ̌

∂ψψψ2

)
0

2
⊗ψψψψψψ

}
.

Отсюда, вводя обозначения

a=

(
∂χ̌

∂v

)
0

, b=

(
∂χ̌

∂ψψψ

)
0

, f˜=
(
∂2χ̌

∂v2

)
0

, 2g˜=
(
∂2χ̌

∂v∂ψψψ

)
0

+

(
∂2χ̌

∂ψψψ∂v

)T
0

, h˜=
(
∂2χ̌

∂ψψψ2

)
0

,

будем иметь

χ̌(v,ψψψ) = a · v + b ·ψψψ +
1

2
(f˜ 2
⊗vv + 2g˜ 2

⊗vψψψ + h˜ 2
⊗ψψψψψψ). (5.3.16)
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1. Если χ̌(v,ψψψ) = 0, то смежные фазы не взаимодействуют, что соответ-
ствует полному отсутствию сцепления. В этом случае параметрами, характе-
ризующими ослабленность межфазного контакта, являются векторы взаимных
перемещений v(x′) и вращений ψψψ(x′) смежных фаз.

2. Если χ̌(v,ψψψ) — линейная функция относительно v(x′) и ψψψ(x′), то из
(5.3.16) имеем

χ̌(v,ψψψ) = a · v + b ·ψψψ. (5.3.17)

В этом случае появляются новые параметры a и b ослабленной адгезии. В
частном случае, когда a = ass и b = bnn, где s и n — единичные векторы
касательной и нормали к межфазной поверхности, as и bn — коэффициенты,
характеризующие уровень сцепления в областях ослабленной адгезии. Заметим,
что в силу (5.3.17) из (5.3.15) находим P = a и Q = b.

3. Если χ̌(v,ψψψ) — однородная квадратичная форма относительно v(x′) и
ψψψ(x′), то из (5.3.16) получим

χ̌(v,ψψψ) =
1

2
(f˜ 2
⊗vv + 2g˜ 2

⊗vψψψ + h˜ 2
⊗ψψψψψψ). (5.3.18)

Учитывая (5.3.18), из (5.3.15) будем иметь

P = f˜ · v + g˜ ·ψψψ, Q = g˜ · v + h˜ ·ψψψ. (5.3.19)

Здесь f˜, g˜, h˜ — симметричные тензоры второго ранга, называемые тензора-
ми коэффициентов трения. Они могут зависеть от координат x1, x2, перепада
температуры, нормального составляющего предельного вектора напряжения и
других параметров. Очевидно, формулы (5.3.19) учитывают неоднородность и
анизотропию трения. Следовательно, в случае изотропного трения f˜, g˜, h˜ яв-
ляются шаровыми тензорами.

Заметим, что можно рассматривать и другие случаи представления χ̌(v,ψψψ),
на которых с целью сокращения письма останавливаться не будем. Заметим
также, что в случае многослойного тонкого тела, например, вместо (5.3.16) бу-
дем иметь

χ̌ =
K∑
α=1

χ̌
α
(v
α
,ψψψ
α
), χ̌

α
(v
α
,ψψψ
α
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α
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2
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α
ψψψ
α
). (5.3.20)

Следовательно, аналогично (5.3.20) можно представить и другие приведенные
выше соотношения. Однако, на них с целью сокращения письма останавливать-
ся не будем.

Вернемся теперь вариационному принципу при наличии областей ослаблен-
ной адгезии и сформулируем его. Нетрудно усмотреть, что в рассматриваемом
случае аналогично (5.3.1) обобщенный оператор (функционал) типа Рейсснера
будет иметь форму
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Ř
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(5.3.21)

+
K−1∑
α=1

s
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α
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α
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где S
α
= S

α
0∪S

α
(i), S

α
0∩S

α
(i) = ∅, α = 1, K − 1, S

α

0 — область ослабленной адгезии,

а S
α
(i) — область совершенной адгезии (идеального контакта).

Условие стационарности оператора (5.3.21) аналогично (5.3.10) можно пред-
ставить в виде
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Заметим, как и при получении (5.3.10), так и при выводе (5.3.22), было
использовано соотношениеt
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получаемое аналогично (5.2.23). Здесь считаем, что S
α
=
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S
α
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S
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= S
α
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(i),

α = 1, K − 1. Если S
α

0 = ∅, α = 1, K−1, то из (5.3.21) получим (5.3.1), а из

(5.3.22) вытекает (5.3.10).
Легко усмотреть, что в силу произвольности вариаций δu
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, α = 1, K − 1 из (5.3.22) получим уравнения равновесия (5.3.4), определяю-

щие соотношения (5.3.8), кинематические соотношения (5.3.6), кинематические
(5.3.2) и статические (5.3.5) граничные условия на боковой грани, кинематиче-
ские и статические граничные условия на лицевых поверхностях (5.3.11), усло-
вия идеального контакта в областях (S

α

(i), α = 1, K − 1) совершенной адгезии

(5.3.12) и условия в областях ослабленной адгезии (S
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5.3.3 Обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера в теории
многослойных тонких тел в моментах относительно систем ор-
тогональных полиномов при наличии областей ослабленной
адгезии

Имея обобщенный оператор типа Рейсснера (5.3.21) или обобщенный вариаци-
онный принцип типа Рейсснера (5.3.22), не представляет труда получить обоб-
щенный вариационный принцип типа Рейсснера в моментах относительно си-
стем ортогональных полиномов при наличии областей ослабленной адгезии. В
самом деле, учитывая (5.2.7), (5.2.10), (5.2.13), (5.2.14), (5.2.15) и (5.2.16), со-
вершенно аналогично (5.2.17) из (5.3.22) получим обобщенный вариационный
принцип типа Рейсснера в моментах, например, относительно системы полино-
мов Лежандра в следующем виде:
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s
(−)

L
α1

h
α
(x′)(

(k)

T
α
∗
(1) · δ

(k)

u
α
−

(k)

T
α
∗
(2) · δ

(k)

φφφ
α
)d

(−)

s
α2
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− (−1)k

{ s
(−)

S
1
1

(−)

n
1
·[δ

(k)

P
1̃
·((−)

u
1
−(−)

u
1
0)+δ

(k)

µµµ
1̃

·(
(−)

φφφ
1
−

(−)

φφφ
1
0)]d

(−)

S
1
1+

+
s
(−)

S
1
2

[(
(−)

n
1
·
(−)

P
1̃
−

(−)

P
1
0)·δ

(k)

u
1
+(

(−)

n
1
·
(−)

µµµ
1̃

−
(−)

µµµ
1
0)·δ

(k)

φφφ
1
]d

(−)

S
1
2

}
−

s
(+)

S
K

1

(+)

n
K
·[δ

(k)

P
K̃
·((+)

u
K
−(+)

u
K

0)+δ
(k)

µµµ
K̃

·(
(+)

φφφ
K
−

(+)

φφφ
K

0)]d
(+)

S
K
1+

+
s
(+)

S
K

2

[(
(+)

n
K
·
(+)

P
K̃

−
(+)

P
K

0)·δ
(k)

u
K
+ (

(+)

n
K
·
(+)

µµµ
K̃

−
(+)

µµµ
K

0)·δ
(k)

φφφ
K
)]d

(+)

S
K
2+

K−1∑
α=1

s
S
α
(i)

{
(
(+)

n
α
·
(+)

P
α̃
−T

α
)·δ(k)

u
α
+
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+(
(+)

n
α
·
(+)

µµµ
α̃
−µµµ
α
)·δ

(k)

φφφ
α
+(−1)k[(

(−)

n
α+1

·
(−)

P˜α+1
+T

α
)·δ (k)

u
α+1

+ (
(−)

n
α+1

·
(−)

µµµ˜α+1

+ µµµ
α
)·δ

(k)

φφφ
α+1

]
}
dS
α

(i)+

+
K−1∑
α=1

s
S
α
0

{
(
(+)

n
α
·
(+)

P
α̃
+P

α
)·δ(k)u

α
+ (

(+)

n
α
·
(+)

µµµ
α̃
+Q

α
)·δ

(k)

φφφ
α
+(−1)k[(

(−)

n
α+1

·
(−)

P˜α+1
−P

α
)·δ (k)

u
α+1

+

+(
(−)

n
α+1

·
(−)

µµµ˜α+1

−Q
α
)·δ

(k)

φφφ
α+1

]
}
dS
α

0
}
−

K−1∑
α=1

s
S
α
(i)

[(
(+)

u
α
− (−)

u
α+1

)·δT
α
+(

(+)

φφφ
α
−

(−)

φφφ
α+1

)·δµµµ
α
]dS
α

(i)−

−
K−1∑
α=1

s
S
α
0

[(∂χ̌
α
/∂v

α
−P

α
) · δv

α
+(∂χ̌

α
/∂ψψψ

α
−Q

α
) · δψψψ

α
+(v

α
− (+)

u
α
+

(−)

u
α+1

) · δP
α
+(ψψψ

α
−

(+)

φφφ
α
+

(−)

φφφ
α+1

)·δQ
α
]dS
α

0=0.

Здесь аналогично (5.2.13) и (5.2.16) введены следующие обозначения:

T
α 1 =

(−)

m
α

−
I
P
α

I − a
α
(x′, x3)P

α 0, T
α 2 =

(−)

m
α

−
I
µµµ
α

I − a
α
(x′, x3)µµµ

α
0, T

α
∗
I =

(−)

ϑT
α I
, S

α
∗
I =

(−)

ϑ S
αI
,

S
α1 = ∇

α
·P
α̃
+ ρ

α
F
α
, S

α2 = ∇
α
· µµµ
α̃
+C

≃
α

2
⊗P

α̃
+ ρ

α
m
α
, P

α̃

∗ =
(−)

ϑP
α̃
, µµµ

α̃

∗ =
(−)

ϑµµµ
α̃
.

Нетрудно заметить, что если S
α0

= ∅, α = 1, K − 1, то из (5.3.23) следует
обобщенный вариационный принцип типа Рейсснера в моментах относительно
системы полиномов Лежандра для теории многослойных тонких тел при иде-
альном контакте слоев и новой параметризации области тела. Заметим также,
что, имея (5.3.23) нетрудно получить из него двойственный ему вариационный
принцип, а также другие вариационные принципы (Лагранжа, Кастильяно) при
выполнении характерных для этих принципов условий. В этой связи на рассмот-
рении этих частных случаев останавливаться не будем. Однако, отметим, что
вопросы этой главы изложены также в [305,306].
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6 Глава. Варианты уравнений микрополярных теорий оболочек и
пластин, аналитические решения в теориях тонких тел, примеры
решения задач

6.1 К параметризации области оболочки

Рассматривается классическая параметризация [68, 69, 210] области оболочки.
Применяются обозначения, использованные в работе [265] и обычные правила
тензорного анализа [68,92,129,131,210,337]. В качестве базовой рассматривает-
ся регулярная поверхность S, относительно которой область оболочки распо-
ложена несимметрично [69]. В таком случае радиус-вектор произвольной точки
оболочки можно задать соотношением

r̂(x1, x2, x3, t) = r(x1, x2, t) + x3n(x1, x2, t), −
(−)

h (x1, x2, t) ≤ x3 ≤
(+)

h (x1, x2, t), (6.1.1)

где r(x1, x2, t) — радиус-вектор точки базовой поверхности S, которая не яв-
ляется срединной поверхностью; n(x1, x2, t) — единичный вектор нормали к
базовой поверхности S; x1, x2 — гауссовы координаты на S; x3 — поперечная

координата, h(x1, x2, t) =
(−)

h (x1, x2, t) +
(+)

h (x1, x2, t) представляет толщину обо-

лочки в точке (x1, x2) ∈ S. В дальнейшем будем предполагать, что
(−)

h (x1, x2, t)

и
(+)

h (x1, x2, t) — кусочно-гладкие неотрицательные функции координат x1, x2.

При x3 = −
(−)

h (x1, x2, t) первое соотношение (6.1.1) определяет поверхность,

которую обозначим через
(−)

S и назовем внутренней поверхностью оболочки, а

поверхность, определяемую тем же соотношением при x3 =
(+)

h (x1, x2, t) и обо-

значаемую через
(+)

S , назовем внешней поверхностью. Поверхности
(−)

S и
(+)

S еще
называются лицевыми поверхностями оболочки. Введем обозначения

(−)

r (x1, x2, t) = r̂(x1, x3,−
(−)

h , t),
(+)

r (x1, x2, t) = r̂(x1, x3,
(+)

h , t),

тогда векторные уравнения поверхностей
(−)

S и
(+)

S соответственно представятся
в виде

(−)

r (x1, x2, t)=r(x1, x2, t)−
(−)

h (x1, x2, t)n(x1, x2, t),

(+)

r (x1, x2, t)=r(x1, x2, t) +
(+)

h (x1, x2, t)n(x1, x2, t).

(6.1.2)

В дальнейшем будут рассмотрены граничные условия физического содер-
жания на лицевых поверхностях. Для этого необходимо определить единичные
векторы нормалей в точках лицевых поверхностей. Найдем выражения векто-

ров ковариантных базисов на этих поверхностях. Пусть r−
I
= ∂I

(−)

r =
∂

(−)

r

∂xI
, r+

I
=

∂I
(+)

r =
∂

(+)

r

∂xI
, тогда из (6.1.2) следуют соотношения для векторов ковариантных

базисов внутренней
(−)

S и внешней
(+)

S поверхностей

r−
I
= (gJ

I
+

(−)

h bJ
I
)rJ − ∂I

(−)

h n, r+
I
= (gJ

I
−

(+)

h bJ
I
)rJ + ∂I

(+)

h n. (6.1.3)
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При написании (6.1.3) были учтены формулы Вейнгартена nI = −bJ
I
rJ ; b

J
I

—
компоненты второго тензора b˜ поверхности S. Легко показать, что компоненты
переноса единичного тензора второго ранга gJ

Î
= r

Î
·rJ и gÎ

J
= rÎ· rJ , где r

Î
=∂I r̂,

rÎ=
√
ĝ−1ϵIJr

Ĵ
×n, представляются в виде [265]

gJ
Î
= gJ

I
− x3bJ

I
, gÎ

J
= ϑ̂−1AÎ

J
= ϑ̂−1[(1− 2Hx3)gI

J
+ x3bI

J
], (6.1.4)

AÎ
J
=ϵIKϵJLg

L

K̂
=(1−2Hx3)gI

J
+x3bI

J
, ϑ̂=

√
ĝg−1=

1

2
ϵIJϵKLg

K

Î
gL
Ĵ
=1−2Hx3+K(x3)2. (6.1.5)

Здесь
√
ĝ=(r̂

1
× r̂

2
)·n, √g=(r1×r2)·n, H =2−1I1(b˜) = 2−1(k1 + k2) — средняя

кривизна, а K = det(b˜) = k1k2 — гауссова кривизна базовой поверхности S,
k1 и k2 — главные кривизны базовой поверхности, ϵIJ и ϵKL — символы Леви-
Чивиты. В силу первого соотношения (6.1.4) имеем

gJ−
I
= gJ

Î

∣∣∣
x3=−

(−)

h
= gJ

I
+

(−)

h bJ
I
, gJ+

I
= gJ

Î

∣∣∣
x3=

(+)

h
= gJ

I
−

(+)

h bJ
I
. (6.1.6)

Далее, вводя обозначения g3−
I
= −∂I

(−)

h , g3+
I
= ∂I

(+)

h , и учитывая (6.1.6), запи-

шем соотношения (6.1.3) в краткой форме:

r−
I
= gk−

I
r
k
, r+

I
= gk+

I
r
k
, r3 = n. (6.1.7)

Теперь нетрудно найти выражения для единичных векторов нормалей
(−)

n и
(+)

n к поверхностям
(−)

S и
(+)

S , которые определяются формулами
(−)

n = −(r−
1
× r−

2
)(|r−

1
× r−

2
|)−1,

(+)

n = (r+
1
× r+

2
)(|r+

1
× r+

2
|)−1. (6.1.8)

Действительно, на основании (6.1.7) векторное произведение в числителях
(6.1.8) можно представить следующим образом:

r−
1
× r−

2
=

√
g(ϵIJϵKLg

3
−
I
gK−
J
rL +

1

2
ϵIJϵKLg

K
−
I
gL−
J
n),

r+
1
× r+

2
=

√
g(ϵIJϵKLg

3
+
I
gK+
J
rL +

1

2
ϵIJϵKLg

K
+
I
gL+
J
n).

(6.1.9)

Из второго соотношения (6.1.4) и формулы (6.1.5) находим

g
−
I
L
= gÎ

L

∣∣∣
x3=−

(−)

h
=

(−)

ϑ −1A
−
I
L
, g

+
I
L
= gÎ

L

∣∣∣
x3=

(+)

h
=

(+)

ϑ −1A
+
I
L
,

A
−
I
L
= AÎ

L

∣∣∣
x3=−

(−)

h
= ϵIJϵLKg

K
−
J
, A

+
I
L
= AÎ

L

∣∣∣
x3=

(+)

h
= ϵIJϵLKg

K
+
J
,

(−)

ϑ −1 = ϑ̂
∣∣∣
x3=−

(−)

h
=

1

2
ϵIJϵKLg

K
−
I
gL−
J
,

(+)

ϑ −1 = ϑ̂
∣∣∣
x3=

(+)

h
=

1

2
ϵIJϵKLg

K
+
I
gL+
J
.

(6.1.10)

Учитывая (6.1.10), из (6.1.9) получаем

r−
1
× r−

2
=

√
(−)

g (n− g3−
I
g

−
I
J
rJ),

√
(−)

g =
√
g

(−)

ϑ ,

r+
1
× r+

2
=

√
(+)

g (n− g3+
I
g

+
I
J
rJ),

√
(+)

g =
√
g

(+)

ϑ ,

(6.1.11)
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откуда будем иметь

|r−
1
× r−

2
| =

√
(−)

g

√
1 + g3−

I
g3−
J
g

−
I
K
g

−
J
L
gKL, |r+

1
× r+

2
| =

√
(+)

g

√
1 + g3+

I
g3+
J
g

+
I
K
g

+
J
L
gKL. (6.1.12)

В силу (6.1.11) и (6.1.12) из (6.1.8) получаем окончательные выражения для
(−)

n ,
(+)

n :
(−)

n =−(n−g3−
I
g

−
I
J
rJ)(1+g3−

I
g3−
J
g

−
I
K
g

−
J
L
gKL)−

1
2 ,

(+)

n =(n−g3+
I
g

+
I
J
rJ)(1+g3+

I
g3+
J
g

+
I
K
g

+
J
L
gKL)−

1
2 . (6.1.13)

Заметим, что подобные формулы были получены в [69].

6.2 Уравнения микрополярной теории оболочек

Эти уравнения можно получать разными способами, например из общих посту-
латов механики или из трехмерных уравнений. Воспользуемся вторым способом
аналогично тому, как это делается в [69] в случае классической теории, с тем
отличием, что в рассматриваемом случае толщина не постоянна и базовая по-
верхность не совпадает с срединной (см. также [68]).

Как известно [18, 197, 309, 455, 462], трехмерные уравнения движения мик-
рополярного деформируемого твердого тела, отнесенные к актуальной конфи-
гурации, представляются в виде

∇ ·P˜ + ρF = ρ
∂2u

∂t2
, ∇ · µµµ˜ +C

≃

2
⊗P˜ + ρm = ρJ˜ · ∂2φφφ∂t2 , (6.2.1)

а уравнения движения отнесенные к отсчетной конфигурации можно записать
в форме

◦
∇ ·

◦
P˜ +

◦
ρF =

◦
ρ
∂2u

∂t2
,

◦
∇ · ◦

µµµ˜ +
◦
C
≃

2
⊗

◦
P˜ +

◦
ρm =

◦
ρ
◦
J˜ · ∂2φφφ∂t2 . (6.2.2)

Здесь P˜ — тензор напряжений, µµµ˜ — тензор моментных напряжений,
◦
P˜=√

g/
◦
g∇◦

rT ·P˜ и
◦
µµµ˜=

√
g/

◦
g∇◦

rT ·µµµ˜ — тензоры напряжений и моментных напряже-

ний, отнесенные к отсчетной конфигурации, √g = (r1×r2)·r3,
√

◦
g = (

◦
r1×

◦
r2)·

◦
r3,

◦
∇ и ∇ — операторы Гамильтона в отсчетной и актуальной конфигурациях соот-
ветственно, ρ — плотность тела, F — массовая сила, m — массовый момент, u —
вектор перемещений,φφφ— вектор внутреннего вращения, J˜ — внутренний тензор
инерции, C

≃
— дискриминантный тензор третьего ранга. Следует заметить, что

величины, помеченные сверху кружком, относятся к отсчетной конфигурации.
Видно, что уравнения (6.2.1) и (6.2.2) имеют одинаковый вид, поэтому ни-

же в основном с целью сокращения письма рассмотрим уравнения актуальной
конфигурации (6.2.1), а соотношения, получаемые из (6.2.2), при необходимости
выпишем по аналогии или оговорим способ их получения. Нетрудно заметить,
что векторные уравнения (6.2.1) при рассматриваемой выше параметризации
можно записать следующим образом:

1
√
g
∂I(

√
gϑ̂P̂Î) + ∂3(ϑ̂P̂

3) + ρ̂ϑ̂F̂ = ρ̂ϑ̂
∂2û

∂t2
,

1
√
g
∂I(

√
gϑ̂µ̂µµÎ) + ∂3(ϑ̂µ̂µµ

3) + Ĉ
≃

2
⊗ ϑ̂P̂˜ + ρϑ̂m̂ = ϑ̂Ĵ˜ · ∂2φ̂φφ∂t2 ,

(6.2.3)
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где ∂m = ∂/∂xm, а "шапка" над величинами и индексами означает, что они
рассмотрены в произвольной точке области тонкого тела (оболочки), т.е. при
произвольном значении поперечной координаты x3 из ее промежутка измене-
ния.

Интегрируя уравнения (6.2.3) от −
(−)

h (x1, x2) до
(+)

h (x1, x2) и учитывая фор-
мулу

(+)

h∫
−

(−)

h

∂IA
K̂dx3 = ∂I

(+)

h∫
−

(−)

h

AK̂dx3 −
(+)

A
+
K∂I

(+)

h −
(−)

A
−
K∂I

(−)

h , (6.2.4)

после простых преобразований найдем
1
√
g
∂I(

√
gTI) +X(x1, x2, t) = a(x1, x2, t),

1
√
g
∂I(

√
gNI) +C

≃

2
⊗T˜ ∗ + Z(x1, x2, t) = c(x1, x2, t),

(6.2.5)

где введены следующие обозначения:

TI =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂P̂Îdx3, p(x1, x2, t) =

(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂F̂dx3, a(x1, x2, t) =

(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂
∂2û

∂t2
dx3,

X(x1, x2, t) = p(x1, x2, t) +
(+)

ϑ (
(+)

P3 − g3+
I
g

+
I
J

(+)

PJ)−
(−)

ϑ (
(−)

P3 − g3−
I
g

−
I
J

(−)

PJ),

NI =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂µ̂µµÎdx3, f(x1, x2, t) =

(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂m̂dx3, c(x1, x2, t) =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂Ĵ˜ · ∂2φ̂φφ∂t2 ,
T˜ ∗ =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂P̂dx3, Z(x1, x2, t) = f(x1, x2, t) +
(+)

ϑ (
(+)

µµµ 3 − g3+
I
g

+
I
J

(+)

µµµ J)−
(−)

ϑ (
(−)

µµµ 3 − g3−
I
g

−
I
J

(−)

µµµ J).

(6.2.6)

Умножая обе части первого уравнения (6.2.3) слева векторно на x3n и учи-
тывая равенства

x3n = rÎ − rI , rp̂ × ϑ̂P̂p̂ = Ĉ
≃

2
⊗ ϑ̂P̂˜ ,

после несложных преобразований получим
1
√
g
∂I
(√

gn× (ϑ̂P̂Îx3)
)
+ rI × (ϑ̂P̂Î)−

−Ĉ
≃

2
⊗ ϑ̂P̂˜ + n× ∂3(ϑ̂P̂

3x3) + n× (ρ̂ϑ̂F̂x3) = n× (ρ̂ϑ̂
∂2û

∂t2
x3).

(6.2.7)

Далее, интегрируя уравнение (6.2.7) от −
(−)

h до
(+)

h , в силу формулы (6.2.4)
получим еще одно искомое векторное уравнение

1
√
g
∂I(

√
gMI) + rI ×TI −C

≃

2
⊗T˜ ∗ +Y(x1, x2, t) = b(x1, x2, t), (6.2.8)

где введены следующие обозначения:

MI = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂P̂Îx3dx3, b = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂
∂2û

∂t2
x3dx3, q = n×

(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂F̂x3dx3,

Y(x1, x2, t) = q(x1, x2, t) + n×
[(+)

h
(+)

ϑ (
(+)

P3 − g3+
I
g

+
I
J

(+)

PJ)−
(−)

h
(−)

ϑ (
(−)

P3 − g3−
I
g

−
I
J

(−)

PJ)
]
.

(6.2.9)
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Нетрудно заметить, что уравнения (6.2.5) и (6.2.8) можно записать следую-
щим образом:

∇0
I T

I +X(x1, x2, t) = a(x1, x2, t),

∇0
I M

I + rI ×TI −C
≃

2
⊗T˜ ∗ +Y(x1, x2, t) = b(x1, x2, t),

∇0
I N

I +C
≃

2
⊗T˜ ∗ + Z(x1, x2, t) = c(x1, x2, t),

(6.2.10)

где ∇0
I — поверхностный оператор ковариантного дифференцирования.

Уравнения (6.2.10) являются искомыми векторными уравнениями микропо-
лярной теории оболочек. Они получены без использования каких-либо гипотез.
Следует отметить, что первые два векторных уравнения (6.2.10) представляют
уравнения классической теории оболочек.

Вводя в рассмотрение поверхностный набла оператор Гамильтона ∇0 = rI∂I ,
а также учитывая

rI ×TI +C
≃

2
⊗T˜ ∗ = rI × (TI −TI

∗)− r3 ×T3
∗,

векторные уравнения микрополярной теории оболочек (6.2.10) можно записать
в виде

∇0 ·T˜ +X(x1, x2, t) = a(x1, x2, t),

∇0 ·M˜ + rI × (TI −TI
∗)− r3 ×T3

∗ +Y(x1, x2, t) = b(x1, x2, t),

∇0 ·N˜ +C
≃

2
⊗T˜ ∗ + Z(x1, x2, t) = c(x1, x2, t),

(6.2.11)

где тензор усилий T˜ , тензор силовых моментных усилий M˜ и тензор моментных
усилий N˜ имеют представления

T˜ = rKT
K = TKlrKrl, M˜ = rKM

K =MKLrKrL, N˜ = rKN
K = NKlrKrl. (6.2.12)

Следует заметить, что T˜ и M˜ — тензоры усилий и силовых моментных уси-
лий, которые совпадают с классическими аналогами, а N˜ — тензор моментных
усилий, который определяется посредством тензора моментных напряжений.
Заметим также, что TK = TKlrl, MK = MKLrL и NK = NKlrl называют-
ся контравариантными составляющими тензоров усилий, силовых моментных
усилий и моментных усилий соответственно.

Таким образом, в рассматриваемой микрополярной теории оболочек имеем
три основных тензора (они находятся под дифференциальными операторами
в уравнениях и участвуют в граничных условиях): тензор усилий T˜ , тензор
силовых моментных усилий M˜ и тензор моментных усилий N˜ . В дальнейшем
тензоры M˜ и N˜ будем называть коротко еще тензорами моментов микрополяр-
ной теории оболочек.

6.2.1 Уравнения микрополярной теории оболочек в контравариант-
ных компонентах тензоров усилий и моментов

Учитывая
∇0
I T

I = (∇0
I T

IJ − bJI T
I3)rJ + (∇0

I T
I3 + bIJT

IJ)n, ∇0
I M

I = ∇0
I M

IJrJ + bIJM
IJn, (6.2.13)
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а также аналогичную первой формуле (6.2.13) формулу для ∇0
I N

I , уравне-
ния микрополярной теории оболочек (6.2.10) или (6.2.11) в контравариантных
компонентах тензоров усилий и моментных усилий можно представить в форме

∇0
I T

IJ − bJI T
I3 +XJ = aJ ,

∇0
I T

I3 + bIJT
IJ +X3 = a3,

∇0
I M

IJ + CJ ·
· I (T

I3 − T I3∗ + T 3I
∗ ) + Y J = bJ ,

bIJM
IJ + CIJ(T

IJ − T IJ∗ ) = 0,

∇0
I N

IJ − bJIN
I3 + CJ ·

· I (T
I3
∗ − T 3I

∗ ) + ZJ = cJ ,

∇0
I N

I3 + bIJN
IJ + CIJT

IJ
∗ + Z3 = c3,

(6.2.14)

где

CIJ=CIJ3=(rI × rJ) · n, ∇0
I T

IJ=∂IT
IJ + TKJΓIKI + T IKΓJKI , ∇0

I T
I3=∂IT

I3 + TK3ΓIKI ,

выражения для ∇0
I N

IJ и ∇0
I M

IJ аналогичны выражению для ∇0
I T

IJ , а ∇0
I M

I3

имеет такое же выражение, что ∇0
I T

I3, ΓIKL — поверхностные символы Кри-
стоффеля второго рода.

Легко видеть, что число уравнений в системе (6.2.14) равно 9, среди кото-
рых — одно недифференциальное уравнение. Нетрудно доказать, что шестое
недифференциальное уравнение из (6.2.14) являются тождеством. Таким обра-
зом, в рассматриваемой микрополярной теории оболочек в общем случае име-
ем 8 уравнений в контравариантных компонентах тензоров усилий и моментов.
Они имеют вид

∇0
I T

IJ − bJI T
I3 +XJ = aJ ,

∇0
I T

I3 + bIJT
IJ +X3 = a3,

∇0
I M

IJ + CJ ·
· I (T

I3 − T I3∗ + T 3I
∗ ) + Y J = bJ ,

∇0
I N

IJ − bJIN
I3 + CJ ·

· I (T
I3
∗ − T 3I

∗ ) + ZJ = cJ ,

∇0
I N

I3 + bIJN
IJ + CIJT

IJ
∗ + Z3 = c3.

(6.2.15)

6.2.2 Уравнения микрополярной теории оболочек класса TS в кон-
травариантных компонентах тензоров усилий и моментов

В случае оболочек класса TS (тонких и пологих) принимаются следующие ос-
новные допущения [69]:

1− k1x
3 ≈ 1, 1− k2x

3 ≈ 1, ϑ̂ ≈ 1, gÎJ ≈ gIJ , (6.2.16)

в силу которых T˜ I = T˜ I∗, а также формулы (6.2.6) и (6.2.9) получат соот-
ветствующий вид, которых с целью сокращения письма выписывать не будем.
Учитывая сказанное выше, из (6.2.15) получим следующие уравнения для мик-
рополярной теории оболочек класса TS в контравариантных компонентах тен-
зоров усилий и моментов:

∇0
I T

IJ − bJI T
I3 +XJ = aJ ,

∇0
I T

I3 + bIJT
IJ +X3 = a3,

∇0
I M

IJ + CJ ·
· IT

3I
∗ + Y J = bJ ,

∇0
I N

IJ − bJIN
I3 + CJ ·

· I (T
I3 − T 3I

∗ ) + ZJ = cJ ,

∇0
I N

I3 + bIJN
IJ + CIJT

IJ + Z3 = c3.

(6.2.17)
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6.2.3 Уравнения микрополярной теории призматических оболочек в
контравариантных компонентах тензоров усилий и моментов

В этом случае в качестве базовой поверхности можно рассматривать плоскость,
т.е. bIJ = 0 и, следовательно, условия (6.2.16) в точности выполняются. Поэтому
из (6.2.17) будем иметь следующие уравнения микрополярной теории призмати-
ческих оболочек в контравариантных компонентах тензоров усилий и моментов:

∇0
I T

IJ +XJ = aJ ,

∇0
I T

I3 +X3 = a3,

∇0
I M

IJ + CJ ·
· IT

3I
∗ + Y J = bJ ,

∇0
I N

IJ + CJ ·
· I (T

I3 − T 3I
∗ ) + ZJ = cJ ,

∇0
I N

I3 + CIJT
IJ + Z3 = c3.

(6.2.18)

Следует заметить, что из полученных выше уравнений соответствующие
уравнения для отсчетной конфигурации получаются, если входящие в них ве-
личины помечать сверху кружком так, как это сделано в (6.2.2). В этой связи
с целью сокращения письма выписывать их не будем. Однако, следует отме-
тить, что выбор типа параметризации (классическая, новая, при произвольной
базовой поверхности и др.) области тонкого тела зависит от выбора исходной
конфигурации. Другими словами, если в качестве исходной выбрана отсчетная
конфигурация, то параметризация (из перечисленных выше) области тонкого
тела можно выбрать произвольно, а параметризация актуальной конфигура-
ции уже определяется деформацией тела и наоборот, если в качестве исходной
выбрана актуальная конфигурация, то параметризация области тонкого тела
можно выбрать произвольно, а параметризация отсчетной конфигурации уже
определяется деформацией тела [252,258].

Отметим также, что X и Y в уравнениях (6.2.11) выражаются через неиз-

вестные
(−)

Pm и
(+)

Pn, а Z через неизвестные
(−)

µµµm и
(+)

µµµ n (см. соответствующие
формулы (6.2.6) и (6.2.9)). Для их отыскания аналогично классическому слу-
чаю [69,273] воспользуемся граничными условиями физического содержания

(−)

n ·
(−)

P˜ =
(−)

P(x1, x2, t),
(+)

n ·
(+)

P˜ =
(+)

P(x1, x2, t),
(−)

n ·
(−)

µµµ˜ =
(−)

µµµ (x1, x2, t),
(+)

n ·
(+)

µµµ˜ =
(+)

µµµ (x1, x2, t),
(6.2.19)

где
(−)

P(x1, x2, t) и
(+)

P(x1, x2, t) — заданные векторы напряжения внешних сил, а
(−)

µµµ (x1, x2, t) и
(+)

µµµ (x1, x2, t) — заданные векторы моментного напряжения внешних

моментов на внутренней
(−)

S и внешней
(+)

S поверхностях соответственно. В силу
(6.1.13) из (6.2.19) получаем

(−)

P3−g3−
I
g

−
I
J

(−)

PJ=−
√
1+g3−

I
g3−
J
g

−
I
K
g

−
J
L
gKL

(−)

P ,
(+)

P3−g3+
I
g

+
I
J

(+)

PJ=

√
1+g3+

I
g3+
J
g

+
I
K
g

+
J
L
gKL

(+)

P ,

(−)

µµµ 3−g3−
I
g

−
I
J

(−)

µµµ J=−
√
1+g3−

I
g3−
J
g

−
I
K
g

−
J
L
gKL

(−)

µµµ ,
(+)

µµµ 3−g3+
I
g

+
I
J

(+)

µµµ J=

√
1+g3+

I
g3+
J
g

+
I
K
g

+
J
L
gKL

(+)

µµµ .

(6.2.20)
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Учитывая (6.2.20), из соответствующих соотношений (6.2.6) и (6.2.9) нахо-
дим

X(x1, x2, t) = p(x1, x2, t) +
(−)

C (x1, x2, t)
(−)

P(x1, x2, t) +
(+)

C (x1, x2, t)
(+)

P(x1, x2, t),

Y(x1, x2, t) = q(x1, x2, t) +
(−)

C (x1, x2, t)
(−)

h
(−)

n ×
(−)

P(x1, x2, t) +
(+)

C (x1, x2, t)
(+)

h
(+)

n ×
(+)

P ,

Z(x1, x2, t) = f(x1, x2, t) +
(−)

C (x1, x2, t)
(−)

µµµ (x1, x2, t) +
(+)

C (x1, x2, t)
(+)

µµµ (x1, x2, t).

(6.2.21)

Здесь введены следующие обозначения:
(−)

C (x1, x2, t) =
(−)

ϑ

√
1 + g3−

I
g3−
J
g

−
I
K
g

−
J
L
gKL,

(+)

C (x1, x2, t) =
(+)

ϑ

√
1 + g3+

I
g3+
J
g

+
I
K
g

+
J
L
gKL.

Уравнения (6.2.11), в которых X и Y определяются с помощью (6.2.21),
представляют уравнения микрополярной теории оболочек в актуальной конфи-
гурации с учетом заданных объемных нагрузок и нагрузок на лицевых поверх-
ностях. Аналогично приведенным выше уравнениям можно получить и уравне-
ния в отсчетной конфигурации.

6.3 Вектор усилия (усилие) и векторы моментных усилий. О гра-
ничных условиях микрополярной теории оболочек

Основная гипотеза теории оболочек заключается в том, что вместо точечно-
го нахождения непрерывных полей векторов напряжения и моментного напря-
жения в оболочке на поперечных площадках определяют их главные векторы
(непрерывных полей векторов напряжения и моментного напряжения) и глав-
ный момент поля вектора напряжения. Таким образом, предполагается, что
оболочка представляет в достаточной мере жесткую механическую систему, по-
этому если на всякой поперечной площадке систему действующих на нее непре-
рывно распределенных сил и моментов заменить статически эквивалентной си-
лой и парой (момент этой пары — сумма главного момента распределенных сил
и результирующего момента распределенных моментов), то этим существенно
не исказится картина напряженно-деформированного состояния оболочки.

Пусть l̂ — орт тангенциальной нормали дуги dŝ координатной поверхности
Ŝ: x3 = const. Обозначим через Σl линейчатую поверхность, образованную нор-
малями к S (базовой поверхности), проходящими через dŝ. Соответствующую
dŝ на базовой поверхности S дугу обозначим ds, а орт тангенциальной нормали
к ней через l. Нетрудно заметить, что

dΣ̂l̂ l̂ = dΣ̂̂Σ̂Σl̂ = dr̂× ndx3 = rÎ × dxIndx3 =
√
ĝϵIJr

ÎdxJdx3,

dΣll = dΣΣΣl =
√
gϵIJr

IdxJdx3, dΣ̂l̂ = |dΣ̂̂Σ̂Σl̂| = |dr̂× n|dx3 = dŝdx3, dΣl = dsdx3.
(6.3.1)

Умножая обе части первого равенства (6.3.1) на rK̂ скалярно, а второго равен-
ства на rK , получим

dΣ̂l̂ l̂Î =
√
ĝϵIJdx

Jdx3, dΣllI =
√
gϵIJdx

Jdx3. (6.3.2)

На основании последних двух формул (6.3.1) и (6.3.2) находим

dΣ̂l̂ l̂Î
dΣllI

=
dŝl̂Î
dslI

=
√
ĝg−1 = ϑ̂ = (1− k1x

3)(1− k2x
3). (6.3.3)
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Пусть P̂(l̂) и N̂(l̂) — векторы напряжения и моментного напряжения, действу-
ющие на площадку dΣ̂l̂ = dŝdx3 с нормалью l̂ в некоторой точке (x1, x2, x3) ∈
dΣ̂l̂. Очевидно, имеем формулы

P̂(l̂) = l̂ · P̂˜ = l̂ÎP̂
Î , P(l) = l ·P˜ = lIP

I , N̂(l̂) = l̂ · N̂˜ = l̂ÎN̂
Î , N(l) = l ·N˜ = lIN

I , (6.3.4)

где, конечно, P̂˜ и N̂˜ — тензоры напряжений и моментных напряжений в точке
(x1, x2, x3), а P˜ = P̂˜ |x3=0 и N˜ = N̂˜ |x3=0.

Введем в рассмотрение главный вектор (усилие) и главный момент распре-
деленных сил напряжений, а также главный (результирующий) момент распре-
деленных пар, действующих на Σl:

T(l)ds =

(+)

h∫
−

(−)

h

P̂(l̂)dŝdx
3 =

(+)

h∫
−

(−)

h

P̂(l̂)dΣ̂l̂,

M(l)ds = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

P̂(l̂)x
3dŝdx3 = n×

(+)

h∫
−

(−)

h

P̂(l̂)x
3dΣ̂l̂,

N(l)ds =

(+)

h∫
−

(−)

h

µ̂µµ(l̂)dŝdx
3 =

(+)

h∫
−

(−)

h

µ̂µµ(l̂)dΣ̂l̂.

(6.3.5)

Тогда в силу соответствующих обозначений (6.2.6) и (6.2.9), а также с учетом
(6.3.3) и (6.3.4) из (6.3.5) находим

T(l)ds =

(+)

h∫
−

(−)

h

l̂ÎP̂
Îdŝdx3 =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂lIP̂
Îdsdx3 = dslI

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂P̂Îdx3 = dslIT
I = dsl ·T˜ ,

M(l)ds = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

l̂ÎP̂
Îx3dŝdx3 = n×

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂lIP̂
Îx3dsdx3 = lIM

Ids = dsl ·M˜,

N(l)ds =

(+)

h∫
−

(−)

h

l̂Îµ̂µµ
Îdŝdx3 =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂lIµ̂µµ
Îdsdx3 = dslIN

I = dsl ·N˜ .
Отсюда, очевидно, имеем аналогичные (6.3.4) формулы

T(l) = l ·T˜ = lIT
I , M(l) = l ·M˜ = lIM

I , N(l) = l ·N˜ = lIN
I . (6.3.6)

Векторы T(l), M(l) и N(l) коротко назовем векторами усилия, силового момент-
ного усилия и моментного усилия, а тензоры T˜ , M˜ и N˜ тензорами усилий, сило-
вых моментных усилий и моментных усилий соответственно. Легко видеть, что
компоненты тензоров усилий, силовых моментных усилий и моментных усилий
имеют вид

T Ik =
h∫

−h
ϑ̂gÎ

J
P̂ Ikdx3, M IL =

h∫
−h
ϑ̂gÎ

J
C ·L
K ·P̂

JKx3dx3, N Ik =
h∫

−h
ϑ̂gÎ

J
µ̂Ikdx3. (6.3.7)

Из (6.3.7) видно, что тензор усилий имеет шесть компонент, тензор силовых
моментных усилий четыре, а тензор моментных усилий шесть.
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Учитывая, что в линиях кривизны имеем соотношения

ϑ̂ = (1− k1x
3)(1− k2x

3), gβα = 0, α ̸= β, g1̂
1
= (1− k1x

3)−1, g1̂
1
= (1− k2x

3)−1,

контравариантные составляющие тензоров усилий, силовых моментных усилий
и моментных усилий в линиях кривизны представляютая в форме 1

Tα = Tαkr
k
=

h∫
−h

[gαα − (k2g
α
1 + k1g

α
2 )x

3]P̂αdx3,

Mα =MαJrJ =
h∫

−h
[gαα − (k2g

α
1 + k1g

α
2 )x

3]C ·L
K ·P̂

αKx3dx3rL,

Nα = Nαkr
k
=

h∫
−h

[gαα − (k2g
α
1 + k1g

α
2 )x

3]µ̂µµαdx3, ⟨α = 1, 2⟩.

Очевидно, вектор усилия (усилие) T(l) и векторы силового моментного уси-
лия M(l) и моментного усилия N(l) (или короче моменты) представляют векто-
ры, рассчитанные на единицу длины. Пусть s — орт касательной дуги ds. Пред-
положим, что орты l, s, n составляют триэдр правой ориентации т.е. n× l = s,
l×s = n, s×n = l. Тогда усилие T(l) и моменты M(l) и N(l) можно представить
в виде
T(l) = T(ll)l+ T(ls)s+ T(ln)n, M(l) =M(ll)l+M(ls)s, N(l) = N(ll)l+N(ls)s+N(ln)n. (6.3.8)

Из (6.3.8) видно, что усилие T(l) имеет три компоненты: T(ll) — нормальное
усилие, T(ls) — касательное усилие и T(ln) — поперечное касательное усилие,
которое еще называется перерезывающей силой. Силовой момент M(l) имеет две
компоненты: M(ll) — силовой крутящий момент, M(ls) — силовой изгибающий
момент. Момент N(l) имеет три компоненты: N(ll) — крутящий момент, N(ls) —
изгибающий момент, N(ln) — поперечный крутящий момент.

Таким образом, непрерывно распределенные на поперечной площадке Σl
с нормалью l (l — тангенциальная нормаль к дуги ds базовой поверхности)
система сил напряжений и система пар (моментов) статически эквивалентны
совокупности усилия T(l) и моментов M(l) и N(l). При построениях теории обо-
лочек принимают допущение, что задание совокупности усилия T(l) и моментов
M(l) и N(l) на каждой поперечной площадке Σl, как уже отмечалось выше, с
вполне достаточной точностью дает картину распределения сил напряжений и
пар (моментов) в оболочке. Поэтому основной задачей теории оболочек счи-
тается определение усилия сил напряжений, моментов сил напряжений и пар,
действующих на поперечных площадках. Эти величины имеют важный меха-
нический смысл. Если мы нагружаем боковые поверхности оболочки поверх-
ностными силами и парами (моментами), то практически мы прилагаем к от-
дельным участкам поверхности статически эквивалентные им суммарные силы
и моменты (главные векторы) – усилия и моменты. Поэтому, естественно, вме-
сто непрерывного распределения напряжений и пар отыскать соответствующие
им усилия и моменты. Другими словами, в рассматриваемой микрополярной
теории оболочек в каждой фиксированной точке (x1, x2) базовой поверхности
S и для всякого касательного орта l в этой точке следует определить восемь
величин: T(ll) — нормальное усилие, T(ls) — касательное усилие и T(ln) — попе-
речное касательное усилие (перерезывающую силу), M(ll) — силовой крутящий

1Запись ⟨α = 1, 2⟩ означает, что нет суммирования по α.
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момент, M(ls) — силовой изгибающий момент, N(ll) — крутящий момент, N(ls)

— изгибающий момент, N(ln) — поперечный крутящий момент. Следовательно,
граничные условия на контуре Γ базовой поверхности S в силу формул (6.3.8)
представляются в виде

l ·T˜ = T(l) = T(ll)l+ T(ls)s+ T(ln)n = f ,

l ·M˜ = M(l) =M(ll)l+M(ls)s = g,

l ·N˜ = N(l) = N(ll)l+N(ls)s+N(ln)n = h,

(6.3.9)

где l — тангенциальная нормаль к контуру Γ базовой поверхности S, а f , g и
h выражаются через заданные на контуре Γ функции.

Из сказанного выше видно, что по уравнениям рассматриваемой микропо-
лярной теории оболочек (пластин) можно определить не более восьми неизвест-
ных функций, так как в общем случае имеем восемь независимых уравнений
относительно контравариантных компонент тензоров усилий и моментов (см.
уравнения (6.2.15) – (6.2.18)) и восемь граничных условий (6.3.9). Для замы-
кания, например, системы уравнений (6.2.15) с граничными условиями (6.3.9)
следует конкретизировать среду и рассматривать соответствующие определяю-
щие соотношения, содержащие не более восьми неизвестных функций. Другими
словами, для математически корректной постановки краевых задач в микро-
полярной теории оболочек (пластин) число неизвестных функций не должно
больше восьми (максимальное число неизвестных функций зависит от числа
уравнений относительно контравариантных компонент тензоров усилий и мо-
ментов). Следовательно, для решения этой проблемы аналогично классическо-
му случаю можно сформулировать подходящие кинематические или статиче-
ские гипотезы, или и те и другие [18, 373–377, 460, 462] таким образом, что
число неизвестных функций в определяющих соотношениях не превосходило
восьми. Хотя, используя метод классических ортогональных полиномов (или
какой-нибудь аналитический метод), можно обойтись без гипотез и построить
такие теории тонких тел (а не оболочек), в которых число системы уравнений
и, следовательно, число неизвестных функций могут быть значительно больше
восьми (см. III и IV главы), что вполне естественно при нынешнем развитии
вычислительной техники.

6.4 Уравнения расширенной микрополярной теории оболочек

Уравнения микрополярной теории оболочек (6.2.10) и (6.2.15) были получены
без учета моментов второго порядка. Здесь получим уравнения микрополярной
теории оболочек с учетом моментов второго порядка. С этой целью, умножая
обе части второго уравнения (6.2.3) слева векторно на x3n и учитывая равенства

x3n = rÎ − rI , rp̂ × ϑ̂µ̂µµp̂ = Ĉ
≃

2

⊗ ϑ̂µ̂µµ˜, n×Ĉ
≃

2

⊗P̂˜ = (P̂ I3 − P̂ 3I)rI ,

после несложных преобразований получим
1
√
g
∂I
(√

gn× (ϑ̂µ̂µµÎx3)
)
+ rI × (ϑ̂µ̂µµÎ)− Ĉ

≃

2

⊗ ϑ̂µ̂µµ˜ + n× ∂3(ϑ̂µ̂µµ
3x3)+

+x3ϑ̂(P̂ I3 − P̂ 3I)rI + n× (ρ̂ϑ̂m̂x3) = n× (ϑ̂Ĵ˜ · ∂2φ̂φφ∂t2 x3).
(6.4.1)
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Далее, интегрируя уравнение (6.4.1) от −
(−)

h до
(+)

h , в силу формулы (6.2.4)
будем иметь

1
√
g
∂I(

√
gRI) + rI ×NI −C

≃

2
⊗N˜ ∗ + (M I3

∗ −M3I
∗ )rI +H(x1, x2, t) = d(x1, x2, t), (6.4.2)

где введены следующие обозначения:

RI = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂µ̂µµÎx3dx3, N˜ ∗ =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂µ̂µµ˜I3x3dx3, M I3
∗ =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂P̂ I3x3dx3

M3I
∗ =

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂P̂ 3Ix3dx3, d = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

(ϑ̂Ĵ˜ · ∂2φ̂φφ∂t2 x3)dx3,
H(x1, x2, t) = n×

[(+)

h
(+)

ϑ (
(+)

µµµ 3 − g3+
I
g

+
I
J

(+)

µµµ J)−
(−)

h
(−)

ϑ (
(−)

µµµ 3 − g3−
I
g

−
I
J

(−)

µµµ J) +

(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂m̂x3dx3
]
.

Нетрудно видеть, что уравнение (6.4.2) можно записать в виде

∇0
I R

I + rI ×NI −C
≃

2
⊗N˜ ∗ + (M I3

∗ −M3I
∗ )rI +H(x1, x2, t) = d(x1, x2, t). (6.4.3)

Учитывая
rI ×NI −C

≃

2
⊗N˜ ∗ = rI × (NI −NI

∗)− r3 ×N3
∗,

уравнение (6.4.3) можно представить в форме

∇0 ·R˜ + rI × (NI −NI
∗)− r3 ×N3

∗ + (M I3
∗ −M3I

∗ )rI +H(x1, x2, t) = d(x1, x2, t), (6.4.4)

где R˜ = rKR
K = RKLrKrL назовем тензором моментов второго порядка.

Уравнения (6.2.11) вместе с уравнением (6.4.4) составляют векторные урав-
нения расширенной микрополярной теории оболочек.

Следует заметить, что в расширенной микрополярной теории оболочек ана-
логично второй формуле (6.3.5) надо вводить в рассмотрение момент (момент-
ное усилие) второго порядка R(l), определяемый формулой

R(l)ds = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

l̂Îµ̂µµ
Îx3dŝdx3 = n×

(+)

h∫
−

(−)

h

ϑ̂lIµ̂µµ
Îx3dsdx3 = lIR

Ids = dsl ·R˜ (R(l) = l ·R˜ ),
который, конечно, рассчитан на единицу длины. Тогда, естественно, к гранич-
ным условиям (6.3.9) надо добавить еще следующее граничное условие:

l ·R˜ = R(l) = R(ll)l+R(ls)s = t, (6.4.5)

где R(ll) — крутящий момент второго порядка, R(ls) — изгибающий момент
второго порядка, а t определяется с помощью заданной функции.

Таким образом, в расширенной микрополярной теории оболочек имеем че-
тыре основных тензора (они находятся под дифференциальными операторами



290

в уравнениях и участвуют в граничных условиях): тензор усилий T˜ , тензор си-
ловых моментных усилий M˜, тензор моментных усилий N˜ и тензор моментных
усилий второго порядка R˜ = rIR

I =RIJrIrJ . В дальнейшем тензоры M˜, N˜ и
R˜ будем называть коротко тензорами моментов расширенной микрополярной
теории оболочек.

Нетрудно заметить, что вектор H в (6.4.4) аналогично (6.2.21) можно пред-
ставить в виде

H = n×
(+)

h∫
−

(−)

h

ρ̂ϑ̂m̂x3dx3 +
(−)

C (x1, x2, t)
(−)

h
(−)

n ×
(−)

µµµ (x1, x2, t) +
(+)

C (x1, x2, t)
(+)

h
(+)

n ×
(+)

µµµ . (6.4.6)

Легко усмотреть, что (6.4.4) в компонентах можно представить следующим
образом:

∇0
I
RIJ + CJ ·

· I (N
I3 −N I3

∗ +N3I
∗ ) +M I3

∗ −M3I
∗ +HJ = dJ ,

bIJR
IJ + CIJ(N

IJ −N IJ
∗ ) = 0,

(6.4.7)

где последнее недифференциальное уравнение аналогично шестому недиффе-
ренциальному уравнению (6.2.14) является тождеством.

6.4.1 Уравнения расширенной микрополярной теории оболочек в
контравариантных компонентах тензоров усилий и моментов

Если к системе уравнений (6.2.15) добавить первое соотношение (6.4.7), то по-
лучим искомые уравнения в виде

∇0
I T

IJ − bJI T
I3 +XJ = aJ ,

∇0
I T

I3 + bIJT
IJ +X3 = a3,

∇0
I M

IJ + CJ ·
· I (T

I3 − T I3∗ + T 3I
∗ ) + Y J = bJ ,

∇0
I N

IJ − bJIN
I3 + CJ ·

· I (T
I3
∗ − T 3I

∗ ) + ZJ = cJ ,

∇0
I N

I3 + bIJN
IJ + CIJT

IJ
∗ + Z3 = c3,

∇0
I R

IJ + CJ ·
· I (N

I3 −N I3
∗ +N3I

∗ ) +M I3
∗ −M3I

∗ +HJ = dJ .

(6.4.8)

На основании (6.4.8) аналогично (6.2.17) и (6.2.18) при необходимости легко
получить уравнения расширенных микрополярных теорий оболочек класса TS
и призматических оболочек. Поэтому с целью сокращения письма выписывать
их не будем.

Из (6.4.8) видно, что в расширенной микрополярной теории оболочек (пла-
стин) в общем случае имеем 10 уравнений в контравариантных компонентах
тензоров усилий и моментов и 10 граничных условий (см. (6.3.9) и (6.4.5)). По-
этому в этой теории оболочек (пластин) в общем случае можно определить
не более десяти неизвестных функций. Следовательно, для замыкания систе-
мы уравнений (6.4.8) с граничными условиями (6.3.9) и (6.4.5) следует конкре-
тизировать среду и рассматривать соответствующие определяющие соотноше-
ния, содержащие не более десяти неизвестных функций. Другими словами, для
математически корректной постановки краевых задач в расширенной микро-
полярной теории оболочек (пластин) число неизвестных функций не должно
больше десяти (максимальное число неизвестных функций зависит от числа
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уравнений относительно контравариантных компонент тензоров усилий и мо-
ментов). С целью решения этой проблемы, как было сказано выше в случае
микрополярной теории оболочек (пластин), аналогично классическому случаю
можно сформулировать подходящие кинематические или статические гипоте-
зы, или и те и другие так, что число неизвестных функций не было больше
десяти. Хотя, используя метод классических ортогональных полиномов (или
какой-нибудь аналитический метод), можно обойтись без гипотез и построить
такие теории тонких тел (а не оболочек), в которых число системы уравнений
и, следовательно, число неизвестных функций могут быть значительно больше
десяти (см. выше III и IV главы, а также [305,306]), что вполне естественно при
нынешнем развитии вычислительной техники.

Ниже в отличие от микрополярной теории оболочек более подробно рас-
смотрим некоторые вопросы из классической моментной теории оболочек.

6.5 Некоторые вопросы классической моментной теории оболочек

6.5.1 Усилия и моменты. Тензор усилий и тензор моментов

В классической теории оболочек принимается гипотеза о том, что вместо то-
чечного определения непрерывного поля напряжений в оболочке достаточно
определить их результирующие и пары. Так как предполагается, что оболоч-
ка представляет в достаточной мере жесткую механическую систему, то, ес-
ли на всякой поперечной площадке систему действующих на нее непрерывно
распределенных сил заменить статически эквивалентной силой и парой, этим
существенно не исказится картина напряженно-деформированного состояния
оболочки.

Пусть l̂ — орт тангенциальной нормали дуги dŝ координатной поверхности
Ŝ: x3 = const. Обозначим через Σl линейчатую поверхность, образованную нор-
малями к S (базовой поверхности), проходящими через dŝ. Соответствующую
dŝ на базовой поверхности S дугу обозначим ds, а орт тангенциальной нормали
к ней через l. Тогда, нетрудно заметить, что имеют место формулы (6.3.1) –
(6.3.3).

Пусть P̂(l̂) — вектор напряжения, действующий на площадку dΣ̂l̂ = dŝdx3 с
нормалью l̂ в некоторой точке (x1, x2, x3) ∈ dΣ̂l̂. Тогда имеем (см. первые две
формулы (6.3.4))

P̂(l̂) = l̂ · P̂˜ = l̂ÎP̂
Î , P(l) = l ·P˜ = lIP

I , (6.5.1)

где, конечно, P̂˜ — тензор напряжений в точке (x1, x2, x3), а P˜ = P̂˜ |x3=0.
Введем в рассмотрение усилие и момент сил напряжений

T(l)ds =
h∫

−h
P̂(l̂)dŝdx

3 =
h∫

−h
P̂(l̂)dΣ̂l̂, M(l)ds = n×

h∫
−h

P̂(l̂)x
3dŝdx3 = n×

h∫
−h

P̂(l̂)x
3dΣ̂l̂. (6.5.2)

действующих на Σl, а также тензор усилий T˜ и тензор моментных усилий M˜,
для которых аналогично (6.5.1) имеют место формулы (см. первые две формулы
(6.3.5) и (6.3.6))

T(l)ds = l ·T˜ = lIT
I , M(l)ds = l ·M˜ = lIM

I . (6.5.3)
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Нетрудно видеть, что в силу (6.3.3), (6.5.1) и (6.5.3) из (6.5.2) имеем

lIT
Ids =

h∫
−h
l̂ÎP̂

Îdŝdx3 =
h∫

−h
ϑ̂lIP̂

Îdsdx3, lIM
Ids = n×

h∫
−h
l̂ÎP̂

Îx3dŝdx3 = n×
h∫

−h
ϑ̂lIP̂

Îx3dsdx3.

Отсюда, очевидно, находим

TI =
h∫

−h
ϑ̂P̂Îdx3 =

h∫
−h
ϑ̂gÎ

J
P̂Idx3, MI = n×

h∫
−h
ϑ̂P̂Îx3dx3 = n×

h∫
−h
ϑ̂gÎ

J
P̂Ix3dx3, (6.5.4)

где TI и MI называются контравариантными составляющими тензоров усилий
и моментных усилий. Заметим, что

n× P̂J = n× rKP̂
JK = CKLr

LP̂ JK = C ·L
K ·rLP̂

JK .

Учитывая последнее равенство, второе соотношение (6.5.4) можно представить
в виде

MI = n×
h∫

−h
ϑ̂P̂Îx3dx3 =

h∫
−h
ϑ̂gÎ

J
C ·L
K ·P̂

JKrLx
3dx3. (6.5.5)

Из первой формулы (6.5.4) и (6.5.5) видно, что тензор усилий и тензор момент-
ных усилий представляются в виде

T˜ = rIT
I = T IkrIrk, M˜ = rIM

I =M IKrIrK , (6.5.6)

где в силу первой формулы (6.5.4) и (6.5.5) компоненты тензоров усилий и
моментных усилий имеют вид

T Ik =
h∫

−h
ϑ̂gÎ

J
P̂ Ikdx3, M IL =

h∫
−h
ϑ̂gÎ

J
C ·L
K ·P̂

JKx3dx3. (6.5.7)

Из (6.5.7) видно, что тензор усилий имеет шесть компонент, а тензор момент-
ных усилий четыре.

Теперь с целью сокращения письма

TI =
h∫

−h
ϑ̂gÎ

J
P̂Idx3, MI =

h∫
−h
ϑ̂gÎ

J
C ·L
K ·P̂

JKrLx
3dx3 (6.5.8)

представим в линиях кривизны. В этом случае имеем

ϑ̂ = (1− k1x
3)(1− k2x

3), gβα = 0, α ̸= β, g1̂
1
= (1− k1x

3)−1, g1̂
1
= (1− k2x

3)−1, (6.5.9)

поэтому формулы (6.5.8) представятся в виде

Tα =
h∫

−h
ϑ̂gα̂αP̂

αdx3, Mα =
h∫

−h
ϑ̂gα̂αC

·L
K ·P̂

αKx3dx3rL. (6.5.10)

В силу (6.5.9) из формулы (6.5.10), очевидно, имеем

T1 =
h∫

−h
ϑ̂g1̂

1
P̂1dx3 =

h∫
−h

(1− k2x
3)P̂1dx3, T2 =

h∫
−h
ϑ̂g2̂

2
P̂2dx3 =

h∫
−h

(1− k1x
3)P̂2dx3,

M1 =
h∫

−h
(1− k2x

3)C ·L
K ·P̂

1Kx3dx3rL, M2 =
h∫

−h
(1− k1x

3)C ·L
K ·P̂

2Kx3dx3rL.
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Таким образом, в линиях кривизны Tα и Mα имеют выражения

Tα = Tαkr
k
=

h∫
−h

[gαα − (k2g
α
1 + k1g

α
2 )x

3]P̂αdx3,

Mα =MαJrJ =
h∫

−h
[gαα − (k2g

α
1 + k1g

α
2 )x

3]C ·L
K ·P̂

αKx3dx3rL.

(6.5.11)

Очевидно, усилие (вектор усилия) T(l) и момент (вектор моментного усилия)
M(l) представляют векторы, рассчитанные на единицу длины. Пусть s — орт
касательной дуги ds. Предположим, что орты l, s, n составляют триэдр правой
ориентации, т.е.

n× l = s, l× s = n, s× n = l.

Тогда усилие T(l) и момент M(l) можно представить в виде

T(l) = T(ll)l+ T(ls)s+ T(ln)n, (6.5.12)

M(l) =M(ll)l+M(ls)s. (6.5.13)

Таким образом, усилие T(l) имеет три компоненты: T(ll) — нормальное уси-
лие, T(ls) — касательное усилие и T(ln) — поперечное касательное усилие, которое
еще называется перерезывающей силой. Момент M(l) имеет две компоненты:
M(ll) — крутящий момент, M(ls) — изгибающий момент.

Непрерывно распределенная на поперечной площадке Σl с нормалью l (l
— тангенциальная нормаль к дуги ds серединной поверхности) система сил на-
пряжений статически эквивалентна совокупности усилия T(l) и момента M(l). В
классических построениях теории оболочек принимают допущение, что задание
совокупности усилия T(l) и момента M(l) на каждой поперечной площадке Σl,
как уже отмечалось выше, с вполне достаточной точностью дает картину рас-
пределения напряжений в оболочке. Поэтому основной задачей классической
теории оболочек считается определение усилий и моментов сил напряжений,
действующих на поперечных площадках. Эти величины имеют важный меха-
нический смысл. Если мы нагружаем боковые поверхности оболочки поверх-
ностными силами, то практически мы прилагаем к отдельным участкам по-
верхности статически эквивалентные им суммарные силы – усилия и моменты.
Поэтому, естественно, вместо непрерывного распределения напряжений отыс-
кать их результирующие и моменты.

Далее сравним теорию приближения порядка N = 1 с классической момент-
ной теорией. В этом случае тензор напряжений представляется в виде

P̂˜ ≈
(0)

P˜ +
x3

h

(1)

P˜ (6.5.14)

и, следовательно, относительно компонент тензоров
(0)

P˜ и
(1)

P˜ имеем в отличие
от классической теории (см. ниже (6.5.76)) шесть уравнений и шесть гранич-
ных условий (выписывать их не будем, см. III и IV главы, а также постановки
задачи), с помощью которых можно определить не более шести неизвестных
функций.
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Далее в первую очередь найдем выражения для P(l) – вектора напряжения

на площадке Σl через T(l), M(l),
(0)

P˜ и
(1)

P˜ . Нетрудно заметить, что в силу (6.3.3)
и (6.5.1) из (6.5.2) имеем

T(l)=
h∫

−h
ϑ̂lIP̂

Îdx3 =
h∫

−h
ϑ̂lIg

Î
J
P̂Jdx3,

M(l)=n×
h∫

−h
ϑ̂lIP̂

Îx3dx3 = n×
h∫

−h
ϑ̂lIg

Î
J
P̂Jx3ddx3.

(6.5.15)

Учитывая, что

gÎ
J
= ϑ̂−1AÎ

J
, AÎ

J
= (1− 2Hx3)gI

J
+ x3bIJ , 2H = bI

I
, (6.5.16)

формулы (6.5.15) можно представить в виде

T(l) =
h∫

−h
lIA

Î
J
P̂Jdx3, M(l) = n×

h∫
−h
lIA

Î
J
P̂Jx3ddx3. (6.5.17)

В силу (6.5.14) и второй формулы (6.5.16), из (6.5.17) для T(l) и M(l) после
простых вычислений получим следующие выражения

T(l)=2hlI
(0)

PI +
2

3
h2(bI

J
− 2HgI

J
)lI

(1)

PJ ,

M(l)=
2

3
h3(bI

J
− 2HgI

J
)lIn×

(0)

PJ +
2

3
h2lIn×

(1)

PI .

(6.5.18)

Учитывая (6.5.3), из (6.5.18) найдем

2h
(0)

PI +
2

3
h2(bI

J
− 2HgI

J
)
(1)

PJ = TI ,
2

3
h3(bI

J
− 2HgI

J
)n×

(0)

PJ +
2

3
h2n×

(1)

PI = MI . (6.5.19)

С целью сокращения письма введем обозначение

aI
J
=

2

3
h2(bI

J
− 2HgI

J
). (6.5.20)

Тогда в силу (6.5.20) соотношения (6.5.19) можно записать в форме

2h
(0)

PI + aI
J

(1)

PJ = TI , haI
J
n×

(0)

PJ +
2

3
h2n×

(1)

PI = MI . (6.5.21)

В виде (6.5.21) получили систему уравнений для определения
(0)

PI и
(1)

PI . Най-
дем их. С этой целью умножим первое уравнение (6.5.21) слева на n векторно.
Очевидно, получим

2hn×
(0)

PI + aI
J
n×

(1)

PJ = n×TI . (6.5.22)

Определим из (6.5.22) выражение n×
(0)

PI . Имеем

n×
(0)

PJ =
1

2h
n×TJ − 1

2h
aJ
K
n×

(1)

PK . (6.5.23)

Учитывая (6.5.23), из второго уравнения (6.5.21) найдем(2
3
h2gI

J
− 1

2
aI
J
aJ
K

)
n×

(1)

PK = MI − 1

2
aI
J
n×

(1)

TJ . (6.5.24)
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Теперь уравнение (6.5.22) умножим на (2/3)h2, а во втором уравнений (6.5.21)
сперва заменим индексы I, J на J,K соответственно, а затем полученное со-
отношение умножим на aI

J
с последующим суммированием по J . В результате

получим

4

3
h3n×

(0)

PI +
2

3
h2aI

J
n×

(1)

PJ =
2

3
h2n×TI , haI

J
aJ
K
n×

(0)

PK +
2

3
h2aI

J
n×

(1)

PJ = aI
J
MJ . (6.5.25)

Вычитая из первого уравнения (6.5.25) второе, будем иметь

(
4

3
h3gI

K
− haI

J
aJ
K
)n×

(0)

PK =
2

3
h2n×TI − aI

J
MJ . (6.5.26)

Запишем (6.5.24) и (6.5.26) в виде

(
4

3
h2gI

K
− aI

J
aJ
K
)n×

(0)

PK =
2

3
hn×TI − 1

h
aI
J
MJ ,

(4
3
h2gI

J
− aI

J
aJ
K

)
n×

(1)

PK = 2MI − aI
J
n×

(1)

TJ .

(6.5.27)
Первое соотношение (6.5.27) представляет систему уравнений относительно

n×
(0)

PK , а второе относительно n×
(1)

PK . Однако мы хотим найти
(0)

PK и
(1)

PK . С
этой целью вернемся к уравнениям (6.5.21). Второе уравнение (6.5.21) умножим
слева векторно на n (n× (n× a) = n(n · a)− a). Нетрудно заметить, что имеем

haI
J

(0)

PJ +
2

3
h2

(1)

PI = haI
J
n(n ·

(0)

PJ) +
2

3
h2n(n ·

(1)

PI)− n×MI . (6.5.28)

Соотношение (6.5.28) вместе с первым соотношением (6.5.21) образуют систему

2h
(0)

PI + aI
J

(1)

PJ = TI , haI
J

(0)

PJ +
2

3
h2

(1)

PI = haI
J
n(n ·

(0)

PJ) +
2

3
h2n(n ·

(1)

PI)− n×MI . (6.5.29)

Решим (6.5.29) относительно
(0)

PI и
(1)

PI . Поступим так же, как при получении
(6.5.27). В первом уравнении (6.5.29) заменим индексы I и J на J и K соот-
ветственно, а затем полученное соотношение поделим на 2 и умножим на aI

J
с

последующим суммированием по J . Будем иметь

haI
J

(0)

PJ +
1

2
aI
J
aJ
K

(1)

PK =
1

2
aI
J
TJ . (6.5.30)

Вычитая (6.5.30) почленно из второго соотношения (6.5.29), после простых
выкладок получим(4

3
h2gI

K
− aI

J
aJ
K

)(1)

PK = 2haI
J
n(n ·

(0)

PJ) +
4

3
h2n(n ·

(1)

PI)− 2n×MI − aI
J
TJ . (6.5.31)

Найдя отсюда
(1)

PI , из первого соотношения (6.5.29) найдем
(0)

PI . Нам нужно,

вообще говоря, найти
(0)

Pl и
(1)

Pk для того, чтобы определить P˜ (P˜ =
(0)

P˜+(x3/h)
(1)

P˜),

а затем P(l) = l ·P˜ . Хотя, P(l) = l ·P˜ = lIP
I , поэтому достаточно нахождение

(0)

PI

и
(1)

PI . Решим системы (6.5.27). С целью сокращения письма введем обозначения

bI =
2

3
hn×TI − 1

h
aI
J
MJ , cI = 2MI − aI

J
n×

(1)

TJ . (6.5.32)
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Тогда уравнения (6.5.27) можно записать в виде

(
4

3
h2gI

K
− aI

J
aJ
K
)n×

(0)

PK = bI ,
(4
3
h2gI

J
− aI

J
aJ
K

)
n×

(1)

PK = cI . (6.5.33)

Запишем первую систему (6.5.33) в развернутом в виде. Имеем(4
3
h2 − a1

J
aJ
1

)
n×

(0)

P1 − a1
J
aJ
2
n×

(0)

P2 = b1, −a2
J
aJ
1
n×

(0)

P1 +
(4
3
h2 − a2

J
aJ
2

)
n×

(0)

P2 = b2. (6.5.34)

Заметим, что в силу (6.5.20) имеем

a1
1
= −2

3
h2b2

2
, a2

2
= −2

3
h2b1

1
, a1

2
=

2

3
h2b1

2
, a2

1
=

2

3
h2b2

1
. (6.5.35)

Тогда после простых вычислений получим

a1
J
aJ
1
=

4

9
h4[(b2

2
)2 + b2

1
b1
2
], a1

J
aJ
2
= −4

9
h4b1

2
(b1

1
+ b2

2
),

a2
J
aJ
2
=

4

9
h4[(b1

1
)2 + b2

1
b1
2
], a2

J
aJ
1
= −4

9
h4b2

1
(b1

1
+ b2

2
).

(6.5.36)

Легко вычислить главный детерминант системы (6.5.34). В самом деле, после
простых вычислений находим

∆ =
16

9
h4[1− 1

3
h2(k21 + k22) +

1

9
h4k21k

2
2] =

16

9
h4{1− 1

3
h2[4I21 (b˜)− 2detb˜] + 1

9
h4(detb˜)2}.

(6.5.37)
Нетрудно вычислить и вспомогательные детерминанты. Они имеют выражения

∆∆∆1 =
4

3
h2{1− 1

3
h2[(b1

1
)2 + b2

1
b1
2
]}b1 − 4

9
h4b1

2
(b1

1
+ b2

2
)b2,

∆∆∆2 = −4

9
h4b2

1
(b1

1
+ b2

2
)b1 +

4

3
h2{1− 1

3
h2[(b2

2
)2 + b2

1
b1
2
]}b2.

(6.5.38)

Очевидно, в линиях кривизны (6.5.38) представятся в виде

∆∆∆1 =
4

3
h2(1− 1

3
h2k21)b

1, ∆∆∆2 =
4

3
h2(1− 1

3
h2k22)b

2. (6.5.39)

Заметим, что (6.5.37) можно еще представить следующим образом:

∆ =
16

9
h4[1− 1

3
h2(k21 + k22) +

1

9
h4k21k

2
2] =

16

9
h4(1− 1

3
h2k21)(1−

1

3
h2k22). (6.5.40)

На основании (6.5.39) и (6.5.40) решение системы (6.5.33) ((6.5.34)) имеет вид

n×
(0)

P1 =
∆∆∆1

∆
=
[4
3
h2(1− 1

3
h2k22)

]−1

b1, n×
(0)

P2 =
∆∆∆2

∆
=
[4
3
h2(1− 1

3
h2k21)

]−1

b2. (6.5.41)

Нетрудно заметить, что решение второй системы (6.5.33) получим из (6.5.41)

если bI и
(0)

PI заменим на cI и
(1)

PI соответственно. т.е. имеем

n×
(1)

P1 =
[4
3
h2(1− 1

3
h2k22)

]−1

c1, n×
(1)

P2 =
[4
3
h2(1− 1

3
h2k21)

]−1

c2. (6.5.42)



297

Теперь решим систему (6.5.31). Вводя обозначение

dI = 2haI
J
n(n ·

(0)

PJ) +
4

3
h2n(n ·

(1)

PI)− 2n×MI − aI
J
TJ , (6.5.43)

систему (6.5.31) можно записать в виде(4
3
h2gI

K
− aI

J
aJ
K

)(1)

PK = dI . (6.5.44)

Очевидно, (6.5.44) решается аналогично (6.5.33) и решение, конечно, имеет
аналогичный (6.5.41) (6.5.42) вид, т.е. имеем

(1)

P1 =
[4
3
h2(1− 1

3
h2k22)

]−1

d1,
(1)

P2 =
[4
3
h2(1− 1

3
h2k21)

]−1

d2. (6.5.45)

Заметим, что в силу (6.5.35) из (6.5.43) находим

d1 = −4

3
h3k2n(n ·

(0)

P1) +
4

3
h2n(n ·

(1)

P1)− 2n×M1 +
2

3
h2k2T

1,

d2 = −4

3
h3k1n(n ·

(0)

P2) +
4

3
h2n(n ·

(1)

P2)− 2n×M2 +
2

3
h2k1T

2.

(6.5.46)

Теперь из первого соотношения (6.5.29) найдем
(0)

PI . Очевидно, имеем
(0)

P1=− 1

2h
a1
1

(1)

P1+
1

2h
T1=

1

3h
k2

(1)

P1+
1

2h
T1,

(0)

P2=− 1

2h
a2
2

(2)

P1+
1

2h
T2=

1

3h
k1

(1)

P2+
1

2h
T2. (6.5.47)

Далее по формулам (6.5.45) на основании (6.5.46) найдем выражения для
(1)

PI , а затем по формулам (6.5.47) можно найти выражения для
(0)

PI . Нетрудно

заметить, что для
(1)

PI имеем соотношения
(1)

P1=
[4
3
h2(1− 1

3
h2k22)

]−1[
− 4

3
h3k2n(n ·

(0)

P1)+
4

3
h2n(n ·

(1)

P1)−2n×M1+
2

3
h2k2T

1
]
,

(1)

P2=
[4
3
h2(1− 1

3
h2k21)

]−1[
− 4

3
h3k1n(n ·

(0)

P2)+
4

3
h2n(n ·

(1)

P2)−2n×M2+
2

3
h2k1T

2
]
.

(6.5.48)

Учитывая (6.5.48), из (6.5.47) для
(0)

PI получим следующие выражения:
(0)

P1=
1

3
hk2

[4
3
h2(1− 1

3
h2k22)

]−1[
− 4

3
h3k2n(n ·

(0)

P1) +
4

3
h2n(n ·

(1)

P1)− 2n×M1 +
2

3
h2k2T

1
]
+

1

2h
T1,

(0)

P2=
1

3
hk1

[4
3
h2(1− 1

3
h2k21)

]−1[
− 4

3
h3k1n(n ·

(0)

P2) +
4

3
h2n(n ·

(1)

P2)− 2n×M2 +
2

3
h2k1T

2
]
+

1

2h
T2.

Нетрудно заметить, что последние два соотношения и (6.5.48) можно предста-
вить в виде

(0)

P1=
1

3
hk2

(
1− 1

3
h2k22

)−1[
− hk2n(n ·

(0)

P1) + n(n ·
(1)

P1)
]
+

+
k2
2h

(
1− 1

3
h2k22

)−1

M1 × n+
1

2h

[
1 +

h2k22
3

(
1− 1

3
h2k22

)−1]
T1,

(0)

P2=
1

3
hk1

(
1− 1

3
h2k21

)−1[
− hk1n(n ·

(0)

P2) + n(n ·
(1)

P2)
]
+

+
k1
2h

(
1− 1

3
h2k21

)−1

M2 × n+
1

2h

[
1 +

h2k21
3

(
1− 1

3
h2k21

)−1]
T2,

(1)

P1=
(
1− 1

3
h2k22

)−1[
− hk2n(n ·

(0)

P1) + n(n ·
(1)

P1) +
3

2h2
M1 × n+

k2
2
T1
]
,

(1)

P2=
(
1− 1

3
h2k21

)−1[
− hk1n(n ·

(0)

P2) + n(n ·
(1)

P2) +
3

2h2
M2 × n+

k1
2
T2
]
.

(6.5.49)



298

Теперь вспомним, что мы хотим найти выражение для вектора напряжения
P(l). Заметим, что в силу (6.5.1) и (6.5.14) для P(l) имеем соотношение

P̂(l) ≈ lI
(0)

PI +
x3

h
lI

(1)

PI . (6.5.50)

Учитывая (6.5.49), из (6.5.50) получим

P̂(l) ≈
1

2h

{[
1+(k22h

2+x3k2)
(
1− 1

3
h2k22

)−1]
T1l1 +

[
1+(k21h

2+x3k1)
(
1− 1

3
h2k21

)−1]
T2l2

}
+

+
( k2
2h

+
3x3

2h3

)(
1− 1

3
h2k22

)−1

l1M
1 × n+

( k1
2h

+
3x3

2h3

)(
1− 1

3
h2k21

)−1

l2M
2 × n+

+
{(1

3
hk2 +

x3

h

)(
1− 1

3
h2k22

)−1[
− hk2(n ·

(0)

P1) + (n ·
(1)

P1)
]
l1+

+
(1
3
hk1 +

x3

h

)(
1− 1

3
h2k21

)−1[
− hk1(n ·

(0)

P2) + (n ·
(1)

P2)
]
l2

}
n.

(6.5.51)
Отсюда в свою очередь получаем

P̂1 ≈ 1

2h

[
1+(k22h

2+x3k2)
(
1− 1

3
h2k22

)−1]
T1 +

( k2
2h

+
3x3

2h3

)(
1− 1

3
h2k22

)−1

M1 × n+

+
(1
3
hk2 +

x3

h

)(
1− 1

3
h2k22

)−1[
− hk2(n ·

(0)

P1) + (n ·
(1)

P1)
]
n,

P̂2 ≈ 1

2h

[
1+(k21h

2+x3k1)
(
1− 1

3
h2k21

)−1]
T2 +

( k1
2h

+
3x3

2h3

)(
1− 1

3
h2k21

)−1

M2 × n+

+
(1
3
hk1 +

x3

h

)(
1− 1

3
h2k21

)−1[
− hk1(n ·

(0)

P2) + (n ·
(1)

P2)
]
n.

(6.5.52)

Нетрудно заметить, что пренебрегая членами, содержащими кривизны в квад-
рате, из (6.5.51) и (6.5.52) будем иметь

P̂(l) ≈
1

2h

[
(1 + x3k2)T

1l1 + (1 + x3k1)T
2l2

]
+
( k2
2h

+
3x3

2h3

)
l1M

1 × n+

+
( k1
2h

+
3x3

2h3

)
l2M

2 × n+
{(1

3
hk2 +

x3

h

)[
− hk2(n ·

(0)

P1) + (n ·
(1)

P1)
]
l1+

+
(1
3
hk1 +

x3

h

)[
− hk1(n ·

(0)

P2) + (n ·
(1)

P2)
]
l2

}
n,

P̂1≈ 1

2h
(1+x3k2)T

1+
( k2
2h

+
3x3

2h3

)
M1 × n+

(1
3
hk2+

x3

h

)[
− hk2(n ·

(0)

P1)+(n ·
(1)

P1)
]
n,

P̂2≈ 1

2h
(1+x3k1)T

2+
( k1
2h

+
3x3

2h3

)
M2 × n+

(1
3
hk1+

x3

h

)[
− hk1(n ·

(0)

P2)+(n ·
(1)

P2)
]
n.

(6.5.53)

Если в (6.5.53) пренебрегаем членами, которые в качестве множителя содержат
кривизны (для оболочек класса TS (1− k1x

3 ≈ 1, 1− k2x
3 ≈ 1)), то получим

P̂(l) ≈
1

2h
T(l) +

3x3

2h3
M(l) × n+

x3

h
(l ·

(1)

P · n)n,

P̂I ≈ 1

2h
TI +

3x3

2h3
MI × n+

x3

h
(n ·

(1)

PI)n.

(6.5.54)

Легко усмотреть, что в случае оболочек класса TS можно предположить, что
aIJ ≈ 0 и из (6.5.29) получим следующие уравнения:

2h
(0)

PI = TI ,
2

3
h2

(1)

PI =
2

3
h2n(n ·

(1)

PI)− n×MI .
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Отсюда, очевидно, имеем
(0)

PI =
1

2h
TI ,

(1)

PI =
3

2h2
MI × n+ (n ·

(1)

PI)n. (6.5.55)

Умножая каждое соотношение из (6.5.55) на lI с последующим суммированием
по I, получим

(0)

P(l) =
1

2h
T(l),

(1)

P(l) =
3

2h2
M(l) × n+ (l ·

(1)

P˜ · n)n. (6.5.56)

Умножая (6.5.14) скалярно на l для теории приближения порядка N = 1,
получим

P̂(l) ≈
(0)

P(l) +
x3

h

(1)

P(l). (6.5.57)

Очевидно, (6.5.57) можно было написать и на основании соотношения (6.5.50).
Учитывая (6.5.56), из (6.5.57) получим первое равенство (6.5.54).

Следует заметить,что в отличие от классического случая в первом соотно-
шении (6.5.54) присутствует последнее слагаемое. Такое приближение близко
к реальной картине, особенно для тонких упругих оболочек. Из первого со-
отношения (6.5.54) следует, что в классической моментной теории величиной
(1)

P ln = l ·
(1)

P ·n пренебрегают, считая ее нулем. Это означает, что поперечные ка-
сательные напряжения, т.е. перерезывающие силы, незначительно изменяются
при изменении точки приложения силы в поперечном направлении. В теории
приближения порядка N = 1 не делаем такого рода допущения и, следователь-

но, не пренебрегаем силами
(1)

P ln, выражающимися приближенно формулой
(1)

P ln ≈ h(∂3P̂(ln))|x3=0. (6.5.58)

Заметим, что для оболочек класса TS в силу второго соотношения (6.5.16)
AÎ
J
≈ gI

J
и из формул (6.5.17) получаем

T(l) =
h∫

−h
lIP̂

Idx3 =
h∫

−h
l · P̂˜ Idx3 = h∫

−h
P̂(l)dx

3,

M(l) = n×
h∫

−h
lIP̂

Ix3dx3 = n×
h∫

−h
P̂(l)x

3dx3.

(6.5.59)

Учитывая (6.5.57), из (6.5.59) найдем

T(l) =
h∫

−h
P̂(l)dx

3 = 2h
(0)

P(l), M(l) = n×
h∫

−h
P̂(l)x

3dx3 =
2h2

3
n×

(1)

P(l). (6.5.60)

Так как
(k)

P(l) =
(k)

P (ll)l+
(k)

P (ls)s+
(k)

P (ln)n, k = 0, 1, (6.5.61)

то из (6.5.60) получим

T(ll)=2h
(0)

P (ll), T(ls)=2h
(0)

P (ls), T(ln)=2h
(0)

P (ln), M(ll)=−2h2

3

(1)

P (ll), M(ls)=−2h2

3

(1)

P (ls), (6.5.62)

где
(0)

P (ls) =
1

2h

h∫
−h
P̂(ln)(x

1, x2, x3)Pk(
x3

h
)dx3,

(k)

P (ll) =
2k + 1

2h

h∫
−h
P̂(ll)(x

1, x2, x3)Pk(
x3

h
)dx3,

(k)

P (ls) =
2k + 1

2h

h∫
−h
P̂(ls)(x

1, x2, x3)Pk(
x3

h
)dx3, k = 0, 1.

(6.5.63)
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Таким образом, определение усилий и моментов сил напряжений равносиль-
но определению трех моментов нулевого порядка (нормальной, касательной и
поперечной составляющих вектора напряжения P̂(l)) и двух моментов перво-
го порядка (нормальной и касательной составляющих P̂(l)). Момент первого
порядка поперечной составляющей вектора напряжения P̂(l) не участвует в вы-
ражениях для T(l) и M(l).

Таким образом, в моментной теории оболочек должны определить в каждой
фиксированной точке (x1, x2) серединой поверхности S и для всякого танген-
циального касательного орта l в этой точке пять величин: нормальное усилие
T(ll), касательное усилие T(ls), поперечное касательное усилие (перерезывающую
силу) T(ln), изгибающий момент M(ls) и крутящий момент M(ll), которые дей-
ствуют на дугу ds, ортогональную орту l. Определение усилий и моментов,

очевидно, равносильно определению пяти моментов
(0)

P (ll),
(0)

P (ls),
(0)

P (ln),
(1)

P (ls) и
(1)

P (ll) компонент тензора напряжений. В моментной теории оболочек определе-

ние момента первого порядка
(1)

P (ln) поперечного касательного напряжения не
требуется. Теперь ясно, что вариант теории оболочек, соответствующий при-
ближению порядка N = 1, несколько шире классической моментной теории.
Кроме тех пяти величин, которые нужно определить в моментной теории на
каждой поперечной площадке Σl, в теории приближения порядка N = 1 опре-

деляется вдобавок величина
(1)

P (ln), выражающая изменение поперечного каса-
тельного напряжения в поперечном направлении. Следует заметить. что эта
величина, вообще говоря, особенно для тонких оболочек, имеет незначитель-
ную величину и пренебрежение ею не может существенно исказить картину
напряженно-деформированного состояния оболочки. Но тем не менее ее сохра-
нение в системе уравнений иногда имеет смысл, так как ее наличие позволяет
построить непротиворечивую теорию оболочек, основанную на линейном отно-
сительно скалярной координаты x3 приближения. Эти построения отличаются
от классической моментной теории тем, что на границе приходится задавать
вместо естественных для моментной теории оболочек пяти условий – нормаль-
ного и касательного усилий, перерезывающей силы, изгибающего и крутящего
моментов, которые по совокупности статически эквивалентны заданию систе-
мы сил напряжений, действующей на соответствующую граничную площадку,

еще шестое условие – значение величины
(1)

P (ln).

6.5.2 Расщепляющая пара сил

Как было сказано выше, рассмотрение силы
(1)

P (ln) может, вообще говоря, не
оказать существенного влияния на деформацию оболочки, но тем не менее ее
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сохранение в уравнениях, как увидим ниже, позволяет построить непротиворе-

чивую теорию оболочек. Кроме того, в ряде случаев действием силы
(1)

P (ln) неце-
лесообразно пренебрегать, ибо она может иногда оказать существенное влияние
на деформацию оболочки [69].

Пусть
(1)

P (ln) ̸= 0. Тогда, в случае линейного приближения относительно ска-
лярной координаты x3, в точках (x1, x2, x3) и (x1, x2,−x3) симметрично рас-
положенных относительно базовой поверхности S, на поперечной площадке Σl
будут приложены соответственно силы

P̂(ln)(x
1, x2, x3) =

(0)

P (ln) +
x3

h

(1)

P (ln), P̂(ln)(x
1, x2,−x3) =

(0)

P (ln) −
x3

h

(1)

P (ln), (6.5.64)

действующие в поперечном направлении. Если оболочка является жесткой в
поперечном направлении, т.е. если ее волокна нерастяжимы, то действие всякой

пари сил вида (6.5.64) эквивалентно перерезывающей силы
(0)

P (ln). Если же попе-
речные волокна оболочки подвергаются растяжениям и сжатиям, то действие
пары сил вида (6.5.64), очевидно, будет вызывать удлинение (укорачивание)
поперечных волокон, вследствие чего действие этих сил может оказать влия-
ние на деформацию оболочки в поперечном направлении. В некоторых случаях

действие сил (x3/h)
(1)

P (ln) и −(x3/h)
(1)

P (ln), которые можно считать эквивалент-
ным действию пары (−Q(l), Q(l)), где Q(l) представляет равнодействующую сил

(x3/h)
(1)

P (ln) в промежутке (0, h), т.е.

Q(l) =
h∫
0

x3

h

(1)

P (ln)dx
3 =

1

2
h

(1)

P (ln), (6.5.65)

может разорвать некоторые поперечные волокна и вследствие этого в обо-
лочке могут образовываться трещины в продольном направлении. Таким об-

разом, при
(1)

P (ln) ̸= 0 на площадке Σl будет действовать пара касательных сил
(−Q(l), Q(l)), статически эквивалентных нулю, но ее действия иногда могут про-
извести расщепление оболочки в продольном направлении. В этой связи пару
сил (−Q(l), Q(l)) называется расщепляющей парой. Ниже увидим, что расщеп-
ляющая пара сил, как и следовало ожидать, выражается через удлинение (уко-
рочение) поперечных волокон оболочки.

В классической теории оболочек, согласно гипотезе Кирхгофа-Лява, попе-
речные волокна считаются нерастяжимыми, т.е. их удлинения равны нулю. По-
этому, очевидно, в классической теории этой парой сил пренебрегают. Инту-
итивно, очевидно, что действие расщепляющей пары сил может иметь значи-
тельное влияние лишь для толстых и средней толщины оболочек.

6.5.3 Выражение компонент усилий и моментов через компоненты
моментов вектора перемещений

Нетрудно видеть, что из формул (6.5.60) имеем

T I = 2h
(0)

PI , M I =
2h2

3
n×

(1)

PI ,
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которые в развернутом в виде представляются следующим образом:

T IJ = 2h
(0)

P IJ , T I ≡ T I3 = 2h
(0)

P I3, M IJ =
2h2

3

(1)

P IKC · J
K · . (6.5.66)

Видно, что для оболочек класса TS (1−k1x3 ≈ 1, 1−k2x3 ≈ 1) компоненты T IJ

симметричны. Так как
(1)

P IJ =
(1)

P JI , то из последнего равенства (6.5.66) следует,
что

M I ·
· I =M1 ·

· 1 +M2 ·
· 2 = 0. (6.5.67)

Легко показать, что в случае изотропного материала при h = const в силу
закона Гука из формул (6.5.66) получим

T IJ = 2h[λ(∇K
(0)

uK − 2H
(0)

u 3 +
1

h

(1)

u 3)g
IJ + µ(∇I (0)uJ +∇J (0)

u I − 2bIJ
(0)

u 3)],

T I = 2hµ(∇I (0)u 3 + bIJ
(0)

uJ +
1

h

(1)

u I),

M IJ =
2h2

3
[λ(∇K

(1)

uK − 2H
(1)

u 3)C
IJ + µC · J

K· ∇K (1)

u I + µC · J
K· ∇I (1)uK − 2µC · J

K· b
IK (1)

u 3].

(6.5.68)

Легко видеть, что в силу формулы (6.5.65)

Q(l) = QI lI =
1

2
h

(1)

P I3lI .

Отсюда, очевидно, для расщепляющих сил имеем выражение

QI =
1

2
h

(1)

P I3 = hµ(∇I (1)u 3 + bIJ
(0)

uJ) (6.5.69)

Из формул видно, что компоненты усилий и моментов выражаются через шесть
функций

(0)

u1,
(0)

u2,
(0)

u3,
(1)

u1,
(1)

u2 и
(1)

u3.
Следует отметить, что уравнения классической теории оболочек для усилий

и моментов не позволяют однозначно определить эти шесть искомых функций
с помощью физических краевых условий, т.е. посредством задания граничных
условий для нормального и касательного усилий, перерезывающей силы, из-
гибающего и крутящего моментов. Поэтому необходимо рассмотрение также
граничных значений расщепляющей силы Q(l).

Если будем пренебрегать рассмотрением расщепляющих сил и пожелаем
определить только поле усилий и моментов, то система из пяти уравнений клас-
сической моментной теории оболочек (которые будут выписаны ниже) будет
недостаточна для определения шести функций, которые входят в выражения
(6.5.68). Поэтому необходимо из этих выражений исключить одну из этих иско-
мых функций, но так, чтобы полученная система была корректна относитель-
но заданных граничных значений пяти физических краевых условий моментной
теории (Нормальных и касательных усилий, перерезывающих сил, изгибающих
и крутящих моментов).

6.5.4 Гипотеза о жесткости тонкого тела с одним малым размером
в поперечном направлении (деформирование без обжатия)

Следуя классической традиции, предположим, что поперечные перемещения
тонкого тела не зависит от скалярной координаты x3. Это означает, что по-
перечные волокна не подвергаются удлинениям (укорачиваниям). Так как в
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общем случае компоненты перемещений имеют представления

ûi(x
′, x3) =

∞∑
k=0

(k)

ui(x
1, x2)Pk(ω), ω = x3/h, (6.5.70)

то удлинение (укорачивание) поперечного волокна в силу (6.5.70) выражается
формулой

v(x1, x2, x3) = lim
∆x3

∆û3
∆x3

=
∂û3
∂x3

=
1

h

∞∑
k=0

(k)

ui(x
1, x2)P ′

k(ω) =

=
1

h

∞∑
k=0

[(2k + 1)
∞∑
p=0

(k+2p+1)

ui (x1, x2)]Pk(ω).

Следовательно, в рассматриваемом случае надо принять допущение

v(x1, x2, x3) =
1

h
[(2k + 1)

∞∑
p=0

(k+2p+1)

ui (x1, x2)]Pk(ω) = 0.

Отсюда, учитывая ортогональность системы полиномов Лежандра, получим(
(2k + 1)

∞∑
p=0

(k+2p+1)

ui (x1, x2) = 0, k = 0,∞
)
⇔ (

(k)

u3 = 0, k = 1,∞). (6.5.71)

Таким образом, в силу (6.5.71) при жесткости тонкого тела в поперечном на-
правлении имеем

ûI = ûI(x
′, x3) =

∞∑
k=0

(k)

u I(x
1, x2)Pk(ω), ω = x3/h, û3 =

(0)

u3(x
1, x2). (6.5.72)

Следует заметить, что (6.5.72) выражает кинематическую гипотезу класси-
ческой теории тонких тел с одним малым размером. Из нее следуют кинема-
тические гипотезы теории оболочек. Например, гипотеза о жесткости тонкого
тела в поперечном направлении в линейном приближении на основании (6.5.72)
можно сформулировать в виде

ûI =
(0)

u I(x
1, x2) +

x3

h

(1)

u I(x
1, x2), û3 =

(0)

u3(x
1, x2). (6.5.73)

Заметим, что в микрополярной теории оболочек принимаются различные
кинематические гипотезы. Например, в [18] принята независимость третьих
компонент векторов перемещений и вращений от x3, в [460, 462] сделано допу-
щение о независимости третьей компоненты вектора перемещений и вектора
вращений от x3, а в работах С.О. Саркисяна сформулированы различные кине-
матические гипотезы о линейном распределении относительно поперечной коор-
динаты векторов перемещений и вращений (см. [373–377, др.]. См. также работы
[21,135,139,140,143,145,159,167,431–433,436,456–458,481,482,485,500,514,530]

Естественно, в микрополярной теории тонких тел с одним малым размером
помимо гипотезы (6.5.72) относительно вектора вращений φφφ можно принять
допущение

φ̂I = φ̂I(x
′, x3) =

∞∑
k=0

(k)

φI(x
1, x2)Pk(ω), ω = x3/h, φ̂3 =

(0)

φ3(x
1, x2). (6.5.74)

Хотя, по мнению автора в теориях тонких тел более приемлемым является
допущение (6.5.72) и различные его приближения, а, что касается вектора вра-
щений, конечно, относительно него можно высказать различные гипотезы в



304

зависимости от рассматриваемой конкретной задачи. Вообще говоря, гипоте-
зы надо сформулировать таким образом, чтобы они соответствовали реальной
картине деформирования тела и что число неизвестных функций не превосходи-
ло числа уравнений. Видно, что сформулированные кинематические гипотезы
(6.5.72) и (6.5.74) для теории тонких тел с одним малым размером более общие,
чем гипотезы приведенные в указанной выше литературе.

Конечно, используя допущения (6.5.72) и (6.5.74), в теориях тонких тел по-
лучим более простые уравнения по сравнению с уравнениями, которые получа-
ются без этих допущений.

Итак, при линейном относительно x3 приближении в случае жесткости обо-
лочки в поперечном направлении выполняется условие

(1)

u3 = 0 (см. (6.5.73)).
Тогда в силу этого допущения формулы (6.5.68) примут вид

T IJ = 2h[λ(∇K
(0)

uK − 2H
(0)

u 3)g
IJ + µ(∇I (0)uJ +∇J (0)

u I − 2bIJ
(0)

u 3)],

T I = 2hµ(∇I (0)u 3 + bIJ
(0)

uJ +
1

h

(1)

u I),

M IJ =
2h2

3
(λ∇K

(1)

uKCIJ + µC · J
K· ∇K (1)

u I + µC · J
K· ∇I (1)uK).

(6.5.75)

В этих выражениях фигурируют пять искомых функций: три компоненты
(0)

u1,
(0)

u2,
(0)

u3 момента нулевого порядка
(0)

u и две касательных компоненты
(1)

u1 и
(1)

u2 мо-
мента первого порядка

(1)

u вектора перемещения u. Третья компонента момента
(1)

u, выражающая удлинение v поперечного волокна, в силу принятой гипотезы
равна нулю. Следует заметим, что допущение (6.5.73) является частью гипо-
тезы Кирхгофа-Лява в теории оболочек. Второе допущение Кирхгофа-Лява,
утверждающее, что поперечные волокна, не испытывая удлинение, остаются
ортогональными деформированной поверхности, не используется.

6.5.5 Система уравнений классической моментной теории оболочек
в усилиях и моментах

Эта система уравнений легко выводится из трехмерных уравнений (см. также
шесть первых уравнений (6.2.14) при T I3∗ = T 3I

∗ ) и имеет вид [69]

∇JT
JI − bIJT

J +XI = 0, ∇IT
I + bIJT

IJ +X3 = 0,

∇JM
JI − C ·I

J ·T
J + Y I = 0, bIJM

IJ + CIJT
IJ = 0,

(6.5.76)

где введены следующие обозначения:

TI =
h∫
h

ϑ̂P̂Îdx3 ≈
h∫
h

P̂Idx3 = 2h
(0)

PI , X =
(+)

P
+
3
(+)

ϑ −
(−)

P
−
3
(−)

ϑ +
h∫
h

ϑ̂Φ̂ΦΦdx3 ≈ −
(+)

P −
(−)

P +
h∫
h

Φ̂ΦΦdx3,

MI =
h∫
h

ϑ̂P̂ ÎJx3n× rJdx
3 ≈

h∫
h

P̂ IJx3n× rJdx
3 =

2h2

3

(1)

PIJC ·K
J · rK ,

Y = hn× (
(+)

P
+
3
(+)

ϑ −
(−)

P
−
3
(−)

ϑ ) +
h∫
h

ϑ̂n× Φ̂ΦΦx3dx3 ≈ −hn× (
(+)

P +
(−)

P) +
h∫
h

n× Φ̂ΦΦx3dx3, (6.5.77)
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TI = T IJrJ + T In (T I ≡ T I3), MI =M IJrJ , T IJ =
h∫
h

ϑ̂P̂ ÎJdx3 ≈
h∫
h

P̂ IJdx3 = 2h
(0)

P IJ ,

T I =
h∫
h

ϑ̂P̂ Î3dx3 ≈
h∫
h

P̂ I3dx3 = 2h
(0)

P I3, M IJ =
2h2

3

(1)

P IKC ·J
K·.

Нетрудно заметить, что из последней формулы (6.5.77) имеем
(1)

P IJ =
3

2h2
M IKCJ ·

·K , M I·
·I = 0.

Легко доказать также, что последнее уравнение в (6.5.76) является тожде-
ством. Итак, в классической теории оболочек имеем пять уравнений, с помощью
которых можно определить не более пяти неизвестных функций и пять гра-
ничных условий, которые получаются на оснований формул (6.5.12) и (6.5.13)
и имеют вид

l ·T˜ = T(l) = T(ll)l+ T(ls)s+ T(ln)n = f , l ·M˜ = M(l) =M(ll)l+M(ls)s = g,

где f и g определяются с помощью заданных функций.

6.5.6 Система уравнений классической моментной теории оболочек
относительно компонент моментов нулевого и первого поряд-
ков вектора перемещений

Учитывая (6.5.75), из первых пяти уравнений (6.5.76) получим систему уравне-
ний непосредственно относительно искомых пяти функций

(0)

u i и
(1)

uI в виде

µ∇I∇I (0)uJ + (λ+ µ)∇J∇I
(0)

u I + µ(KgJI − bJKb
K
I )

(0)

u I − (2λHgIJ + 3µbIJ)∇I
(0)

u 3−

−2[∇I(λHg
IJ + µbIJ)]

(0)

u 3 −
1

h
µbJI

(1)

u I +
(0)

ΦJ = 0,

µ∇I∇I (0)u 3 − 2(λH2 + µbIJb
IJ)

(0)

u 3 + (2λHgIJ + 3µbIJ)∇I (0)uJ+

+2µ∇IH
(0)

u I +
1

h
µ∇I

(1)

u I +
(0)

Φ3 = 0,

µ∇I∇I (1)uJ + (λ+ µ)∇J∇I
(1)

u I − 3

h
µbJI

(0)

u I − 3

h
µ∇J (0)

u 3 −
3

h2
µ

(1)

uJ +
(1)

ΦJ = 0,

(6.5.78)

где для объемной нагрузки имеем следующее выражение:
(k)

Φ =
(k)

Φ +
2k + 1

2h
[(

(+)

P
+
3 −

(+)

P
+
I∂I

(+)

h ) + (−1)k+1(
(−)

P
+
3 −

(−)

P
−
I∂I

(−)

h )],
(±)

P
(±)
m = P̂m̂

∣∣
x3=±

(±)

h
. (6.5.79)

При выводе последнего уравнения (6.5.78) было принято приближенное ра-
венство

Kµ
(1)

uJ − 3

h2
µ

(1)

uJ = − 3

h2
µ(1− Kh2

3
)
(1)

uJ ≈ − 3

h2
µ

(1)

uJ . (6.5.80)

Таким образом, система уравнений классической моментной теории оболочек
класса TS представляет эллиптическую систему 10-го порядка относительно
пяти искомых функций

(0)

u1,
(0)

u2,
(0)

u3,
(1)

u1 и
(1)

u2. Если к этой системе присоеди-
нить пять краевых условий в зависимости от типа краевой задачи, получим
корректно поставленную соответствующую краевую задачу.
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6.5.7 Система уравнений классической моментной теории пластин
относительно компонент моментов нулевого и первого поряд-
ков вектора перемещений

В этом случае bIJ = 0 и из (6.5.78) будем иметь следующие уравнения:

µ∇I∇I (0)uJ + (λ+ µ)∇J∇I
(0)

u I +
(0)

ΦJ = 0,

µ∇I∇I (0)u 3 +
1

h
µ∇I

(1)

u I +
(0)

Φ3 = 0,

µ∇I∇I (1)uJ + (λ+ µ)∇J∇I
(1)

u I − 3

h
µ
(
∇J (0)

u 3 +
1

h

(1)

uJ
)
+

(1)

ΦJ = 0.

(6.5.81)

Первые два уравнения (6.5.81) представляют систему уравнений плоской за-
дачи. Эта система не зависит от других уравнений (6.5.81) и поэтому можно
исследовать независимо от них. Последние три уравнения системы (6.5.81) за-
цеплены, так как в каждое уравнение входят три искомые функции

(0)

u3,
(1)

u1 и
(1)

u2. Однако легко исключить из этих уравнений функции
(1)

uI и получить урав-
нение для

(0)

u3. В самом деле, применяя к обеим частям последнего соотношения
(6.5.81) оператор ∇J , а затем подставляя в полученное соотношение выражение
для ∇I

(0)

uI , определенного из третьего уравнения, получим уравнение для
(0)

u3 в
виде

∆∆
(0)

u 3 −
3

(λ+ 2µ)h2

(0)

Φ3 +
1

µ
∆

(0)

Φ3 −
1

(λ+ 2µ)h
∇I

(1)

ΦI = 0. (6.5.82)

Допустим, что оболочка свободна от объемных сил, к внешней лицевой по-

верхности приложены постоянные нормальные напряжения
(+)

P =
(+)

P3 = −pn,

где p = const, а внутренняя поверхность свободна от напряжений:
(−)

P =
(−)

P3 = 0.
Тогда в силу (6.5.79) имеем

(0)

ΦΦΦ =
1

2h
pn,

(1)

ΦΦΦ =
3

2h
pn (6.5.83)

и система уравнений (6.5.81) и (6.5.82) примут вид

µ∇I∇I (0)uJ + (λ+ µ)∇J∇I
(0)

u I = 0,

µ∇I∇I (0)u 3 +
1

h
µ∇I

(1)

u I +
1

2h
p = 0,

µ∇I∇I (1)uJ + (λ+ µ)∇J∇I
(1)

u I − 3

h
µ
(
∇J (0)

u 3 +
1

h

(1)

uJ
)
= 0,

∆∆
(0)

u 3 −
3

2(λ+ 2µ)h2
p = 0.

(6.5.84)

Систему уравнений (6.5.84) можно интегрировать в явном виде [62], однако на
этом останавливаться не будем.

6.5.8 Уравнения мембранной (безмоментной) теории оболочек

Предположим, что в оболочке обращаются в нуль моменты сил напряжений,
действующих на поперечные площадки. Тогда M IJ = 0 и из системы уравнений
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(6.5.76) следует, что T I = 0 и T IJ = T JI , т.е. матрица T IJ симметрична, а пе-
ререзывающие силы равны нулю. В этом случае из системы уравнений (6.5.76)
получаем

∇JT
JI +XI = 0, bIJT

IJ +X3 = 0. (6.5.85)

Таким образом, задача определения безмоментного напряженного состояния
оболочки сводится к отысканию трех функций T 11, T 12 = T 21 и T 22, которые
удовлетворяют системе уравнений (6.5.85).

6.6 Задача классической теории упругости в перемещениях

Уравнения движения в перемещениях классической теории упругости в случае
линейного однородного изотропного материала можно записать в виде

L˜ · u+ ρF = 0, (6.6.1)

где введено в рассмотрение следующий дифференциальный тензор-оператор:

L˜ = µE˜22 + (λ+ µ)∇∇, 22 = ∆− µ

ρ
∂2t . (6.6.2)

Обозначим дифференциальный тензор-оператор алгебраических дополнений
дифференциального тензора-оператора L˜ через L˜∗. Тогда после элементарных
вычислений для L˜∗ получим выражение

L˜∗ = µ22[(λ+ 2µ)E˜21 − (λ+ µ)∇∇], 21 = ∆− λ+ 2µ

ρ
∂2t . (6.6.3)

Имея выражения для L˜ и L˜∗, нетрудно доказать, что имеет место соотношение

L˜ · L˜∗ = L˜∗ · L˜ = E˜detL˜, (6.6.4)

где определитель detL˜ дифференциального тензора-оператора L˜ имеет выра-
жение

L ≡ |L˜| ≡ detL˜ = µ2(λ+ 2µ)2122
2. (6.6.5)

Введем в рассмотрение дифференциальный тензор-оператор

N˜ = (λ+ 2µ)E˜21 − (λ+ µ)∇∇. (6.6.6)

Тогда, очевидно, оператор L˜∗ можно представить в виде

L˜∗ = µN˜22. (6.6.7)

В силу (6.6.2) и (6.6.6) нетрудно доказать, что

L˜ ·N˜ = N˜ · L˜ = µ(λ+ 2µ)E˜2122. (6.6.8)

Применяя оператор L˜∗ (см. (6.6.3) и (6.6.7)) со следующим однократным умно-
жением к (6.6.1) и учитывая (6.6.4) и (6.6.5), получим

22

(2122u+G
)
= 0, G =

1

µ(λ+ 2µ)
N˜ (ρF) = ρ

µ

(
E˜21 −

1

2(1− ν)
∇∇

)
· F. (6.6.9)

Вектор u теперь будем искать в виде (представление Галеркина, Яковаке)

u = N˜ · v = [(λ+ 2µ)E˜21 − (λ+ µ)∇∇] · v, (6.6.10)
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где v — произвольное векторное поле. Тогда подставляя (6.6.10) в (6.6.1) и
учитывая (6.6.8), будем иметь

2122v +
ρ

µ(λ+ 2µ)
F = 0. (6.6.11)

Очевидно, если вектор u искали бы в виде u = ρ/[µ(λ+ 2µ)]N˜ · w, где w —
произвольное векторное поле, то вместо (6.6.11) получили уравнение

2122w + F = 0. (6.6.12)

Наконец, применяя N˜ (см. (6.6.6)) со следующим однократным умножением
к (6.6.1) и учитывая (6.6.8), будем иметь

2122u+G = 0. (6.6.13)

Таким образом, в виде (6.6.11), (6.6.12) и (6.6.13) получили расщепленные
системы уравнений теории упругости линейно-упругого однородного материала
в перемещениях. Очевидно, каждое уравнение каждой из этих систем имеет
четвертый порядок, а каждая из этих систем имеет XII порядок (Различные
представления общего решения уравнений Ляме можно смотреть, например,
в [229,309,338]).

Видно, что уравнение (6.6.13) по сравнению с уравнениями (6.6.11) и (6.6.12)
имеет то преимущество, что граничные условия для уравнения (6.6.13) — гра-
ничные условия исходной задачи, в то время как граничные условия для урав-
нений (6.6.11) и (6.6.12) усложняются в связи с введением дополнительных век-
торных полей v и w.

6.6.1 О граничных условиях в линейной теории упругости. Тензор-
оператор напряжения

Граничные условия для линейно-упругого неоднородного анизотропного мате-
риала при изотермических процессах можно представить в виде

T˜ · u = P, T˜ = rjrlniC
ijkl∇k, (6.6.14)

где P — заданная на границе вектор-функция, а T˜ — тензор-оператор напря-
жения. В случае изотропного тела с кусочно-гладкой плоской границей после
простых вычислений получим

T˜ = λn∇+ µ[E˜n · ∇+ (n∇)T ],

T˜ ∗ = µ{−(λ+ µ)n∇+ 2[(λ+ µ)E˜n·∇ − λ(n∇)T ]}n·∇+ λµ[(nn− E˜)∆ +∇∇],

detT˜ = |T˜ | = µ2[2(λ+ µ)nn
2
⊗∇∇− λ∆]n·∇.

(6.6.15)

Здесь T˜ ∗ — тензор-оператор алгебраических дополнений для T˜ , а detT˜ = |T˜ |— определитель тензора-оператора T˜ .
Применяя к (6.6.14) слева тензор-оператор T˜T∗ (см. соответствующую фор-

мулу (6.6.15)) со следующим однократным умножением, в силу равенства T˜T∗ ·
T˜ = T˜ ·T˜T∗ = |T˜ |E˜ получим

|T˜ |u = T˜T∗ ·P. (6.6.16)
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Таким образом, в виде (6.6.16) получили расщепленные граничные усло-
вия физического содержания. Из сказанного выше видно, что как уравнения в
перемещениях, так и граничные условия физического содержания теории упру-
гости линейно-упругого однородного тела с кусочно-гладкой плоской границей
расщепляются (ниже, когда речь пойдет о расщеплении граничных условий,
всегда будем подразумевать, что рассматриваемое тело имеет кусочно-гладкую
плоскую границу).

Следует заметить, что, в случае плоской деформации выведенные выше рас-
щепленные уравнения и граничные условия будут сохранять свой вид при усло-
вии, что набла-оператор и лапласиан надо считать двумерными. Заметим так-
же, что, учитывая представления набла-оператора и лапласиана при различных
параметризациях областей тонких тел, не представляет труда из приведенных
выше расщепленных уравнений и граничных условий получить соответствую-
щие расщепленные уравнения и граничные условия для тонких тел. С целью
сокращения письма на получении этих соотношений останавливаться не будем.
При необходимости в силу сказанного выше их выписать не представляет труда.
Ниже выпишем уравнение лишь для призматических тел постоянной толщины.

6.6.2 Статическая (квазистатическая) задача классической теории
упругости в перемещениях

В случае статики или квазистатики на основании (6.6.13) и (6.6.16) будем иметь
следующие уравнения и граничные условия:

∆2u+G = 0, |T˜ |u = T˜T∗ ·P. (6.6.17)

6.6.3 Статическая (квазистатическая) задача теории призматиче-
ских тел постоянной толщины в перемещениях и моментах
вектора перемещений

Рассмотрим призматическое тело постоянной толщины 2h. В качестве базовой
плоскости возьмем серединную плоскость. Тогда в этом случае gP̂M = δPM , g3

P̂
= 0,

g33 = h−2 и набла-оператор и лапласиан [285,304,306] представятся в виде
∇̂F = (rP∂P + r3∂3)F = (rP∂P + h−1n∂3)F, −1 ≤ x3 ≤ 1

∆F = ∇2F = (gPQ∂P∂Q + g33∂23)F = (∆̄ + h−2∂23)F, ∆̄ = gPQ∂P∂Q.
(6.6.18)

Учитывая представление лапласиана (см. (6.6.18)) уравнение для призматиче-
ских тел (см. (6.6.17)) можно представить в виде

(∆̄2 + 2h−2∆̄∂23 + h−4∂43)u+G = 0. (6.6.19)

Применяя теперь к уравнению (6.6.19) оператор моментов k-го порядка
какой-нибудь системы ортогональных полиномов (Лежандра, Чебышева), по-
лучим следующие уравнения в моментах вектора перемещений

∆̄2(k)u + 2h−2∆̄
(k)

u ′′ + h−4(k)u IV +
(k)

G = 0, k ∈ N0. (6.6.20)



310

Следует заметить, что граничные условия физического содержания для си-
стемы уравнений (6.6.20) получаются из второго соотношения (6.6.17) после
применения к нему оператор моментов k-го порядка соответствующей системы
полиномов. В общем случае на граничных условиях останавливаться не будем.
Однако, ниже рассмотрим несколько частных случаев. Заметим также, что вы-
веденные выше расщепленные уравнения в случае статической (квазистатиче-
ской) задачи при отсутствии объемных сил не зависят от свойств материала.

Рассмотрим теперь более внимательно систему уравнений в моментах (6.6.20).
Из этой системы, меняя k = 1, N и пренебрегая моментами, порядок которых
больше N , получим систему уравнений приближения порядка N . Придавая N
различные значения (начиная с нуля) получим системы уравнений различного
приближения для призматических тел постоянной толщины. Из каждой полу-
ченной приближенной системы в свою очередь можно получить для входящих
в нее моментов вектора перемещений по отдельности уравнения эллиптическо-
го типа (высокого порядка). Используя новые методы решения эллиптических
уравнений (метод Векуа) [62], для каждого уравнения можно выписать анали-
тическое решение. Выпишем ниже нескольких первых приближений системы
уравнений (6.6.20) при применении полиномов Лежандра и Чебышева второго
рода.

6.6.4 Системы уравнений статической задачи теории призматиче-
ских тел постоянной толщины в моментах вектора перемеще-
ний относительно системы полиномов Лежандра

Для получения искомых систем уравнений надо найти аналогичные (2.2.8),
(2.2.11) при i = j = 3 и (2.2.12) соотношения для

(k)

u ′′ и
(k)

u
IV (см. также (2.7.13) и

(2.7.21)) при −1 ≤ x3 ≤ 1. Учитывая x3 = 2t − 1, 0 ≤ t ≤ 1, из (2.2.8), (2.2.11)
при i = j = 3 и (2.2.12) с помощью простых выкладок получим искомые выра-
жения для

(k)

u ′′ в виде

(k)

u ′′ =
2k + 1

2

1∫
−1

∂23u(x
′, x3)Pk(x

3)dx3 = (2k + 1)
∞∑
p=1

p(2k + 2p+ 1)
(k+2p)

u =

=
2k + 1

4

∞∑
p=k

(p− k + 2)(p+ k + 3)[1 + (−1)k+p]
(p+2)

u =

=
2k + 1

2
{[(∂3u)+ − (−1)k(∂3u)

−]Pk(1)− [
(+)

u + (−1)k
(−)

u ]P ′
k(1)}+

(k)

u ′′,

(6.6.21)

где (∂3u)
+ = (∂3u)

∣∣
x3=1

, (∂3u)− = (∂3u)
∣∣
x3=−1

, а

(k)

u ′′ = (2k + 1)[(2k − 1)
(k−2)

u + 2(2k − 3)
(k−4)

u + 3(2k − 5)
(k−6)

u + 4(2k − 7)
(k−8)

u + . . .]. (6.6.22)
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Аналогично (6.6.21) и (6.6.22) для
(k)

u
IV и

(k)

u
IV будем иметь

(k)

u IV =
2k + 1

2

1∫
−1

∂43u(x
′, x3)Pk(x

3)dx3 = (2k + 1)[(2k + 7)(2k + 5)(2k + 3)
(k+4)

u +

+4(2k + 9)(2k + 7)(2k + 5)
(k+6)

u + 10(2k + 11)(2k + 9)(2k + 7)
(k+8)

u +

+20(2k + 13)(2k + 11)(2k + 9)
(k+10)

u + 35(2k + 15)(2k + 13)(2k + 11)
(k+12)

u + . . .] =

= (2k + 1)
∞∑
s=1

C3
s+2(2k + 2s+ 1)(2k + 2s+ 3)(2k + 2s+ 5)

(k+2s+2)

u =

=
2k + 1

2
{[(∂33u)+ − (−1)k(∂33u)

−]Pk(1)− [(∂23u)
+ − (−1)k−1(∂23u)

−]P ′
k(1)+

+[(∂3u)
+ − (−1)k−2(∂3u)

−]P ′′
k (1)− [

(+)

u + (−1)k
(−)

u ]P ′′′
k (1)}+ (k)

u IV ,

(6.6.23)

где C3
s+2 — биномиальные коэффициенты, а

(k)

u
IV имеет выражение

(k)

u IV =
2k + 1

2

1∫
−1

u(x′, x3)P IV

k (x3)dx3 = (2k + 1)[(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5)
(k−4)

u +

+4(2k − 3)(2k − 5)(2k − 7)
(k−6)

u + 10(2k − 5)(2k − 7)(2k − 9)
(k−8)

u +

+20(2k − 7)(2k − 9)(2k − 11)
(k−10)

u + 35(2k − 9)(2k − 11)(2k − 13)
(k−12)

u + . . .].

(6.6.24)

Из (6.6.21) и (6.6.23) видно, что
(k)

u ′′ и
(k)

u
IV представляются в виде бесконечной

суммы моментов вектора перемещений или конечной суммы моментов вектора
перемещений и суммы значений вектора перемещений и их частных производ-
ных по координате x3 на лицевых поверхностях, т.е. при x3 = −1 и x3 = 1.
Поэтому, учитывая (6.6.21) и (6.6.23), из (6.6.20) получим различные представ-
ления системы уравнений призматических тонких тел постоянной толщины в
моментах вектора перемещений относительно системы полиномов Лежандра.
В частности, система уравнений (6.6.20) представляются с помощью кинемати-
ческих граничных условий на лицевых поверхностях. Следовательно, система
уравнений (6.6.20) можно представить и с учетом статических граничных усло-
вий на лицевых поверхностях. В самом деле, нетрудно показать, что, исходя из
закона Гука или из граничных условий (6.6.14) для изотропной среды, получим

(∂3uJ)
± =

±1

µ

(±)

PJ − ∂J
(±)

u3, (∂3u3)
± =

1

λ+ 2µ
(±

(±)

P 3 − λ∂K
(±)
uK),

а отсюда в свою очередь будем иметь

(∂3uJ)
+ ± (−1)k(∂3uJ)

− =
1

µ
[
(+)

PJ ± (−1)k+1
(−)

PJ ]− ∂J [
(+)

u3 ± (−1)k
(−)

u3],

(∂3u3)
+ ± (−1)k(∂3u3)

− =
1

λ+ 2µ
[
(+)

P3 ± (−1)k+1
(−)

P3]−
λ

λ+ 2µ
∂K [

(+)

uK ± (−1)k
(−)

uK ],

(6.6.25)

где
(+)

Pk и
(−)

Pk — компоненты заданных напряжений
(+)

P и
(−)

P, а
(+)

uk и
(−)

uk — компо-

ненты заданных векторов перемещений
(+)

u и
(−)

u на лицевых поверхностях
(+)

S и
(−)

S соответственно.
Учитывая (6.6.25) в (6.6.21) и (6.6.23), а выведенные соотношения в (6.6.20),

получим искомую систему уравнений с учетом статических и кинематических
граничных условий, а также значений частных производных второго и третьего
порядков вектора перемещений по координате x3 на лицевых поверхностях. С
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целью сокращения письма ее выписывать не будем. Однако, отметим, что значе-
ния входящих в (6.6.21) и (6.6.23) выражений из частных производных вектора
перемещений по координате x3 при x3 = −1 и x3 = 1 можно представить через
моменты вектора перемещений в виде

(∂s3u)
+±(−1)k(∂s3u)

−=
∞∑
n=s

[1±(−1)k+n−s]
(n)

uP
(s)
n (1), s=0,1,2,3, k∈N0 (6.6.26)

и при составлении системы уравнений приближения порядка N соотношения
(6.6.26) заменяем на приближенные равенства

(∂s3u)
+±(−1)k(∂s3u)

−≈
N∑
n=s

[1±(−1)k+n−s]
(n)

uP
(s)
n (1), s = 0, 1, 2, 3, k = 0, N. (6.6.27)

При этом если хотим, что в уравнениях были отражены граничные условия
на лицевых поверхностях, то следует одновременно соответствующим образом
использовать соотношения (6.6.25) и (6.6.27). В частности, сели на лицевых
поверхностях заданы статические граничные условия, то надо использовать
(6.6.25) и (6.6.27) при s = 0, 2, 3. Если на лицевых поверхностях заданы кине-
матические граничные условия, то следует использовать соотношения (6.6.27)
при s = 1, 2, 3. Конечно, можно рассматривать различные варианты задания
статических и кинематических граничных условий на лицевых поверхностях.
С целью сокращения письма на этих вариантах граничных условий останав-
ливаться не будем. Ниже, применяя упрощенный метод редукции бесконечной
системы к конечной, получим системы уравнений нескольких первых прибли-
жений статической задачи теории призматических тел постоянной толщины в
моментах вектора перемещений относительно системы полиномов Лежандра.

6.6.4.1 Система уравнений приближения порядка N статической за-
дачи теории призматических тел постоянной толщины в мо-
ментах вектора перемещений относительно системы полино-
мов Лежандра без учета граничных условий на лицевых по-
верхностях

В этом случае из (6.6.21) и (6.6.23) будем иметь следующие приближенные со-
отношения:

(k)

u ′′ ≈ (k)

u ′′
(N) =

2k + 1

4

N∑
p=k

(p− k + 2)(p+ k + 3)[1 + (−1)k+p]
(p+2)

u , 2 ≤ k ≤ N − 2;

(k)

u IV ≈ (k)

u IV

(N) =
2k + 1

2

N∑
s=k

b[ s−k+2
2

](k + s+ 3)(k + s+ 5)(k + s+ 7)[1 + (−1)k+s]
(s+4)

u ,

4 ≤ k ≤ N − 4, bn = C3
n+2 =

1

3!
n(n+ 1)(n+ 2), n ∈ N.

(6.6.28)

Здесь индекс [(s− k + 2)/2] означает целую часть числа (s− k + 2)/2.
Учитывая (6.6.28), из (6.6.20) получим искомую систему уравнений в виде

∆̄2(k)u + 2h−2∆̄
(k)

u ′′
(N) + h−4(k)u IV

(N) +
(k)

G = 0, k = 0, N. (6.6.29)
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6.6.4.2 Системы уравнений нескольких первых приближений стати-
ческой задачи теории призматических тел постоянной тол-
щины в моментах вектора перемещений относительно систе-
мы полиномов Лежандра без учета граничных условий на
лицевых поверхностях

Эти системы уравнений получаем из (6.6.29) при конкретных значениях поряд-
ка приближения N .

Система уравнений нулевого приближения. В этом случае N = 0 и k = 0.
Поэтому из (6.6.29) будем иметь

∆̄2(0)

u +
(0)

G = 0. (6.6.30)

Система уравнений приближения порядка N = 1. Так как N = 1, то k =
0, 1 и из (6.6.29) получим

∆̄2(0)u +
(0)

G = 0, ∆̄2(1)u +
(1)

G = 0. (6.6.31)

Заметим, что для вектора перемещений имеем представление

u ≈ (0)

u + x3
(1)

u.

Система уравнений приближения порядка N = 2. Так как N = 2, то k =
0, 1, 2 и из (6.6.29) будем иметь

∆̄2(0)u + 6h−2∆̄
(2)

u +
(0)

G = 0, ∆̄2(1)u +
(1)

G = 0, ∆̄2(2)

u +
(2)

G = 0. (6.6.32)

Следовательно, вектор перемещений имеет выражение

u ≈ (0)

u +
(1)

uP1(x
3) +

(2)

uP2(x
3).

Система уравнений приближения порядка N = 3. В этом случае k =
0, 1, 2, 3 и из (6.6.29) будем иметь

∆̄2(0)u + 6h−2∆̄
(2)

u +
(0)

G = 0, ∆̄2(1)

u + 30h−2∆̄
(3)

u +
(1)

G = 0,

∆̄2(2)u +
(2)

G = 0, ∆̄2(3)u +
(3)

G = 0.

(6.6.33)

Следует заметить, что вектор перемещений представляется в виде

u ≈ (0)

u +
(1)

uP1(x
3) +

(2)

uP2(x
3) +

(3)

uP3(x
3).

Система уравнений приближения порядка N = 4. В этом случае k =
0, 1, 2, 3, 4 и из (6.6.29) будем иметь

∆̄2(0)u + 2h−2∆̄(3
(2)

u + 10
(4)

u) + 105h−4(4)

u +
(0)

G = 0, ∆̄2(1)u + 30h−2∆̄
(3)

u +
(1)

G = 0,

∆̄2(2)u + 70h−2∆̄
(4)

u +
(2)

G = 0, ∆̄2(3)

u +
(3)

G = 0, ∆̄2(4)u +
(4)

G = 0.

(6.6.34)
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Вектор перемещений имеет представление

u ≈ (0)

u +
(1)

uP1(x
3) +

(2)

uP2(x
3) +

(3)

uP3(x
3) +

(4)

uP4(x
3).

Система уравнений приближения порядка N = 5. В этом случае k =
0, 1, 2, 3, 4, 5 и из (6.6.29) будем иметь

∆̄2(0)u + 2h−2∆̄(3
(2)

u + 10
(4)

u) + 105h−4(4)u +
(0)

G = 0,

∆̄2(1)u + 2h−2∆̄(15
(3)

u + 42
(5)

u) + 945h−4(5)u +
(1)

G = 0,

∆̄2(2)u + 70h−2∆̄
(4)

u +
(2)

G = 0, ∆̄2(3)

u + 126h−2∆̄
(5)

u +
(3)

G = 0,

∆̄2(4)u +
(4)

G = 0, ∆̄2(5)u +
(5)

G = 0.

(6.6.35)

Вектор перемещений имеет выражение

u ≈ (0)

u +
(1)

uP1(x
3) +

(2)

uP2(x
3) +

(3)

uP3(x
3) +

(4)

uP4(x
3) +

(5)

uP5(x
3).

Заметим, что если исходили бы из уравнения ∆2w + F = 0, которое полу-
чается из (6.6.12) при равновесии, получили те же самые уравнения, что выше
при условии, что в приведенных выше соотношениях (6.6.30) – (6.6.35) буквы
u и G надо заменить на w и F соответственно.

Заметим также, что система уравнений (6.6.35) расщепляется на две систе-
мы уравнений. Первую систему образуют первое, третье и пятое уравнения, а
вторую систему второе, четвертое и шестое. Выпишем эти системы по отдель-
ности. Будем иметь

∆̄2(0)

u + 2h−2∆̄(3
(2)

u + 10
(4)

u) + 105h−4(4)u +
(0)

G = 0,

∆̄2(2)

u + 70h−2∆̄
(4)

u +
(2)

G = 0, ∆̄2(4)u +
(4)

G = 0;

∆̄2(1)

u + 2h−2∆̄(15
(3)

u + 42
(5)

u) + 945h−4(5)

u +
(1)

G = 0,

∆̄2(3)

u + 126h−2∆̄
(5)

u +
(3)

G = 0, ∆̄2(5)u +
(5)

G = 0.

(6.6.36)

Вводя обозначения

L =

 ∆̄2 6h−2∆̄ 20h−2∆̄ + 105h−4

0 ∆̄2 70h−2∆̄

0 0 ∆̄2

 , U =


(0)

u
(2)

u
(4)

u

 , G =


(0)

G
(2)

G
(4)

G

 ,

система из первых трех уравнений (6.6.36) можно записать в виде матричного
уравнения

LU +G = 0. (6.6.37)

Нетрудно подсчитать, что матрица алгебраических дополнений L∗ и опре-
делитель |L| для дифференциальной матрицы L будут иметь вид

L∗ =

 ∆̄4 0 0

6h−2∆̄3 ∆̄4 0

20h−2∆̄3 + 315h−4∆̄2 −70h−2∆̄3 ∆̄4

 , |L| = ∆̄6.
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Нетрудно видеть, что L∗ можно представить виде

L∗ = ∆2N, N =

 ∆̄2 0 0

6h−2∆̄ ∆̄2 0

20h−2∆̄ + 315h−4 −70h−2∆̄ ∆̄2

 .

Применяя к уравнению (6.6.37) слева дифференциальный оператор NT , в
силу равенства NTL = E∆̄4, где E — единичная матрица третьего порядка,
получим

∆̄4U +NTG = 0,

а отсюда, очевидно, находим

∆̄4(0)u + ∆̄2
(0)

G− 6h−2∆̄
(2)

G− (20h−2∆̄ + 315h−4)
(4)

G = 0,

∆̄3(2)u + ∆̄
(2)

G− 70h−2
(4)

G = 0, ∆̄2(4)u +
(0)

G = 0.
(6.6.38)

Из (6.6.38) видно, что относительно
(0)

u получили неоднородное уравнение
восьмого порядка и его общее решение выражается с помощью четырех ана-
литических функций, а относительно

(2)

u и
(4)

u имеем уравнения шестого и чет-
вертого порядка и их общие решения даются с помощью трех и двух аналити-
ческих функций соответственно [62]. С целью сокращения письма выписывать
общих решений этих уравнений не будем. Важен тот факт, что можно полу-
чить аналитические решения. Конечно, совершенно аналогично (6.6.37) можно
рассматривать систему, состоящую из второго, четвертого и шестого уравне-
ний (6.6.36) и для нее получить аналитическое решение. С целью сокращения
письма на этом также останавливаться не будем. Однако, отметим, что анали-
тические решения можно получить и для системы уравнений более высокого
порядка приближения (см. ниже случай микрополярной теории).

6.6.4.3 Система уравнений приближения порядка N статической за-
дачи теории призматических тел постоянной толщины в мо-
ментах вектора перемещений относительно системы полино-
мов Лежандра с учетом статических граничных условий на
лицевых поверхностях

С целью получения этой системы уравнений
(k)

u ′′
(N) и

(k)

u
IV

(N) (см. (6.6.21)) анало-
гично (6.6.28) в силу (6.6.27) представим в виде

(k)

u ′′ ≈ (k)

u ′′
(N) =

2k + 1

2

{
[(∂3u)

+ − (−1)k(∂3u)
−]−

N∑
n=0

[1+(−1)k+n]
(n)

uP ′
n(1)}+

(k)

u ′′
(N),

(k)

u IV ≈ (k)

u IV

(N) =
2k + 1

2
{
N∑
n=3

[1+(−1)k+n]
(n)

uP
(3)
n (1)−

N∑
n=2

[1+(−1)k+n]
(n)

uP
(2)
n (1)P ′

k(1)+

+[(∂3u)
+ − (−1)k(∂3u)

−]P ′′
k (1)−

N∑
n=0

[1+(−1)k+n]
(n)

uP
(3)
n (1)

}
+

(k)

u IV

(N).

(6.6.39)
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Нетрудно видеть, что на основании (6.6.39) получим

2h−2∆̄
(k)

u ′′
(N) + h−4(k)u IV

(N) =

= 2h−2∆̄
(k)

u ′′
(N) + h−4(k)u IV

(N) −
2k + 1

2

{ N∑
n=0

2h−2P ′
k(1)[1+(−1)k+n]∆̄

(n)

u+

+
1∑

n=0

P ′′′
k (1)[1+(−1)k+n]

(n)

u + [P ′′
2 (1)P

′
k(1) + P ′′′

k (1)][1+(−1)k]
(2)

u+

+
N∑
n=3

[P ′′
n (1)P

′
k(1)− P ′′′

k (1)− P ′′′
n (1)][1+(−1)k+n]

(n)

u
}
+

+
2k + 1

2
[2h−2∆̄ + h−4P ′′

k (1)][(∂3u)
+ − (−1)k(∂3u)

−].

(6.6.40)

Из (6.6.25) с учетом (6.6.27) при s = 0 будем иметь

(∂3u)
+ ± (−1)k(∂3u)

−] =
1

µ
[
(+)

P J ± (−1)k+1
(−)

P J ]eJ +
1

λ+ 2µ
[
(+)

P 3 ± (−1)k+1
(−)

P 3]n−

−
N∑
n=0

[1±(−1)k+n]∂J
(n)

u3eJ −
λ

λ+ 2µ

N∑
n=0

[1±(−1)k+n]∂L
(n)

uLn.

(6.6.41)

Учитывая (6.6.41) в (6.6.40), а затем полученное соотношение подставляя в
(6.6.29), получим искомую систему уравнений. С целью сокращения письма ее
выписывать не будем.

Из (6.6.40) и (6.6.41) видно, что система уравнений c учетом граничных
условий на лицевых поверхностях имеет довольно громоздкий вид. Вообще го-
воря, иметь дело с системой уравнений c учетом граничных условий значитель-
но сложнее, чем с системой уравнений без них. Однако, эту проблему можно
немного упростить. В самом деле, в этом случае лучше только

(k)

u ′′
(N) (см. первую

формулу (6.6.39)) выражать в силу (6.6.41) через граничные условия на лице-
вых поверхностях, а для

(k)

u
IV

(N) использовать вторую формулу (6.6.28).

6.6.4.4 Система уравнений приближения порядка N статической за-
дачи теории призматических тел постоянной толщины в мо-
ментах вектора перемещений относительно системы полино-
мов Чебышева второго рода при новой параметризации

Рассматривается призматическое тело постоянной толщины h. В качестве ба-

зовой плоскости принимается внутренняя плоскость
(−)

S . Считаем, что h ⊥
(−)

S .

Тогда gP−
M

= δPM , g
−
3
P = 0, g

−
3
−
P

= 0, g
−
3
−
3 = h−2 и лапласиан (2.9.45) (см. также

(2.9.18)) представится в виде

∆F = g
−
P

−
Q∂P∂Q + h−2∂23 F = (∆̄ + h−2∂23 )F, ∆̄ = g

−
P

−
Q∂P∂Q. (6.6.42)

Из (6.6.21) видно, что представление лапласиана при новой параметризации
по форме совпадает с его представлением при классической параметризации
(6.6.17). Поэтому искомая система уравнений будет иметь аналогичный (6.6.29)
вид

∆̄2(k)u + 2h−2∆̄
(k)

u ′′
(N) + h−4(k)u IV

(N) +
(k)

G = 0, k = 0, N, (6.6.43)
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где теперь моменты рассматриваются относительно ортонормированной систе-
мы полиномов Чебышева второго рода, а

(k)

u ′′
(N) и

(k)

u
IV

(N) в силу (2.7.13) и (2.7.21)
представятся в форме

(k)

u ′′
(N) = 2(k + 1)

N∑
p=k

(p− k + 2)(k + p+ 4)[1 + (−1)k+p]
(p+2)

u (x′), 2 ≤ k ≤ N − 2;

(k)

u IV

(N) = 24(k + 1)
N∑
s=k

b[ s−k+2
2

](k + s+ 4)(k + s+ 6)(k + s+ 8)[1 + (−1)k+s]
(s+4)

u ,

4 ≤ k ≤ N − 4, bn = C3
n+2 =

1

3!
n(n+ 1)(n+ 2), n ∈ N.

(6.6.44)

Далее на основании (6.6.43) и (6.6.44) нетрудно выписать системы уравнений
нескольких первых приближений. С целью сокращения письма выпишем только
систему уравнений пятого приближения.

Система уравнений приближения порядка N = 5. В этом случае k =
0, 1, 2, 3, 4, 5 и из (6.6.43) с учетом (6.6.44), пренебрегая моментами выше пя-
того порядка, будем иметь

∆̄2(0)u + 2h−2∆̄(32
(2)

u + 96
(4)

u) + 6144h−4(4)u +
(0)

G = 0,

∆̄2(1)u + 2h−2∆̄(96
(3)

u + 256
(5)

u) + 30720h−4(5)u +
(1)

G = 0,

∆̄2(2)u + 384h−2∆̄
(4)

u +
(2)

G = 0, ∆̄2(3)u + 640h−2∆̄
(5)

u +
(3)

G = 0,

∆̄2(4)u +
(4)

G = 0, ∆̄2(5)u +
(5)

G = 0.

(6.6.45)

Вектор перемещений имеет выражение

u ≈ (0)

u +
(1)

uÛ∗
1(x

3) +
(2)

uÛ∗
2(x

3) +
(3)

uÛ∗
3(x

3) +
(4)

uÛ∗
4(x

3) +
(5)

uÛ∗
5(x

3).

Следует заметить, что из (6.6.45) легко получить систему уравнений мень-
шего порядка приближения. В самом деле, чтобы получить систему уравнений
четвертого порядка приближения, достаточно из (6.6.45) вычеркнуть последнее
уравнение и слагаемые, содержащие моменты пятого порядка вектора переме-
щений. Аналогично получается система уравнений третьего порядка прибли-
жения из системы уравнений четвертого порядка приближения и т.д. Вообще
говоря, если для любого N ≥ 1 из системы уравнений приближения порядка
N вычеркнуть последнее уравнение и слагаемые, содержащие моменты N -го
порядка вектора перемещений, то получим систему уравнений приближения
порядка N − 1. Это правило остается в силе при применений любой системы
полиномов.

Далее отметим, что аналогично (6.6.35) система уравнений (6.6.45) расщеп-
ляется на две системы и для каждой из них можно выписать аналитическое
решение.
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6.7 Задача микрополярной теории упругости в перемещениях и вра-
щениях

6.7.1 Уравнения движения в векторах перемещений и вращений в
трехмерной микрополярной теории упругости

Учитывая ОС линейно-упругого неоднородного анизотропного материала с цен-
тром симметрии [197,309], которые можно записать в виде (см. (3.2.1))

P˜ = C˜̃ 2
⊗γγγ˜, µµµ˜ = D˜̃ 2

⊗κκκ˜ (γγγ˜ = ∇u−C
≃
·φφφ, κκκ˜ = ∇φφφ),

из уравнений движения в тензорах напряжений и моментных напряжений
(3.1.25) после простых преобразований получим

A˜ (1) · u+A˜ (2) ·φφφ+ ρF = 0, A˜ (3) · u+A˜ (4) ·φφφ+ ρm = 0, (6.7.1)

где для введенных дифференциальных тензоров-операторов A˜ (k), k = 1, 2, 3, 4,
имеем следующие выражения:

A˜ (1)=rjrl(C
ijkl∇i∇k +∇iC

ijkl∇k)− E˜ρ∂2t , A˜ (2)=−rjr
mCmkl(C

klij∇i +∇iC
klij),

A˜ (3)=rmrjCmklC
klij∇i, A˜ (4)=rjrl(D

ijkl∇i∇k +∇iD
ijkl∇k)−C

≃

2
⊗C˜̃ 2

⊗C
≃
− J˜∂2t .

Если введем в рассмотрение матричный дифференциальный тензор-оператор
и векторы-столбцы

M˜ =

(
A˜ (1) A˜ (2)

A˜ (3) A˜ (4)

)
, U =

(
u
φφφ

)
, X =

(
ρF
ρm

)
, (6.7.2)

то уравнения (6.7.1) можно коротко представить следующим образом:

M˜ ·U+X = 0. (6.7.3)

В случае однородного изотропного материала уравнения движения векторах
перемещений и вращения имеют вид [197,309,462]

(µ+ α)∆u+ (λ+ µ− α)graddivu+ 2α rotφφφ+ ρF = ρ∂2t u,

(δ + β)∆φφφ+ (γ + δ − β)graddivφφφ+ 2α rotu− 4αφφφ+ ρm = J˜ · ∂2tφφφ, (6.7.4)

а дифференциальные тензоры-операторы A˜ (k), k = 1, 2, 3, 4, представляются в
форме

A˜ ≡ A˜ (1) = E˜ [(µ+ α)∆− ρ∂2t ] + (λ+ µ− α)∇∇ = bE˜22 + d∇∇ = E˜Q2 + d∇∇,
B˜ ≡ A˜ (2) = A˜ (3) = −2αC

≃
· ∇,

C˜ ≡ A˜ (4) = E˜ [(δ + β)∆− 4α]− J˜∂2t + (γ + δ − β)∇∇ =

= gE˜24 +m∇∇ = E˜Q4 +m∇∇, при J˜ = JE˜ ,
(6.7.5)

d = λ+ µ− α, l = 4α, (b = µ+ α, g = δ + β), m = γ + δ − β,

Q2=b22=b∆−ρ∂2t , 22=∆− ρ

b
∂2t , Q4=g24=g∆−l−J∂2t , 24=∆− l

g
−J

g
∂2t .

(6.7.6)
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Заметим, что кроме операторов, указанных в (6.7.6), вводятся в рассмотрение
операторы

Q1 = Q2 + d∆ = (b+ d)∆− ρ∂2t = (b+ d)21,

Q3 = Q4 +m∆ = (g +m)∆− l − J∂2t = (g +m)23,

21 = ∆− ρ

b+ d
∂2t , 23 = ∆− l

g +m
− J

g +m
∂2t .

(6.7.7)

Нетрудно видеть, что в случае однородного изотропного материала система
уравнений (6.7.1) представится в виде

A˜ · u+B˜ ·φφφ+ ρF = 0, B˜ · u+C˜ ·φφφ+ ρm = 0, (6.7.8)

A˜ = E˜Q2 + d∇∇, B˜ = −2αC
≃
· ∇, C˜ = E˜Q4 +m∇∇.

Легко доказать, что операторы A˜ ,B˜ ,C˜ попарно коммутируют относительно
операции однократного умножения, т.е. A˜ ·B˜ = B˜ ·A˜ , A˜ ·C˜ = C˜ ·A˜ , B˜ ·C˜ = C˜ ·B˜ .

Исходя из (6.7.8), получим уравнения в отдельности относительно векторов
u и φφφ. В этой связи применим к первому уравнению (6.7.8) оператор B˜ со
следующим однократным умножением, а второму уравнению оператор A˜ . В
результате находим

(B˜ ·A˜ ) · u+ (B˜ ·B˜ ) ·φφφ+B˜ · (ρF) = 0, (A˜ ·B˜ ) · u+ (A˜ ·C˜ ) ·φφφ+A˜ · (ρm) = 0. (6.7.9)

Учитывая коммутативность операторов A˜ и B˜ относительно однократного
умножения и из второго уравнения вычитая первое, получим

(A˜ ·C˜ −B˜ 2) ·φφφ+A˜ · (ρm)−B˜ · (ρF) = 0. (6.7.10)

Применим теперь к первому уравнению (6.7.8) оператор C˜ со следующим
однократным умножением, а второму уравнению оператор B˜ . Очевидно, будем
иметь

(C˜ ·A˜ ) · u+ (C˜ ·B˜ ) ·φφφ+C˜ · (ρF) = 0, (B˜ ·B˜ ) · u+ (B˜ ·C˜ ) ·φφφ+B˜ · (ρm) = 0. (6.7.11)

Учитывая коммутативность операторов A˜ и C˜ , а также B˜ и C˜ относитель-
но однократного умножения и из первого уравнения вычитая второе, получим
уравнение

(A˜ ·C˜ −B˜ 2) · u+C˜ · (ρF)−B˜ · (ρm) = 0. (6.7.12)

Вводя обозначения D˜ = A˜ · C˜ − B˜ 2, уравнения (6.7.10) и (6.7.12), можно
записать в виде

D˜ · u+C˜ · (ρF)−B˜ · (ρm) = 0, D˜ ·φφφ+A˜ · (ρm)−B˜ · (ρF) = 0. (6.7.13)

Далее после простых вычислений найдем

A˜ ·C˜ = E˜Q2Q4 + (mQ1 + dQ4)∇∇, B˜ 2 = −4α2(E˜∆−∇∇),

D˜ = E˜(Q2Q4 + 4α2∆) + (mQ1 + dQ4 − 4α2)∇∇,
D˜ ∗ = (Q2Q4 + 4α2∆)[E˜Q1Q3 − (mQ1 + dQ4 − 4α2)∇∇],

|D˜ | = Q1Q3(Q2Q4 + 4α2∆)2, D˜ ·D˜ ∗ = D˜ ∗ ·D˜ = E˜ |D˜ | (D˜ T∗ = D˜ ∗),

(6.7.14)



320

где D˜ ∗ — дифференциальный тензор-оператор алгебраических дополнений опе-
ратора D˜ .

Введем в рассмотрение дифференциальный тензор-оператор

N˜ = E˜Q1Q3 − (mQ1 + dQ4 − 4α2)∇∇. (6.7.15)

Тогда в силу (6.7.14) и (6.7.15) имеем

D˜ ∗ = (Q2Q4 + 4α2∆)N˜ , D˜ ·N˜ = N˜ ·D˜ = E˜Q1Q3(Q2Q4 + 4α2∆),

N˜ ·B˜ = −B˜ ·N˜ = −2αQ1Q3C≃ · ∇,
N˜ ·C˜ = C˜ ·N˜ = Q3[E˜Q1Q4 − (dQ4 − 4α2)∇∇],

N˜ ·A˜ = A˜ ·N˜ = Q1[E˜Q2Q3 − (mQ2 − 4α2)∇∇].

(6.7.16)

Если решения уравнения (6.7.13) будем искать в виде (аналог представления
Галеркина)

u = N˜ · v, φφφ = N˜ ·ψψψ, (6.7.17)

то, учитывая соответствующие соотношения (6.7.14) и (6.7.16), в силу (6.7.15)
из уравнений (6.7.13) получим относительно v и ψψψ по отдельности следующие
уравнения:

Q1Q3(Q2Q4 + 4α2∆)v + (E˜Q4 +m∇∇) · (ρF) + 2α(C
≃
· ∇) · (ρm) = 0,

Q1Q3(Q2Q4 + 4α2∆)φφφ+ (E˜Q2 + d∇∇) · (ρm) + 2α(C
≃
· ∇) · (ρF) = 0.

(6.7.18)

Применяя теперь тензор-оператор N˜ к уравнениям (6.7.13) со следующим
скалярным умножением и учитывая (6.7.16) будем иметь уравнения

Q3{Q1[(Q2Q4 + 4α2∆)u+ 2α(C
≃
· ∇) · (ρm)]+

+[E˜Q1Q4 − (dQ4 − 4α2)∇∇] · (ρF)} = 0,

Q1{Q3[(Q2Q4 + 4α2∆)φφφ+ 2α(C
≃
· ∇) · (ρF)]+
+[E˜Q2Q3 − (mQ2 − 4α2)∇∇] · (ρm)} = 0.

(6.7.19)

Рассмотрим теперь уравнения микрополярной однородной изотропной сре-
ды в виде (6.7.3). Обозначая через

M˜∗ =

(
Â˜ B̂˜ (1)

B̂˜ (2) Ĉ˜
)

(6.7.20)

матричный дифференциальный тензор-оператор алгебраических дополнений
дифференциального оператора M˜ уравнения (6.7.3), после простых, хотя очень
громоздких вычислений получим

Â˜ = Q3(Q2Q4 + 4α2∆)[E˜Q1Q4 − (dQ4 − 4α2)∇∇] (Â˜ T = Â˜ ),
B̂˜ = B̂˜ (1) = B̂˜ (2) = −2αQ1Q3(Q2Q4 + 4α2∆)C

≃
· ∇) (B̂˜T = −B̂˜ ),

Ĉ˜ = Q1(Q2Q4 + 4α2∆)[E˜Q2Q3 − (mQ2 − 4α2)∇∇] (Ĉ˜ T = Ĉ˜ ).
(6.7.21)

Заметим, что выражения для алгебраических дополнений элементов опре-
делителя дифференциального матричного оператора однородного уравнения
установившихся колебаний микрополярной теории упругости приведены в [197],
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которые получаются из выражений для компонент дифференциальных тензоров-
операторов (6.7.21), если в них вторую производную по времени (∂2t ) заменить
на квадрат частоты колебаний (σ2).

Введем в рассмотрение матричные дифференциальные тензоры-операторы

N˜ (1) =

(
R˜ S˜(2)
S˜(1) T˜

)
, N˜ (2) =

(
R˜ S˜(1)
S˜(2) T˜

)
, (6.7.22)

R˜ = E˜Q1Q4−(dQ4−4α2)∇∇, S˜(1) = Q3B˜ , S˜(2) = Q1B˜ ,
B˜ = −2αC

≃
·∇, T˜ = E˜Q2Q3−(mQ2−4α2)∇∇.

Тогда, очевидно,

N˜ (1)T =

(
R˜ −S˜(1)

−S˜(2) T˜
)
, N˜ (2)T =

(
R˜ −S˜(2)

−S˜(1) T˜
)
. (6.7.23)

Если решение уравнения (6.7.3) будем искать в виде (аналог представления
Галеркина)

U = N˜ (1)T ·V, U =

(
u
φφφ

)
, V =

(
v
ψψψ

)
, (6.7.24)

то получим следующие уравнения:

Q1(Q2Q4 + 4α2∆)v + ρF = 0, Q3(Q2Q4 + 4α2∆)ψψψ + ρm = 0. (6.7.25)

Если к уравнению (6.7.3) слева применить оператор N˜ (2)T с последующим
однократным умножением, то будем иметь уравнения

Q1[(Q2Q4 + 4α2∆)u+ 2α(C
≃
·∇)·(ρm)] + [E˜Q1Q4−(dQ4−4α2)∇∇]·(ρF) = 0,

Q3[(Q2Q4 + 4α2∆)φφφ+ 2α(C
≃
·∇)·(ρF)] + [E˜Q2Q3−(mQ2−4α2)∇∇]·(ρm) = 0.

(6.7.26)

Нетрудно видеть, что при α = 0, т.е. для редуцированной среды из первого
уравнения (6.7.26) следует классическое уравнение (6.6.13), а второе уравне-
ние имеет аналогичный ему вид. Кроме того, очевидно, верность соотношений
(6.7.26) влечет за собой верность (6.7.19).

Отметим, что аналогичные (6.7.25) уравнения были получены Н.Сандру в
работе [515]. Подобные же уравнения иным путем, как пишет сам В.Новацкий,
были получены и В.Новацким [309]. Хотя, в конечном счете представления
векторов перемещений и вращения у Н.Сандру и В.Новацкого одинаковы и они
сводятся к (6.7.24). Заслуживает большого внимания работа [24], в которой
осуществлено расщепление системы уравнений равновесия для не имеющего
центра симметрии изотропного упругого тела без учета массовых нагрузок на
две независимые системы уравнений.

Следует отметить, что уравнения (6.7.26) имеют преимущество по сравне-
нию с уравнениями (6.7.25), так как для уравнений (6.7.26) граничными усло-
виями являются граничные условия исходной краевой задачи, в то время как
для уравнений (6.7.25) граничные условия имеют более сложные выражения
относительно введенных векторных полей v и ψψψ.
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6.7.2 Уравнения движения в векторах перемещений и вращения
трехмерной микрополярной теории не обладающих центром
симметрии упругих тел

Учитывая ОС для линейно-упругого неоднородного анизотропного не облада-
ющего центром симметрии материала при неизотермических процессах

P˜ = C˜̃ 2
⊗(γγγ˜− a˜ϑ) +A˜̃ 2

⊗(κκκ˜ − d˜ϑ), µµµ˜ = B˜̃ 2
⊗(γγγ˜− a˜ϑ) +D˜̃ 2

⊗(κκκ˜ − d˜ϑ),
γγγ˜ = ∇u−C

≃
·φφφ, κκκ˜ = ∇φφφ,

из уравнений движения в тензорах напряжений и моментных напряжений
(3.1.25) в случае однородного изотропного материала получим

A˜ · u+B˜ ·φφφ− b∗∇ϑ+ ρF = 0, B˜ · u+C˜ ·φφφ− β∗∇ϑ+ ρm = 0, ϑ = T − T0, (6.7.27)

где введены в рассмотрение следующие дифференциальные тензоры-операторы:

A˜ = E˜Q2 + d∇∇, B˜ = E˜R2 + n∇∇− 2αC
≃
· ∇, C˜ = E˜Q4 +m∇∇− 4pC

≃
· ∇. (6.7.28)

Следует заметить, что, вообще говоря, в общем случае в научной литературе
(Еринген, Миндлин, Новацкий, Купрадзе, Пальмов, Аэро и др.) для материа-
лов, не обладающих центром симметрии, B˜̃ = A˜̃ T и A˜̃ ̸= A˜̃ T . Поэтому для
изотропных материалов (если A˜̃ должен быть изотропным) A˜̃ = B˜̃ = 0, т.е.
такие микрополярные изотропные материалы, если они существуют, всегда об-
ладают центром симметрии. Однако некоторые авторы (Аэро, Баскаков и др.)
допускают, что A˜̃ = A˜̃ T и для изотропных материалов A˜̃ ̸= 0. Считая A˜̃ ̸= 0,
введем в рассмотрение матричный дифференциальный тензор-оператор и век-
торы-столбцы

M˜ =

(
A˜ B˜B˜ C˜

)
, U =

(
u
φφφ

)
, X =

(
ρF− b∗∇ϑ
ρm− β∗∇ϑ

)
. (6.7.29)

Тогда уравнения (6.7.27) можно коротко представить в следующем виде:

M˜ ·U+X = 0. (6.7.30)

Здесь изотропные тензоры четвертого ранга имеют выражения

C˜̃ = c1 C˜̃ (1) + c2C˜̃ (2) + c3C˜̃ (3), A˜̃ = a1 C˜̃ (1) + a2 C˜̃ (2) + a3 C˜̃ (3),

D˜̃ = d1C˜̃ (1) + d2C˜̃ (2) + d3C˜̃ (3).
(6.7.31)

Кроме того, введены следующие обозначения:

b∗=a∗(3c1+c2+c3)+d∗(3a1+a2+a3), β∗=d∗(3d1+d2+d3)+a∗(3a1+a2+a3),

c1 = λ, c2 = b = µ+ λ, c3 = µ− α, d = c1 + c2 = λ+ µ− α,

(b+ d = c1 + c2 + c3 = λ+ 2µ, c2 − c3 = 2α), l = 4α,

d1 = γ, d2 = g = δ + β, d3 = δ − β, m = d1 + d3 = γ + δ − β,

(g +m = d1 + d2 + d3 = γ + 2δ, d2 − d3 = 2β),

a1 = q, a2 = s = r + p, a3 = r − p, n = a1 + a3 = q + r − p,

(s+ n = a1 + a2 + a3 = q + 2r, a2 + a3 = 2r, a2 − a3 = 2p),

Q1 = Q2 + d∆, Q2 = c2∆− ρ∂2t , Q3 = Q4 +m∆, Q4 = d2∆− 4α− J∂2t ,

R1 = R2 + n∆ = (q + 2r)∆, R2 = a2∆ = s∆ (R1 +R2 = (2s+ n)∆).

(6.7.32)
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Нетрудно доказать, что операторы A˜ ,B˜ ,C˜ попарно коммутируют относи-
тельно операции однократного умножения, т.е.

A˜ ·B˜ = B˜ ·A˜ , A˜ ·C˜ = C˜ ·A˜ , B˜ ·C˜ = C˜ ·B˜ . (6.7.33)

Учитывая (6.7.33), уравнения (6.7.27) без учета температуры можно предста-
вить в виде

D˜ · u+C˜ · (ρF)−B˜ · (ρm) = 0, D˜ ·φφφ+A˜ · (ρm)−B˜ · (ρF) = 0,

D˜ = A˜ ·C˜ −B˜ 2 = E˜P +Q∇∇−RC
≃
· ∇, P = Q2Q4 + 4α2∆−R2

2,

R = 4pQ2, Q = mQ2 + dQ4 + [dm− n(2s+ n)]∆− 4α2.

(6.7.34)

Дифференциальный тензор-оператор алгебраических дополнений D˜ ∗ и опре-
делитель |D˜ | дифференциального тензора-оператора D˜ имеет вид

D˜ ∗ = (P +Q∆)(E˜P −RC
≃
· ∇)− (PQ−R2)∇∇ = E˜X − Y∇∇− ZC

≃
· ∇,

X = P (P +Q∆), Y = PQ−R2, Z = R(P +Q∆),

|D˜ | = (P +Q∆)(P 2 +R2∆) =
= {Q1Q3 − [s2 + n(2s+ n)]∆2}[(Q2Q4 + 4α2∆− s2∆2)2 + 16p2Q2

2∆].

(6.7.35)

Кроме того, имеем
D˜ T∗ ·A˜ = A˜ ·D˜ T∗ = E˜XQ2 + (dX − Y Q1∆)∇∇+ ZQ2C≃ · ∇,

D˜ T∗ ·B˜ = B˜ ·D˜ T∗ = E˜(XR2 + 2αZ∆)+
+(nX − 2αZ − Y R1)∇∇+ (ZR2 − 2αX)C

≃
· ∇,

D˜ T∗ ·C˜ = C˜ ·D˜ T∗ = E˜(XQ4 + 4pZ∆)+
+(mX − 4pZ − Y Q3)∇∇+ (ZQ4 − 4pX)C

≃
· ∇.

(6.7.36)

Применяя к уравнениям (6.7.34) слева оператор D˜ T∗ со следующим одно-
кратным умножением, получим следующие расщепленные уравнения:

|D˜ |u+ (D˜ T∗ ·C˜ ) · (ρF)− (D˜ T∗ ·B˜ ) · (ρm) = 0,

|D˜ |φφφ+ (D˜ T∗ ·C˜ ) · (ρm)− (D˜ T∗ ·B˜ ) · (ρF) = 0.
(6.7.37)

6.7.3 О граничных условиях в линейной трехмерной микрополярной
теории упругости. Тензор-оператор напряжения и моментного
напряжения

Граничные условия для линейно-упругого неоднородного анизотропного не об-
ладающего центром симметрии тела при неизотермических процессах можно
представить в виде

T˜ (1) ·u+T˜ (2) ·φφφ+P(1)ϑ=P(n), T˜ (3) ·u+T˜ (4) ·φφφ+P(2)ϑ=µµµ(n), P (3)ϑ=q(n), (6.7.38)

где введены в рассмотрение следующие дифференциальные операторы:

T˜ (1) = rjrlniC
ijkl∇k, T˜ (2) = rjrlniA

ijkl∇k − n ·C˜̃ 2
⊗C

≃
,

T˜ (3) = rjrlniB
ijkl∇k, T˜ (4) = rjrlniD

ijkl∇k − n ·B˜̃ 2
⊗C

≃
,

P(1) = −n · b˜, P(2) = −n · βββ˜, P (3) = −n ·ΛΛΛ˜ · ∇.

(6.7.39)
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Введем в рассмотрение матричный дифференциальный тензор-оператор
(тензор-оператор напряжения и моментного напряжения) и матрицы-столбцы

T =

 T˜ (1) T˜ (2) P(1)

T˜ (3) T˜ (4) P(2)

0 0 P (3)

 , U =

 u
φφφ
ϑ

 , Q(n) =

 P(n)

µµµ(n)

q(n)

 . (6.7.40)

Тогда в силу (6.7.40) граничные условия (6.7.38) можно записать в форме T˜ (1) T˜ (2) P(1)

T˜ (3) T˜ (4) P(2)

0 0 P (3)

 ·

 u
φφφ
ϑ

 =

 P(n)

µµµ(n)

q(n)

 (6.7.41)

или коротко
T ·U = Q(n). (6.7.42)

Если решается несвязанная задача, то в этом случае целесообразно рассмат-
ривать матричный дифференциальный тензор-оператор (оператор напряжения
и моментного напряжения) и матрицы-столбцы (векторные столбцы):

T˜ =

(
T˜ (1) T˜ (2)

T˜ (3) T˜ (4)

)
, U =

(
u
φφφ

)
, Q(n) =

(
P(n)

µµµ(n)

)
. (6.7.43)

Тогда в этом случае граничные условия можно представить в виде(
T˜ (1) T˜ (2)

T˜ (3) T˜ (4)

)
·
(

u
φφφ

)
=

(
P(n)

µµµ(n)

)
или коротко T˜ ·U = Q(n). (6.7.44)

В случае не обладающего центром симметрии изотропного материала имеем

T˜ (1)=c2E˜n · ∇+c1n∇+c3(n∇)T , T˜ (2)=a2E˜n · ∇+a1n∇+a3(n∇)T−(c2−c3)n ·C
≃
,

T˜ (3)=a2E˜n · ∇+a1n∇+a3(n∇)T , T˜ (4)=d2E˜n · ∇+d1n∇+d3(n∇)T−(a2−a3)n ·C
≃
.

(6.7.45)

Введем в рассмотрение также дифференциальный тензор-оператор

T˜ ′(4) = d2E˜n · ∇+ d1n∇+ d3(n∇)T . (6.7.46)

Нетрудно заметить, что

T˜ (2) = T˜ (3) − (c2 − c3)n ·C
≃
, T˜ (4) = T˜ ′(4) − (a2 − a3)n ·C

≃
. (6.7.47)

Будем предполагать, что рассматриваемое тело имеет кусочно-гладкую плос-
кую границу. Тогда, обозначая T˜ (1)

∗ и |T˜ (1)| (T˜ (3)
∗ , |T˜ (3)|; T˜ ′(4)

∗ , |T˜ ′(4)|) дифферен-
циальный тензор-оператор алгебраических дополнений и определитель тензора-
оператора T˜ (1) (T˜ (3), T˜ ′(4)), после простых, хотя громоздких, вычислений по-
лучим

T˜ (1)
∗ = [(c1 + c2)(c2 + c3)E˜n·∇ − c3(c1 + c2)n∇−

−c1(c2 + c3)(n∇)T ]n·∇+ c1c3[∇∇+ (nn− E˜)∆],

|T˜ (1)| = c2[(c1 + c2)(c2 + c3)nnn
3
⊗∇∇∇− c1c3∆n·∇] =

= c2[(c1 + c2)(c2 + c3)nn
2
⊗∇∇− c1c3∆]n·∇,
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T˜ (3)
∗ = [(a1 + a2)(a2 + a3)E˜n·∇ − a3(a1 + a2)n∇−

−a1(a2 + a3)(n∇)T ]n·∇+ a1a3[∇∇+ (nn− E˜)∆],
(6.7.48)

|T˜ (3)| = a2[(a1 + a2)(a2 + a3)nn
2
⊗∇∇− a1a3∆]n·∇,

T˜ ′(4)
∗ = [(d1 + d2)(d2 + d3)E˜n·∇ − d3(d1 + d2)n∇−

−d1(d2 + d3)(n∇)T ]n·∇+ d1d3[∇∇+ (nn− E˜)∆],

|T˜ ′(4)| = d2[(d1 + d2)(d2 + d3)nn
2
⊗∇∇− d1d3∆]n·∇.

Следует заметить, что найти соответствующие дифференциальные тензоры-
операторы алгебраических дополнений для T˜ (2) и T˜ (4) из-за наличия в них
недифференциальных слагаемых затруднительно.

Отметим, что мы добываемся расщепления граничных условий, т.е. хотим
по отдельности для u и φφφ получить граничные условия. С целью сокращения
письма рассмотрим случай, когда a2 = a3, c2 = c3. Тогда T˜ (2) = T˜ (3), T˜ (4) = T˜ ′(4)

и граничные условия (6.7.44) можно записать в виде

T˜ (1) ·u+T˜ (3) ·φφφ = P(n), T˜ (3) ·u+T˜ ′(4) ·φφφ = µµµ(n). (6.7.49)

В рассматриваемом случае легко получить граничные условия по отдель-
ности относительно u и φφφ. В самом деле, применяя к первому соотношению
(6.7.49) оператор |T˜ (3)|T˜ (1)

∗
T со следующим однократным умножением, а ко вто-

рому |T˜ (1)|T˜ (3)
∗

T и учитывая

T˜ (1)
∗

T ·T˜ (1)=E˜ |T˜ (1)|, T˜ (3)
∗

T ·T˜ (3)=E˜ |T˜ (3)|,

T˜ (1)
∗

T ·T˜ (2)=T˜ (1)
∗

T ·T˜ (3), T˜ (3)
∗

T ·T˜ (4)=T˜ (3)
∗

T ·T˜ ′(4),

а затем из первого полученного соотношения вычитая второе, будем иметь(
|T˜ (3)|T˜ (1)

∗
T ·T˜ (3) − |T˜ (1)|T˜ (3)

∗
T ·T˜ ′

∗
(4)
)
·φφφ = |T˜ (3)|T˜ (1)

∗
T ·P(n) − |T˜ (1)|T˜ (3)

∗
T ·µµµ(n). (6.7.50)

Аналогично (6.7.50), применяя к первому соотношению (6.7.49) оператор
|T˜ ′(4)|T˜ (3)

∗
T со следующим однократным умножением, а ко второму |T˜ (3)|T˜ ′(4)

∗
T

и учитывая
T˜ (3)

∗
T ·T˜ (3)=E˜ |T˜ (3)|, T˜ ′(4)

∗
T ·T˜ ′(4)=E˜ |T˜ ′(4)|,

а затем из первого полученного соотношения вычитая второе, будем иметь(
|T˜ ′(4)|T˜ (3)

∗
T ·T˜ (1) − |T˜ (3)|T˜ ′(4)

∗
T ·T˜ (3)

)
· u = |T˜ ′(4)|T˜ (3)

∗
T ·P(n) − |T˜ (3)|T˜ ′(4)

∗
T ·µµµ(n). (6.7.51)

Соотношения (6.7.50) и (6.7.51) являются искомыми граничными условиями.
Заметим, что граничные условия расщепляются и в более общем случае. С

целью сокращения письма на этом останавливаться не будем. Далее отметим
только, что граничные условия сравнительно легко расщепляются в следующих
случаях:

1. c2 = c3, 2. a2 = a3, 3. d2 = d3,
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4. (
T˜ (1) ·T˜ (3) = T˜ (3) ·T˜ (1)

)
⇔
(
ξ =

c1
c3

=
a1
a3

)
, (6.7.52)

5. (
T˜ (1) ·T˜ ′(4) = T˜ ′(4) ·T˜ (1)

)
⇔
(
η =

c1
c3

=
d1
d3

)
, (6.7.53)

6. (
T˜ (1) ·T˜ ′(4) = T˜ ′(4) ·T˜ (1)

)
⇔
(
ζ =

a1
a3

=
d1
d3

)
, (6.7.54)

7. (
T˜ (1), T˜ (3), T˜ ′(4) попарно коммутируют

)
⇔
(
ξ =

c1
c3

=
a1
a3

=
d1
d3

)
. (6.7.55)

8. Для обладающих центром симметрии материалов и в том числе для реду-
цированных сред. В этом случае для нередуцированных сред T˜ (2)=(c3−c2)n ·C

≃

и T˜ (3)=0 и тензор-оператор напряжения и моментного напряжения — диффе-
ренциальная треугольная тензорно-блочная матрица и легко расчленить гра-
ничные условия . Для редуцированной среды T˜ (2) = 0 (c2 = c3) и T˜ (3) = 0 и
тензор-оператор напряжения и моментного напряжения — дифференциальная
тензорно-блочно-диагональная матрица и ее легко обратить и, конечно, легко
расчленить граничные условия.

Далее допустим, что одновременно выполняются первое, второе, третье и
седьмое условия, т.е.

c2 = c3, a2 = a3, d2 = d3, ξ =
c1
c3

=
a1
a3

=
d1
d3
, (6.7.56)

Учитывая (6.7.56), операторы (6.7.45) примут вид

T˜ (1) = c2[E˜n · ∇+ ξn∇+ (n∇)T ],

T˜ (2) = T˜ (3) = a2[E˜n · ∇+ ξn∇+ (n∇)T ],

T˜ (4) = d2[E˜n · ∇+ ξn∇+ (n∇)T ].

(6.7.57)

Вводя обозначение

T˜ =
(
C˜̃ (1) + ξC˜̃ (2) +C˜̃ (3)

) 2
⊗ n∇ = [E˜n · ∇+ ξn∇+ (n∇)T ], (6.7.58)

дифференциальные тензоры-операторы (6.7.57) можно представить в виде

T˜ (1) = c2T˜ , T˜ (2) = T˜ (3) = a2T˜ , T˜ (4) = d2T˜ , (6.7.59)

а граничные условия (6.7.49) в форме

c2T˜ ·u+ a2T˜ ·φφφ = P(n), a2T˜ ·u+ d2T˜ ·φφφ = µµµ(n). (6.7.60)

Нетрудно найти выражения для T˜ ∗ и |T˜ |. Они имеют вид

T˜ ∗ = [2(1 + ξ)E˜n·∇ − (1 + ξ)n∇− 2ξ(n∇)T ]n·∇+ ξ[∇∇+ (nn− E˜)∆],

|T˜ | = [2(1 + ξ)nn
2
⊗∇∇− ξ∆]n·∇.

(6.7.61)
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Считая, что c2d2 − a22 ̸= 0 и решая систему уравнений (6.7.60) относительно
T˜ ·u и T˜ ·φφφ, получим

T˜ ·u = (c2d2 − a22)
−1(d2P(n) − a2µµµ(n)), T˜ ·φφφ = (c2d2 − a22)

−1(c2µµµ(n) − a2P(n)). (6.7.62)

Умножая каждое равенство (6.7.62) слева на T˜T∗ (T˜T∗ ·T˜ = E˜ |T˜ |) будем иметь

|T˜ |u = (c2d2 − a22)
−1T˜T∗ ·(d2P(n) − a2µµµ(n)),

|T˜ |φφφ = (c2d2 − a22)
−1T˜T∗ ·(c2µµµ(n) − a2P(n)).

6.7.4 Статическая (квазистатическая) задача микрополярной тео-
рии упругости в перемещениях и вращениях

С целью сокращения письма рассмотрим материал, обладающий центром сим-
метрии. Тогда в случае статики или квазистатики, например, из (6.7.26) будем
иметь уравнения

Q∗
1(Q

∗
2Q

∗
4 + 4α2∆)u+ S∗ = 0, Q∗

3(Q
∗
2Q

∗
4 + 4α2∆)φφφ+H∗ = 0, (6.7.63)

где введены следующие обозначения:

S∗ = 2αQ∗
1(C≃ ·∇)·(ρm) + [E˜Q∗

1Q
∗
4−(dQ∗

4−4α2)∇∇]·(ρF),
H∗ = 2αQ∗

3(C≃ ·∇)·(ρF) + [E˜Q∗
2Q

∗
3−(mQ∗

2−4α2)∇∇]·(ρm),

Q∗
1 = (b+ d)∆, Q∗

2 = b∆, Q∗
3 = (g +m)∆− l, Q∗

4 = g∆− l,

d = λ+ µ− α, l = 4α, b = µ+ α, m = γ + δ − β, g = δ + β.

(6.7.64)

Нетрудно заметить, что, учитывая соответствующие обозначения из (6.7.64)
уравнения (6.7.63) можно записать в виде

(λ+ 2µ)∆2
[
(µ+ α)(δ + β)∆− 4αµ

]
u+ S∗ = 0,

∆[(γ + 2δ)∆− 4α]
[
(µ+ α)(δ + β)∆− 4αµ

]
φφφ+H∗ = 0.

(6.7.65)

Отсюда, осуществляя простые выкладки, получим

[(λ+ 2µ)(µ+ α)(δ + β)∆3 − 4αµ(λ+ 2µ)∆2]u+ S∗ = 0,{
(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)∆3−4α[µ(γ+2δ)+(µ+α)(δ+β)]∆2+16α2µ∆

}
φφφ+H∗=0.

(6.7.66)

Легко видеть, что при α = 0, т.е. в случае редуцированной среды из (6.7.63)
(или из (6.7.65)) получим следующие уравнения:

∆2u+G = 0, ∆2φφφ+H = 0, (6.7.67)

где введены обозначения

G =
1

µ(λ+ 2µ)
[E˜(λ+ 2µ)∆− (λ+ µ)∇∇] · (ρF),

H =
1

(δ + β)(γ + 2δ)
[E˜(γ + 2δ)∆− (γ + δ − β)∇∇] · (ρm).

(6.7.68)
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Следует заметить, что первое из уравнений (6.7.67) — классическое уравне-
ние, а второе уравнение имеет аналогичный вид. Разница — только в коэффици-
ентах. Значит, так как мы можем найти аналитическое решение классического
уравнения (см. выше случаи призматических тел), то мы найдем аналитиче-
ские решения и уравнений (6.7.67) для редуцированной среды, ибо в последнем
случае они выписываются по аналогии. С целью сокращения письма на этом
останавливаться не будем. Однако, заметим, что при отсутствии объемных на-
грузок уравнения редуцированной среды не зависят от свойств материала (хотя,
и при присутствии объемных нагрузок они не сложно зависят от материальных
констант). Этот факт наводит на мысль о том, что эти уравнения можно исполь-
зовать для идентификации материальных констант редуцированной среды. Для
решения этой проблемы, скорее всего, достаточно выписать общие решения этих
уравнений, а затем рассматривать подходящие простые краевые задачи. Более
того, можно ставить эксперименты над подходящими образцами, сделанными
из того или иного материала, удобного с точки зрения экспериментирования.

6.7.5 Статическая (квазистатическая) задача микрополярной тео-
рии призматических тел постоянной толщины в перемещениях
и вращениях и в моментах векторов перемещений и вращений

Рассмотрим призматическое тело постоянной толщины 2h. В качестве базовой
плоскости, как и выше, возьмем серединную плоскость. Тогда, учитывая пред-
ставление лапласиана (см. вторую формулу (6.6.18)), для ∆2 и ∆3 будем иметь
выражения

∆2 = ∆̄2 + 2h−2∆̄∂23 + h−4∂43 , ∆̄ = gPQ∂P∂Q,

∆3 = ∆̄3 + 3h−2∆̄2∂23 + 3h−4∆̄∂43 + h−6∂63 .

В силу последних формул и представления лапласиана (см. вторую формулу
(6.6.18)) уравнения (6.7.66) для теории призматических тел постоянной толщи-
ны в перемещениях и вращениях можно записать в виде

[∆̄3 + A∆̄2 + h−2(3∆̄ + 2A)∆̄∂23 + h−4(3∆̄ + A)∂43 + h−6∂63 ]u+ S∗∗ = 0,

[∆̄3 +(B∆̄+A)∆̄+h−2[(3∆̄+2B)∆̄+C]∂23 + h−4(3∆̄+B)∂43+ h−6∂63 ]φφφ+H∗∗ =0;
(6.7.69)

S∗∗=
S∗

(λ+ 2µ)(µ+ α)(δ + β)
, H∗∗=

H∗

(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)
, A=− 4αµ

(µ+ α)(δ + β)
,

B = −4α[µ(γ + 2δ) + (µ+ α)(δ + β)]

(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)
, C =

16α2µ

(γ + 2δ)(µ+ α)(δ + β)
.

(6.7.70)

Применяя к уравнениям (6.7.69) оператор моментов k-го порядка какой-
нибудь системы ортогональных полиномов (Лежандра, Чебышева), найдем для
микрополярной теории призматических тел постоянной толщины следующие
уравнения в моментах векторов перемещений и вращений:

[∆̄3+(B∆̄+A)∆̄]
(k)

φφφ+h−2[(3∆̄+2B)∆̄+C]
(k)

φφφ ′′+h−4(3∆̄+B)
(k)

φφφIV +h−6(k)

φφφV I+
(k)

H∗∗=0,

[∆̄3+A∆̄2]
(k)

u+h−2(3∆̄+2A)∆̄
(k)

u ′′+h−4(3∆̄+A)
(k)

u IV +h−6(k)uV I+
(k)

S∗∗=0, k∈N0.

(6.7.71)

Имея уравнения (6.7.71), нетрудно получить системы уравнений различного
приближения. В самом деле, считая, что моменты в (6.7.71) рассматриваются
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относительно системы полиномов Лежандра, в силу (6.6.21), (6.6.23), а также
формулы [304,306]

(n)

u V I(x′) = (2n+1)
∞∑
k=1

C5
k+4

5∏
s=1

(2n+ 2k + 2s− 1)
(n+2k+4)

u , (6.7.72)

где n∈N0, будем иметь расщепленную на четыре системы следующую систему
уравнений приближения порядка N = 8:

L(α)U(α) +ΦΦΦ(α) = O(α), α = 1, 2, 3, 4, (6.7.73)

где введены следующие обозначения:

U(1)=



(0)

u
(2)

u
(4)

u
(6)

u
(8)

u

, U(2)=


(1)

u
(3)

u
(5)

u
(7)

u

, U(3)=



(0)

φφφ
(2)

φφφ
(4)

φφφ
(6)

φφφ
(8)

φφφ

, U(4)=


(1)

φφφ
(3)

φφφ
(5)

φφφ
(7)

φφφ

, O(1)=O(3)=


0
0
0
0
0

,

ΦΦΦ(1)=



(0)

S∗∗

(2)

S∗∗

(4)

S∗∗

(6)

S∗∗

(8)

S∗∗


, ΦΦΦ(2)=


(1)

S∗∗

(3)

S∗∗

(5)

S∗∗

(7)

S∗∗

, ΦΦΦ(3)=



(0)

H∗∗

(2)

H∗∗

(4)

H∗∗

(6)

H∗∗

(8)

H∗∗


, ΦΦΦ(4)=


(1)

H∗∗

(3)

H∗∗

(5)

H∗∗

(7)

H∗∗

, O(2)=O(4)=


0
0
0
0

,

L(1)=



∆̄3+A∆̄2 a03∆̄
2+a04∆̄ a05∆̄

2+a06∆̄+a07 a08∆̄
2+a09∆̄+a010 a011∆̄

2+a012∆̄+a013

0 ∆̄3+A∆̄2 a26∆̄
2+a27∆̄ a28∆̄

2+a29∆̄+a210 a211∆̄
2+a212∆̄+a213

0 0 ∆̄3+A∆̄2 a49∆̄
2+a410∆̄ a411∆̄

2+a412∆̄+a413

0 0 0 ∆̄3+A∆̄2 a612∆̄
2+a613∆̄

0 0 0 0 ∆̄3+A∆̄2


, (6.7.74)

a03=9h−2, a04=6Ah−2, a05=30h−2, a06=20Ah−2 + 315h−4, a07=105Ah−4,

a08=63h−2, a09=42Ah−2 + 3780h−4, a010=1260Ah−4 + 10395h−6, a011=108h−2,

a012=72Ah−2+20790h−4, a013=6930Ah−4+270270h−6, a26=105h−2, a27=70Ah−2,

a28 = 270h−2, a29 = 180Ah−2 + 10395h−4, a210 = 3465Ah−4, a211 = 495h−2,

a212 = 330Ah−2 + 77220h−4, a213 = 25740Ah−4 + 675675h−6, a49 = 297h−2,

a410 = 198Ah−2, a411 = 702h−2, a412 = 468Ah−2 + 57915h−4, a413 = 19305Ah−4,

a612=585h−2, a613=390Ah−2;

L(2)=


∆̄3+A∆̄2 a13∆̄

2+a14∆̄ a15∆̄
2+a16∆̄+a17 a18∆̄

2+a19∆̄+a110
0 ∆̄3+A∆̄2 a36∆̄

2+a37∆̄ a38∆̄
2+a39∆̄+a310

0 0 ∆̄3+A∆̄2 a59∆̄
2+a510∆̄

0 0 0 ∆̄3+A∆̄2

 (6.7.75)

a13=45h−2, a14=30Ah−2, a15=126h−2, a16=84Ah−2 + 2835h−4, a17=945Ah−4,

a18=243h−2, a19=162Ah−2 + 24948h−4, a110=8316Ah−4 + 135135h−6, a36=189h−2,

a37=126Ah−2, a38 = 462h−2, a39 = 308Ah−2 + 27027h−4, a310 = 9009Ah−4,

a59 = 429h−2, a510 = 286Ah−2;
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L(3)=



∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b04∆̄
2+b05∆̄+b06 b07∆̄

2+b08∆̄+b09 b010∆̄
2+b011∆̄+b012 b013∆̄

2+b014∆̄+b015

0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b27∆̄
2+b28∆̄+b29 b210∆̄

2+b211∆̄+b212 b213∆̄
2+b214∆̄+b215

0 0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b410∆̄
2+b411∆̄+b412 b413∆̄

2+b414∆̄+b415

0 0 0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b613∆̄
2+b614∆̄+b615

0 0 0 0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄


,

(6.7.76)

b04=9h−2, b05=6Bh−2, b06=3Ch−2, b07=30h−2, b08=20Bh−2 + 315h−4,

b09=10Ch−2 + 105Bh−4, b010=63h−2, b011=42Bh−2 + 3780h−4, b012=21Ch−2 + 1260Bh−4,

b013=108h−2, b014=72Bh−2+20790h−4, b015=36Ch−2 + 6930Bh−4+270270h−6, b27=105h−2,

b28=70Bh−2, b29=35Ch−2, b210 = 270h−2, b211 = 180Bh−2 + 10395h−4,

b212 = 90Ch−2 + 3465Bh−4, b213 = 495h−2, b214 = 330Bh−2 + 77220h−4,

b215 = 165Ch−2 + 25740Bh−4 + 675675h−6, b410 = 297h−2, b411 = 198Bh−2, b412 = 99Ch−2,

b413 = 702h−2, b414 = 468Bh−2 + 57915h−4, b415 = 234Ch−2 + 19305Bh−4,

b613=585h−2, b614=390Bh−2, b615=195Ch−2;

L(4)=


∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b14∆̄

2+b15∆̄+b16 b17∆̄
2+b18∆̄+b19 b110∆̄

2+b111∆̄+b112
0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b37∆̄

2+b38∆̄+b39 b310∆̄
2+b311∆̄+b312

0 0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄ b510∆̄
2+b511∆̄+b512

0 0 0 ∆̄3+(B∆̄+A)∆̄

 , (6.7.77)

b14=45h−2, b15=30Bh−2, b16=15Ch−2, b17=126h−2, b18=84Bh−2 + 2835h−4,

b19=42Ch−2+945Bh−4, b110=243h−2, b111=162Bh−2 + 24948h−4,

b112=81Ch−2 + 8316Bh−4 + 135135h−6, b37=189h−2, b38=126Bh−2, b39=63Ch−2,

b310 = 462h−2, b311 = 308Bh−2 + 27027h−4, b312=154Ch−2 + 9009Bh−4,

b510 = 429h−2, b511 = 286Bh−2, b512 = 143Ch−2,

а 0 — трехкомпонентный нулевой вектор.
Векторы перемещений и вращений имеют выражения

u ≈ (0)

u+
(1)

uP1(x
3)+

(2)

uP2(x
3)+

(3)

uP3(x
3)+

(4)

uP4(x
3)+

(5)

uP5(x
3)+

(6)

uP6(x
3)+

(7)

uP7(x
3)+

(8)

uP8(x
3),

φφφ ≈
(0)

φφφ+
(1)

φφφP1(x
3)+

(2)

φφφP2(x
3)+

(3)

φφφP3(x
3)+

(4)

φφφP4(x
3)+

(5)

φφφP5(x
3)+

(6)

φφφP6(x
3)+

(7)

φφφP7(x
3)+

(8)

φφφP8(x
3).

Из (6.7.74) — (6.7.77) видно, что L(α), α = 1, 2, 3, 4, — верхние треуголь-
ные дифференциальные матричные операторы и для их определителей |L(α)|,
α = 1, 2, 3, 4, будем иметь выражения

|L(1)| = ∆̄10(∆̄2 + A)5, |L(2)| = ∆̄8(∆̄2 + A)4,

|L(3)| = ∆̄5(∆̄2 +B∆̄ + A)5, |L(4)| = ∆̄4(∆̄2 +B∆̄ + A)4.
(6.7.78)

Из (6.7.78) видно, что |L(α)|, α = 1, 2, 3, 4, отличны от нуля. Поэтому для
каждой матрицы L(α), α = 1, 2, 3, 4, в силу простых выкладок можно найти их
алгебраические дополнения L∗(α), α = 1, 2, 3, 4. Тогда, очевидно, будут верны
соотношения

LT∗(α)L(α) = L(α)L
T
∗(α) = E(α)|L(α)|, α = 1, 2, 3, 4, (6.7.79)

где E(1) = E(3) — единичная матрица пятого порядка, а E(2) = E(4) — единичная
матрица четвертого порядка.
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Применяя оператор LT∗(α) слева к уравнениям (6.7.73) и учитывая (6.7.79),
будем иметь следующие расщепленные системы уравнений:

|L(α)|U(α) + LT∗(α)ΦΦΦ(α) = O(α), α = 1, 2, 3, 4, (6.7.80)

а отсюда для каждого из моментов
(k)

u и
(k)

φφφ, k = 0, 8, векторов перемещений
и вращений по отдельности аналогично (6.6.38) получим уравнение эллиптиче-
ского типа высокого порядка (уравнения с дифференциальными операторами
|L(1)| и |L(3)| имеют 30-ый порядок, а уравнения с дифференциальными опе-
раторами |L(2)| и |L(4)| имеют 24-ый порядок). Если операторы |L(α)| и L∗(α)
имеют общий множитель, то на него уравнение можно сократить и этим поря-
док уравнения уменьшить. Для каждого из уравнений (6.7.80), используя метод
Векуа [62], можно выписать аналитическое решение. На выписывании анали-
тических решений останавливаться не будем. При необходимости это сделать
несложно.

Следует особо отметить, что к аналитическому решению в зависимости от
заданных граничных условий как в классическом, так и в микрополярном слу-
чае надо прибавить соответствующее корректирующее слагаемое, обеспечиваю-
щее выполнение граничных условий на лицевых поверхностях. Они построены
в третьей главе, поэтому здесь на них останавливаться не будем.

6.7.6 Статическая (квазистатическая) задача микрополярной тео-
рии многослойных призматических тел постоянной толщины
в перемещениях и вращениях и в моментах векторов переме-
щений и вращений при новой параметризации

Пользуясь правилом, описанном в седьмой главе, для получения искомого соот-
ношения многослойного тонкого тела из соответствующего соотношения одно-
слойного тонкого тела при новой параметризации, система уравнений микропо-
лярной теории многослойных призматических тел постоянной толщины (каж-
дый слой имеет постоянную толщину) в перемещениях и вращениях аналогично
(6.7.69) можно представить в виде

[∆̄3 +(B
s
∆̄+A

s
)∆̄+h

s

−2[(3∆̄+2B
s
)∆̄+C

s
]∂23 + h

s

−4(3∆̄+B
s
)∂43+ h

s

−6∂63 ]φφφ
s
+H

s

∗∗ =0,

[∆̄3 + A
s
∆̄2 + h

s

−2(3∆̄ + 2A
s
)∆̄∂23 + h

s

−4(3∆̄ + A
s
)∂43 + h

s

−6∂63 ]us + S
s

∗∗ = 0, s = 1, K,
(6.7.81)

где h
s
= const — толщина слоя s (s = 1, K), ∆̄ = g

−
I
−
J∂I∂J и введены обозначения

S
s

∗∗=

S
s

∗

(λ
s
+ 2µ

s
)(µ
s
+ α

s
)(δ
s
+ β

s
)
, H

s

∗∗=

H
s

∗

(γ
s
+ 2δ

s
)(µ
s
+ α

s
)(δ
s
+ β

s
)
, A

s
=−

4α
s
µ
s

(µ
s
+ α

s
)(δ
s
+ β

s
)
,

B
s
= −

4α
s
[µ
s
(γ
s
+ 2δ

s
) + (µ

s
+ α

s
)(δ
s
+ β

s
)]

(γ
s
+ 2δ

s
)(µ
s
+ α

s
)(δ
s
+ β

s
)

, C
s
=

16α
s
2µ
s

(γ
s
+ 2δ

s
)(µ
s
+ α

s
)(δ
s
+ β

s
)
, s = 1, K.
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Следовательно, применяя к уравнениям (6.7.81) оператор моментов k-го по-
рядка какой-нибудь системы ортогональных полиномов (Лежандра, Чебышева)
(или на основании (6.7.71) указанным выше правилом), получим для микропо-
лярной теории призматических тел постоянной толщины следующие уравнения
в моментах векторов перемещений и вращений:

[∆̄3+(B
s
∆̄+A

s
)∆̄]

(k)

φφφ
s
+h

s

−2[(3∆̄+2B
s
)∆̄+C

s
]
(k)

φφφ
s

′′+h
s

−4(3∆̄+B
s
)
(k)

φφφ
s

IV +h
s

−6(k)

φφφ
s

V I+
(k)

H
s
∗∗=0,

[∆̄3+A
s
∆̄2]

(k)

u
s
+h

s

−2(3∆̄+2A
s
)∆̄

(k)

u
s
′′+h

s

−4(3∆̄+A
s
)
(k)

u
s
IV +h

s

−6(k)u
s
V I+

(k)

S
s
∗∗=0, k∈N0, s=1, K.

(6.7.82)

Наконец, в силу (6.7.80) будут иметь следующие расщепленные системы
уравнений:

|L
s (k)

|U
s (k) + L

s
T
∗(k)ΦΦΦs (k) = O

s (k), k = 1, 2, 3, 4, s = 1, K. (6.7.83)

В приведенных выше соотношениях s — номер слоя, K — число слоев. Сле-
дует отметить, что как в случае однослойного призматического тела, так и в
случае многослойного призматического тела для каждого из уравнений (6.7.82),
используя метод Векуа [62], можно выписать аналитическое решение. Следова-
тельно, для корректной постановки задач к уравнениям (6.7.82) и (6.7.83) нуж-
но добавить граничные условия в моментах и межслойные контактные условия
(см. в седьмой главе). Проблема корректирующего слагаемого и в этом слу-
чае решается аналогично сказанному выше. При этом аналитическое решение
каждого слоя (кроме первого и последнего) с учетом корректирующих слага-
емых можно написать так, что оно удовлетворяло межслойным контактным
условиям. Для первого (последнего) слоя аналитическое решение посредством
корректирующих слагаемых можно представить так, что оно удовлетворяло
граничным условиям на внутренней (внешней) поверхности, а межслойным кон-
тактным условиям на внешней (внутренней) поверхности. Следовательно, чем
больше порядок приближения, можно полагать, что тем лучше (близко к ре-
альной картине) можно учитывать межслойные контактные условия, что очень
важно в теории многослойных конструкций.

6.7.7 Статическая (квазистатическая) задача микрополярной тео-
рии призматических тел с двумя малыми размерами в пере-
мещениях и вращениях и в моментах векторов перемещений
и вращений

Рассмотрим призматическое однородное тело с двумя малыми размерами, по-
перечным сечением которого является прямоугольник со сторонами 2h1 и 2h2.
Используем параметризацию на основе произвольной базовой линии. В каче-
стве базовой линии, возьмем серединную линию (прямую). Нетрудно заметить,
что в данном случае будем иметь (см. [305,306])

hI =
(−)

h I =
(+)

h I = const, k1 = 0, k2 = 0, gI
3̂
= 0, g

3̂3
= g3

3̂
= ϑ̂ = 1,

g3̂
3
= ϑ̂−1 = 1, g11 = h−2

1 , g22 = h−2
2 , g12 = 0, g33 = 1, N3 = ∂3.

(6.7.84)
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В силу (6.7.84) и ∇̂F = g3̂
3
r3N3F+ rP∂PF (N3 = ∂3− gP

3̂
∂P ) (см. [305, 306])

операторы ∆̂, ∆̂2 и ∆̂3 будут иметь выражения

∆̂=∂2
3
+∆̃, ∆̃ = gPQ∇P∇Q = h−2

1 ∂21 + h−2
2 ∂22 ,

∆̂2 = ∂43 + 2∂23∆̃ + ∆̃2, ∆̂3 = ∂63 + 3∂43∆̃ + 3∂23∆̃
2 + ∆̃3.

(6.7.85)

На основании второй формулы (6.7.85) операторы ∆̃2 и ∆̃3 можно представить
в виде

∆̃2=h−4
1 ∂41+2h−2

1 h−2
2 ∂21∂

2
2+h

−4
2 ∂42 , ∆̃3=h−6

1 ∂61+3h−2
1 h−2

2 (h−2
1 ∂21+h

−2
2 ∂22)∂

2
1∂

2
2+h

−6
2 ∂62 . (6.7.86)

Если h=h1=h2 (сечение — квадрат), то из второй формулы (6.7.85) и (6.7.86)
получим

∆̃ = h−2(∂21 + ∂22) = h−2∆, ∆̃2=h−4(∂41+2∂21∂
2
2+∂

4
2) = h−4∆2,

∆̃3=h−6[∂61+3(∂21+∂
2
2)∂

2
1∂

2
2+∂

6
2 ] = h−6∆3, ∆ = ∂21 + ∂22 .

(6.7.87)

Запишем теперь уравнения (6.7.66) для рассматриваемого призматического
тела с двумя малыми размерами. Нетрудно видеть, что для этого достаточно
лапласиан ∆ и набла-оператор ∇, имеющиеся в уравнениях (6.7.66), заменить
на ∆̂ и ∇̂ = r3∂3+ rP∂P соответственно. После таких замен будем иметь следу-
ющие уравнения:

(∆̂3 + A∆̂2)u+ Ŝ∗∗ = 0, (∆̂3 +B∆̂2 + C∆̂)φφφ+ Ĥ∗∗ = 0, (6.7.88)

где A, B, C, Ŝ∗∗ и Ĥ∗∗ даются формулами (6.7.70). При этом выражения для
Ŝ∗∗ и Ĥ∗∗ получаются из S∗∗ и H∗∗, если в S∗ и H∗ (см. (6.7.64)) ∆ и ∇ заменить
на ∆̂ и ∇̂ соответственно.

Учитывая (6.7.85), уравнения (6.7.88) можно записать следующим образом:

[∂63 + A∂43 + ∂23(3∂
2
3 + 2A)∆̃ + (3∂23 + A)∆̃2 + ∆̃3]u+ Ŝ∗∗ = 0,

{∂63 +B∂43 + [∂23(3∂
2
3 + 2B) + C]∆̃ + (3∂23 +B)∆̃2 + ∆̃3}φφφ+ Ĥ∗∗ = 0.

(6.7.89)

Нетрудно заметить, что в рассматриваемом случае для редуцированной сре-
ды (α = 0) на основании уравнений (6.7.67) получим следующие уравнения:

(∂43 + 2∂23∆̃ + ∆̃2)u+ Ĝ = 0, (∂43 + 2∂23∆̃ + ∆̃2)φφφ+ Ĥ = 0, (6.7.90)

где выражения для Ĝ и Ĥ получаются из выражений для G и H (см. (6.7.68)),
если в них операторы ∆ и ∇ заменить на ∆̂ и ∇̂ соответственно. Следует заме-
тить, что первое из уравнений (6.7.90) — уравнение классической теории приз-
матических тонких тел с двумя малыми размерами и поперечным сечением в
виде прямоугольника. Заметим также, что уравнения (6.7.90), конечно, можно
было получить и из (6.7.89) при α = 0. Кроме того, видно, что при отсутствии
объемных нагрузок уравнения (6.7.90) не зависят от свойств материала.

Теперь не представляет труда получить уравнения для микрополярной тео-
рии призматических тонких тел с двумя малыми размерами, имеющих попе-
речное сечение в виде прямоугольника, в моментах векторов перемещений и
вращений относительно какой-нибудь системы полиномов (Лежандра, Чебы-
шева). В самом деле, нетрудно видеть, что в силу (2.7.17), второй формулы
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(6.7.85) и (6.7.86) для некоторой тензорной величины F(x′, x3) будем иметь фор-
мулы [304,306]

(m,n)

M (∆̃F)=h−2
1

(m′′,n)

F +h−2
2

(m,n′′)

F ,
(m,n)

M (∆̃2F)=h−4
1

(mIV ,n)

F +2h−2
1 h−2

2

(m′′,n′′)

F +h−4
2

(m,nIV )

F ,
(m,n)

M (∆̃3F)=h−6
1

(mV I,n)

F +3h−2
1 h−2

2

(
h−2
1

(mIV ,n′′)

F +h−2
2

(m′′,nIV )

F
)
+h−6

2

(m,nV I )

F , m, n ∈ N0,

(6.7.91)

которые верны для любой системы полиномов (Лежандра, Чебышева).
Следует заметить, что если {uk}∞k=0 — некоторая ортогональная система по-

линомов на сегменте [a, b], а F(x′, x3) — какое-нибудь тензорное поле, то момент
(m,n)-го порядка тензорного поля F(x′, x3) относительно системы полиномов
{uk}∞k=0 определяется следующим образом:

Определение 6.7.1. Моментом (m,n)-го порядка тензорного поля F(x′, x3)

относительно системы полиномов {uk}∞k=0, обозначаемым
(m,n)

M (F), называется
интеграл

(m,n)

M (F) = ||um||−2||un||−2
b∫
a

b∫
a

F(x1, x2, x3)um(x1)un(x2)h(x1)h(x2)dx1dx2. (6.7.92)

Здесь ||uk|| — норма полинома uk, а h — весовая функция. Заметим так-
же, что вопросы, касающиеся теории тонких тел с двумя малыми размерами,
подробно излагаются в [297,305,306].

Применяя к (6.7.89) оператор моментов (m,n)-го порядка какой-нибудь си-
стемы полиномов, в силу (6.7.91) получим искомые уравнения в форме
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Совершенно аналогично (6.7.93) в случае редуцированной среды (α = 0)
на основании (6.7.90) получим следующие уравнения в моментах векторов пе-
ремещений и вращений относительно любой системы полиномов (Лежандра,
Чебышева) для теории призматических тонких тел с двумя малыми размерами
и поперечным сечением в виде прямоугольника:
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Заметим, что первое из (6.7.94) — уравнение в моментах вектора перемеще-
ний относительно любой системы полиномов (Лежандра, Чебышева) для клас-
сической теории призматических тонких тел с двумя малыми размерами и по-
перечным сечением в виде прямоугольника.

Для того, чтобы записать системы уравнений (6.7.93) и (6.7.94) в моментах
относительно какой-нибудь системы ортогональных полиномов достаточно вхо-

дящие в них величины
(m′′,n)

F ,
(m,n′′)

F ,
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F ,
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(m,nV I )

F ,
(mIV ,n′′)

F и
(m′′,nIV )

F ,
где F = u или F = φφφ, выражать с помощью моментов F относительно рассмат-
риваемой системы полиномов. Ниже выпишем получаемые легко на основании
(6.6.21), (6.6.22), (6.6.23) и (6.7.72) выражения для указанных выше величин
через моменты F относительно системы полиномов Лежандра, а также через
значения функции F и ее производных при x1 = ±1 и x2 = ±1. Будем иметь
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Учитывая (6.7.95) – (6.7.103), из (6.7.93) получим расщепленную систему
уравнений для теории однородных изотропных призматических тонких тел с
двумя малыми размерами постоянных толщин, имеющих поперечные сечения
в виде прямоугольника, в моментах векторов перемещений и вращений относи-
тельно системы полиномов Лежандра. Следовательно, в силу (6.7.95) – (6.7.98)
из (6.7.94) найдем расщепленную систему уравнений для теории редуцирован-
ных однородных изотропных призматических тонких тел с двумя малыми раз-
мерами постоянных толщин, имеющих поперечные сечения в виде прямоуголь-
ника, в моментах векторов перемещений и вращений относительно системы по-
линомов Лежандра. При этом уравнения, получаемые из первого уравнения
(6.7.94) будут уравнениями для теории классических однородных изотропных
призматических тонких тел с двумя малыми размерами постоянных толщин,
имеющих поперечные сечения в виде прямоугольника, в моментах векторов пе-
ремещений и вращений относительно системы полиномов Лежандра.

Следует заметить, что (6.7.95) – (6.7.97), (6.7.100) и (6.7.102) представлены
как без учета (первые равенства в них), так и с учетом (вторые равенства в
них) значений функции F и их производных при x1 = ±1 и x2 = ±1. Следо-
вательно, на основании упомянутых в предыдущем предложении соотношений
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без учета значений функции F и их производных при x1 = ±1 и x2 = ±1
получим искомые уравнения в моментах без учета граничных условий на лице-
вых поверхностях, а в силу соотношений с их учетом можно вывести искомые
уравнения в моментах с учетом граничных условий на лицевых поверхностях. С
целью получения систем уравнений в моментах векторов перемещений и враще-
ний относительно системы полиномов Лежандра с учетом граничных условий
физического содержания на лицевых поверхностях ниже выведем некоторые
необходимые соотношения.

6.7.8 О граничных условиях физического содержания в теории приз-
матических тонких тел с двумя малыми размерами

Нетрудно заметить, что граничные условия физического содержания на лице-
вых поверхностях в классической теории призматических тонких тел с двумя
малыми размерами [305,306] можно представить в виде
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(6.7.104)

а на торцах можно записать следующим образом:

n(α) ·P˜ (α) = n(α) ·P˜∣∣x3=x3(α)

= Q(α)(x
1, x2), α = 1, 2, (6.7.105)

где n1 (n2) — единичный вектор внешней нормали к левому (правому) торцу,
Q(1)(x
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Учитывая n1 = (0, 0,−1) и n2 = (0, 0, 1), граничные условия на торцах

(6.7.105) можно записать в форме
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(6.7.106)

Нетрудно заметить, что в силу симметричности тензора напряжений и гра-
ничных условий (6.7.104) в классической теории на граничных линиях (ребрах)
лицевых поверхностей должны выполняться условия
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а на торцевых ребрах на основании (6.7.106) следующие условия:
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Таким образом, с помощью классической теории упругости для тонких тел с
двумя малыми размерами и поперечным сечением в виде прямоугольника мож-
но рассматривать те задачи, для которых внешние нагрузки, действующие на
тонкое тело, удовлетворяют условиям (6.7.107) и (6.7.108). Другими словами,
классическая теория упругости не способна рассматривать задачи для тонких
тел с двумя малыми размерами и поперечным сечением в виде прямоугольника
при произвольных внешних касательных напряжениях на лицевых поверхно-
стях и торцах (нормальные напряжения могут быть произвольными).

Легко видеть, что условия, которые имеют место в угловых торцевых точках
Aα(1, 1, x

3
α), Bα(1,−1, x3α), Cα(−1,−1, x3α) и Dα(−1, 1, x3α), α = 1, 2 (точки при

α = 1 — угловые точки левого торца, а при α = 2 — угловые точки правого
торца), выводятся из (6.7.107) и (6.7.108) при x3 = x3α, α = 1, 2 и определенных
значениях x1 и x2 (см. указанные выше в круглых скобках координаты этих
точек). С целью сокращения письма выписывать их не будем.

Далее на основании закона Гука для изотропного однородного материала и
граничных условий (6.7.104) после простых выкладок получим
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Следует заметить, что на основании последних соотношений можно най-
ти выражения для входящих в (6.7.95), (6.7.96), (6.7.97), (6.7.100) и (6.7.102)
слагаемых, содержащих значения искомых функций на лицевых поверхностях
тонкого тела, с помощью граничные условия на лицевых поверхностях и мо-
менты искомых функций. В таком случае первое уравнение (6.7.94) (уравнение
классической теории) можно записать с учетом граничных условий на лицевых
поверхностях. Заметим также, что аналогично изложенной выше классической
теории можно рассматривать микрополярную теорию, на которой с целью со-
кращения письма останавливаться не будем. Отметим только, что в отличие от
классической теории в микрополярной теории упругости на внешнюю нагрузку
дополнительные условия не накладываются.

6.8 Постановки первых краевых задач пятых приближений для клас-
сической и микрополярной упругих тонких прямоугольных об-
ластей

Постановки этих задач можно получить разными путями из рассмотренных вы-
ше постановок первых краевых задач для различных тонких тел. Однако, про-
ще всего их получить из соответствующих постановок первых краевых задач
для упругих плоских тонких областей, тонких тел с двумя малыми размерами,
тонких тел с одним малым размером при произвольной базовой поверхности
(см. соответствующие постановки), а также, вообще говоря, из постановки плос-
кой задачи [161] (см. также [162–165]). Ниже выпишем постановки этих краевых
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задач в том случае, когда рассматривается упругая тонкая прямоугольная об-
ласть с одним малым размером ширины 2h и длины L (рис. 6.1). Линии x1 = h
и x1 = −h будем называть лицевыми, а x2 = 0 и x2 = L торцевыми линиями.

Рис. 6.1: Прямоугольная область

6.8.1 Постановка первой краевой задачи пятого приближения для
классической упругой тонкой прямоугольной области

Постановка этой краевой задачи включает в себя: уравнения равновесия в мо-
ментах вектора перемещений относительно системы полиномов Лежандра пя-
того приближения для классической среды
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и кинематические граничные условия на торцах пятого приближения
(k)

u I |x2=0 =
(k)

f I ,
(k)

u I |x2=L =
(k)

g I , I = 1, 2, k = 0, 5. (6.8.2)
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Здесь
(k)

u I , k = 0, 5, — моменты компонент вектора перемещений, pI и qI —
компоненты заданных нагрузок на x1 = h и x1 = −h лицевых линиях соответ-

ственно, а
(k)

f I и
(k)

g I , k = 0, 5 — моменты компонент заданных на торцах x2 = 0
и x2 = L векторов перемещений соответственно.

6.8.2 Постановка первой краевой задачи пятого приближения для
микрополярной упругой тонкой прямоугольной области

Постановка этой краевой задачи включает в себя: уравнения равновесия в мо-
ментах векторов перемещений и вращений относительно системы полиномов
Лежандра пятого приближения для микрополярной упругой среды
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и кинематические граничные условия на торцах пятого приближения
(k)

u I |x2=0 =
(k)

f I ,
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u I |x2=L =
(k)

g I ,
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φ |x2=0 =
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ψ,
(k)

φ |x2=L =
(k)

χ, k = 0, 5. (6.8.4)

Здесь
(k)

u I и
(k)

φ, k = 0, 5, — моменты компонент векторов перемещений и враще-
ний, pI и qI — компоненты заданных силовых нагрузок на x1 = h и x1 = −h
лицевых линиях, σ и τ — заданные моментные нагрузки на x1 = h и x1 = −h
лицевых линиях,

(k)

f I и
(k)

g I , k = 0, 5, — моменты компонент заданных на торцах

x2 = 0 и x2 = L векторов перемещений, а
(k)

ψ и
(k)

χ — моменты заданных на торцах
x2 = 0 и x2 = L вращений соответственно.

Следует заметить, что из постановок задач (6.8.1), (6.8.2) и (6.8.3), (6.8.4)
пятых приближений в моментах нетрудно получить постановки задач меньших
приближений. В самом деле, чтобы получить, например, из постановки клас-
сической задачи пятого приближения (см. (6.8.1), (6.8.2)) постановку задачи
четвертого приближения достаточно из системы уравнений (6.8.1) вычеркнуть
шестое и последнее уравнения, а из оставшихся уравнений вычеркнуть слагае-
мые содержащие моменты пятого порядка неизвестных функций. Также из гра-
ничных условий (6.8.2) вычеркнуть те равенства, которые содержат моменты
пятого порядка, т.е. k менять от 1 до 4. Аналогично можно получить постановку
задачи третьего приближения из постановки задачи четвертого приближения
и т.д. Такая же процедура применяется и при получении постановки задачи
меньшего приближения из постановки задачи большего приближения в случае
микрополярной среды. Таким образом, если имеем постановку задачи пятого
приближения в моментах, то можно считать, что имеем постановки задач всех
приближений в моментах от нулевого до пятого порядка. Ниже эти постановки
задач применяются при численной реализации некоторых простых задач.
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6.9 Численные примеры решения задач

6.9.1 Задача для равномерно нагруженной с одной стороны двумер-
ной области

Сначала рассмотрим классический случай. В (6.8.1) положим p1 = 1000кГ/см2,

p2 = 0, q1 = 0, q2 = 0,
(k)

f I= 0,
(k)
g
I= 0, I = 1, 2, k = 1, 5, т.е. на лицевую линию

x1 = −h действует равномерно распределенная нагрузка (давление), равная
1000кГ/см2, а лицевая линия x1 = h свободна, кроме того, перемещения на
торцах равны нулю (рис. 6.2). Пусть L = 10см и h = 1см. Будем считать,

Рис. 6.2: Равномерно нагруженная двумерная область

что двумерная область стальная. Модуль Юнга и коэффициент Пуассона стали
соответственно равны E = 210000кГ/см2 и ν = 0, 3. Выразим параметры Ламе
через модуль Юнга и коэффициент Пуассона

λ = − Eν

(2ν − 1)(ν + 1)
= 1211538

кГ
см2

, µ =
E

2(ν + 1)
= 807692

кГ
см2

и решим задачи вех шестых приближений, получаемых из (6.8.1), (6.8.2).
На рис. 6.3 изображены "прогибы" средней линии двумерной области u1(0, x2),

а на рис. 6.4 продольные перемещения u2(x1, 2) в сечении x2 = 2 при N = 0, 5.

Рис. 6.3: Прогибы средней линии при различных приближениях



343

Рис. 6.4: Продольные перемещения при различных приближениях

Из данных рисунков видно, что, начиная с третьего приближения, графи-
ки совпадают. Это говорит о достаточно быстрой сходимости рядов Фурье-
Лежандра искомых величин.

На рис. 6.5 приводится сравнение решения задачи пятого приближения с ре-
шением по теории Бернулли-Эйлера и решением методом конечных элементов
(МКЭ) двумерной задачи, когда 2h = 1см (слева) и 2h = 2см (справа). Срав-
ниваются "прогибы" средней линии. График "прогиба" пятого приближения
точно ложится на решение, полученное с помощью МКЭ, а решение по теории
Бернулли-Эйлера существенно отличается.

Рис. 6.5: Прогибы средней линии

На следующих трех рисунках (рис. 6.6 - рис. 6.8) отображаются u2(x1, 2) —
продольные перемещения в сечении x2 = 2, P22(x1, 5) — нормальные напряже-
ния в сечении x2 = 5, P12(x1, 2) — касательные напряжения в сечении x2 = 2.
Аналогично, наблюдается совпадение решения задачи пятого приближения с
решением посредством МКЭ.

Рис. 6.6: Продольные перемещения
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Рис. 6.7: Нормальные напряжения

Рис. 6.8: Касательные напряжения

На рис 6.9 приведено сравнение "прогибов"линий x1 = h, x1 = 0 и x1 = −h,
когда 2h = 10см, т. е. прямоугольная полоса становится квадратом. Как и в
предыдущих случаях, решения пятого приближения точно совпадает с реше-
ниями МКЭ.

Рис. 6.9: Прогибы различных линий

Теперь рассмотрим микрополярную двумерную область. В (6.8.3) положим

p1 = 0, 01кГ/см2, p2 = 0, p3 = 0, q1 = 0, q2 = 0, q3 = 0,
(k)

f I= 0,
(k)
g
I= 0, I = 1, 2,

k = 1, 5, т.е. на лицевую линию x1 = −h действует равномерно распределен-
ная нагрузка, равная 0.01кГ/см2, а лицевая линия x1 = h свободна, кроме
того, перемещения и микровращения на торцах равны нулю. Пусть L = 10см и
h = 0, 1см, а E = 300МПа, ν = 0, 4, lb = 0, 33мм, N 2 = 0, 02 ( значения техни-
ческих констант для полиуретановой пленки взяты из статьи [479]). Выражая
используемые нами материальные константы через технические, получим

λ = −Eν/[(2ν − 1)(ν + 1)] = 4370кГ/см2, µ = E/[2(ν + 1)] = 1093кГ/см2,
α = −EN2/[2(νN2 +N2 − ν − 1)] = 46кГ/см2, δ + β = 2l2

b
E/[ν + 1] = 4, 8кГ.

Решены задачи вех шестых приближений, получаемых из (6.8.3) и (6.8.4).
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На рис. 6.10 изображены прогибы средней линии двумерной области u1(0, x2),
а на рис 6.11 продольные перемещения u2(x1, 2) в сечении x2 = 2 при N = 0, 5.
Начиная со второго приближения, графики совпадают.

Рис. 6.10: Прогибы средней линии при различных приближениях. Микрополяр-
ная среда

Рис. 6.11: Продольные перемещения при различных приближениях. Микропо-
лярная среда

На рис. 6.12 изображены графики "прогибов"средних линий для решения по
классической теории и для решения по микрополярной теории при различных
толщинах двумерной области. На левом рисунке изображено решение, когда
2h = 2см. На среднем рисунке 2h = 1см. При таких толщинах нет существен-
ного отличия между классическим и микрополярным решениями. На правом
графике толщина области 2h = 0.2см. При таких размерах отличие между

Рис. 6.12: Сравнение классического решения с микрополярным

микрополярной областью и классической существенно. График, пролегающий
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выше, соответствует микрополярному случаю, и максимальный прогиб равен
0, 078см. График, полученный при использовании классического подхода, про-
ходит ниже, и наибольший прогиб равен 0.107см. Можно сделать вывод, что
при изгибе тонких тел из некоторых материалов, в том числе из тех, которые
представлены в [479], начинают проявляться микрополярные свойства. В рас-
сматриваемом случае разница максимальных прогибов составляет почти 28%.

6.9.2 Задача для равномерно нагруженной с двух сторон двумерной
области

Классический случай. В (6.8.1) положим p1=1000кГ/см2, p2=0, q1=1000кГ/см2,

q2 = 0,
(k)

fI = 0,
(k)

gI = 0, I = 1, 2, k = 0, 5, т.е. на лицевые линии x1 = h и
x1 = −h действуют равномерно распределенные нагрузки, а перемещения на
торцах равны нулю (рис. 6.13).

Рис. 6.13: Равномерно нагруженная с двух сторон двумерная область

На рис. 6.14 сравниваются графики прогиба u1(h, x2) лицевой линии x1 = h
(полиномы-МКЭ). Они совпадают.

Рис. 6.14: Прогиб лицевой линии

6.9.3 Задача, когда на лицевые линии действуют уравновешенные
поперечные сосредоточенные силы

В (6.8.1) положим p1 = 3000 δ(x2 − L/2), p2 = 0, q1 = 1500 δ(x2 − L/4) +

1500 δ(x2 − 3/4L), q2 = 0,
(k)

f I= 0,
(k)
g
I= 0, I = 1, 2, k = 0, 3 т.е. на лицевую ли-

нию x1 = h в точке (x1, x2) = (h, L/2) действует поперечная сосредоточенная
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сила 3000кГ/см, а на лицевую линию x1 = −h в точках (x1, x2) = (−h, L/4) и
(x1, x2) = (−h, 3/4L) действуют поперечные сосредоточенные силы 1500кГ/см
(рис. 6.15). Как и в предыдущих примерах, на торцах задается условие равен-
ства нулю перемещений. Здесь δ(·) — дельта функция Дирака.

Рис. 6.15: Двумерная область под действием уравновешенных сосредоточенных
сил

При решении данной задачи использовалась постановка задачи третьего
приближения, получаемая из (6.8.1), (6.8.2). Задача решалась методом
Галеркина [149].

На рис. 6.16 представлены поперечные перемещения u1(h, x2), u1(−h, x2) и
u1(0, x2) линий x1 = h, x1 = −h и x1 = 0 соответственно.

На нижнем графике рис. 6.16 решение, полученное при использовании пред-
лагаемой теории, совпадает с решением МКЭ двумерной задачи (изображено
поперечное перемещение линии x1 = 0). На двух верхних графиках приводятся
поперечные перемещения лицевых линий, которые получены при решении зада-
чи третьего приближения. Установлено, что и на лицевых линиях предлагаемая
теория дает тот же ответ, что и МКЭ для двумерной задачи.

Рис. 6.16: Поперечные перемещения
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6.9.4 Задача, когда на лицевые линии действуют сосредоточенные
касательные силы

На двумерную область в точках (x1, x2) = (h, L/2) и (x1, x2) = (−h, L/2) дей-
ствуют касательные сосредоточенные силы, величина каждой из которых равна
3000кГ/см и имеющие противоположные направления (рис. 6.17).

Рис. 6.17: Двумерная область под действием касательных сосредоточенных сил

Рис. 6.18 иллюстрирует совпадение графиков, полученных на основе МКЭ
для двумерной задачи и предлагаемой теории на примере поперечного переме-
щения линии x1 = 0.

Рис. 6.18: Поперечные перемещения

6.9.5 Задача для двухслойной двумерной области

Рассмотрим двухслойную двумерную область (рис. 6.19). Каждый из слоев
имеет толщину 2h = 1см и длину L = 10см. Модуль Юнга и коэффициент
Пуассона первого слоя равны E1 = 2.1E6 кГ/см2 и ϑ1 = 0.3, а второго слоя
E2 = 7E6 кГ/см2 и ϑ2 = 0.2 соответственно. На лицевую линию второго слоя
действует равномерно распределенная нагрузка 1000кГ/см2. Перемещения на
торцах равны нулю. Рассматривается случай идеального контакта.

Рис. 6.19: Двухслойная двумерная область

Постановку задачи, например, пятого приближения рассматриваемой двух-
слойной конструкций можно получить из соответствующей постановки задачи
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многослойной конструкций, приведенной в седьмой главе или из соответству-
ющей постановки задач для однослойной области описанным в седьмой главе
правилом. В частности, искомую постановку задачи для двухслойной конструк-
ций можно получить из (6.8.1) и (6.8.2) если входящие в эту постановку задачи
величины снабжать еще индексом (α), который обозначает номер слоя и при-
дать этому индексу значения от 1 до N , где N — число слоев. В рассматрива-
емом случае N = 2, т.е. α = 1, 2. Кроме того, следует добавить межслойные
контактные условия в зависимости от типа контакта. Таким образом, величи-
ны uI , pI , qI , fI и gI , I = 1, 2, входящие в (6.8.1) и (6.8.2), следует заменить на
u(α)I , p(α)I , q(α)I , f(α)I и g(α)I , I = 1, 2, α = 1, 2, где, конечно, p(2)I — компоненты
заданной нагрузки на внешней лицевой поверхности, q(1)I — компоненты задан-
ной нагрузки на внутренней лицевой поверхности, а p(1)I и q(2)I — межслойные
контактные силы. Очевидно, в рассматриваемом случае условия полного (иде-
ального) контакта можно записать в виде p(1)I = −q(2)I и

(+)

u (1)I =
(−)

u (2)I , I = 1, 2.
Задача была решена при следующих условиях:

p
(2)1

=1000 кГ/см2, p
(2)2

=0, q
(1)1

=0, q
(1)2

=0,
(k)

f
(α)I

= 0,
(k)
g
(α)I

= 0, I, α = 1, 2, k = 0, 5.

На рис. 6.20 изображены поперечные перемещения линии x1 = h второго
слоя, линии контакта и линии x1 =−h первого слоя. Полученные с помощью
полиномов решения совпадают с решениями, полученными МКЭ двумерной
задачи.

Рис. 6.20: Поперечные перемещения

На рис. 6.21 приводятся графики нормальных и касательных напряжений
на линии контакта, полученные при решении задачи с помощью предлагаемой
теории. Они нарисованы красным цветом. Кроме того, фиолетовым и синим
цветом изображены графики нормальных и касательных напряжений на лини-
ях, которые находятся на расстоянии 0.05 см сверху и снизу от линии контакта.
Фиолетовый и синий графики получены путем решения МКЭ двумерной зада-
чи.
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Рис. 6.21: Нормальные и касательные напряжения на линии контакта

Наблюдается хорошая корреляция между решениями предлагаемой теори-
ей и решениями МКЭ. Графики, полученные при решении задачи посредством
предлагаемой теории, расположены примерно посередине графиков, получен-
ных путем решения МКЭ двумерной задачи.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ СВОДЯТСЯ К
СЛЕДУЮЩЕМУ:

1. Предложены различные параметризации областей однослойного и много-
слойного тонких тел. Создан новый тензорный аппарат для полного описания
предложенных параметризаций и введен аппарат дифференциальных операто-
ров для теорий тонких тел. Сформулированы фундаментальные теоремы для
областей тонких тел при рассмотренных параметризациях;

2. Получены некоторые рекуррентные соотношения для полиномов Лежанд-
ра и Чебышева, применяемые при моделировании деформирования тонких тел;

3. Построена теория моментов относительно систем полиномов Лежандра
и Чебышева. Даны представления уравнений движения и притока тепла и ОС
физического и теплового содержаний при рассматриваемых параметризациях,
а также в моментах для теории тонких тел. Выведены граничные и начальные
условия в моментах;

4. На основании развитого метода ортогональных полиномов (Лежандра и
Чебышева) построены новые варианты теорий упругих тонких тел (однослой-
ных и многослойных тонких тел с одним малым размером, а также тонких тел
с двумя малыми размерами и тонких плоских областей с одним малым разме-
ром) при различных параметризациях областей этих тел, среди которых новая
параметризация более доступная к экспериментальному изучению;

5. Из вариационных принципов Лагранжа и Кастильяно, а также обобщен-
ных вариационных принципов типа Рейсснера в рамках трехмерной микропо-
лярной теории получены соответствующие вариационные принципы для теории
тонких тел, а из последних выведены соответствующие вариационные принци-
пы для теории тонких тел в моментах относительно систем полиномов Лежанд-
ра и Чебышева. При этом для микрополярной теории многослойных тонких тел,
как при полном контакте, так и при наличии зон ослабленной адгезии, полу-
чены только обобщенные вариационные принципы типа Рейсснера, так как из
них легко выводятся остальные (Лагранжа, Кастильяно). Доказаны теоремы о
минимуме стационарной точки лагранжиана и максимуме стационарной точки
кастильяниана, а также теорема о единственности обобщенного решения крае-
вых задач;

6. Даны постановки связанной и несвязанной динамических задач в момен-
тах для тонких тел. Построены корректирующие слагаемые, позволяющие удо-
влетворять граничным условиям на лицевых поверхностях. По способу В.В.
Понятовского найдены различные выражения для компонент тензора напряже-
ний, которые удовлетворяют граничным условиям. Доказано, что способ В.В.
Понятовского эквивалентен способу разложения всех компонент тензора напря-
жений в ряды по рассматриваемой системе ортогональных полиномов;
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7. Исходя из трехмерных уравнений микрополярного деформируемого твер-
дого тела, получены уравнения микрополярных и расширенных микрополяр-
ных теорий оболочек, оболочек класса TS и призматических оболочек в кон-
травариантных компонентах тензоров напряжений и моментных напряжений.
Выведены граничные условия. Даны сравнения уравнений некоторых теорий.
Сформулирована кинематическая гипотеза для теории тонких тел;

8. Найдены обратные тензоры-операторы к тензору-оператору уравнений
движения теории упругости в перемещениях изотропного однородного матери-
ала и оператору напряжения, позволяющие расщеплять уравнения и гранич-
ные условия. Построен обратный оператор к матричному дифференциальному
тензору-оператору уравнений движения микрополярной теории упругости в пе-
ремещениях и вращениях как для изотропных однородных материалов с цен-
тром симметрии, так и для материалов, не обладающих центром симметрии.
В этих случаях получены уравнения по отдельности векторов перемещений и
вращений. Расщепленные уравнения получены и для редуцированной среды
(при этом уравнение относительно вектора перемещений совпадает с уравне-
нием классической теории, а уравнение относительно вектора вращений имеет
аналогичный вид. Кроме того, при отсутствии объемных нагрузок уравнения
редуцированной среды не зависят от свойств материала, что наводит на мысль,
что эти уравнения могут быть использованы для идентификации материаль-
ных констант этой среды). Построен также обратный оператор к матричному
дифференциальному тензору-оператору напряжения и моментного напряжения
в случае редуцированной среды с кусочно-гладкой плоской границей. Выявле-
ны случаи, для которых легко обратить оператор напряжения и моментного
напряжения;

9. Из расщепленных уравнений классической и микрополярной теорий упру-
гости получены соответствующие расщепленные уравнения статической (квази-
статической) задачи теорий призматических тел постоянной толщины в переме-
щениях в классическом случае и в перемещениях и вращениях в микрополярном
случае. Из последних систем уравнений в свою очередь выведены уравнения
в моментах неизвестных вектор-функций относительно любых систем ортого-
нальных полиномов. Получены системы уравнений различных приближений (с
нулевого по восьмого порядка) в моментах относительно систем полиномов Ле-
жандра и Чебышева второго рода. При этом эти уравнения выведены как без
учета граничных условий на лицевых поверхностях, так и с учетом этих усло-
вий. Начиная с первого приближения, системы уравнений распадаются на две
системы. Одна из них — система относительно моментов четных порядков неиз-
вестной векторной функции, а другая относительно моментов нечетных поряд-
ков той же функций. На основании найденного обратного оператора к операто-
ру любой из этих систем для каждого момента неизвестной векторной функции
получается уравнение эллиптического типа высокого порядка (порядок системы
зависит от порядка приближения), характеристические корни которого легко
находятся. Используя метод И.Н.Векуа для решения таких уравнений, можно
получить их аналитическое решение;



353

10. Расщепленные уравнения в моментах векторов перемещений и вращений
относительно произвольной системы полиномов (Лежандра, Чебышева) полу-
чены для микрополярной теории призматических тонких тел с двумя малыми
размерами, имеющих поперечное сечение в виде прямоугольника. Аналогич-
ные уравнения получены и для редуцированной среды, содержащие уравнение
классической среды;

11. Выведены расщепленные системы уравнений статической (квазистати-
ческой) задачи микрополярной теории многослойных призматических тел по-
стоянной толщины в перемещениях и вращениях и в моментах векторов переме-
щений и вращений, из которых, как частный случай, получаются аналогичные
системы уравнений классической теории многослойных призматических тел по-
стоянной толщины в перемещениях. Получены расщепленные системы уравне-
ний восьмого приближения микрополярной теории многослойных призматиче-
ских тел постоянной толщины в моментах векторов перемещений и вращений.
Используя метод Векуа, для этих систем, а также для уравнений редуцирован-
ной среды можно выписать аналитические решения;

12. Приведены численные решения задач различных приближений о тон-
ком теле с двумя малыми размерами и прямоугольной тонкой плоской области
с защемленными краями при различных нагрузках, а также о двухслойной дву-
мерной области с защемленными краями.



354

Литература
[1] Абдуллаев Ф.Х., Хабибулаев П.К. Динамика солитонов в неоднород-

ных конденсированных средах. //Ташкент, изд-во "ФАН 1986.
[2] Алексеев А.Е. Построение уравнений слоя переменной толщины на ос-

нове разложений по полиномам Лежандра// ПМТФ. 1994. Т. 35. №4.
С. 137–147.

[3] Алексеев А.Е. Изгиб трехслойнной ортотропной балки// ПМТФ. 1995.
Т. 36. №3. С. 158–166.

[4] Алексеев А.Е. Итерационный метод решения задач деформирования
слоистых конструкций с учетом проскальзивания слоев// Динамика
сплошной среды: Сб. науч. тр./ РАН. Сиб. отд-ние. Ин-т гидродина-
мики. 2000. Вып. 116. С. 170–174.

[5] Алексеев А.Е., Алехин В.В., Аннин Б.Д. Плоская задача теории упру-
гости для неоднородного слоистого тела// ПМТФ. 2001. Т. 42. №6.
С. 136–141.

[6] Алексеев А.Е., Аннин Б.Д. Уравнения деформирования упругого
неоднородного слоистого тела вращения// ПМТФ. 2003. Т. 44. №3.
С. 157–163.

[7] Алексеев А.Е., Демешкин А.Г. Об отрыве балки, приклеенной к жест-
кой плите// ПМТФ. 2003. Т. 44. №4. С. 151–158.

[8] Алумяэ Н.А. Теория упругих оболочек и пластинок// Механика в
СССР за 50 лет. М.: Наука, 1972. С. 227–266.

[9] Алфутов Н.А., Зиновьев П.А., Попов Б.Г. Расчет многослойных пла-
стин и оболочек из композиционных материалов. М.: Машиностроение,
1984. 263 с.

[10] Алфутов Н.А. О некоторых парадоксах теории тонких упругих пла-
стин// Изв. РАН. МТТ. 1992. №3. С 65–72.

[11] Альтенбах Х., Жилин П.А. Общая теория упругих простых оболо-
чек// Успехи механика. 1988. Т. 11. №4. С. 107–147.

[12] Альтенбах Х. Основные направления теории многослойных тонко-
стенных конструкций. Обзор// Механика композитных материалов.
1998. №3. С. 333–348.

[13] Амбарцумян С.А. К теории изгиба анизотропных пластинок и пологих
оболочек// Изв. АН СССР. Отд-ние техн. наук. 1958. № 5. С. 69–77.

[14] Амбарцумян С.А. Теория анизотропных оболочек. М.: Физматгиз.
1961. 384 с.

[15] Амбарцумян С.А. Еще одна уточненная теория анизотропных оболо-
чек// Механика полимеров. 1970. №5. С. 884–896.

[16] Амбарцумян С.А. Общая теория анизотропных оболочек. М.: Наука,
1974. 448 с.

[17] Амбарцумян С.А. Теория анизотропных пластин. М.: Наука, 1987.
360 с.

[18] Амбарцумян С.А. Микрополярная теория оболочек и пластин. Ереван:
Изд-во НАН Армении. 1999. 214 с.

[19] Амосов А.А. Приближенная трехмерная теория нетонких упругих обо-
лочек и плит. Дисс. док. физ.-мат. наук/ ТашПИ им. А.Р.Беруни. Таш-
кент: 1990. 343 с.



355

[20] Апсельм А.И., Порфирьева Н.Н. Ориентационно-трансляционные вол-
ны в молекулярных кристаллах. // ЖЭТФ. 1949. Т. Л9. №5.
С. 438–446.

[21] Атоян А. А., Саркисян С. О. Изучение свободных колебаний микропо-
лярных упругих тонких пластин // Докл. НАН Армении. 2004. Т. 104.
№2. С. 18–33.

[22] Аэро Э.Л., Кувшинский Е.В. Основные уравненния теории упругости
сред с вращательным взаимодействием частиц// Физика твердого те-
ла. 1960. Т. 2. Вып. 7. С. 1399–1409.

[23] Аэро Э.Л., Кувшинский Е.В. Континуальная теория асимметриче-
ской упругости. Учет "внутреннего"вращения// Физика твердого тела.
1963. Т. 5. Вып. 9. С. 2591–2598.

[24] Аэро Э.Л., Кувшинский Е.В. Континуальная теория асимметрической
упругости. Равновесие изотропного тела// Физика твердого тела. 1964.
Т. 6. Вып. 9. С. 2689–2699.

[25] Аэро Э.Л. Существенно нелинейная микромеханика среды с изменя-
емой периодической структурой// Успехи механики. Т. 1. 2002. №3.
С. 130–176.

[26] Аэро Э.Л., Булыгин А.Н. Сильно нелинейная теория формирования
наноструктуры вследствие упругих и неупругих деформаций кристал-
лических тел // МТТ. №5. 2007.

[27] Баскаков В.А. Анализ распространения и динамического воздействия
ударных волн на деформируемое твердое тело. Дисс. док. физ.-мат.
наук. 1991. 395 с.

[28] Баскаков В.А., Бестужева Н.П., Кончакова Н.А. Линейная динами-
ческая теория термоупругих сред с микроструктурой. Воронеж. Изд-
во ВГТУ. 2001. 162 с.

[29] Бадамшина Э.Р., Эстрин Я.И., Кулагина Г.С., Лурье С.А., Соляев
Ю.О. Моделирование аномальных механических свойств полиурета-
на модифицированного углеродными однослойными нанотрубками //
Механика композиционных материалов и конструкций. 2010, т. 16, №4.
С. 551–562.

[30] Беленков Е.А., Ивановская В.В., Ивановский A.Л. Наноалмазы и род-
ственные углеродные напоматериалы. Компьютерное материаловеде-
ние. Екатеринбург: УрО РАН. 2008. 169 с.

[31] Белов П.А., Лурье С.А. К общей геометрической теории дефектных
сред // Физическая мезомеханика. 2007, т. 10, №6. С. 49–61.

[32] Белов П.А., Лурье С.А. Теория идеальных адгезионных взаимодей-
ствий // Механика композиционных материалов и конструкций. 2007,
т. 13, №4. С. 519–536.

[33] Белов П.А., Лурье С.А. Континуальная модель микрогетерогенных
сред // ПММ. 2009. Т. 73, вып. 5. С. 833–848

[34] Белов П.А., Гордеев А.Е. Моделирование свойств композиционного ма-
териала, армированного короткими волокнами. Учет адгезионных вза-
имодействий // Композиты и наноструктуры. 2010, №1. С. 40–46.

[35] Беляева И.Ю., Зайцев В.Ю., Островский Л.A. Нелинейные акусто-
упругие свойства зернистых сред // Акуст. журн. 1993. Т.39. №1.
С. 25–32.



356

[36] Беляева И.Ю., Зайцев В.Ю. Упругие нелинейные свойства зернистых
микронеоднородных сред с иерархической структурой // Акуст. журн.
1997. Т.43. №5. С. 594–599.

[37] Бердичевский В.Л. Об уравнениях, описывающих поперечные коле-
бания тонких упругих пластин// Изв. АН СССР. МТТ. 1972. №6.
С. 152–155.

[38] Бердичевский В.Л. Вариационные принципы механики сплошной сре-
ды// М.: Наука. 1983. 448 с. Изв. АН СССР. МТТ. 1972. №6. С. 152–155.

[39] Богданов А.Н., Скворцов А.Т. Нелинейные сдвиговые волны в зерни-
стой среде // Акуст. журн. 1992. Т. 38. Вып. 3. С. 408–412.

[40] Болотин В.В. О теории армированных тел// Изв. АН СССР. Механи-
ка. 1965. №1. С. 74–80.

[41] Болотин В.В. Влияние технологических факторов на механическую
надежность конструкций из композитов// Механика полимеров. 1972.
№3. С. 529–540.

[42] Болотин В.В., Новичков Ю.Н. Механика многослойных конструкций.
М.: Машиностроение, 1980. 375 с.

[43] Борн М., Хуан К. Динамическая теория кристаллических решеток. М.:
ИЛ. 1958.

[44] Браун Э.Д., Буше Н.А., Буяновский И.А. и др. Основы трибологии
(трение, износ, смазка)/ Под ред. А.В.Чичинадзе. М.: Центр «Наука и
техника». 1995. 778 с.

[45] Бриллюэн Л., Пароди М. Распространение волн в периодических
структурах. Перев. с француз, под ред. П.А. Рязина. М.: ИЛ. 1959.

[46] Бульт М.С., Кожухарь П.А., Рожко В.Ф. Специальные функции.
Кишин. политехн. ин-т им. С.Лазо. Кишинев. 1981. 81 с.

[47] Быков В.Г. Уединенные сдвиговые волны в зернистой среде // Акуст.
журн. 1999. Т. 45. №2. С. 169–172.

[48] Ванин Г.А. К теории волокнистых сред с несовершенствами// При-
еладная механика. 1977. Т. XIII. №10. С. 14–22.

[49] Ванин Т.А. Локальные разрущения в волокнистых средах// Проч-
ность и разрушение композитных материалов. Рига: 1983. С. 250–258.

[50] Ванин Т.А. Микромеханика композитных материалов. Киев: Наук.
Думка, 1985. 304 с.

[51] Ванин Т.А., Семенюк Н.П. Устойчивость оболочек из композитных
материалов с несовершенствами. Киев: Наук. Думка, 1987. 200 с.

[52] Василенко А.Т., Голуб Г.П., Григоренко Я.М. Определение напря-
женного состояния многослойных ортотропных оболочек переменной
жесткости в уточненной постановке// Прикл. механика. 1976. Т. 12.
№2. С. 40–47.

[53] Василенко А.Т. К расчету по уточненной модели ортотропных слои-
стых оболочек переменной толщины// Прикл. механика. Т. 8. 1977.
№7. С. 28–36.

[54] Василенко А.Т., Панкратова Н.Д. Исследование напряженного со-
стояния неоднородных цилиндрических оболочек// Прикл. механика.
1982. Т. 18. №9. С. 23–29.



357

[55] Василенко А.Т., Панкратова Н.Д. Решение задач о напряженном
состоянии анизотропных неоднородных цилиндров// Прикл. механ.
1984. Т. 20. №8. С. 11–18.

[56] Василенко А.Т., Панкратова Н.Д. Пространственные эффекты в за-
дачах о деформации цилиндрических оболочек из анизотропных ком-
позитов// Механ. композ. материалов. 1986. №5. С. 865–869.

[57] Василенко А.Т., Панкратова Н.Д. Исследование пространственных
эффектов в задачах о термонапряженном состоянии анизотропных
оболочек// Механ. композ. материалов. 1989. №3. С. 487–493.

[58] Василенко А.Т., Панкратова Н.Д. К решению задач об упругом рав-
новесии анизотропного неоднородного полого цилиндра// Прикл. ме-
ханика. 1990. Т. 26. №4. С. 14–20.

[59] Васильев В.В., Лурье С.А. К проблеме построения неклассических
теорий пластин// Изв. АН СССР. МТТ. 1990. №2. С. 158–167.

[60] Васильев В.В., Лурье С.А. К проблеме уточнения теории пологих обо-
лочек// Изв. АН СССР. МТТ. 1990. №6. с. 139–146.

[61] Вахненко В.А. Диагностика свойств структурированной среды длин-
ными нелинейными волнами // ПМТФ. 1996. Т. 37. №5. С. 35–42.

[62] Векуа И.Н. Новые методы решения эллиптических уравнений. М.:
ОГИЗ, 1948. 296 с.

[63] Векуа И.Н. Об одном методе расчета призматических оболочек// Тр.
Тбилис. матем. ин-та им. А.М.Размадзе. Т. XXI. Тбилиси: Изд-во
«Мецниереба», 1955. С. 191–259.

[64] Векуа И.Н. Теория тонких и пологих оболочек переменной толщины
(Лекции по спецкурсу "Математическая теория оболочек"). Новоси-
бирск: 1964. 40 с.

[65] Векуа И.Н. Теория тонких пологих оболочек переменной толщины//
Тр. Тбилис. матем. ин-та им. А.М.Размадзе. Т. XXX. Тбилиси: Изд-во
«Мецниереба», 1965. С. 1–104.

[66] Векуа И.Н. Вариационные принципы построения теории оболочек.
Тбилиси: Изд-во Тбил. ун-та, 1970. 15 с.

[67] Векуа И.Н. Об одном направлении построения теории оболочек// В
кн. Механика в СССР за 50 лет. М.: Наука, 1972. Т. 3. С. 267–290.

[68] Векуа И.Н. Основы тензорного анализа и теории ковариантов. М.: На-
ука, 1978. 296 с.

[69] Векуа И.Н. Некоторые общие методы построения различных вариан-
тов теории оболочек. М.: Наука, 1982. 286 с.

[70] Векуа И.Н. Обобщенные аналитические функции/ Под ред. О.А. Олей-
ник и Б.В. Шабата. – 2-е изд., перераб. М.: Наука, 1988. 512 с.

[71] Виленкин Н.Я. Специальные функции и теория предсталения групп.
М.: Наука, 1991. 576 с.

[72] Волков-Богородский Д. Б., Евтушенко Ю. Г., Зубов В. И., Лурье С.
А. Численно-аналитический учет масштабных эффектов при расчете
деформаций нанокомпозитов с использованием блочного метода муль-
типолей // Журнал вычислительной математики и математической
физики. 2006, т. 46, №7. С. 1302–1321.



358

[73] Волчков Ю.М., Дергилева Л.А. Решения задач упругого слоя по при-
ближенным уравнениям и сравнение с решениями теории упругости//
Динамика сплошной среды: Сб. науч. тр./ АН СССР. Сиб. отд-ние.
Ин-т гидродинамики. 1977. Вып. 28. С. 43–54.

[74] Волчков Ю.М., Дергилева Л.А., Иванов Г.В. Численное моделирова-
ние напряженных состояний в плоских задачах упругости методом сло-
ев// ПМТФ. 1994. Т. 35. №6. С. 129–135.

[75] Волчков Ю.М., Дергилева Л.А. Краевеы эффекты в напряженном
состоянии тонкой упругой прослойки// ПМТФ. 1999. Т. 40. №2.
С. 189–195.

[76] Волчков Ю.М. Конечные элементы с условиями сопряжения на их гра-
нях// Динамика сплошной среды: Сб. науч. тр./ РАН. Сиб. отд-ние.
Ин-т гидродинамики. 2000. Вып. 116. С. 175–180.

[77] Волчков Ю.М., Дергилева Л.А. Уравнения упругого анизотропного
слоя// ПМТФ. 2004. Т. 45. №2. С. 188–198.

[78] Волчков Ю.М., Дергилева Л.А. Сведение трехмерной задачи теории
упругости к двумерной на основе аппроксимации напряжений и сме-
щений полиномами Лежандра// ПМТФ. 2007. Т. 48. №3. С. 179–190.

[79] Галимов К.З. Общая теория упругих оболочек при конечных переме-
щениях.Изв. Казанск. фил. АН СССР, сер. физ.-мат. и техн. н. 1950.
Вып. 2.

[80] Галимов Н.К. О применении полиномов Лежандра к построению уточ-
ненной теории трехслойных пластин и оболочек// Исслед. по теории
пластин и оболочек. Вып. 10. Казань. Изд-во Казанск. ун-та. 1973.
С. 371–385.

[81] Галимов К.З. Основы нелинейной теории тонких оболочек. Казань:
Изд-во КГУ, 1975. 325 с.

[82] Галимов К.З. К нелинейной теории тонких оболочек типа Тимошен-
ко// Изв. АН СССР. МТТ. 1976. №4. С. 155–166.

[83] Галимов К.З. и др. Теория оболочек с учетом поперечного сдвига. Ка-
зань: Изд-во КГУ, 1977. 212 с.

[84] Галимов К.З., Паймушин В.Н., Терегулов И.Г. Основы нелинейной
теории оболочек. Казань: «Фэн», 1996. 216 с.

[85] Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. М.: Наука, 1988. 552 с.
[86] Гольденвейзер А.Л. Асимптотическое интегрированние дифференци-

альных уравнений в частных производных с краевыми условиями, за-
висящими от параметра// ПММ. Отд. техн. наук АН СССР. 1958. Т.
22. С. 657–672.

[87] Гольденвейзер А.Л. Асимптотическое интегрированние линейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных с малой главной
частью// ПММ. Отд. техн. наук АН СССР. 1959. Т. 23. С. 35–57.

[88] Гольденвейзер А.Л. Построение приближенной теории изгиба пластин-
ки методом асимптотического интегрирования уравнения теории упру-
гости// ПММ. Отд. техн. наук АН СССР. 1962. Т. 26. № 4. С. 668–686.

[89] Гольденвейзер А.Л. Построение приближенной теории оболочек при
помощи асимптотического интегрирования уравнений теории упруго-
сти// ПММ. 1963. Т. 27. Вып. 4. С. 593–608.



359

[90] Гольденвейзер А.Л. Теория упругих оболочек, М.: Наука, 1976, 512 с.
[91] Гольденвейзер А.Л. Асимптотический метод в теории оболочек// Успе-

хи механики. 1982. Т. 5. Вып. 1/2. С. 137–182.
[92] Горшков А.Г., Рабинский Л.Н., Тарлаковский Д.В. Основы тензорного

анализа и механика сплошной среды. Учеб. для ВУЗ-ов. М.: Наука,
2000. 214 с.

[93] Горшков А.Г., Трошин В.Н., Шалашилин В.И. Сопротивление мате-
риалов. Учеб. пос. 2-е изд., испр. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. 544 с.

[94] Горшков А.Г., Старовойтов Э.И., Тарлаковский Д.В. Теория упруго-
сти и пластичности. Учеб. для ВУЗ-ов. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. 416 с.

[95] Горшков А.Г., Медведский А.Л., Рабинский Л.Н., Тарпаковский Д.В.
Волны в сплошных средах. Учеб. для ВУЗ-ов. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2004.
472 с.

[96] Градштейн И.С. и Рыжик И.М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и
произведений. М.: Физматгиз, 1963. 1100 с.

[97] Григолюк Э.И. Уравнения трехслойных оболочек с легким заполните-
лем// Изв. АН СССР. ОТН. 1957. №1. С. 77–84.

[98] Григолюк Э.И. Конечные прогибы трехслойных оболочек с жестким
заполнителем// Изв. АН СССР. ОТН. 1958. №1. С. 26–34.

[99] Григолюк Э.И., Чулков П.П. Теория вязкоупругих многослойных обо-
лочек с жесткими заполнителями при конечных прогибах// Ж. при-
кладной механики и технической физики. 1964. №5. С. 109–117.

[100] Григолюк Э.И., Коган Ф.А. Современное состояние теории многослой-
ных оболочек// Прикладная механика. 1972. Т. 8. №6. С. 3–17.

[101] Григолюк Э.И., Селезов И.Т. Неклассические теории колебаний стерж-
ней, пластин и оболочек. Итоги науки и техники// Механика твердых
деформируемых тел. М.: ВИНИТИ, 1973. 272 с.

[102] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Осесимметричная деформация анизо-
тропных слоистых оболочек вращения сложной формы// Механика
композитных материалов. 1981. №4. С. 637–645.

[103] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. К теории упругих слоистых анизотроп-
ных оболочек// Докл. АН СССР. 1984. Т. 275. №5. С. 1077–1079.

[104] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Вариант нелинейной теории упругих
многослойных пологих оболочек// Механика композитных материа-
лов. 1985. №5. С. 853–860.

[105] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Теория и численное решение задач ста-
тики многослойных армированных оболочек// Механика композитных
материалов. 1986. №4. С. 643–650.

[106] Григолюк Э.И., Носатенко П.Я. К эффекту анизотропии в перекрест-
но армированных оболочек// Проблемы механ. дефор. тв. тела. Кали-
нин: 1986. С. 120–129.

[107] Григолюк Э.И., Носатенко П.Я. Пространственная геометрически
нелинейная задача термоупругости слоистых анизотропных оболочек
вращения// Механика композитных материалов. 1988. №4. С. 684–690.



360

[108] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Развитие общего направленния в теории
многослойных оболочек// Механика композитных материалов. 1988.
№2. С. 287–298.

[109] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Многослойные армированные оболочки.
Расчет пневматических шин. М.: Машиностроение, 1988. 288 с.

[110] Григолюк Э.И., Носатенко П.Я., Ширшов Ю.Ю. Напряженно-
деформированное состояние перекрестно армированного композита
при свободном нагреве// Механика композитных материалов. 1989.
№3. С. 549–551.

[111] Григолюк Э.И., Носатенко П.Я. о пространственном подходе к чис-
ленному решению задач механики тонкостенных конструкций// Вы-
числит. матем. и матем. физика. 1989. Т. 29. №1. С. 151–153.

[112] Григолюк Э.И., Носатенко П.Я., Омельченко М.Н. Об устойчивости
конечноэлементного решения задач механики композитных конструк-
ций// Изв. вузов. Машиностроение: 1989. №8. С. 3–6.

[113] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Локальное нагружение резинокордных
оболочек вращения// Механика композитных материалов. 1991. №4.
С. 670–676.

[114] Григолюк Э.И., Куликов Г.М. Методы исследования напряженно-
деформированного состояние многослойных композитных оболочек
с приложением к механике пневматических шин// Научно-техн.
прогресс в машиностроении. 1993. Вып. 39. М.: Международный
центр научной и техн. информации. Институт машиностроения им.
А.А.Благонравова РАН. 50 с.

[115] Григолюк Э.И., Коган Ф.А., Мамай В.И. Проблемы деформирова-
ния тонкостенных слоистых конструкций с расслоениями// Изв. РАН
МТТ. 1994. №2. С. 6–32.

[116] Григолюк Э.И., Коган Ф.А. Статика упругих слоистых оболочек. М.:
НИИ Мех. МГУ. 1998.

[117] Григолюк Э.И., Коган Е.А. Анализ основных направлений развития и
расчетных моделей анизотропных слоистых оболочек/Механика обо-
лочек и пластин в XXI веке// Межвуз. науч. сб. Саратов. гос. техн.
ун-т. Саратов: Изд-во СГТУ. 1999. С. 3–30.

[118] Григолюк Э.И., Коган Е.А. Основные математические модели де-
формирования и прочности многослойных анизотропных оболо-
чек/Прикладные проблемы механики тонкостенных конструкций//
Сб. науч. ст. Ин-т мех. МГУ. М.: Изд-во МГУ. 2000. С. 56–109.

[119] Григоренко Я.М., Василенко А.Т., Панкратова Н.Д. Задачи теории
упругости неоднородных тел. Киев: Наукова думка. 1991. 216 с.

[120] Григоренко Я.М. Некоторые подходы к численному решению линей-
ных и нелинейных задач теории оболочек в классической и уточненной
постановках// Прикл. механика. Киев: 1996. Т. 32(42). № 6. С. 3–39.

[121] Грин А.Е. Микроструктура материалов и мультиполярная механика
сплошных сред // Сб. перев. "Механика". 1966. №5(99). С. 118–122.

[122] Гросс Е.Ф. Исследования по оптике и спектроскопии кристаллов жид-
костей. Избранные труды. Л.: Наука. 1976. 448 с.



361

[123] Гросс Е., Коршунов А. Вращательные колебания молекул в кристалли-
ческой решетке органических веществ и спектры рассеяния // ЖЭТФ.
1946. Т. 16. №1. С. 53–59. В книге [122] с. 100–105.

[124] Гусев А.И., Ремпель А.А. Нанокристаллические материалы. М.: Физ-
матлит. 2001. 224 с.

[125] Данилов Ю.А. Многочлены Чебышева. М.: Едиториал УРСС, 2003,
160 с.

[126] Дергилева Л.А. Метод решения плоской контактной задачи для упру-
гого слоя// Динамика сплошной среды: Сб. науч. тр./ АН СССР. Сиб.
отд-ние. Ин-т гидродинамики. 1976. Вып. 25. С. 24–32.

[127] Джанелидзе Г.Ю. Обзор работ по теории изгиба тонких плит, опубли-
кованных в СССР// ПММ. 1948. Т.12. Вып.1. С. 109–128.

[128] Джрбашиян М.М. Интегральные преобразования и представления
функций в комплексной области. М.: Наука, 1966. 671 с.

[129] Димитриенко Ю.И. Тензорое исчисление. М.: Высш. шк., 2001. 575 с.
[130] Димитриенко Ю.И. Нелинейная механика сплошной среды. М.: ФИЗ-

МАТЛИТ, 2009. 624 с.
[131] Димитриенко Ю.И. Механика сплошной среды. В четырех томах. Т.

1. Тензорный анализ. М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2011. 463 с.
[132] Димитриенко Ю.И. Механика сплошной среды. В четырех томах. Т. 2.

Универсальные законы механики и электродинамики сплошных сред.
М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2011. 559 с.

[133] Драгунов Т.Н., Павлов И.С., Потапов А.И. Ангармонические взаимо-
действия упругих и ориентационных волн в одномерных кристаллах.
// ФТТ. 1997. Т. 39. №1. С. 137–144.

[134] Дубровин Б.А., Новиков С.П., Фоменко А.Т. СОВРЕМЕННАЯ ГЕО-
МЕТРИЯ: Методы и приложения. М.: Эдиториал. УРСС, т. 1, 1998.
336 с.; т. 2, 1998. 280 с.

[135] Дудников В.А., Назаров С.А. Асимптотически точные уравнения тон-
ких пластин на основе теории Коссера // Докл. АН СССР. 1982. Т.
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Elastizitätstheorie// Zeitsch. für angew. Math. und Mech. 14. №4. 1934.
203–212.

[492] Nikolaevskii V.N. Continuum approach to the theory of waves in
fragmentary media// Phys. Earth Planet. Inter. 1988. V. 50. №1. 32–38.

[493] Noor A.K., Burton W.S. Assessment of shear deformation theories for
multilayered composite plates// Appl. Mech. Rev. 1989. Vol. 42. № 1.
P. 1–13.

[494] Noor A.K., Burton W.S. Stress and free vibation analyses of multilayered
composite plates// Composite Structures. 1989. Vol. 11. P. 183–204.

[495] Noor A.K., Burton W.S. Assessment of computational models for
multilayered anisotropic plates// Composite Structures. 1990. Vol. 14.
P. 233–265.

[496] Noor A.K., Burton W.S. Assessment of computational models for
multilayered anisotropic plates// Appl. Mech. Rev. 1990. Vol. 43. № 4.
P. 67–97.

[497] Patel H.P., Kennedy R.H. Nonlinear finite element analysis for composite
structures of axisymmetric geometry and loading// Comput. a Struc. 1982.
Vol. 15. № 1. P. 79–84.

[498] Pavlov I.S., Lisina S.A., Potapov A.I. Nonlinear Acoustic Waves in
Micropolar and Granular Media // Nonlinear Acoustics at the Beginning
of the 21st Century (Edited by O.V. Rudenko and O.A. Sapozhnikov).
Moscow: 2002. V. 2. 665–668.



383
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