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Показано, что область применимости классического уравнения теплопроводности рас‑
пространяется на большие деформации эластомеров. Основанием служат фундаментальный 
закон изменения внутренней энергии и известные экспериментальные данные по одноосно‑
му адиабатическому растяжению. Обращено внимание на то, что для модели твердого тела 
с постоянной или зависящей от температуры теплоемкостью уравнение переноса внутрен‑
ней энергии расщепляется на два самостоятельных уравнения, отдельно для тепловой энер‑
гии и энергии деформации. Полученные результаты представляют практический интерес 
при исследовании пневматических элементов с резинокордной оболочкой.
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Введение

В технике для защиты стационарных и подвиж‑
ных объектов от вибраций и ударов широкое при‑
менение нашли пневматические элементы с рези‑
нокордными оболочками. В процессе колебаний 
температура рабочей среды (воздуха) пневмати‑
ческого элемента изменяется с течением време‑
ни. Поэтому при проведении расчетов необходимо 
учитывать условия теплообмена с окружающей 
средой. В деталях металлической арматуры тем‑
пературное поле описывается классическим урав‑
нением теплопроводности, при выводе которого 
механическая работа действующих сил полага‑
ется равной нулю или пренебрежимо малой ве‑
личиной [1–8]. Напротив, резинокордная оболоч‑
ка способна испытывать большие деформации, 
при которых механическая работа значительна 
по своей величине. В нелинейной теории термо‑
упругости уравнение распространения теплоты 
(уравнение теплопроводности) устанавливается 
в наиболее общем виде (см., например, [9, 10]), 
вследствие чего сравнительная оценка величины 

входящих в него членов не проводится. В связи 
с этим возникает принципиально важный вопрос: 
применимо ли классическое уравнение теплопро‑
водности, не содержащее механическую работу, 
для описания температурного поля в эластомерах 
при деформациях, достигающих 100% и более. 
Изучению данного вопроса и некоторых связан‑
ных с ним деталей, представляющих практичес
кий интерес, посвящена настоящая статья.

Общие положения

По первому началу термодинамики (в форме 
записи закона изменения внутренней энергии) 
для индивидуального объема сплошной среды 
[11–13]
 ,  (1)
где
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– внутренняя энергия индивидуального объе‑
ма среды V, скорость подвода теплоты от внеш‑
них источников, мощность внутренних сил со‑
ответственно. Здесь обозначено: ρ – плотность; 
u – удельная (на единицу массы) внутренняя 
энергия; q – вектор теплового потока; n – орт 
внешней нормали к границе Σ объема V; β – мас‑
совая плотность внешних источников теплоты 
(например, за счет излучения); T – тензор напря‑
жений;  – градиент скорости сре‑
ды v по отношению к актуальной конфигурации; 
A : B = tr(A ∙ B) – двойное скалярное произведение 
тензоров A и B; trA – след тензора A.

В локальной форме записи уравнение (1) име‑
ет вид
 ,  (3)
где

 
,   (4)

– удельная (на единицу массы) скорость подвода 
теплоты от внешних источников и удельная мощ‑
ность внутренних сил соответственно. Выражения 
(4) относятся к актуальной конфигурации сплош‑
ной среды (описание Эйлера). По отношению к от‑
счетной конфигурации (описание Лагранжа) вы‑
ражение для удельной мощности внутренних сил 
можно представить в виде [10, 12, 13]:

 
.  (5)

Здесь ρ0 – плотность среды в отсчетной кон‑
фигурации; PE – приведенный тензор напряже‑
ний, энергетически сопряженный с тензором ко‑
нечной деформации E:

 
,
 

,  (6)

I – единичный тензор; F = ∂x(t, X)/∂X – градиент 
деформации; x(t, X) – закон движения среды (X, 
x – радиусвекторы точки среды в отсчетной и ак‑
туальной конфигурациях соответственно); точкой 
сверху обозначена полная производная по вре‑
мени: . Тензор (6) назы‑
вается также вторым тензором напряжений Пио‑
лы–Кирхгофа [10].

Термоупругость при больших 
деформациях

В случае термоупругого тела, термодинамичес
кое состояние которого определяется абсолютной 

температурой θ и тензором конечной деформации 
E, по уравнению (3) и формуле (5)

  (7)

  
, 

где где , ,  – элементарное 
(за время dt) количество теплоты и элементарная 
работа внутренних сил соответственно. Величина

 
 (8)

представляет собой удельную (на единицу мас‑
сы) теплоемкость при постоянной деформации, 
а величина

 
 (9)

называется тензором скрытых теплот изотер‑
мической деформации [14, 15]. Благодаря этому 
формула (7) принимает вид

  .  (10)

Если взять стандартный образец некоторого 
материала и достаточно быстро подвергнуть его 
равномерной деформации dE (например, растя‑
нуть), то тогда dqext = 0 и температура образца 
в соответствии с (10) получит приращение

 
.  (11)

Количественную оценку величины темпера‑
турного эффекта (11), который впервые наблю‑
дал в 1805 г. Джон Гаф [16], позволяют сделать 
результаты опытов на адиабатическое растяжение 
вулканизированной индийской резины, получен‑
ные в 1859 г. Джеймсом Джоулем [17]. Как видим 
(рис. 1), вслед за начальным понижением темпе‑
ратуры до деформации немногим более 20% про‑
исходит повышение температуры на протяжении 
дальнейшего растяжения образца из вулканизи‑
рованной индийской резины. Там же (см. рис. 1) 
приведены результаты опытов по адиабатическо‑
му растяжению образцов вулканизированного на‑
турального каучука, которые получили в 1943 г. 
Джеймс и Гут и которые практически совпадают 
с результатами опытов Джоуля [18].
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Термоупругость при малых 
деформациях

Рассмотрим случай малых упругих деформа‑
ций, чтобы дополнить количественные оценки, 
содержащиеся в [10]. В данном приближении

  
,

где

 
– тензор малой деформации (линейный тензор де‑
формации), повсеместно используемый в клас‑
сической теории упругости и пластичности. Для 
изотропного упругого тела по аналогии с форму‑
лами (8)–(10) имеем

  
,
 

(12)

  
, 

 
,

 
.  (13)

При записи (12), (13) принято во внимание, 
что [11, 15]

 ,  (14)

  (15)

  
,

где u0, θ0, p0 – удельная внутренняя энергия, аб‑
солютная температура и абсолютное давление 
(на границе тела) в отсчетной конфигурации (на‑
пример, u0 = 0, температура θ0 комнатная, давле‑
ние p0 атмосферное);

 
 (16)

– коэффициент температурных напряжений и мо‑
дуль объемного сжатия соответственно. В выра‑
жениях (14)–(16) полагается, что удельная тепло‑
емкость при постоянной деформации cε, упругие 
постоянные Ламе λe, μe и температурный коэф‑
фициент линейного расширения αθ являются 
константами. При адиабатическом деформиро‑

вании, согласно (13), (16), приращение темпера‑
туры определяется выражением

  
.  (17)

Интегрируя соотношение (17), будем иметь

  
.  (18)

При одноосном растяжении

 trε = ε(1 – 2ν),  (19)
где ν – коэффициент Пуассона; ε – относительное 
удлинение (по оси растяжения), которое долж‑
но лежать в области упругого деформирования. 
К примеру, при одноосном растяжении образ‑
цов из алюминия, меди и железа при темпера‑
туре θ0 = 298 К и атмосферном давлении по фор‑
мулам (18), (19) получаются графики (рис. 2), 
на которых точками отмечены границы области 
упругого деформирования, соответствующие де‑
формации текучести при растяжении εT = σT/Ee 
(εT – предел текучести, Ee – модуль Юнга). Значе‑
ния материальных параметров брались в [19, 20]. 
Ординаты указанных точек дают количественную 
оценку максимальной абсолютной погрешности 
(по температуре), которая будет иметь место, если 
в выражении (13) пренебречь членом с тензором 
скрытых теплот изотермической деформации Lε.

Область применимости классического 
уравнения теплопроводности

Анализируя экспериментальные данные, отно‑
сящиеся как к большим деформациям эластоме‑
ров (см. рис. 1), так и к малым деформациям ме‑

Рис. 1. Изменение температуры при адиабатическом растяжении: 
○ – опыты Джоуля с вулканизированной индийской резиной 
[17]; + – опыты Джеймса и Гута с вулканизированным нату‑
ральным каучуком [18]; сплошная линия – усредненная (эм‑
пирическая) кривая
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ванной резины. Последнее является убедительным 
обоснованием того, почему уравнение (10) с доста‑
точной для практики точностью можно предста‑
вить в упрощенном виде:

 .  (20)

Если в правую часть (20) подставить первое 
выражение (4), придем к классическому уравне‑
нию теплопроводности твердых тел

 ,  (21)

которое не содержит выражения для механиче‑
ской работы. Теперь не остается сомнений в том, 
что уравнение (21) применимо при любых дефор‑
мациях упругих эластомеров, в том числе рези‑
нокордной оболочки пневматических элементов.

Замечание. Для полноты общей картины отме‑
тим ряд особенностей, характерных для эласто‑
меров. При деформациях, значительно превы‑
шающих 100%, приращение температуры при 
адиабатическом растяжении эластомеров может 
достигать 14 °C [18]. Так например, для вулкани‑
зированного латексного каучука кривые Δθ – ε яв‑
ляются обратимыми вплоть до 230% относитель‑
ного удлинения (рис. 3). После этой точки процесс 
деформирования перестает быть обратимым (кри‑
вые Δθ – ε при нагрузке и разгрузке не совпада‑
ют). Тепловыделение при разгрузке оказывается 
большим, чем тепловыделение при нагружении. 
Столь большое приращение температуры связы‑
вают со скрытой теплотой кристаллизации, кото‑
рая накладывается на обратимый температурный 
эффект термоупругости [18]. Вследствие этого 
в правую часть уравнения (21) необходимо вве‑
сти мощность внутренних источников теплоты 
qV, чтобы учесть теплоту фазовых превращений.

Более существенным (для прикладных расче‑
тов) является тепловой эффект от действия внут
ренних сил вязкого сопротивления в эластомерах. 
Например, в процессах циклического деформиро‑
вания полиуретана с частотой 0.5–20 Гц на тепло‑
выделение идет 37–52% от работы, затраченной 
при нагружении [21]. Явная запись соответствую
щего выражения для мощности внут ренних 
источников теплоты qV, которую нужно ввести 
в уравнение теплопроводности (21) в качестве 
поправки, значительным образом зависит от вида 
математической модели, используемой для опи‑
сания вязкоупругих свойств эластомеров.

Рис. 2. Изменение температуры металлических образцов при 
одноосном адиабатическом растяжении: ● – граница области 
упругого деформирования

Рис. 3. Изменение температуры вулканизированного латексно‑
го каучука при адиабатическом растяжении [18]: сплошная ли‑
ния – нагружение; пунктирная линия – разгрузка

таллов (см. рис. 2), приходим к выводу, что для 
существующих конструкционных материалов эф‑
фект изменения температуры при адиабатическом 
деформировании крайне незначителен. Поэтому 
в уравнениях (10), (13) с достаточной для инже‑
нерной практики точностью можно пренебречь 
членом, содержащим тензор скрытых теплот изо‑
термической деформации, по сравнению с членом, 
содержащим удельную теплоемкость при постоян‑
ной деформации. В том случае, когда в формулах 
(10), (13) тензор скрытых теплот изотермической 
деформации полагается равным нулю, отмеченный 
эффект изменения температуры при одноосном 
адиабатическом растяжениисжатии не проявляет‑
ся вовсе. Максимальная абсолютная погрешность 
от такого пренебрежения крайне мала по своей ве‑
личине и, судя по рис. 1 и 2, не превышает 0.2 °C 
как при малых деформациях металлов, так при 
больших деформациях (до 100%) вулканизиро‑



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2019. Т. 11. №2

83THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

частная модель термоупругости

Рассмотрим частный случай термоупругого 
твердого тела, имеющий прикладное значение. 
Как правило, при проведении инженерных рас‑
четов предполагается, что удельная теплоемкость 
твердых тел при постоянной деформации являет‑
ся постоянной величиной или зависит от темпе‑
ратуры*. В качестве таковой берется изобарная 
или изохорная теплоемкости, разностью между 
которыми обычно пренебрегают. В данном слу‑
чае, интегрируя выражение (8), находим

  
,  (22)

где θ0 – некоторая фиксированная температура 
(например, комнатная). Постоянную интегриро‑
вания uE(E) можно назвать удельной (на единицу 
массы) энергией деформации, а величину

 
можно назвать удельной тепловой энергией. Та‑
ким образом, если cE = cE(θ), удельная внутренняя 
энергия (22) складывается из удельной тепловой 
энергии, зависящей лишь от температуры, и удель‑
ной энергии, зависящей лишь от деформации:
 u(θ, E) = uθ(θ) + uE(E).

Аналогичное разложение имеет место и для 
внутренней энергии индивидуального объема де‑
формируемого твердого тела (2):
 U = Uθ + UE,  (23)
где

  
,
 (24)

  
,

– внутренняя тепловая энергия и внутренняя 
энергия деформации индивидуального объема 
тела соответственно. При записи (24) учтен за‑
кон сохранения массы
 ρdV = ρ0dV0 ,
где ρ – плотность элементарного объема тела dV 
в актуальной конфигурации V, который в отсчет‑

* Теоретическая оценка зависимости удельной теплоем‑
кости твердых тел cE(θ, E) от деформации содержится, напри‑
мер, в [15].

ной конфигурации V0 занимал элементарный объ‑
ем dV0 и имел плотность ρ0.

Подстановка (23) в уравнение (1) приводит 
к равенству

 .  (25)

С другой стороны, на основании (24) со ссыл‑
кой на (2), (8), (21) получаем

 .  (26)

Вычитая (26) из (25), приходим к равенству

 .  (27)

Таким образом, для модели термоупруго‑
го твердого тела, у которого удельная теплоем‑
кость при постоянной деформации (8) зависит 
от температуры, а тензор скрытых теплот изо‑
термической деформации (9) равен нулю, уравне‑
ние переноса внутренней энергии (1) распадает‑
ся на два самостоятельных уравнения, а именно: 
уравнение теплопроводности (26) и уравнение 
энергии деформации (27).

Замечание. Применительно к пневматическим 
элементам уравнение теплопроводности (26) удоб‑
но использовать при инженерных расчетах распре‑
делений температуры и тепловых потоков в рези‑
нокордной оболочке и металлической арматуре. 
Уравнение энергии деформации (27) может быть 
полезным при инженерных расчетах напряжен‑
нодеформированного состояния резинокорд‑
ной оболочки. При этом расщепление уравнения 
(1) на два уравнения (26), (27) вовсе не означает, 
что распределения температуры и деформаций 
не связаны друг с другом. Деформирование тела 
приводит к изменению его размеров (например, 
изменению толщины стенок резинокордной обо‑
лочки), а изменение температуры влияет на зна‑
чения упругих постоянных материала тела, входя‑
щих в выражение мощности внутренних сил (2).

Заключение

Анализ следствий из фундаментального зако‑
на изменения внутренней энергии показал, что 
при больших деформациях высокоэластичных 
материалов (например, вулканизированной ре‑
зины) с достаточной для инженерной практики 
точностью можно пренебречь членом, содержа‑
щим тензор скрытых теплот изотермической де‑
формации, по сравнению с членом, содержащим 
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удельную теплоемкость при постоянной дефор‑
мации. Максимальная абсолютная погрешность 
от такого пренебрежения крайне мала по своей 
величине и, судя по имеющимся эксперименталь‑
ным данным по одноосному адиабатическому 
растяжению, не превышает 0.2 °C для прираще‑
ний температуры как при больших деформациях 
(до 100%) вулканизированной резины, так и при 
малых деформациях металлов. Тем самым, полу‑
чено обоснование того, что область применимо‑
сти классического уравнения теплопроводности, 
не содержащего выражения для механической ра‑
боты, распространяется не только на малые упру‑
гие деформации твердых тел, но и на большие 
упругие деформации высокоэластичных материа
лов. И только в случае неупругого деформирова‑
ния твердых тел в классическом уравнении теп
лопроводности по необходимости присутствуют 
внутренние объемные источники теплоты, кото‑
рые надлежащим образом учитывают мощность 
диссипативных сил внутреннего сопротивления.

Для модели термоупругого твердого тела, 
у которого удельная теплоемкость при постоян‑
ной деформации зависит от температуры, а тен‑
зор скрытых теплот изотермической деформа‑
ции равен нулю, уравнение переноса внутренней 
энергии (первое начало термодинамики) расщеп
ляется на два самостоятельных уравнения для те‑
пловой энергии и энергии деформации. Подоб‑
ные математические модели предназначены для 
расчета элементов конструкций из высокоэла‑
стичных материалов, в частности, пневматиче‑
ских элементов с резинокордной оболочкой.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Зарубин В. С. Инженерные методы решения задач тепло‑
проводности. М.: Энергоатомиздат, 1983. 328 с.

2. Исаченко В. П., Осипова В. А., Сукомел А. С. Теплопе‑
редача. М.: Энергия, 1975. 488 с.

3. Карслоу Г., Егер Д. Теплопроводность твердых тел. М.: 
Наука, 1964. 488 с.

4. Карташов Э. М. Аналитические методы в теории тепло‑
проводности твердых тел. М.: Высшая школа, 2001. 550 с.

5. Кутателадзе С. С. Основы теории теплообмена. М.: Ато‑
миздат, 1979. 416 с.

6. Лыков А. В. Теория теплопроводности. М.: Высшая шко‑
ла, 1967. 599 с.

7. Новиков И. И., Воскресенский К. Д. Прикладная тер‑
модинамика и теплопередача. М.: Атомиздат, 1977. 352 с.

8. Исаев С. И., Кожинов И. А., Кофанов В.И и др. Теория 
тепломассообмена / Под ред. А. И. Леонтьева. М.: Выс‑
шая школа, 1979. 495 с.

9. Грин А., Адкинс Дж. Большие упругие деформа‑
ции и нелинейная механика сплошной среды. М.: Мир, 
1965. 456 с.

10. Зарубин В. С., Кувыркин Г. Н. Математические модели 
термомеханики. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. 168 с.

11. Ильюшин А. А. Механика сплошной среды. М.: Издво 
МГУ, 1978. 287 с.

12. Лурье А. И. Нелинейная теория упругости. М.: Наука, 
1980. 512 с.

13. Трусделл К. Первоначальный курс рациональной меха‑
ники сплошных сред. М.: Мир, 1975. 592 с.

14. Базаров И. П. Термодинамика. М.: Высш. шк., 1991.  
376 с.

15. Корнеев С. А. Понятия и основы локальнонеравно‑
весной термодинамики сплошной среды. Омск: Издво 
 ОмГТУ, 2009. 284 с.

16. Белл Дж. Ф. Экспериментальные основы механики де‑
формируемых твердых тел. В 2х т. Т. 1. Малые деформа‑
ции. М.: Наука, 1984. 597 с.

17. Белл Дж. Ф. Экспериментальные основы механики де‑
формируемых твердых тел. В 2х т. Т. 2. Конечные дефор‑
мации. М.: Наука, 1984. 432 с.

18. Трелоар Л. Физика упругости каучука. М.: ИЛ, 
1953. 241 с.

19. Физические величины: справочник / Под ред. И. С. Гри‑
горьева, Е. З. Мейлихова. М.: Энергоатомиздат, 1991.  
1232 с.

20. Францевич И. Н., Воронов Ф. Ф., Бакута С. А. Упругие 
постоянные и модули упругости металлов и неметаллов. 
Киев: Наукова думка, 1982. 287 с.

21. Белкин А. Е., Даштиев И. З., Семенов В. К. Математи‑
ческая модель вязкоупругого поведения полиуретана при 
сжатии с умеренно высокими скоростями деформирова‑
ния // Вестник МГТУ им. Н. Э. Баумана. Сер. «Машино‑
строение». 2014. № 6. С. 44–58.

On the issue of classical heat transfer equation applicability to highly elastic materials 
at large strains
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Omsk State Technical University, Omsk, 644050, Россия
e‑mail: korneyev@omgtu.ru

A quantitative accuracy evaluation of the mathematical model describing the distribution of 
temperature fields and heat flux in structural elements from highly elastic materials with large strains 
based on the classical heat transfer equation, which does not contain expressions for mechanical 
work, was performed. The general approach of the nonlinear theory of thermoelasticity is applied 
with account for the fact that natural and artificial elastomers, widely applied in engineering 
(primarily rubber and rubbercord composites), are capable of experiencing large elastic 
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deformations, which contribution overlaps the mechanical effects associated with inelastic 
(viscoelastic) strain. A comparative analysis of direct consequences of the fundamental law 
of the internal energy change and experimental data obtained by Joule, James and Guth while 
elastomers testing on uniaxial adiabatic tension, revealed that large deformations (up to 100% 
and more) insignificantly affected the total thermal balance. If the term, containing the tensor of 
latent heats of the isothermal strain relative to the term, containing specific heat capacity at the 
constant strain, is neglected in the thermal balance equation, then maximum absolute error from this 
neglecting does not exceed 0.2 °C. This evaluation of thermodynamically reversible temperature 
effect is equally small by the order of magnitude, as for the metals at small strains in the elastic 
region. Along with this, the temperature effect from the thermodynamically irreversible process 
of the internal forces of viscous resistance mechanical work turning into a heat at the moderately 
high deformation velocities is not negligiblysmall, which is accounted for in classical thermal 
conductivity equation as a correction for the internal heat sources power.

It was noted, that for the widely used model of the thermoelastic body with temperature
dependent heat capacity, the internal energy transfer equation splits into two independent equations, 
i. e. separately for the thermal energy and for the deformation energy. In the theory of elastic 
shells, the equation for the thermal energy, which coincides with the classical heat conduction 
equation, serves to determine the temperature and heat fluxes distribution, and the equation for 
deformation energy is used for obtaining the governing relationships that relate the linear forces and 
moments to the bending strains and membrane deformations of the shell. The results obtained are 
of practical interest for structural elements calculation from highly elastic materials, in particular, 
while the studying pneumatic elements with the rubbercord shell.

Keywords: heat conduction equation, elastomers, finite deformations.
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