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ВВЕДЕНИЕ 

Теория фильтрации неньютоновских жидкостей является частью механики 

сплошной среды (МСС) и посвящена изучению движения неньютоновских 

жидкостей через пористые среды. Движение неньютоновских жидкостей является 

довольно важной и сложной темой исследований в области гидромеханики, так как 

при течении которых её вязкость нелинейно зависит от тензора скорости 

деформации. Пористая среда относится к твердой структуре, состоящей из твердого 

каркаса и большого количества плотно интегрированных и взаимосвязанных 

крошечных пустот (пор), разделенных твердым каркасом. Жидкость в пористой 

среде проявляет движение в режиме фильтрации, поэтому теория изучения физико-

механических свойств пористой среды и ее внутренней жидкости является 

основной частью теории фильтрации. Следовательно, процесс фильтрации 

неньютоновских вязких жидкостей должен учитывать не только роль сложной 

внутренней структуры пористых сред, но также влияние неньютоновской вязкости. 

Таким образом, исследование процесса фильтрации является очень сложной 

проблемой в области МСС. 

Во многих отраслях современной промышленности, таких как полимерная, 

нефтяная, фармацевтическая, бумажная и многих других, течение неньютоновской 

жидкости в пористых структурах имеет большое значение [3, 54, 106]. Например:  

− в нефтяной промышленности, растворы часто, изготовленные из 

полимеров и пен, применяемые в операциях по усиленной добыче нефти, 

демонстрируют неньютоновское поведение [107]; 

− в бумажной промышленности, для повышения прочности бумаги, на 

подложку обычно наносят тонкую полимерную жидкую пленку. Качество изделия 

тесно связано с хорошей пропиткой неньютоновской раствора полимеров в 

пористые волокнистые субстраты [50, 94]; 

− в последнее время одним из наиболее распространенных методов 

производства композиционных материалов является метод пропитки жидким 

связующим в оснастке. Существуют многие технология, основанные на данном 

подходе, но большинство из них являются вариантами метода LCM (Liquid 
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Composite Molding), также известного как метод RTM (Resin Transfer Moulding) 

[102]. Способ изготовления требует инжекции жидких связующих в заготовку 

армирующих материалов под необходимым давлением [15 – 17]. Армирующий 

материал обычно представляет собой стеклоткань, стекломат, керамику или другой 

тип материала, а в качестве жидких связующих могут использоваться различные 

типы термореактивных и термопластичных смол (thermosetting and thermoplastic 

resin): полиэфирные, винилэфирные, карбамидоформальдегидные, 

фенолформальдегидные, эпоксидные и др. [59, 60, 81]. В процессе пропитки 

армирующих материалов показаны нелинейные зависимости, связанные со 

сложной микроструктурой пористых сред и неньютоновскими свойствами жидкого 

связующего [84]. Для оптимизации заполнения формы необходимо учитывать такое 

неньютоновское поведение жидких связующих. 

Следовательно, чтобы улучшить и оптимизировать вышеупомянутые 

технические процессы, необходимо разработать соответствующие модели для 

описания течения неньютоновских жидкостей в пористых композитных средах. 

Когда жидкость рассматривается как ньютоновская жидкость, процесс течения в 

пористой среде можно хорошо предсказать, непосредственно применяя 

знаменитый закон Дарси [2, 39], и в настоящее время этот метод моделирования 

широко используются для оптимизации процессов разработки и производства 

композитов, таких как RTM-метод. Коэффициент вязкости жидкости и компоненты 

тензора проницаемости пористой среды считаются необходимыми параметрами в 

рамках закона Дарси. Принимая во внимание дорогостоящие затраты на 

оборудование и эксперименты, связанные с данным методом, адекватное 

моделирование течения жидкости в пористых композитных структурах (ПКС), 

состоящих из пор со сложной пространственной геометрией является чрезвычайно 

важной. В настоящее время в отечественной и зарубежной литературе существуется 

большое количество публикаций, посвященных моделированию фильтрации, 

связанной с указанными технологиями Boutin C. [62], Francucci G. [79], Gantois R. 

[80], Li J. [89], Loudad R. [93] и других исследователей [95, 109]. Из этих 

исследований в настоящее время хорошо известно, что проницаемость пористой 
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среды зависит от геометрических характеристик пор, составляющего пористую 

среду, пористости пористой среды и вязкости жидкости.  

Кроме закона Дарси, разработано несколько полуэмпирических моделей 

фильтрации, такие как закон Бринкмана (Brinkman's law) [9], уравнение Блейка-

Козени-Кармана (Blake-Kozeny-Carman) [85], уравнение Эргуна (Ergun) [77] и 

некоторые другие. Эти широко используемые модели представляют собой 

упрощенные макроскопические подходы, при которых пористая среда считается 

сплошной средой. Все сложности и мелкие детали микроскопической структуры 

пор выражены в интегральном виде, таких как проницаемость, которая отражает 

среднее свойство среды. Хотя закон Дарси считаетсяэмпирическим соотношением, 

но он получается из анализа локальных течений ньютоновской вязкой жидкости в 

отдельно взятой поре с использованием уравнений Навье-Стокса и вывода 

осредненных уравнений процессов фильтрации «из первых принципов» [18, 56, 58]. 

Закон Дарси также пренебрегает граничными эффектами и теплопередачей [97]. 

Фактически оригинальный закон Дарси игнорирует все эффекты, кроме 

ньютоновского вязкого эффекта. Следовательно, применимость закона Дарси 

ограничена ламинарным, изотермическим, линейно-вязким, несжимаемым 

течением. Закон Дарси изменяется по-разному, чтобы учесть более сложные 

явления, такие как неньютоновское [105] и многофазное течение [104].  

В большинстве публикаций исследование течения жидкости в пористых 

средах проводится в рамках феноменологической теории фильтрации, в которых 

коэффициент проницаемости пористой среды определяется экспериментально или 

локальное течение жидкости описывается с помощью различных эмпирических и 

приближенных соотношениях [12]. В этом случае грубая оценка реального 

процесса, происходящего во внутренних порах сложной геометрической формы, 

составляющих пористую среду, приведет к большому отклонению в определении 

проницаемости. С учетом особенностей феноменологической теории, метод 

асимптотической гомогенизации (МАГ) является важным методом исследования 

фильтрации ньютоновской вязкой жидкости «из первых принципов» [12, 56, 58, 82, 

113]. Такой метод использован для моделирования течения в пористой среде, и 
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получены математическая модель течения в отдельной поре, называемая локальной 

задачой (микроскопической), и математическая модель течения в целой пористой 

среде, называемая глобальной задачой (макроскопической). Кроме того, другие 

методы многомасштабного моделирования движения ньютоновской жидкости, 

применяемые к процессу фильтрации, также описаны в публткациях [65, 76, 86, 

109].  

Тем не менее, были предложены различные методы осреднения, такие как 

пространственное (Нигматулин Р.И. [41]), временное (Yi Y.M. [114]), 

пространственно-временное (Zhang H.W. [115]) и прочие, большинство из которых 

разработаны для пористых композитов. Отметим МАГ, предложенный Бахваловым 

Н.С. [7] и позже развитый Бардзокасом Д.И. [5], Беляевым А.Ю. [8], Победрей Б.Е. 

[42], Санчес-Паленсией Э. [44], Г.П. Панасенко [58], Димитриенко Ю.И. [18] и 

другими исследователями. Этот метод моделирования с использованием МАГ 

широко используется в различных сложных научных задачах, таких как механика 

композиционных материалов [26, 29, 35], теория многослойных пластин [52, 53, 73], 

механика многофазной среды с фазовым переходом [68-71], динамический процесс 

в деформируемых пористых системах [28, 37] и другие [61]. Преимущество метода 

асимптотического осреднения состоит в том, что с учетом точных исходных 

уравнений модели механики сплошной среды и на основе их асимптотического 

анализа получается математически обоснованные осредненные уравнения для 

гомогенизированных сред («из первых принципов»). В рамках общей концепции 

МАГ, во-первых, принимается предположение, что пористая система имеет 

свойство периодичности, то есть пористая система состоит из большого количества 

повторяющихся пространств, называемых ячейкой периодичности (ЯП). Решение 

исходной физико-математической модели выражается в виде рядов по степеням 

безразмерного малого параметра 100 <<= xlκ  , который описывает соотношение 

линейного размера ЯП  –  0l   и линейного размера всей пористой среды  –  0x  . 

Локальные задачи в ЯП сформулированы, чтобы исследовать локальные микро 

процессы, которые происходят в отдельной поре. Решение локальных задач 

позволяет определять пористость и проницаемость пористой среды исключительно 
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на основании геометрии пор внутри пористой среды. Наконец, оператор 

осреднения применяется к полученной локальной задаче, чтобы получить 

глобальную задачу фильтрации или закон фильтрации. Решение полученной 

глобальной задачи фильтрации, определенной в «гомогенизированно» области, 

получается проще, чем исходной постановкой. На основе МАГ исследование 

фильтрации идеального газа в пористых системах рассмотрено в [10, 11, 25, 27, 30, 

31, 36, 72], а задача фильтрации многофазных линейных сред газа и 

слабосжимаемой ньютоновской жидкости исследована в [12, 23, 24].  

Однако в инженерной практике большинство промышленных жидкостей не 

соответствуют предположению о линейной вязкости. Например, в процессе 

технологии RTM, жидкие связующие сильно неоднородны и состоят из крупных 

молекул, образующих сложные пространственные структуры. При течении жидких 

связующих вязкость, как правило, оказывается неньютоновской [13, 40, 49, 51]. Из-

за сложных определяющих соотношений неньютоновских жидкостей, связанные с 

ними исследования становятся очень трудными. Вязкость неньютоновской 

жидкости может изменяться под воздействием внешней силы, например, кетчуп 

становится более жидким при встряхивании. Чаще всего вязкость неньютоновской 

жидкости (постепенная деформация при сдвиговых или растягивающих 

напряжениях) зависит от скорости сдвига или истории скорости сдвига, хотя 

вязкость может зависеть от других физических параметров, таких как температура 

и давление, для данной жидкостной системы [35, 59, 60]. Реологические свойства 

лучше изучаются с помощью тензорных определяющих соотношении, которые 

распространены в МСС [81]. Одними из наиболее характерных особенностей 

неньютоновского поведения являются вязкость, зависящая от напряжения и 

времени, предел текучести и релаксация напряжений. Так, неньютоновские 

жидкости обычно делятся на три широкие группы: независящие от времени, 

вязкоупругие и зависящие от времени. Однако в действительности эти 

классификации часто не являются четко определенными [106]. Обычно жидкости с 

вышеупомянутыми множественными реологическими характеристиками называют 

сложными жидкостями [66], но в соответствии с профессиональной терминологией 
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они все вместе называются неньютоновскими жидкостями. Учитывая 

реологические характеристики большинства промышленных жидкостей, в 

диссертационной работе рассматриваются независящие жидкости от времени 

жидкости.  

Не зависящими жидкими средами от времени являются те, для которых 

скорость деформации в данной точке зависит исключительно от мгновенного 

напряжения в этой точке. Зависимость скорости сдвига является одной из наиболее 

важных и определяющих характеристик неньютоновских жидкостей вообще, и в 

частности жидкостей, независящих от времени. Когда типичная неньютоновская 

жидкость испытывает сдвиговое течение, вязкость оказывается ньютоновской при 

более низкой скорости сдвига. После того, как скорость сдвига достигает или 

превышает определенную прочность, изменение вязкости увеличиваться по мере 

увеличения скорости сдвига [106]. Жидкость описывается как разжижающая при 

сдвиге или псевдопластичная, если вязкость уменьшается при увеличении скорости 

сдвига, и так утолщенная при сдвиге или дилатантная, если вязкость увеличивается 

при увеличении скорости сдвига. После этого состояния, которое зависит от 

скорости сдвига, вязкость больше не зависит от скорости сдвига и достигает 

постоянного предела при высокой скорости сдвига. Если жидкость подвергается 

начальному напряжению без течения, которая называется текучей средой предела 

текучести. Почти все растворы полимеров, которые проявляют вязкость, 

зависящую от скорости сдвига, являются разжижающимися при сдвиге, при этом 

относительно немного растворов полимеров демонстрируют поведение дилатанта. 

Кроме того, в большинстве известных случаев утолщения при сдвиге существует 

область утончения при более низких скоростях сдвига [100]. Эти реологические 

классификации идеализированы [106], потому что реология многих жидкостей 

обычно более сложна и демонстрирует различное поведение при различных 

нагрузках. Типичными примерами не зависящих от времени жидкостных моделей 

являются степенная модель (power-law), модель Эллис (Ellis), модель Карро 

(Carreau) и модель Гершель-Балкли (Herschel-Bulkley). Эти модели широко 

используются для моделирования неньютоновских жидкостей, независящих от 
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времени. Большинство реологических моделей жидкостей, не зависящих от 

времени, приведены в виде показателей степени инвариантов тензора скорости 

деформации, а более репрезентативным является модель Карро (Carreau), которая 

может описывать поведение разжижающей при сдвиге и описывать поведение 

утолщенной при сдвиге.  

К сожалению, в настоящее время моделирование течений неньютоновской 

жидкости в пористых средах не привлекает особого внимания: мало 

соответствующих экспериментальных  аналитических или численных 

исследований встречаются в публикациях. В большинстве этих работ реология 

жидкости описывается в рамках модели Карро (Carreau fluid), потому что эта 

простая оценка реологии жидкости очень похожа на реологические явления, 

которые происходят во многих промышленных производственных процессах, 

таких как покрытие бумаги или текстиля, обработка термопластичных полимерных 

композитов [96]. Из-за взаимосвязи между сложной геометрией пор в ПКС и 

реологией жидкости, закон фильтрации неньютоновских вязких жидкостей в 

пористой среде трудно вывести непосредственно из закона Дарси. Многие ученые 

предложили выражения закона фильтрации для неньютоновских жидкостей, 

которые обычно применимы только к пористым средам с простой структурой. 

Larson R.G. [88] получил тот же закон фильтрации, предполагая, что линии тока не 

зависят от объемной скорости течения. Такие модели фильтрации часто 

представляют собой одномерные модифицированные версии закона Дарси, 

построенные на феноменологических соображениях или прямом численном 

моделировании в масштабе пор [110], за исключением работы Spelt P.D.M. [108] и 

Woods J.K. [112]. Действительно, первое полное выражение закона фильтрации 

степенных жидкостей, текущих через параллельные прямоугольные массивы, было 

предложено Woods J.K. в тензорной форме [112]. Поэтому эту нетензорную форму 

закона фильтрации трудно распространить на другие типы волоконной среды. С 

другой стороны, фундаментальные свойства закона фильтрации степенных 

жидкостей, протекающих через волокнистые среды с общей структурой, были 

предложены в недавних теоретических исследованиях, основанных на методе 
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гомогенизации [65]. Pearson J.R.A. [93, 101] показывает, что взаимосвязь между 

макроскопическим градиентом давления и скоростью фильтрации аналогична 

определяющих соотношений между сдвиговым напряжением и скоростью 

деформации. В частности, J-L. Auriault [55] вывел наиболее общую тензорную 

форму закона течения, учитывающую различные типы анизотропии. Недавно, на 

основе теоретических результатов J-L. Auriault [55], Z. Idris [83] и L. Orgeas [98] 

провели численные исследования течения степенной жидкости в двумерной 

пористой структуре, состоящей из круглой формы, L. Orgeas [99] также численно 

моделировал течение жидкости в рамках модели Карро-Ясуда (Carreau-Yasuda) в 

трехмерной структуре, состоящей из однонаправленного цилиндра. К сожалению, 

на основе этих исследовательских работ не было проведено исследования течения 

неньютоновской жидкости в ПКС, состоящей из пор со сложной геометрией. И 

даже не был изучены компоненты тензора проницаемости неньютоновской 

жидкости в ПКС и макроскопическое реологическое свойство жидкости.  

Актуальность темы. Течение неньютоновской вязкой жидкости в ПКС играет 

важную роль во многих технологических процессах современного промышленного 

производства. Таких как, технология RTМ не только производит изделие с высоким 

качеством и хорошими характеристиками, но также снижает стоимость 

оборудования и зависимость от времени, поэтому он имеет высокую 

эффективность производства. В то же время, возникает необходимость в 

дорогостоящем инжекционном оборудовании и изготовлении жесткой оснастки. 

Кроме того, соответствующие параметры технологии изготовления в значительной 

степени определяют качество армированных композиционных материалов и 

конструкций, полученных по рассматриваемой технологии RTМ [17, 49, 50, 65, 67, 

112], таких как геометрические параметры конструкции, проницаемость и 

пористость сухого каркаса, давление пропитки, размеров изделия, а также реология 

жидкого связующего. В общем, жидкие связующие представляют собой раствор 

полимера, состоящий из макромолекул со сложной пространственной структурой и 

сильно неоднородны. При течении таких жидких связующих, вязкость, как правило, 

оказывается неньютоновской. Чтобы оптимизировать соответствующий 
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производственный процесс, снизить производственные затраты и улучшить 

качество изделия, жидкие связующие больше нельзя просто рассматривать как 

ньютоновские жидкости. В этой связи чрезвычайно полезной является задача 

адекватного и надежного математического моделирования течения неньютоновской 

вязкой жидкости в пористых средах, состоящих из большого количества пор с 

сложной пространственной геометрической формой.  

В подавляющем большинстве существующих публикаций фильтрация 

неньютоновских вязких жидкостей в пористых композитных средах изучается с 

помощью теории классической феноменологической теории фильтрации, 

основанной на законе Дарси и его модификации. В феноменологической теории 

фильтрации экспериментальные или различные эмпирические и приближенные 

соотношения обычно используются для описания реальных локальных процессов 

фильтрации, которые происходят внутри пор со сложной пространственной 

геометрией, свойственной композиционным конструкциям. Такая грубая оценка 

локального процесса приводит к большим отклонениям в определении 

проницаемости. В связи с этим, анализ локальных микропроцессов течения 

жидкости в отдельной поре и вывод закона фильтрации или глобальных 

осредненных уравнения фильтрации, основанный на механике сплошной среды, 

стали еще одной важной идеей исследования фильтрации. Такой подход 

моделирования течения жидкости в пористых средах, основанный на методе 

асимптотической гомогенизации, называется многомасштабным моделированием 

(МАГ). До сих пор соответствующие исследования встречаются редко, даже для 

неньютоновских вязких жидкостей, таких как жидкости в рамках модели Карро 

(Carreau). В ПКС течение неньютоновской вязкой жидкости зависит от сложной 

связи между микроструктурой пористой среды и реологией жидкости. В таких 

ситуациях многомасштабное моделирование течения неньютоновской вязкой 

жидкости в ПКС является довольно сложной и чрезвычайно актуальной темой 

исследования.  

Таким образом, в диссертационной работе метод асимптотической 

гомогенизации (МАГ) применяется к многомасштабному моделированию 
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процессов фильтрации ньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро в 

периодической пористой структуре. Исследованы локальные процессы и 

глобальные законы фильтрации неньютоновской вязкой жидкости в трехмерных 

ПКС, состоящих из пор со сложной пространственной геометрией. В частности, 

анализ локальных процессов течения применяется для определения параметров 

пористой системы (пористости пористой среда), характеристики течения жидкости 

(скоростей фильтрации или коэффициентов проницаемости) и реологического 

свойства жидкости (эффективной неньютоновской вязкости), используемых в 

макроскопической постановке задачи фильтрации несжимаемой неньютоновской 

вязкой жидкости в пористой среде. 

Отметим, что задачи течения неньютоновской вязкой жидкости в рамках 

модели Карро (Carreau) в трехмерных ПКС, с использованием МАГ ранее не 

рассматривались.  

Предметом настоящего исследования является течение несжимаемой 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро (Carreau) в ПКС. 

Рассматриваются микроскопические процессы, описывающие движение 

несжимаемой неньютоновской вязкой жидкости в отдельной поре, в том числе: 

компоненты вектора скорости, давления и неньютоновской вязкости. 

Проанализируется нелинейный закон фильтрации в макрополе, который описывает 

процесс фильтрации неньютоновской вязкой жидкости в периодической пористой 

системе в целом, включая пористость среды, эффективную неньютоновскую 

вязкость жидкости и коэффициенты тензора проницаемости процесса фильтрации.  

Целью диссертационной работы является разработка методики 

многомасштабной математической модели процессов фильтрации несжимаемой 

неньютоновской вязкой жидкости в периодических пористых структурах на основе 

асимптотического анализа фундаментальных законов МСС и определяющей 

соотношения неньютоновской вязкости. 

Задачи исследования для достижения поставленной цели потребовалось 

решение следующих основных задач:  
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1.  Разработка физико-математической модели течения несжимаемых 

неньютоновских вязких жидкостей в пористых средах. 

2.  Применение МАГ для моделирования течения несжимаемой 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро в периодической 

пористой композитной среде. 

3.  Постановка локальных задач течения несжимаемой неньютоновской 

вязкой жидкости в рамках модели Карро на ЯП пористых сред. 

4.  Разработка численного итерационного алгоритма для решения 

нелинейных локальных задач в общей трехмерной постановке, вызванных 

неньютоновской вязкостью.  

5.  Разработка нелинейного закона фильтрации несжимаемой 

неньютоновской вязкой жидкости в пористой среде. 

6.  Разработка алгоритмов расчета эффективной неньютоновской вязкости, 

пористости пористых сред и компонентов тензора проницаемости.  

7.  Численное исследование локальных течений несжимаемой 

неньютоновско-вязкой жидкости в рамках модели Карро на ЯП пористой среды.  

8.  Численные исследования нелинейных законов фильтрации 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро и эффективной 

неньютоновской вязкости в ПКС.  

Методы исследований. Результаты диссертационной работы получены с 

помощью МАГ в периодической пористой структуре. Многомасштабная 

математическая модель течения фильтрации основана на асимптотическом анализе 

фундаментальных законов и определяющих соотношений МСС. Линеаризованный 

итерационный алгоритм и метод конечных элементов (МКЭ) используются для 

численного решения локальной задачи течения неньютоновской вязкой жидкости в 

отдельной ЯП.  

Достоверность и обоснованность научных результатов гарантируются 

использованием теоретически стандартизированных и надежных математических 

инструментов, фундаментальных законов и определяющих соотношений МСС, а 
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также подтверждена сравнением полученных результатов численного 

моделирования с известными полученными результатами.  

Научная новизна диссертационной работы включает в себя следующие 

основные научные результаты:  

1.  Разработана физико-математическая модель несжимаемых 

неньютоновских вязких жидкостей на основе фундаментальных законов и 

определяющих соотношений МСС и многомасштабной модели течения 

несжимаемой неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро в пористой 

структуре с помощью МАГ.  

2.  Разработаны алгоритмы численного решения локальных задач течения 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро на ЯП пористой среды, 

алгоритмы расчета эффективной неньютоновской вязкости, пористости среды и 

компонентов тензора проницаемости.  

3.  Разработан нелинейный закон фильтрации неньютоновских вязких 

жидкостей в пористых средах на основе анизотропной нелинейной тензорной 

функции.  

4.  Получены результаты численного моделирования локальных течений 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро на ЯП для двух типовых 

ПКС, показавшие эффективность предложенного алгоритма решения локальных 

задач.  

5.  Получены результаты численных расчетов пористости пористой среды, 

эффективной неньютоновской вязкости и компонентов тензора проницаемости 

фильтрации неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро в пористых 

средах, на основе которых установлены эффекты влияния свойства 

неньютоновской вязкости жидкости, градиента макродавления и анизотропии 

пористых сред на нелинейный закон фильтрации и эффективную вязкость 

неньютоновской вязкой жидкости.  

Теоретическая и практическая значимость диссертационной работы 

включает следующие положения:  
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1.  Дальнейшее развитие теоретических положений МАГ применительно 

к задачам механики неньютоновских вязких жидкостей в периодических пористых 

структурах. 

2.  Разработан программный комплекс (ПК) для численного 

моделирования многомасштабных процессов фильтрации неньютоновской вязкой 

жидкости в рамках модели Карро в ПКС, реализующий разработанные физико-

математические модели локальных процессов в пределе отдельных ЯП и 

алгоритмы численных расчетов нелинейного закона фильтрации и эффективной 

вязкости в периодической пористой системе в целом.  

3.  Получены численные результаты расчета компонентов тензора 

проницаемости для двух типовых ПКС, установлены эффекты влияния 

реологических свойств неньютоновской вязкости жидкостей, градиента 

макродавления и анизотропия пористых сред на нелинейный закон фильтрации и 

эффективкую неньютоновскую вязкость. 

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. В 

диссертации проведено исследование фильтрации неньютоновских вязких 

жидкостей в периодических пористых структурах, разработаны вычислительные 

алгоритмы и программы моделирования локальных процессов и нелинейного 

закона фильтрации (области исследования 7, 18 специальности 01.02.05).  

Апробация результатов работы. Результаты диссертационной работы 

докладывались на следующих конференциях и семинарах:  

1.  Международная конференция и выставка по композиционным 

материалам «Ключевые тренды в композитах: наука и технологии». Москва, 

05 – 08 декабря 2018 г. 

2.  IV Международная конференция «Суперкомпьютерные технологии 

математического моделирования» (СКТеММ’19). Москва, 19 – 21 июня 2019 г. 

3.  Международная конференция «Математика в приложениях» в честь 

90-летия С.К. Годунова. Новосибирск, Россия, 4 – 10 августа 2019 г.  

4.  Международный форум «Ключевые тренды в композитах: наука и 

технологии». Москва, 20 – 21 ноября 2019 г. 

https://conf.emtc.ru/
https://conf.emtc.ru/
http://www.mathnet.ru/php/conference.phtml?confid=1524&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/conference.phtml?confid=1524&option_lang=rus


19 

5.  Международная конференция «Фундаментальные и прикладные 

задачи механики (Fundamental and applied problems of mechanics FAPM-2019)». 

Москва, 10 – 12 декабря 2019 г.  

Публикации. Основные научные результаты диссертационной работы 

соискателем опубликованы в 8 научных работах [32 – 34, 74, 75, 90 – 92], включая 

2 статьи [33, 34], включенных в перечень российских рецензируемых научных 

изданий, и 5 научных статей [74, 75, 90 – 92], включенных в международных базах 

данных Scopus или Web of Science.  

Личный вклад соискателя состоит в следующем: 

1.  Все результаты исследований изложенные в диссертационной работе, 

выполняются соискателем самостоятельно в процессе научной деятельности под 

руководством научного руководителя. Из совместных публикаций в диссертацию 

включаются лишь тот материалы, непосредственно принадлежащие соискателю. 

Заимствованные материалы указываются ссылками в диссертации.  

2.  Соискателем лично была разработана компьютерная программа для 

многомасштабного моделирования процессов фильтрации неньютоновской вязкой 

жидкости в рамках модели Карро в пористых средах. Лично соискателем выполнен 

ряд вычислительных экспериментов, для моделирования локальных процессов 

течения, рачета нелинейного закона фильтрациии и эффективной вязкости, а также 

проанализированы влияния неньютоновской вязкости, градиента макродавления и 

внизотропии пористой структуры на скорость фильтрации и эффективную 

неньютоновскую вязкость.  

Основные положения, выносимые на защиту 

1.  Физико-математическая модель несжимаемых неньютоновских вязких 

жидкостей и многомасштабная модель процессов фильтрации неньютоновских 

вязких жидкостей в ПКС, полученная на основе фундаментальных законов МСС и 

определяющих соотношений неньютоновских вязкостей с помощью МАГ.  

2.  Линеаризованный итерационный алгоритм конечно-элементного 

решения локальных задач фильтрации неньютоновской вязкой жидкости в рамках 

http://www.mathnet.ru/php/conference.phtml?confid=1524&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/conference.phtml?confid=1524&option_lang=rus
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модели Карро на ЯП пористых сред, алгоритмы расчета пористости пористых сред, 

эффективной неньютоновской вязкости и компонентов тензора проницаемости.  

3.  С использованием анизотропной нелинейной тензорной функции 

проанализирован нелинейный закон фильтрации неньютоновских вязких 

жидкостей в пористых средах.  

4.  Результаты численного моделирования локальных задач течений 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро на ЯП двух типовых 

пористых структур.  

5.  Результаты моделирования проверены нелинейным законом 

фильтрации неньютоновских вязких жидкостей в пористых средах, также 

подчеркивают влияние неньютоновской вязкости, градиента макродавления и 

анизотропии пористых структур на нелинейный закон фильтрации и эффективную 

вязкость.  

Структура и объем диссертационной работы 

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, заключения, списка 

использованной литературы. Диссертация изложена на 123 страница, содержит 34 

иллюстрации и 17 таблиц. Использованная литература изя включает 117 

наименований.  
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ГЛАВА 1. МНОГОМАСШТАБНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ТЕЧЕНИЙ НЕСЖИМАЕМЫХ НЕНЬЮТОНОВСКИХ ВЯЗКИХ 

ЖИДКОСТЕЙ В ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ 

1.1. Математическая постановка задачи о движении несжимаемых 
неньютоновских вязких жидкостей в пористых средах 

1.1.1. Геометрическая модель расчетной области и общие допущения 

В данной диссертации рассматривается геометрическая модель пористой 

композиционной конструкции с периодической структурой, состоящей из твердых 

сред и несжимаемых жидкостей. Чтобы прояснить пространственную геометрию 

композиционных материалов, введены следующие обозначения. Пусть:  

V  – объем области, который занимает пористым композитам, м3. 

sV  – объем области, который занимает твердыми средами в пористых 

композитах, м3. 

lV  – объем области, который занимает жидкостью в пористых композитах, м3. 

ξV  – объем ЯП, м3. 

sVξ  – объем области, который занимает твердыми средами в ЯП, м3. 

lVξ  – объем области, который занимает жидкостью в ЯП, м3. 

Σ  – поверхность раздела твердых сред и жидкости в пористой среде. 

ξΣ  – часть поверхности Σ  в ЯП ξV . 

pVξ  – область ЯП, который занимает одной порой, м3. 

pξΣ  – локальная граница поры с твердым скелетом. 

Предполагается, что все поры полностью заполнены раствором полимера 

(неньютоновской вязкой жидкостью). 

Примем следующие допущения, касающиеся свойств твердого тела и 

жидкости, составляющих пористую систему:  

• жидкость считается изотропной неньютоновской вязкой несжимаемой средой; 

• пористый скелет считается недеформируемым, т.е. движение твердого тела 

не рассматривается; 
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• температура жидкости не меняется при течении, т.е. ее движение считается 

изотермическим; 

• плотность массовых сил считается нулевой. 

Многие неизвестные функции, включая реологическую характеристику 

жидкости  –  эффективную неньютоновскую вязкость, характеристику пористой 

среды  –  пористостии и характеристику течения жидкости в пористой 

среде  –  тензор проницаемости, составляют решение макроскопической задачи. В 

данной работе введена геометрическая модель микроструктуры пористой среды с 

целью анализа микропроцессов течения, происходящих в пределах отдельных пор. 

В данной работе рассматриваются две типовые геометрические структурные 

модели, изотропная модель и анизотропная модель, соответственно.  

  
a) б) 

Рисунок. 1.1. – Геометрическая модель 3D ортогональной микроструктуры: 

a) – периодическая структура (показана структура системы волокон, поры 

представляют собой пустоты между твердымителами); б) – отдельная полная 

структура поры (показана система поры без твердого скелета) 

На рисунке 1.1 (а) представлена геометрическая модель твердой структуры 

изотропных композиционных материалов, состоящая из взаимно ортогональных 

цилиндрических систем, ориентированных вдоль каждой из координатных осей 

местной системы координат. Данная модель далее называет «3D ортогональной» 

структурой. Пространство микроструктуры отдельной поры показано на рисунке 

1.1 (б). Плоскость зрения отдельной поры в разных сторонах и локальная система 

координат в отдельной поре показаны на рисунке 1.2.  
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а) б) в) 

Рисунок. 1.2. – Построенный в локальной декартовой системе координат в ЯП: 

а) – основной вид, б) – вид сверху, в) –  вид слева 

Из вышеприведенных рисунков видно, что 3D ортогональная структура 

является изотропной, а микроструктура имеет зеркальную симметрию 

относительно локальной координатной плоскости.  

  
a) б) 

Рисунок. 1.3. – Геометрическая модель 3D тканевой микроструктуры: 

a) – периодическая структура (показана структура системы волокон, поры 

представляют собой пустоты между твердымителами); б) – отдельная полная 

структура поры (твердого скелета) 

Затем была введена более сложная анизотропная композитная структура, 

которая переплетается с твердыми волокнами, на рисунке 1.3 (а). Данную модель 

далее будем называть «3D тканевой» структурой. Расположение твердых волокон в 

ЯП для тканевой структуры показано на рисунке 1.3 (б). Плоскость зрения 

отдельной поры в разных сторонах и локальная система координат в отдельной 

поре показаны на рисунке 1.4.  
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а) б) в) 

Рисунок. 1.4. – Построенный в локальной декартовой системе координат в ЯП: 

а) – основной вид, б) – вид сверху, в) – вид слева 

Согласно рисункам 1.3 и 1.4 видно, что 3D тканевая структура является 

анизотропной, а микроструктура имеет зеркальную симметрию относительно 

локальной координатной плоскости. 

Допущения, которым удовлетворяют данные структуры, вводятся следующим 

образом:  

• пористых структура является периодической; 

• все поры связаны, т.е. тупиковые поры отсутствуют в пористой системе; 

• ЯП обладают геометрической и физической симметрией относительно 

координатных плоскостей местной декартовой системы координат. 

  
а) б) 

Рисунок. 1.5. – Геометрические модели области 1/8 часть ЯП, занимаемой 

цеоой порой: а) – для 3D ортогональной микроструктуры; б) – для 3D тканевой 

микроструктуры; 

Согласно последнему дополнению, геометрическая модель 1/8 части ЯП 

представлена на рисунке 1.5, которое в дальнейшем будет использовано для 

постановки локальной задачи фильтрации на 1/8 части ЯП.  
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1.1.2. Система фундаментальных законов механики сплошной среды 

Согласно предыдущим предположениям, полная система пространственного 

описания законов сохранения МСС неньютоновской жидкости в области lV   в 

дивергентном виде в эйлеровымх координатах имеет вид [19, 21]: 

 ( ) iii
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и ρ  – плотность; v  – вектор скорости; T  – тензор напряжений Коши; 

f  – плотность массовых сил; e  – плотность внутренней энергии; q  – вектор 

притока тепла; ∗q  – плотность внутреннего производства энтропии; 

η  – плотность энтропии; u  – вектор перемещений; F  – градиент деформации; 

θ  – абсолютная температура; mq  – приток тепла за счет массовых источников.  

В системе пространственного описания законов сохранения (1.1): при 

1=i  – уравнение неразрывности, полученное по закону сохранения массы; 

2=i  – уравнение движения, полученное по закону изменения количества движения; 

3=i  – закон сохранения энергии, полученное по первому закону термодинамики; 

4=i  – уравнение баланса энтропии, полученное по второго закону термодинамики; 

5=i  – кинематическое уравнение; 6=i  – динамическое уравнение совместности 

деформаций. 

Согласно допущениям о пористой среде и неньютоновской жидкости в п. 1.1.1, 

с учетом системы (1.1), физико-математическая модель движения неньютоновской 

жидкости в пористой структуре далее описывается следующей системой: 
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где T  – тензор напряжений Коши для неньютоновских вязких несжимаемых сред. 

1.1.3. Определяющие соотношения неньютоновских вязких жидкостей 

1.1.3.1. Ньютоновская вязкость сплошной среды 

Для решения системы уравнений (1.2) необходимы дополнительные 

соотношения – определяющие соотношения ньютоновских жидкостей. Введем 

определяющие соотношения изотермических изотропных ньютоновских вязких 

жидкостей, как показано в следующем уравнении:  

 DMET ⋅⋅+−= 4p ,      (1.3) 

где E  – единичный (метрическый) тензор, M4  – квазилинейный тензор вязкости 

жидкости, D  – тензор скорости деформации:  

 ( )TvvD ⊗∇+⊗∇=
2
1 .      (1.4) 

Согласно определению квазилинейной тензорной функции, мы знаем, что 

DM ⋅⋅4  представляет собой квазилинейную тензорную функцию.  

Используя свойства квазилинейной тензорной функции, введем две скалярные 

тензорные функции 1µ  и 2µ , получаем следующее соотношение [20, 22, 35]:  

 ΔEEM 21
4 2µµ +⊗= ,      (1.5) 

где ( )ik
ki

ki
ki eeeeeeeeΔ ⊗⊗⊗+⊗⊗⊗=

2
1  – симметричный единичный тензор 

четвертого ранга.  

Учитывая линейную зависимость ньютоновской вязкости, поэтому здесь 1µ  

и 2µ  являются константами, называемыми параметрами вязкости. 

Компоненты квазилинейного тензора вязкости записывается в следующей 

форме:  

 ( )jkiljlikklijijklM δδδδµδδµ ++= 21 ,     (1.6) 

где ijδ  – компоненты символа Кронекера δ .  
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Подставляя выражения (1.4), (1.5) и (1.6) в выражение (1.3), выражение (1.3) 

переписывается как [19, 46]:  

 ( ) DEvET 21 2µµ +⋅∇+−= p .      (1.7) 

Соотношение (1.7) называется определяющим соотношением сжимаемой 

ньютоновской вязкости изотропной изотермической жидкости.  

1.1.3.2. Неньютоновская вязкость несжимаемой среды 

Для решения системы уравнений (1.2) необходимы дополнительные 

соотношения – определяющие соотношения неньютоновских вязких жидкостей. 

Для этой цели могут быть рассмотрены различные реологические модели, в данной 

работе, используются модели AI и AV (а также BI и BV) фойгтовских изотропных 

вязких сред, предложенные в [19]. Модели AI и AV (а также BI и BV) изотермических 

несжимаемых фойгтовских жидких сред можно представить в единой форме [21]:  

 ( )
( )( ) .3,2,1,2,1,

;2,
,

211

===
+=−=

+=

αγµµ
µµ

αγγ D
DEDTΕT

TTT

I
Ip ve

ve

     (1.8) 

называемые соответственно функцией равновесных напряжений eT   и функцией 

вязких напряжений vT . Здесь ( )DαI  – три главных инвариантов тензора скорости 

деформации, γµ  – функции вязкости жидкости, которые зависят от главных 

инвариантов тензора скорости деформации D .  

Вводятся главные инварианты тензора скорости деформации [20]:  

      ( ) EDD ⋅⋅=1I ,  

 ( ) ( ) ( )( )2
1

2
12 2

1 DDD III −= ,      (1.9) 

      ( ) ( )DD det3 =I .  

На самом деле, для несжимаемой жидкости:  

 ( ) 01 =⋅∇= vDI .       (1.10) 

Для сдвигового течения ( )D3I   оказывается равным нулю; поскольку, как 

указано в [59], уравнение (1.8) следует использовать только для течения или, по 

крайней мере, для течения, которое почти срезается, исключение ( )D3I   из 

дальнейшего рассмотрения не является серьезным ограничением. Следовательно, 
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после упрощения выражений (1.9) и (1.10), µ   считается зависимым только от 

( )D2I .  

Подставляя выражения (1.9) и (1.10) в (1.8), тензор вязких напряжений 

изотропной несжимаемой неньютоновско-вязкой среды фойгтовского типа 

выражен как квазилинейная функция от тензора скорости деформации в следующей 

форме:  

 ( )T
v vvDT ⊗∇+⊗∇=== µµσ 2 ,     (1.11) 

где µ  – коэффициент неньютоновской вязкости несжимаемой среды, зависящей от 

( )D2I   –  второго инварианта тензора скорости деформации:  

( ) ( ) DDDD ⋅⋅−=−=
2
1

2
1 2

12 II . 

Стоит отметить, что значение ( )D2I   отрицательно, поэтому в большинстве 

случаев для представления второго инварианта используется следующий вид:  

 DD ⋅⋅= 2II .      (1.12) 

Следовательно, согласно выражениям (1.11) и (1.12), неупругая 

неньютоновская вязкость µ   зависит от инварианта II   тензора скорости 

деформации:  

 ( )( )DIIµµ = .      (1.13) 

1.1.3.3. Модель неньютоновской вязкости  

Далее мы представляем определяющие соотношения жидкостей, 

описывающие псевдопластическое и дилатантное действие, где вязкие напряжения 

и инварианты тензора скорости деформации связаны нелинейными соотношениями 

[13, 19, 59, 60, 81].  

В таблице 1.1 представлены типичные модели определяющих соотношений, 

зависящих от инварианта тензора скорости деформации.  

Таблица 1.1. – Модели неньютоновских вязкостей 

Модель Определяющие соотношения 

Степенная (Power-law) модель [13] ( )( ) 1
0

−= nII Dµµ  
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Cross модель [60] ( ) ( )( )nII D⋅+
−+= ∞∞ λ
µµµµ

1
1

0  

Карро (Carreau) модель [59] ( ) ( )( )( ) 2
1

2
0 1

−

∞∞ ⋅+−+=
n

II Dλµµµµ  

Powell-Eyring модель [81] ( ) ( )( )
( )D

D
II

II
⋅

⋅
−+=

−

∞∞ λ
λµµµµ

1

0

sinh  

В данной работе рассмотрим модель Карро. Жидкость Карро является типовой 

обобщенной ньютоновской жидкостью, в модели которой зависимость 

коэффициента вязкости µ   зависит от инварианта тензора скорости деформации 

( )DII , и определяется следующим соотношением:  

 ( )( ) 2
1

22

0

1
−

∞

∞ +=
−
− n

II Dλ
µµ
µµ ,     (1.14) 

где 0µ  , ∞µ  , λ   и n    –  материальные коэффициенты. Здесь 0µ   называется 

вязкостью с нулевой скоростью сдвига, ∞µ   называется вязкостьюс бесконечной 

скоростью сдвига, n  называется степенным индексом, λ  называется постоянной 

времени, введенной Карро (Carreau).  

Таким образом, степень отклонения от ньютоновского поведения представлена 

отклонением между n   и единицой. При 1<n   вязкость среды уменьшается с 

увеличением напряжения сдвига, поэтому определяющие соотношения 

представляют собой псевдопластические жидкости с поведением разжижения при 

сдвиге. При 1>n  вязкость среды увеличивается с увеличением скорости сдвига, 

поэтому определяющие соотношения представляют собой дилатантные жидкости 

с утолщаемым поведением при сдвиге. Очевидно, что при ∞= µµ0  или 0=λ  или 

1=n  модель Карро описывает ньютоновскую жидкость.  

1.1.4. Граничные и начальные условия 

Следует отметить, что в систему (1.2) добавляются следующие начальные и 

граничные условия. На поверхностях раздела «твердого тела – жидкости» Σ  

установлены граничные условия прилипания:   

 0=
Σ

v .       (1.15) 

На поверхности пористых композиционных материалов, где присутствует 

нагрузка, считаются заданными векторы напряжений:    
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 nTn p−=⋅
Σ

,      (1.16) 

где p  – внешние заданные давления, Па.  

Наконец, рассмотрится постановка начальных условий. В начальный момент 

времени 0tt =  считается заданным давление:  

 0
0

pp
tt
=

=
.       (1.17) 

1.2. Система уравнений движения неньютоновских вязких жидкостей в 
безразмерной форме 

Определяющее соотношение (1.14) подставляется в систему уравнений (1.11), 

согласно выражению (1.8) тензор напряжений Коши [21] получается:  

 ( )( )DDET IIp µ2+−= .      (1.18) 

Выражение (1.18) тензора напряжений Коши подставляется в уравнения (1.2), 

в сочетании с моделью Карро (1.14) неньютоновской вязкости и выражениями (1.4) 

и (1.12) , и получается система уравнений модели для описания движения 

несжимаемой неньютоновско-вязкой жидкости в рамках модели Карро в пористых 

средах:  

 

( )

( )

( )( ) ( ) .2,1

,
2
1

,2

,0

2
1

22

0

DDDD

vvD

Dvvv
v

⋅⋅=+=
−
−

⊗∇+⊗∇=

⋅∇+−∇=





 ⊗∇⋅+
∂
∂

=⋅∇

−

∞

∞ IIII

p
t

n

T

λ
µµ
µµ

µρ

    (1.19) 

Запишем систему (1.19) в безразмерном виде. Будем использовать 

безразмерную форму, где:  

 
0

ˆ
v
vv = , 

0

ˆ
p
pp = , 

0

ˆ
t
tt = , 

0

ˆ
x
xx = ,     (1.20а) 

где 0v   является модулью вектора характерной скорости, м/с; 0p   является 

характерным давлением, Па; 0x   является характерным размером всей области 

среды, м; 0t  является характерным временем, с.  

Согласно форме (1.20а), безразмерное время определяется следующим 

видом:  
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0

0
0 v

xt = .      (1.20б) 

Рассмотрим определяющее соотношение неньютоновской вязкости в рамках 

модели Карро, где характерная вязкость 0µ  – вязкость с нулевой скоростью сдвига:  

 
0

ˆ
µ
µµ = .      (1.20в) 

Стоит отметить, что безразмерная функция µ̂   вязкости описывает 

соотношение неньютоновской вязкости µ  к вязкости с нулевой скоростью сдвига 

0µ  . Следовательно, безразмерная неньютоновская вязкость µ̂   жидкости для 

псевдопластических жидкостей составляет меньше единицы, для дилатантных 

жидкостей больше единицы, а для ньютоновской жидкости равна единице.  

Подставляя (1.20а) – (1.20в) в систему (1.19), получаем:  

 
( )

( )

( ) ( ) .ˆˆ2ˆ,ˆ11ˆ

,ˆˆ
2
1ˆ
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2
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2

2
0

2
0

2
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2
0

00

0
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Dvvv

v

⋅⋅=







+








−+=

⊗∇+⊗∇=

⋅∇+∇−=



 ⊗∇⋅+
∂
∂

=⋅∇

−

∞∞ IIII
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  (1.21) 

Безразмерная форма системы уравнений течения несжимаемых 

неньютоновских вязких жидкостей Карро записывается следующим образом 

(символ ^ далее опускаем):  

 
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) .2,11

,
2
1

,2
Re

11
,0

2
1

22 DDDD

vvD

Dvvv
v

⋅⋅=+−+=

⊗∇+⊗∇=

⋅∇+−∇=





 ⊗∇⋅+
∂
∂

=⋅∇

−

IIIICuss

Eu
p

tEu

n

T

µ

µ

   (1.22) 

где введены обозначения безразмерных параметров:  

 2
0

0

v
pEu
ρ

=  – число Эйлера, 
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0

00Re
µ

ρ xv
=  – число Рейнольдса, 

 
0

0

x
vCu λ

=  – число Карро (Carreau), 

 
0µ

µ∞=s  – коэффициент изменения вязкости.  

1.3. Применение метода асимптотической гомогенизации для моделирования 
течения несжимаемой неньютоновской вязкой жидкости в периодической 

пористой структуре 

1.3.1. Общие положения метода асимптотической гомогенизации 

Обоснование и основные этапы МАГ заключаются в следующем [12, 18, 41, 

42, 52, 53, 56, 58, 68 – 73]. В соотвествии с обоснованием МАГ, решение исходной 

физико-математической модели выражается в виде рядов по степеням 

безразмерного малого параметра: 

 1
0

0 <<=
x
lκ ,      (1.23) 

где 0l  – характерный размер ЯП ξV , 0x  – характерный размер области V .  

Введены безразмерные локальные (быстрые) координаты, то есть на рисунке 

1.2 и рисунке 1.4 радиус-вектор ξ  безразмерных координат, который изменяется в 

пределах ЯП ξV , следующим образом:  

 
κ
xξ ˆ

= ,       (1.24) 

где 
0

ˆ
x
xx =  – безразмерные глобальные (медленные) координаты, которые 

изменяются по всей области V .  

Поскольку принято предположение, что внутренняя структура пористой среды 

имеет периодичность, то считается, что все функции (обозначим их f  ), 

описывающие течение неньютоновской вязкой жидкости в порах, являются 

квазипериодическими, и зависящие от глобальных координат x̂  , локальных 

координат ξ  и времени t :  
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 ( )tff ,,ˆ ξx= .      (1.25) 

Согласно условию квазипериодичности, функции f   должны медленно 

изменяться по аргументу x̂   на расстояниях 0x   и быть периодическими 

относительно аргумента ξ , т.е.  
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.     (1.26) 

Следующий символ используется для обозначения вышеуказанных 

периодических граничных условий (1.26):  

 [ ][ ] 0=f .       (1.27) 

Тогда с помощью правилы дифференцирования сложной функции, 

дифференцирование таких функций производится следующим образом [18, 42, 56]:  

 fff x∇+∇→∇ ξκ
1 ,      (1.28) 

где x∇  – операторы Гамильтона по координатам x̂  и ξ∇  – операторы Гамильтона 

по координатам ξ , соответственно.  

В рамках МАГ операция осреднения функций по области pVς  определяется:  

 ∫=
pVp

fdV
V

f
ξξϕ

1
,      (1.29) 

где ϕ  – пористость пористой среды.  

Тогда, осредняя функции v , p , µ , получаются следующие отношения:  

 vv = , pp = , µµ = ,      (1.30) 

где v  , p  , µ  – средние значения функций. Соотношение (1.30) понимается как 

дополнительное условие, накладываемое на локальные параметры течения в 

области pVξ  , или как обозначения для вычисленных осредненных функций по 

области pVς .  
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1.3.2. Математическая постановка локальных процессов на ячейке 
периодичности в случае модели несжимаемой неньютоновской вязкой 

жидкости 

1.3.2.1. Асимптотические разложения 

Чтобы описать взаимосвязь между малым безразмерным параметром κ  , 

вводимым в выражении (1.23), и различными состояниями течения 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро, устанавливается 

следующее соотношение:  

( )10 OEuEu e ==κ , ( )1ReRe 0 Or ==κ , ( )10 OCuCu c == κ , ( )10 OCu = ,  (1.31) 

где Ζ∈cre ,,  – целые числа, связанные с различными состояниями течения 

жидкости Карро.  

С учетом дифференцирования квазипериодической функции (1.28) и 

выражения (1.31), система уравнений (1.22) выражается как :  

 01 =⋅∇+⋅∇− vv xξκ ,        (1.32а) 

   ( ) 



 ⊗∇⋅+⊗∇⋅+
∂
∂ − vvvvv

x
e

tEu ξκκ 1
0

1   

 ( )xxx
re

x Eu
pp σσκσκκκ ξξξξ ⋅∇+⋅∇+⋅∇+∇−∇−= −−+− 12

00
1

Re
1 ,  (1.32б) 

 ξξ µσ D2= , xx Dµσ 2= ,       (1.32в) 

 ( )TvvD ⊗∇+⊗∇= ξξξ 2
1 , ( )T

xxx vvD ⊗∇+⊗∇=
2
1 ,   (1.32г) 

 ( ) ( )( ) 2
1

222
011

−

+−+=
n

cIICuss Dκµ ,      (1.32д) 

 xxxII DDDDDD ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= −− 242 122
ξξξ κκ .    (1.32е) 

В соответствии с МАГ, неизвестные функции (вектор скорости v , давление 

p , вязкость µ ) системы, содержащаяся в уравнениях (1.32а) – (1.32е), выражается 

как асимптотические разложения по степеням малого безразмерного параметра κ :  
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pppp     (1.33) 

Далее рассматривать их будем совместно.  
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1.3.2.2. Локальные несжимаемого уравнения неразрывности 

В данной работе первые три члены асимптотических разложений (1.33) 

ограничены. Используя правило дифференцирования (1.28) квизапериодической 

функции по локальным ξ   и глобальным x   координатам асимптотическое 

разложение несжимаемого уравнения неразрывности (1.32а) получается.  

Получается локальное уравнение неразрывности с помощью формулы (1.28):  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )212101001 κκκκ ξξξ Oxx +⋅∇+⋅∇+⋅∇+⋅∇+⋅∇=⋅∇ − vvvvvv .  (1.34) 

Собираются слагаемые при одинаковых степенях малого безразмерного 

параметра κ , и получаются следующие уравнения:  

 –  несжимаемое уравнение неразрывности нулевого уровня:  

 ( ) 00 =⋅∇ vξ ;       (1.35а) 

 –  несжимаемое уравнение неразрывности первого уровня:  

 ( ) ( ) 001 =⋅∇+⋅∇ vv xξ ;      (1.35б) 

 –  несжимаемое уравнение неразрывности второго уровня:  

 ( ) ( ) 012 =⋅∇+⋅∇ vv xξ .      (1.35в) 

1.3.2.3. Локальные определяющие соотношения неньютоновских вязкостей  

Отметим выражение (1.32д) неньютоновской вязкости, поэтому, чтобы 

получить асимптотическое разложение неньютоновской вязкости ( )( )DIIµµ =  

модели Карро, необходимо ввести асимптотическое разложение тензора скорости 

деформации ( )TvvD ⊗∇+⊗∇=
2
1  и инварианта ( )DII .  

По правилу дифференцирования сложной функции по локальным ξ   и 

глобальным x  координатам (1.25), с помощью выражения (1.22в) получаем:  

 xDDD += ξκ
1 .       (1.36) 

Подставляя полученные асимптотические разложения (1.33) в выражения 

(1.32г) и (1.36), получим асимптотическое разложение тензора скорости 

деформации D :  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )312101001 κκκκ ξξξ Oxx +++++= − DDDDDD ,   (1.37) 
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где  

     ( ) ( ) ( ) ( )32210 κκκ ξξξξ O+++= DDDD ,   

     ( ) ( ) ( ) ( )32210 κκκ Oxxxx +++= DDDD ,  

и  

   ( ) ( ) ( )( )Tk
x

k
x

k
x vvD ⊗∇+⊗∇=

2
1 , ( ) ( ) ( )( )Tkkk vvD ⊗∇+⊗∇= ξξξ 2

1   

представляют собой асимптотическое разложение k  -го уровня тензора скорости 

деформации D   в глобальной x   и локальной ξ   системах координат, 

соответственно.  

Подставляя формулу (1.38) в (1.33е), получим асимптотическое разложение 

квадрата ( )DY  инварианта тензора скорости деформации:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1201102 κκκκ OYYYY +++= −−D ,    (1.38) 

где введены обозначения функций ( )DY :  

 ( ) ( ) ( )000 2 ξξ DD ⋅⋅=Y ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11001 24 ξξξ DDDD ⋅⋅+⋅⋅= xY ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2211002 242 ξξξ DDDDDD ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= xxxY .  

В соответствии с определяющим соотношением неньютоновской вязкости 

(1.32д), мы введем асимптотическое разложение (1.38) в формулу (1.32д) и получим 

локальные определяющие соотношения неньютоновской вязкости:   

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

0222
0

0 11
−

−+−+=
n

c YCuss κµ ,       

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

1122
0

1 11
−

−+−+=
n

c YCuss κµ ,     (1.39) 

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

222
0

2 11
−

+−+=
n

cYCuss κµ .       

Объединяя выражение асимптотического разложения (1.38) квадрата 

инварианта тензора скорости деформации и неньютоновской вязкости (1.39) Карро, 

в данном исследовании мы рассматриваем случай 0=c  , поэтому ( )1OCu =  , 

асимптотическое разложение определяющих соотношений неньютоновской 

вязкости имеет вид:  
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 ( ) ( ) ( )
+++= 2210 µκκµµµ ,     (1.40) 

где введены обозначения:  

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

02
0

0 11
−

+−+=
n

YCussµ ,  

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

12
0

1 11
−

+−+=
n

YCussµ ,  

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

22
0

2 11
−

+−+=
n

YCussµ .  

1.3.2.4. Локальные уравнения движения 

Объединяя локальные определяющие соотношения неньютоновской вязкости 

(1.40), поставим асимптотическое разложение (1.37) в выражения (1.32б), (1.32в) и 

(1.32д), получим локальные уравнения движения неньютоновско-вязкой жидкости:  

  ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )







+







 ⊗∇⋅+⊗∇⋅+
∂
∂

+⊗∇⋅− 11100
0

0001
0 κκκκ

ξξ O
tEu x

e

vvvvvvv   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )221110001 κκκκ ξξξ Oppppp xx +∇+∇−∇+∇−∇−= −   

  ( ) ( ) ( )( )[ ]10102
00 Re ξξξξξ σσκσκκ

⋅∇+⋅∇+⋅∇+ −−
+

x

re

Eu
  

  ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]12100
00 Re

κσσσκκ
ξξξ O

Eu xxx

re

+⋅∇+⋅∇+⋅∇+
+

,     (1.41) 

где тензоры неньютоновских вязких напряжений введены таким образом:  

 ( ) ( ) ( )000 2 ξξ µσ D= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10011 22 ξξξ µµσ DD += , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2011022 242 ξξξξ µµµσ DDD ++= ,  

 ( ) ( ) ( )000 2 xx Dµσ = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10011 22 xxx DD µµσ += .  

Следующие варианты являются возможными значениями положительных 

целочисленных параметров e  и r :  

                 0=e , 1=r ;  0=e , 2=r ;  0=e , 3=r ;  

                 1=e , 0=r ;  1=e , 1=r ;  1=e , 2=r ;  

                 2=e , 0=r ;  2=e , 1=r .  

Далее рассмотрим случай 2=e  и 0=r , т.е.  

 ( )1OEu >> , ( )1Re O= , ( )1OCu = .     (1.42) 

Допущением рассматриваемой задачи является наличие 2-го порядка малости 

в модули функции неньютоновской вязкости µ   и физически обосновывается 
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малой вязкостью движущихся жидкостей. В данной работе малая вязкость в 

основном проявляется в вязкости 0µ   с нулевой скоростью сдвига. Указанный 

режим определяет, что движение неньютоновской жидкости в ПКС является 

медленным движением, и инерционные эффекты не рассматриваются 

(безынерционное движение).  

Подставляя (1.42) в уравнение движения (1.41) и собирая слагаемые при 

одинаковых степенях параметра κ , получаем следующие уравнения: 

    ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )31100
0

2001
0

1 κκκ ξξ O
tEu x +















 ⊗∇⋅+⊗∇⋅+
∂
∂

+⊗∇⋅ vvvvvvv   

   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )221110001 κκκκ ξξξ Oppppp xx +∇+∇−∇+∇−∇−= −   

   ( ) ( ) ( )( )[ ]10100
00 Re

1
ξξξξξ σσκσκ ⋅∇+⋅∇+⋅∇+ xEu

  

 ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )32102
00 Re

1 κσσσκ ξξξ O
Eu xxx +⋅∇+⋅∇+⋅∇+ ;     (1.43) 

 –  уравнение движения нулевого уровня:  

 ( ) 00 =∇ pξ ;       (1.44а) 

 –  уравнение движения первого уровня:  

 ( ) ( ) ( ) 0
Re

1 0
00

10 =⋅∇+∇−∇− ξξξ σ
Eu

ppx ;    (1.44б) 

 –  уравнение движения второго уровня:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )10
00

2100
0 Re

11
ξξξξξ σσ ⋅∇+⋅∇+∇−−∇=⊗∇⋅ xx Eu

pp
Eu

vv .  (1.44в) 

1.3.2.5. Локальные граничные условия  

Подставляя асимптотические разложения (1.33) в граничное условие (1.15), и 

собирая слагаемые при одинаковых степенях параметра κ , получаются граничние 

условия разных уровней для неньютоновской вязкой жидкости:  

 –  граничные условия нулевого уровня  

 ( ) 00 =
Σ pξ

v ;      (1.45а) 

 –  граничные условия первого уровня  

 ( ) 01 =
Σ pξ

v ;      (1.45б) 
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 –  граничные условия второго уровня  

 ( ) 02 =
Σ pξ

v .      (1.45в) 

1.3.2.6. Осредненные физические параметры 

Используем введенный оператор осреднения (1.29), которой действует на 

асимптотические разложения соответствующих функций { }µ,, pf v=  . Учитывая 

(1.30), получаются дополнительные соотношения:  

 

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
( )( )
( )( ) ( )














=

=

=

=+

=

tt

tp

tptp

tt

tt

,,,

0,,

,,,

0,,,,

,,,

0

1

0

10

0

xξx

ξx

xξx

ξxvξxv

xvξxv

µµ

.     (1.46) 

Следует отметить осредненную функцию неньютоновской вязкости:  

 ( )( ) ( ) ∫==
pVp

dV
V

tt
ξ

µ
ϕ

µµ
ξ

1,,,0 xξx .     (1.47) 

1.3.2.7. Общая постановка локальных задач на ячейке периодичности 

Объединяя соотношения (1.27), (1.29), (1.35а), (1.44а), (1.45а) и (1.46), 

получается локальная задача нулевого уровня для фильтрации несжимаемой 

неньютоновской вязкой жидкости в рамка модели Карро на ЯП ξV :  

 

( )

( )

( ) ( )

( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
( )














Σ∈=

==

==

=∇

=⋅∇

ξ

ξ

ξ

ξv
v

vv

v

,0
0,0

,

0

0

0

00

00

0

0

p

pp

p

.    (1.48) 

С учетом соотношений (1.27), (1.29), (1.35б), (1.37), (1.38), (1.40), (1.44б), 

(1.45б), (1.46) и (1.47) получается локальная задача первого уровня для фильтрации 

несжимаемой неньютоновской жидкости в рамка модели Карро на ЯП ξV :  
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
( )






















Σ∈=

==

===

⋅⋅=+−+=

⊗∇+⊗∇=

=

=⋅∇+∇−∇−

=⋅∇+⋅∇

−

ξ

ξξ

ξξξ

ξξ

ξξξ

ξ

µµ

µ

µσ

σ

ξv
v

vv

DD

vvD

D

vv

,0
0,0

,,

2,11

2
1
2

0
Re

1
0

1

11

011

0002
1

02
0

0

000

000

0
00

10

01

p

pp

YYCuss

Eu
pp

n

T

x

x

.   (1.49) 

Объединяя уравнение движения (1.44а) нулевого уровня и интегральное 

условие для давления ( )0p  в системе (1.48), получаем  

 
( )

( )( ) ( )





=

=∇

xξx pp

p

,

0
0

0
ξ

.      (1.50) 

Таким образом, с учетом интегрального условия формулы (1.50) для давления, 

давление ( )0p   есть функция только глобальных координат x̂  , и не зависит от 

локальных координат ξ :  

 ( )( ) ( )xξx pp =,0 .       (1.51) 

В системе уравнений (1.49) давление ( )0p   нулевого уровня может быть 

представлено выражением (1.51) и, поэтому, может рассматриваться как известное.  

Заметим, что неньютоновская вязкость ( )0µ   нулевого уровня зависит от 

скорости ( )0v  нулевого уровня и не зависит от скорости ( )1v  первого уровня. Так 

уравнение движения локальной задачи первого уровня не содержит неизвестную 

функцию ( )1v .  

Таким образом, локальная задача с учетом выражений (1.48), (1.49) и (1.51) 

сформулируется следующим образом:  
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
( )






















Σ∈=

==

===

⋅⋅=+−+=

⊗∇+⊗∇=

=

=⋅∇+∇−∇−

=⋅∇

−

ξ

ξξ

ξξξ

ξξ

ξξξ

ξ

µµ

µ

µσ

σ

ξv
v

vv

DD

vvD

D

v

,0
0,0

,0,

2,11

2
1
2

0
Re

1
0

0

10

010

0002
1

02
0

0

000

000

0
00

10

0

p

p

YYCuss

Eu
pp

n

T

x

.    (1.52) 

Отметим, что в системе (1.52) неизвестные функция ( )0v  , ( )1p   и ( )0µ  

являются периодическими неизвестными, поскольку градиент макродавления 
( )0px∇   в системе зависит только от глобальных координат x̂  , поэтому 

рассматривается как «входные данные» системы (1.52) локальной задачи, и 

градиент макродавления ( )0px∇   является заданным. Символом [ ][ ]⋅   обозначены 

условия периодичности, причем 
2
1

2
1

≤≤− iξ  – область ЯП pVξ .  

1.3.3. Постановка локальной задачи на ячейке периодичности с учетом 
трехмерной структуры пор 

Затем рассматривается пористая среда с трехмерной структурой, в которой 

неньютоновская вязкая жидкость движется вдоль одной αξ , 3,1=α  из трёх осей 

iOξ  (как показано на рисунке 1.2 и рисунке 1.4). Рассматривая снова локальную 

задачу переноса (1.52), поскольку неньютоновская вязкость µ  Карро нелинейно 

зависит от инварианта ( )DII   тензора скорости деформации, следовательно, 

градиент макродавления ( )0px∇   невозможно устранен методом разделения 

переменных, как это выполнено в работах [12, 23, 72].  

Для более подробного описания опишем задачу в виде тензорных компонент. 

Здесь  

 
i

i x
ff
ˆ, ∂
∂

= , 
i

i

ff
ξ∂
∂

=/ .     (1.53) 
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В силу нелинейности локальной задачи (1.52), вызванной наличием 

неньютоновской вязкости, решение будет искаться в виде нелинейных функций от 

входных данных, т.е. ( )0px∇  или ( )0
,ip :  

 ( )( ) ( ) ( )( )( )∑
=

=
3

1

0
,

1 ,,
α

α
α xξξx pqp , ( )( ) ( ) ( )( )( )∑

=

=
3

1

0
,

0 ,,
α

α
α xξξx pwv ii ,  (1.54) 

где введены функции ( ) ( )( )( )xξ 0
,, α

α pq   и ( ) ( )( )( )xξ 0
,, α

α pwi  , зависящие нелинейным 

образом не только от локальных координат ξ , и но от градиента давления ( )( )x0
,αp .  

Используя далее соотношения (1.54) и вводя аналогичное соотношение для 

неньютоновской вязкости:  

 ( )( ) ( ) ( )( )( )∑
=

=
3

1

0
,

0 ,,
α

α
αφµ xξξx p .     (1.55) 

Подставяя выражения (1.53), (1.54) и (1.55) в локальные задачи (1.52), получим 

набор локальных задач для определения нелинейных функций ( )αq  , ( )α
iw  и ( )αφ  , 

которые не только содержат константы, описывающих физические свойства 

неньютоновских вязких жидких сред, и но зависят от входных данных:  

 

( )
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ZZCuss

vv
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Eu
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w
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i

jiij

n

T

ijjiij

ijij

iiji

ii

.   (1.56) 

1.3.4. Физическая интерпретация локальной задачи 

Следующие выводы можно сделать путем системого анализа локальной задачи 

(1.56). На локальном уровне для различных градиентов макродавления (разных 

модули и направления) локальная задача (1.56) является стационарной задачей 

течения некоторой фиктивной несжимаемой неньютоновской вязкой жидкости в 
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рамках модели Карро. Решение локальной задачи (1.56) определяется связью между 

внутренней геометрией пор, параметрам модели неньютоновской вязкости и 

входными данными ( )0px∇  . Видно, что локальная задача (1.56) применима для 

расчетов фильтрации неньютоновских вязких жидкостей в рамках сделанных ранее 

допущений.  

В частности, полученные локальные задачи обладают многими особенностями. 

Во-первых, поскольку пульсация давления p  относительно среднего значения p  

представляется функцией ( )1p  в системе локальных задач (1.56), т.к.  

 ( ) ( ) ( )201 κκ Oppp +−= , ( ) pp =0 , ( ) 01 =p .   (1.57) 

то функция ( )1p  может быть как положительной, так и отрицательной. Во-вторых, 

задача (1.56) становится интегро-дифференциальной из-за наличия условия 
( ) 01 =p  , которое вместе с условиями периодичности отличает задачу (1.56) от 

обычного стационарного течения неньютоновских вязких жидкостей типа Стокса.  

Во-третьих, осредненная функция ( )0µ   неньютоновской вязкости 

становится уникальной особенностью системы (1.57). Наличие неньютоновской 

вязкости локальных задач (1.56) существенно отличает задачу (1.56) от 

предыдущих локальных задач [24, 55, 98, 99, 111, 113].  

1.3.5. Сведение локальной задачи к задаче на 1/8 ячейки периодичности 

Согласно предположению о структуре ЯП в п 1.1.1, область расчета может 

быть дополнительно уменьшена, и следующая теорема о продолжении решения, 

аналогичная теореме из [24, 72], используется для упрощения решения задачи 

(1.56).   

Теорема 1. Пусть ЯП pVξ   трехмерной структуры имеет зеркальную 

симметрию относительно координатных плоскостей 21ξξO  , 31ξξO  , 32ξξO  . Тогда 

решение ( )α
iw , ( )αq , ( )αφ  задачи (1.56) получается с помощью симметричного или 

антисимметричного продолжения функций ( )α
iv~  , ( )αp~  , ( )αµ~   определенных в 1/8 
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области ЯП pVξ  (в первом квадранте 






 ≤≤

2
10: ii ξξ , как показано на рисунке 1.5) 

и являющихся решениями следующих локальных задач ( )αL :  
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 (1.58) 

Принцип симметричного и антисимметричного продолжения решения 

системы (1.58) применяются, граничные условия локальной задачи ( )αL   (1.58) 

удовлетворяют следующим формам:  

0=jξ и
2
1

=jξ :
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 (1.59) 

 –  граничные условия для локальной задачи ( )1L .  

    
( )1

1
~v  ( )1

2
~v  ( )1

3
~v  ( )1~p  

Рисунок. 1.6. – Изменение знаков функций при симметричном или 

антисимметричном продолжении для локальной задачи ( )1L  
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 01 =ξ , 
2
1

1 =ξ : 
( )

0
~

1

1
1 =

∂
∂
ξ
v , ( ) 0~ 1

2 =v ,  ( ) 0~ 1
3 =v ,  ( ) 0~ 1 =p ,   (1.60а) 
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1
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0
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2

1

=
∂
∂
ξ
p ,   (1.60б) 

 03 =ξ , 
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1

3 =ξ : 
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0
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3
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0
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1
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v , ( ) 0~ 1

3 =v ,  
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0
~

3

1

=
∂
∂
ξ
p ,   (1.60в) 

 –  граничные условия для локальной задачи ( )2L .  

    
( )2

1
~v  ( )2

2
~v  ( )2

3
~v  ( )2~p  

Рисунок. 1.7. – Изменение знаков функций при симметричном или 

антисимметричном продолжении для локальной задачи ( )2L  
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 02 =ξ , 
2
1

2 =ξ : ( ) 0~ 2
1 =v ,  

( )

0
~

2

2
2 =

∂
∂
ξ
v , ( ) 0~ 2

3 =v ,  ( ) 0~ 2 =p ,   (1.61б) 

 03 =ξ , 
2
1

3 =ξ : 
( )

0
~

3

2
1 =

∂
∂
ξ
v , 

( )

0
~

3

2
2 =

∂
∂
ξ
v , ( ) 0~ 2

3 =v ,  
( )

0
~

3

2

=
∂
∂
ξ
p ,   (1.61в) 

 –  граничные условия для локальной задачи ( )3L .  

    
( )3

1
~v  ( )3

2
~v  ( )3

3
~v  ( )3~p  

Рисунок. 1.8. – Изменение знаков функций при симметричном или 

антисимметричном продолжении для локальной задачи ( )3L  
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 03 =ξ , 
2
1

3 =ξ : ( ) 0~ 3
1 =v ,  ( ) 0~ 3

2 =v ,  
( )

0
~

3

3
3 =

∂
∂
ξ
v , ( ) 0~ 3 =p .   (1.62в) 

Здесь изменение знаков функций ( )αv~  , ( )αp~   для задачи ( )αL   при их 

симметричном или антисимметричном продолжении во всю ЯП осуществляется 

так, как показано на рисунках 1.6 – 1.8. Знак «+» на рисунке 1.6, рисунке 1.7 и 

рисунке 1.8 означает, что при переходе из первого квадранта функция не изменяет 

знак (симметричное продолжение), а знак «–» – изменяет (антисимметричное 

продолжение). Тогда учитывая, что функции ( )αp~ , антисимметричны хотя бы по 

одной из координат iξ  , приходим к выполнению интегрального условия 

осреднения для функций ( )1p  в системе (1.56).  

Действительно, функции ( )αv~  и ( )αp~  удовлетворяют полной системе (1.56) в 

любой подобласти ЯП, полученной симметричным отражением области ξV  

относительно координатных плоскостей iOξ  , в чем можно убедиться 

непосредственной проверкой.  

Доказательство теоремы. Рассмотрим случай, когда 1=α  . Введите новые 

координаты: 11 ξη −= , 22 ξη =  и 33 ξη =  продлим решение задачи (1.56) от первого 

до второго квадранта согласно рисунку 1.6, т.е. предположим, что  

 ( )( ) ( )( )321
1

1321
1

1 ,,~,, ξξξηηη vw = ,     (1.63а) 

 ( )( ) ( )( )321
1

2321
1

2 ,,~,, ξξξηηη vw −= ,     (1.63б) 

 ( )( ) ( )( )321
1

3321
1

3 ,,~,, ξξξηηη vw −= ,     (1.63в) 

 ( )( ) ( )( )321
1

321
1 ,,~,, ξξξηηη pq −= .     (1.63г) 

Здесь η∇  – набла-оператор относительно новой координаты η , и ξ∇  – набла-

оператор относительно локальной координаты ξ .  
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С помощью выражения (1.63) для этой замены дифференциальные операторы 

во втором квадранте связаны с соответствующими операторами первого квадранта 

следующим образом:  
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Используя формулу (1.63г), частные производные давления имеют следующие 

зависимости:  
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Теперь мы определим тензор скорости деформации в трех измерениях с 

помощью шестикомпонентного вектора, как показано ниже:  

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) 







































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=































1
3

1
2

1
1

123

312

321

113

123

112

133

122

111

000

000

000

2
1

w
w
w

T

d

ηηη

ηηη

ηηη

η

η

η

η

η

η

I

ε

ε

ε

ε

ε

ε

   

       

( )

( )

( ) 







































∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

=
1

3

1
2

1
1

123

312

321

000

000

000

2
1

w
w
w

T

d

ξξξ

ξξξ

ξξξ

I   



48 

       

( )

( )

( ) 















−

−

























∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

=
1

3

1
2

1
1

123

312

321

~
~
~

000

000

000

2
1

v
v
v

T

d

ξξξ

ξξξ

ξξξ

I   

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) 





























−

−

−

−

=








































∂
∂

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂−

=

131

123

112

133

122

111

1
3

1
2

1
1

123

312

321

~

~

~

~

~

~

~
~
~

000

000

000

2
1

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξξξ

ξξξ

ξξξ

D

D

D

D

D

D

I
v
v
v

T

d ,   (1.66) 

где  

( )1,1,1,2,2,2diagd =I .  

Согласно выражению (1.38) квадрата инварианта тензора скорости 

деформации, на основе выражения (1.67) получим:  

 ( ) ( ) ( ) ( )1111 ~~
ξξηη DDεε ⋅⋅=⋅⋅ .      (1.67) 

В сочетании с неньютоновской вязкостью Карро (1.40), получается 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] 2
1

1101 11
−

⋅⋅+−+=
n

Cuss ηηηφ εε ,     (1.68а) 

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

101 ~11~ −

+−+=
n

YCussξµ .      (1.68б) 

Согласно выражениям (1.67) и (1.68) получим   

 ( ) ( )11 ~
ξη µφ = .       (1.69) 

Теперь рассмотрим дифференциальные операторы напряжения 

неньютоновской вязкости, используя формулу (1.66), имеем следующие 

соотношения:  
( ) ( )( )112 ηηη φ ε⋅∇   
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 ( ) ( )11 ~~2 ξξξ µ D⋅∇= .            (1.70) 

Граничные условия (1.60) поддерживают условия локальной задачи (1.56), 

удовлетворяемые при переходе во второй квадрант. Кроме того, из-за 

антисимметрии функции ( )1~p  также выполняется интегральное условие (1.56). 

Аналогичным образом мы можем доказать, что расширение решения на другие 

квадранты, реализованное в соответствии с рисунком 1.6, сохраняет все уравнения 

(1.56), удовлетворяемые в этих квадрантах. 

Вышесказанное также справедливо при 2=α   с учетом симметричного и 

антисимметричного расширений функций по данным рисунку 1.7, Для 3=α  

аналогичные результаты могут быть получены в соответствии с рисунком 1.8.  

1.3.6. Нелинейный закон фильтрации неньютоновских вязких жидкостей в 
пористых средах 

1.3.6.1. Классической закон фильтрации Дарси 



50 

Когда определяющее соотношение неньютоновской вязкости упрощается до 

ньютоновской жидкости, локальная задача (1.52) сводится к следующей формуле:  
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
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
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pp

p
Eu

p x

T

.  (1.71) 

Применяя оператор осреднения (1.46) к уравнению движения локальной 

задачи (1.71), получаем следующее соотношение:  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )000
00

1

Re
1 p

Eu
p x

T ∇=⊗∇+⊗∇⋅∇+∇− vv ξξξξ .   (1.72) 

Согласно наличию условие ( ) 01 =p , (1.51) и (1.72), мы получим, что скорость 

течения (фильтрации) ( )0v   являются неизвестными функциями, линейно 

зависящими от ( )0px∇ :  

 ( ) ( )0

0

0 px∇−=
η
Kv  или ( )0

0

px∇−=
η
Kv ,    (1.73) 

где 
000 Re

1
Eu

=η  , j
iK=K  – тензор проницаемости пористой среды, и 

constK j
i =   – компоненты тензора проницаемости пористой среды.  

Учитывая выражение (1.54) и локальную задачу (1.56), получаем следующее 

соотношение:  

 ( ) ( ) j
ji wv α
α δ=0 .      (1.74) 

Рассмотрим выражения (1.73) более подробно. Так как функции v~   имеют 

симметрию или асимметрию для локальных координат (см. рисунок 1.6), например, 

когда 1=k  , функция 2
~v   для координатной плоскости 31ξξO   и 32ξξO   является 

антисимметричной, поэтому 02
1 =K , и функция 3

~v  для координатной плоскости 

21ξξO   и 32ξξO   являются антисимметричной, поэтому 03
1 =K  , то матрица K  
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является диагональной. Поэтому ( )3
3

2
2

1
1 ,, KKKdiag=K  . Стоит отметить, что 3D 

тканевая микроструктура является анизотропной, имеем 3
3

2
2

1
1 KKK ≠≠  , и 3D 

ортогональная микроструктура является изотропной  –  3
3

2
2

1
1 KKK == .  

Затем рассмотрим уравнение неразрывности (1.35б) первого уровня. Здесь 
( )0v⋅∇ x   появляется в качестве исходного члена. Кроме того, ( )1v   являются ξV  -

периодическим функциями, и (1.42б) показывает, что ( )1v  равна нулю на границе 

pξΣ . Применяя к (1.35б) оператор осреднения (1.29), получаем:  

 ( ) ( ) 001 =⋅∇+⋅∇ vv xξ  или ( ) ( )( ) 01 01 =⋅∇+⋅∇∫
pV

x
p

dV
V ξ

ξ
ξϕ

vv .  (1.75) 

Для вычисления первого слагаемого в левой части выражения (1.75) 

применяется формула Остроградского-Гаусса [20], которая обычно имеет 

следующий вид:  

 ∫∫
Σ

Ω⋅=Ω⋅∇
pp

dSdV k

V

k

ξξ

ξ n ,     (1.76) 

где Ωk  – некоторый тензор k  -го ранга, n  – вектор нормали. В этом случае 

область pVξ   не зависит от времени, поэтому выражение (1.75) сводится к 

следующей форме:  

 ( ) ( ) ( ) 0111 110 =⋅−=⋅∇−=⋅∇ ∫∫∫
Σ ppp

dS
V

dV
V

dV
V pVpV

x
p ξξξ ξ

ξ
ξξ ϕϕϕ

vnvv .  (1.77) 

С учетом формул (1.73) и (1.75), наконец, мы имеем:  

 ( ) 00 =⋅∇ vx ,       (1.78а) 

 ( ) ( )0

0

0 px∇−=
η
Kv ,      (1.78б) 

который представляет собой глобальную задачу фильтрации ньютоновской 

жидкости. Уравнение (1.78б) является законом Дарси ( ( )0v  – скорость 

фильтрации).  

1.3.6.2. Нелинейный закон фильтрации неньютоновско-вязкой жидкости  
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Далее рассмотрим локальную задачу (1.52) неньютоновских жидкостей в 

рамках модели Карро. Применяя оператор осреднения (1.29) к уравнению движения 

локальной задачи (1.52), получим:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0000
00

1

Re
1 p

Eu
p x

T ∇=⊗∇+⊗∇⋅∇+∇− vv ξξξξ µ .  (1.79) 

Согласно условиям ( ) 01 =p   и ( ) ( ) ( )xppp == 00  , получаем следующее 

соотношение:  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0000
00 Re

1 p
Eu x

T ∇=⊗∇+⊗∇⋅∇ vv ξξξ µ .   (1.80) 

Кроме того, что из системы (1.52) видно, что решение ( ( )0v  и ( )1p ) локальной 

задачи (1.52) зависит не только от входных данных ( )0px∇  , но и от параметров 

модели неньютоновской вязкости. В [55, 56, 98, 99] закон фильтрации 

стационарного медленного течения несжимаемой степенной жидкости в пористых 

средах исследуется с помощью теории представления изотропной тензорной 

функции тензорных аргументов, и результат выражается следующим образом:  

 ( ) ( )( )00 pG ∇=v  или ( ) ( )( )00 vgp =∇ ,     (1.81) 

где g   и G    –  функции, зависящие от реологических свойств и характеристик 

пористой системы. Здесь реологические свойства  –  соответствующие параметры 

реологической модели, т.е. модели неньютоновской вязкости, характеристики 

пористой системы  –  соответствующие параметры внутренней геометрии пор 

пористых сред.  

Из системы (1.52) видно, что если заданы параметры неньютоновской годовой 

модели, решение локальной задачи (1.52) определяется связью между внутренней 

геометрией пор и входными данными ( )0px∇ . Поэтому решение ( )0v  задачи (1.52) 

выражается следующей функцией:  

 ( ) ( ) ( )( )000 , px∇= ξvv .      (1.82) 

После применения численных методов для получения решений серии задач 
( )αL   (1.56) для всех α  , оператор осреднения применяется к скорости ( )0v   по 

областям, занятым неньютоновской вязкой жидкостью. Получается осреденная 
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скорость в локальной задаче фильтрации (1.56). Следовательно, нелинейный закон 

фильтрации, связанный со скоростью фильтрации ( )0v   и градиентом 

макродавления ( )0px∇ , выражается в следующей форме:  

 ( ) ( )( )00 pF x∇=v .      (1.83) 

Следовательно, когда параметры неньютоновской вязкой модели фиксированы, 

алгоритм вычисления осреденных скоростей ( )0v   по заданным значениям 

градиента давления ( )0px∇  , фактически являющийся алгоритмом нахождения 

значения тензорной функции (1.83). Тензорная функция (1.83) может быть 

определена, если имеется информация о типе геометрической симметрии ЯП 

композита и типе анизотропии волокон и матрицы. Поскольку основное допущение 

симметрии принято, решение всех задач ( )αL   (1.56) будет иметь указанный тип 

симметрии. Это означает, что тензорная функция (1.83) должна иметь данную 

симметрию. Но перечисленные выше преобразования и тождественные 

преобразования образуют группу ортотропии следовательно согласно 

терминологии, введенной в [18], средняя скорость ( )0v   будет тензорной 

функцией, независимой от группы ортотропии. Но тогда для такой тензорной 

функции можно использовать представление ее в тензорном базисе группы 

ортотропии, которое имеет вид:  

 ( ) ( )( )∑
=

=
3

1
321

0 ,,
α

α
αχ ev ppp III  или ( ) ( )( )∑

=

=
3

1
321

0 ,,
α

α
α δχ i

ppp
i IIIv ,   (1.84) 

где p
iI  скалярные функции от инвариантов вектора градиента давления:  

 
( )

i

p
i x

pI
∂
∂

=
0

.       (1.85) 

Эти функции ( )αχ  фактически и представляют собой искомую эффективную 

проницаемость неньюьтоновско-вязкой жидкости в пористых средах. Зная значения 
( )0v  и ( )0px∇  , функции ( )αχ  могут быть вычислены следующим образом. Для 

ортогональных полей запишем формулы (1.84) в явном виде:   
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 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0
,321321

~,,~,, α
α

α
ααααα χχχ pIIIIIII ppppppp == .   (1.86) 

Для пористых сред с различными структурами, очевидно, что ( ) ( ) ( )321 χχχ ==  

описывает эффективную проницаемость изотропной пористой среды и 

эффективную проницаемость анизотропной пористой среды, когда ( ) ( ) ( )321 χχχ ≠≠ .  

На основе выражения (1.84) получаем эффективную проницаемость 

неньютоновско-вязкой жидкости со следующей формой:  

 ( ) ( )0
3

1

20 ~ px∇




= ∑

=α
α

αχ ev  ,    (1.87) 

где ααα eee ⊗=2  – диадный базис (ДБ), ( )∑
=

=
3

1

2~
α

α
αχ eK  – тензор эффективной 

проницаемости.  

Из анализа локальных задач (1.56) видно, что направление средней скорости 
( )0v  противоположно направлению градиента давления ( )0px∇ , поэтому  

 ( ) ( )00 px∇⋅−= Kv ,     (1.88) 

где ( )( ) i
jx Kp =∇= 0KK  – тензорная функция, зависящая от модуля 

( ) ( ) ( )000 ppp xxx ∇⋅∇=∇  вектора градиента давления ( )0px∇ .  

Фактически, выражение (1.88) является формулировкой нелинейного закона 

фильтрации неньютоновско-вязкой жидкости в пористых средах.  

Рассмотрим нелинейный закон фильтрации (1.88) более подробно. Подобно 

закону Дарси фильтрации ньютоновской жидкости, функции ( )αv~   имеют 

симметрию или асимметрию для локальных координат (см. рисунок 1.6), например, 

когда 1=α , функция ( )1
2

~v  для координатной плоскости 31ξξO  и 32ξξO  является 

антисимметричными, поэтому 01
2 =K  , и функция ( )α

3
~v   для координатной 

плоскости 21ξξO   и 32ξξO   является антисимметричными, поэтому 01
3 =K  . 

Отсюда матрица ( )3
3

2
2

1
1 ,, KKKdiag=K  является диагональной. Стоит отметить, что 

микроструктура является анизотропной, имеем 3
3

2
2

1
1 KKK ≠≠  . Тогда согласно 

выражению (1.86) тензорной функции тензор проницаемости можно записать 

следующим образом:  
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( )

( )

( ) 
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













=
3

2

1

~00
0~0
00~

χ
χ

χ
K .      (1.89) 

С учетом формул (1.75), (1.88) и (1.89), наконец, мы имеем:  

 ( ) 00 =⋅∇ vx ,      (1.90а) 

 ( ) ( )( ) ( )000 pp xx ∇∇−= Kv .     (1.90б) 

Что представляет собой глобальную задачу фильтрации неньютоновско-вязкой 

жидкости. Уравнение (1.90б) является нелинейным законом фильтрации 

( ( )0v  – скорость фильтрации). Самое главное различие между законом 

нелинейной фильтрации и законом Дарси состоит в том, что проницаемость зависит 

от модуля “входных данных”, т.е. градиента давления.  

1.3.7. Эффективная неньютоновская вязкость 

Точно так же, в сочетании с выражением (1.55), локальной задачей (1.56) и 

уравнениями (1.58), эффективная вязкость, связанная с средней вязкостью µ  и 

градиентом давления ( )0px∇  можно записать в следующей форме:  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

=
3

1
321 ,,

α

ααααφµ ppp III   

     ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
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=
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1
321 ,,~

α

ααααµ ppp III   

     ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑
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=
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1

0
,321 ,,~

α
α

ααααµ pIII ppp   

     ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑
=

=
3

1

0
,321 ,,~

α
α

ααααµ pIII ppp   

     ( )∑
=

=
3

1α

αµ .           (1.91) 

Осредняя вязкость описывает характеристики вязкости в отдельной ЯП. 

Величина осредней неньютоновской вязкости, отходящая от единицы, может быть 

использована для описания прочности неньютоновских характеристик вязкости 

жидкости. Очевидно, что осредняя вязкость ньютоновской жидкости равна единице. 
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Очень интересно, что эффективная вязкость аналогична проницаемости, а также 

зависит от модуля “входных данных”, т.е. градиента давления.  

Таким образом, на основе выражений (1.3), (1.5) и (1.7), для неньютоновских 

вязких жидкостей мы можем определить тензор эффективных модулей вязкости, 

аналогичный тензору эффективных модулей упругости [35]. Компоненты тензора 

эффективных модулей вязкости выражаются следующей формулой:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )jkiljlikjkiljlikijklM δδδδµδδδδµ ααα +=+= .   (1.92) 

1.4. Выводы по первой главе 

В первой главе диссертации разработана физико-математическая модель течения 

несжимаемой неньютоновско-вязкой жидкости и многомасштабная модель процессов 

фильтрации несжимаемой неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро в 

пористых структурах. 

На основе МАГ сформулированы локальные задачи пространственного течения 

несжимаемой неньютоновско-вязкой жидкости в ЯП пористых структур. 

Теоретические результаты показывают, что локальная задача несжимаемой 

неньютоновско-вязкой жидкости представляет собой стационарную задачу течения, а 

их решение зависит не только от внутренней геометрии пор, и от неньютоновской 

вязкости и макроскопического градиента давления.  

На основе анизотропных тензорных функций был разработан нелинейный закон 

фильтрации неньютоновско-вязкой жидкости. Таким образом, постановка 

нелинейного закона фильтрации применима для исследования макроскопических 

свойств процесса фильтрации неньютоновских вязких жидкостей в рамках сделанных 

в работе допущений. Также показано, что макроскопические свойства процесса 

фильтрации  –  скорость фильтрации и эффективная неньютоновская вязкость 

зависят не только от информации о геометрической форме пор и пористости пористой 

среды, но также зависят от параметров модели Карро и внешних 

нагрузок.  –  макроскопического градиента давления.  
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ГЛАВА 2. ЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЛОКАЛЬНЫХ 
ПРОЦЕССОВ И ГЛОБАЛЬНОЙ ЗАДАЧОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

2.1. Численный алгоритм решения локальной задачи  

2.1.1. Тензор неньютоновских вязких напряжений  

Подставляя определяющие соотношения (1.14) неньютоновской вязкости в 

выражение тензора вязких напряжений (1.11), с помощью выражения (1.7) поучаюся 

следующие соотношения:  

 DMT ⋅⋅=4
v .      (2.1) 

В диссертационной работе несжимаемая неньютоновская вязкая среда 

рассматривается. Подставляя выражение (1.10) в формулу (1.7), поэтому с помощью 

выражения (1.6) квазилинейный тензор M4  вязкости несжимаемой неньютоновской 

жидкости переписывается как:  

 ( )jkiljlikijklM δδδδµ += ,      (2.2) 

где µ  – неньютоновская вязкость Карро.  

Поэтому компонент v
ijT   тензора вязких напряжений переписывается в 

следующем виде:  

 klijkl
v

ij DMT = .      (2.3) 

Выражение (2.3) часто встречается в области механики твердого тела [22, 35]. 

Таким образом, вариационный принцип Хеллингера-Рейсснера [22] может быть 

использован для решения проблемы этого типа.  

Рассматривается локальная задача движении неньютоновских вязких жидкостей 

нулевого уровня на ЯП pVξ   для области lV  . Вариационный принцип Хеллингера-

Рейсснера применяется для построения вариационной формы локальной задачи 

течения неньютоновских вязких жидкостей. Для этой цели рассматривается 

определение соотношений (1.8) модели AI и AV (а также BI и BV) фойгтовских 

изотропных вязких сред. С учетом выражений (1.18), (1.20), (1.31) и (1.42), 

выполняется обезразмеривание тензора вязких напряжений, и получаем:  

     ve TTT +=    

   DE µ′+−= 2p    
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   ( )T

Eu
p vvE ⊗∇+⊗∇+−= 00

2

Re
µκ    

  ( ) ( )[ ]T
xx

T

Eu
p vvvvE ⊗∇+⊗∇+⊗∇+⊗∇+−= 21

00Re
κκµ

ξξ .   (2.4) 

Выражая функцию в формуле (2.4) в виде асимптотического разложения (1.33) и 

группируя эти слагаемые при одинаковых степенях параметра κ , получаем:  

 ( ) ( ) ( )
+++= 2210 TTTT κκ .      (2.5) 

Здесь  

 –  тензор напряжений Коши нулевого уровня; 

 ( ) ( )ET 00 p−= ,       (2.5а) 

 –  тензор напряжений Коши первого уровня. 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )( )T

Eu
p 00

00

0
11

Re
vvET ⊗∇+⊗∇+−= ξξ

µ ,     (2.5б) 

или  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )Tp 000411 vvMET ⊗∇+⊗∇⋅⋅+−= ξξ ,     (2.5б) 

где ( ) ( )( )jkiljlikijklM δδδδµ += 00  и ( ) ( ) ( )( ) 2
1

02
0

0 11
−

+−+=
n

YCussµ .  

Согласно уравнению движения (1.2б) МСС получаем:  

 0=⋅∇ T .       (2.6) 

На основании выражения (2.5), в сочетании с правилом (1.28) 

дифференцирования сложной функции, имеем  

 ( ) 00 =⋅∇ Tξ ,      (2.7а) 

 ( ) ( ) 010 =⋅∇+⋅∇ TT ξx .      (2.7б) 

Далее, учитывая (2.7а) и (2.7б), согласно соотношений (1.54) и (1.55) вводится 

аналогичное соотношение для компонент тензора напряжений (2.5б) первого уровня  

 ( )( ) ( ) ( )( )∑
=

∇=
3

1

01 ,~,
α

α ξTξxT px ,     (2.8) 

а также записывая определяющее соотношение (2.5б) для 1/8 области ЯП, с помощью 

выражения (2.8) получаем:  

 ( ) ( ) ( )ααα σ~~~ +−= ET p ,     (2.9а) 
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 ( ) ( ) ( )ααα µσ D~~2~ = ,      (2.9б) 

 ( ) ( ) ( )( )Tα
ξ

α
ξ

α vvD ~~
2
1~ ⊗∇+⊗∇= ,    (2.9в) 

 ( ) ( ) ( )( ) 2
1

2
0

~11~ −

+−+=
n

YCuss ααµ , ( ) ( ) ( )ααα DD ~~2~ ⋅⋅=Y .   (2.9г) 

В соответствии с выражением (2.7), выражение (2.9) дифференцируется и с 

учетом нулевой дивергенции тензора напряжения Коши, получается следующее 

соотношение:  

 ( ) ( ) ( )α
ξ

α
ξ

α
ξ σ~~~ ⋅∇+−∇=⋅∇ pT .     (2.10) 

Согласно выражений (2.8) и (2.9а) правая часть выражения (2.10) совпадает с 

левой частью уравнения равновесия из выражения (2.7б). Поэтому выражение (2.7) 

переписывается в следующем виде:  

 ( ) ( )αα
ξ fT ~~ =⋅∇ ,      (2.11) 

где ( ) ( )0
,

~
α

ε p=f .  

2.1.2. Вариационная формулировка локальной задачи 

Пусть Ω  – вычислительная область пространства dR   ( 2=d   или 3), занятая 

неньютоновской вязкой жидкостью. Область Ω   предполагается ограниченной и 

многогранной, и Ω∂  – граница вычислительной области. Система локальной задачи 

(1.58), сформулированная в терминах скорость – давление, для области Ω   примет 

вид:  

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )T

Eu
p

α
ξ

α
ξ

αα

ααα
ξ

α
ξ

µσ

σ

vv

f

v

~~~~

~
Re

1~

0~

00

⊗∇+⊗∇=

=⋅∇+∇−

=⋅∇

,    (2.12) 

где ( )αv~  – поле скоростей, ( )αp~  – поле давления, ( )ασ~  – тензор неньютоновского 

вязкого напряжения, ( )αµ~  – неньютоновская вязкость, ( )αf  – вектор внешней силы.  

Для простоты изложения рассмотрим однородные граничные условия ( ) 0~ =αv  

на границе Ω∂ .  

В диссертационной работе мы рассматриваем случай:  
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lVξ=Ω  и ξΣ=Ω∂ .  

Чтобы написать слабую форму задачи (2.12), введем некоторые обозначения. Как 

обычно, пространство квадратично интегрируемых функций в области Ω  

обозначается через ( )Ω2L  , а пространство функций, первые производные которых 

квадратично интегрируемы, обозначается через ( )Ω1H  . Пространство ( )Ω1
0H  

состоит из функций из ( )Ω1H , обращающихся в нуль на Ω∂ .  

Пространство функций определяется как [64]:  

( ) { }∞<Ω=Ω ∫Ω dffL 22 ,  

( ) ( ){ }∞<Ω∇∞<Ω=Ω ∫∫ ΩΩ
dfdffH 221 , .  

Используя эти обозначения, пространства конечно-элементных функций, 

используемые в непрерывной задаче, составляют 0U   для поля скоростей, Q   для 

давления, где ( )dHU Ω= 1
0

0  и ( ) RΩ= 2LQ .  

Для постоянной вязкости слабая форма задачи (2.12) состоит в том, чтобы найти 

[ ] QUp ×∈ 0~,~v  , такую что:   

 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )T

p
p

α
ξ

α
ξ

αα

αα
ξ

α
ξ

α

µσ

δσδδ
δ

vv

fvvv
v

~~~~
,~~,~~,~

0~,~

⊗∇+⊗∇=

=⋅∇+−∇

=⋅∇

,    (2.13) 

для всех функций [ ] QUp ×∈ 0~,~ δδv  . Символ операции ( )⋅⋅,   обозначает внутреннее 

произведение в пространстве функции ( )Ω2L .  

 ( ) ( )∫Ω Ω= dfggf , .      (2.14) 

Для преобразования второго уравнения (2.13) воспользуемся следующей 

формулой [20]:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )α
ξ

ααα
ξ

αα
ξ δδδ vvv ~~~~~~ ⋅∇−⋅∇=⋅∇ ppp ,    (2.15а) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )Tα
ξ

ααα
ξ

αα
ξ δσδσδσ vvv ~~~~~~ ⊗∇⋅⋅−⋅⋅∇=⋅⋅∇ .   (2.15б) 

Для преобразования второго слагаемого в правой части выражения (2.15б) 

применяем тензор вязких напряжений ( )ασ~   как симметричный второго ранга, 

поэтому:  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )Tα
ξ

αα
ξ

αα
ξ

α δσδσδσ vvv ~~~~
2
1~~ ⊗⋅∇⋅+⊗⋅∇⋅=⊗⋅∇⋅   

               ( ) ( ) ( ) ( )( )( )TT α
ξ

αα
ξ

α δσδσ vv ~~~~
2
1

⊗∇⋅⋅+⊗⋅∇⋅=   

 ( ) ( ) ( )( )( )Tα
ξ

α
ξ

α δδσ vv ~~
2
1~ ⊗∇+⊗∇⋅⋅= .                   (2.16) 

Несложно показать, что левая часть уравнения (2.13) переписывается следующим 

образом:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫Ω Ω⋅∇+⋅∇−=∇
e

dppp αα
ξ

α
ξ

ααα
ξ δδδ vvv ~~~,~~,~ ,   (2.17а) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫Ω Ω⋅⋅∇+⊗∇−=⋅∇
e

ds αα
ξ

α
ξ

ααα
ξ δσδσδσ vvv ~~~,~~,~ ,  (2.17б) 

где ( )αv~⊗∇s  – симметричная часть тензора ( )αv~⊗∇ , т.е.  

( ) ( ) ( )( )Ts α
ξ

α
ξ

α
ξ vvv ~~

2
1~ ⊗∇+⊗∇=⊗∇ .  

Для преобразования второго слагаемого в правой части выражений (2.15б) и 

(2.17а), применяется формула Остроградского-Гаусса [103, 117], обычно имеющая 

следующий вид:   

 ∫∫
Ω∂Ω

Ω⋅=Ω∇⋅ dd kk TnT ,     (2.18) 

где Tk  – некоторый тензор k -го ранга, n  – вектор нормали.  

Поэтому, с использованием формулы Остроградского-Гаусса (2.18) выражения 

(2.17) переписываюся в следующей форме:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ Ω∂ Ω⋅∇⋅+⋅∇−=∇
e

dppp αα
ξ

α
ξ

ααα
ξ δδδ vnvv ~~~,~~,~ ,  (2.19а) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ Ω∂ Ω⋅⋅+⊗∇−=⋅∇
e

ds ααα
ξ

ααα
ξ δσδσδσ vnvv ~,~,~ .  (2.19б) 

Согласно определяющим соотношениям (2.9а), получим:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫∫ Ω∂Ω∂Ω∂
Σ⋅⋅+Σ⋅−=Σ⋅⋅

eee
ddpd αααααα δσδδ vnvnvTn ~~~ .  (2.20) 

Таким образом, подставляя формулы (2.19а), (2.19б) и (2.20) в вариационная 

постановка задачи (2.13) окончательно принимает вид:  

 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ Ω∂ Σ⋅⋅−=⊗∇−⋅∇

=⋅∇

e
dp

p
s ααααα
ξ

αα
ξ

α

αα

δδδσδ

δ

vTnvfvv
v

~~,~,~~,~
0~,~

.  (2.21) 



62 

Следует отметить, что в соответствии с граничными условиями из локальной 

задачи (1.52) работа вектора поверхностных усилий обращается в ноль по всей 

границе Ω∂   области течения Ω  , т.к. все внутренние стороны поверхностных 

усилий ( )αTn ~⋅   при суммировании интегрироваются дважды, но знак у вектора 

поверхностных усилий ( )αTn ~⋅   при этом меняется из-за изменения знака вектора 

нормали на этих сторонах, т.е. :  

 ( ) ( ) 0~ =Σ⋅⋅∫ Ω∂ Ω
e

dαα δvTn .     (2.22) 

Далее, в соответствии с определением (2.14) операции внутреннего произведения 

и формулой (2.22), вариационная постановка задачи (2.21) записывается в следующем 

виде:  
( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )
∫∫∫

∫

⋅=⊗∇+⊗∇⊗∇−⋅∇

=⋅∇

eee

e

VV

Ts

V

V

dVdVdVp

dVp

ααα
ξ

α
ξ

αα
ξ

αα
ξ

α
ξ

α

δµδδ

δ

fvvvvv

v

~~~~~~~

0~~

, (2.23) 

где ( ) ( )0
,α

α p=f .  

2.1.3. Условие Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi (LBB)  

Задача несжимаемого неньютоновского течения решается на основе 

смешанных переменных скорости и давления, для получения устойчивых 

вычислительных результатов пространство интерполяционных функций 

смешанных переменных должно удовлетворять условиям совместимости [45, 47, 

103, 117].  

На основе смешанных переменных pv −  , дискретные уравнения 

определяющих соотношений, полученные при решении задачи стационарного 

течения несжимаемой вязкой жидкости, имеют следующий вид:    

 







=
















00
f

pG
GK

T

v
,     (2.24) 

где v   и p  – значения узлов скорости v   и давления p   соответственно, а G   и 

K  – связанные глобальные матрицы. Формула (2.24) ‘приводимая’.  

Исследование [57, 63, 87] показывает, что для уравнения сводимого смешивания 

(2.24), чтобы обеспечить устойчивость и сходимость решения, полученного МКЭ, и 
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избегать ложных колебаний в поле давления, пространство функции интерполяции 

смешанной переменной pv −   должно удовлетворять условию Ladyzhenskaya-

Babuška-Brezzi (LBB). Это также называется условием верхней и нижней границы 

(условие Inf-Sup).  

Пространство интерполяционных функций скорости v   и давления p  

представлено kU   и kQ   соответственно. Пространство kQ  должно быть 

пространством расходимости пространства kU  , то есть для kh Qq ∈∀  , переменная 

hv  может быть найдена в пространстве kU , удовлетворяющей hhq v⋅∇= . Исходя из 

этого, условие Inf-Sup может быть выражено как [100]:  

 0supinf >≥
Ω⋅∇∫

∈∈
ς

hh

hh

UvQq q

dq

hhhh v

v
,     (2.25) 

где ς  – это количество, которое не зависит от размера элемента. Условие Inf-Sup 

показывает, что для получения стабильного решения сходимости необходимо 

выбрать интерполяционное пространство смешанной переменной pv −  : для 

kh Qq ∈∀   существует хотя бы один kh U∈v  , который удовлетворяет уравнению 

(2.25).  

В 1986 году Зенкевич О. и др. предложили метод «проверки среза» [116], который 

открыл простой и эффективный способ тестирования функции интерполяции 

смешанных переменных pv −   для соответствия условию LBB. Метод «проверки 

среза» может быть кратко сформулирован следующим образом. Если число степеней 

свободы v   в уравнении (2.24) равно m, а число степеней свободы p   равно n, то 

необходимым условием для гарантии того, что уравнение (2.24) является неособым, 

является неравенство:  

 nm ≥ .      (2.26) 

Чтобы гарантировать, что уравнение (2.24) не является сингулярным 

(достаточное условие) во всех случаях, также должны быть выполнены для p :  

 0≠pG , 0≠∀p .      (2.27) 
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Уравнение (2.27) указывает, что ранг матрицы G  равен n. Зенкевич О. и др. 

показали, что (2.26) и (2.27) эквивалентны условиям LBB.  

2.1.4. Метод конечных элементов для решения вариационной задачи  

Для численного решения системы вариационных уравнений (2.21) или (2.23) 

используется МКЭ [6, 45, 103, 117]. Согласно характеристикам вариационных задач, 

используется пространство функции интерполяции смешанных переменных, 

которое удовлетворяет условию LBB. Чтобы триангулировать расчетную область, 

используется десяти узловой конечный элемент (КЭ) в форме тетраэдра (см. 

рисунок 2.1) с 34 степенями свободы: по 3 компоненты скорости ( )α
iv~   в каждом 

узле и по одному значению давления ( )αp~  в каждой вершине тетраэдра. В каждом 

КЭ используются аппроксимации квадратичных функций по скоростям и линейных 

по давлению.  

В каждом КЭ выражения интерполяционных функций ( )α
iv~   и ( )αp~  , 

соответственно, имеют вид:  

 ( )[ ] [ ] ( )[ ]
13030313

~~
×××

= αα VNvv , ( ) [ ] ( )[ ]
1441

~~
××

= αα PNp p ,    (2.28) 

где ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )Tvvv αααα
321

~,~,~~ =v  – координатный столбец скоростей на данном КЭ; 
( )[ ]αV~  – координатный столбец скоростей в узлах КЭ; ( )[ ]αP~  – координатный 

столбец давлений ( )αp~   в вершинах КЭ. Матрицы функций формы [ ]vN   и [ ]pN  

имеют следующий вид:  

 [ ]















=

1021

1021

1021

000000
000000
000000

NNN
NNN

NNN
Nv







,  (2.29а) 

 [ ] [ ]1111 LLLLN p = ,      (2.29б) 

где  

 ( ) 111 12 LLN −= , ( ) 222 12 LLN −= , ( ) 333 12 LLN −= , ( ) 444 12 LLN −= , 215 4 LLN = ,  

 316 4 LLN = ,    417 4 LLN = ,     328 4 LLN = ,     429 4 LLN = ,     4310 4 LLN = .  

В последней формуле iL , 4,1=i   –  L -координаты.  
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Рисунок 2.1. – Десяти узловой тетраэдральный КЭ с 34 степенями свободы 

На основе выражения (1.65) введем координатный столбец тензора скоростей 

деформаций: 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ααααααα
132312332211

61

~~~~~~~ DDDDDDD
T
=

×
 

Следовательно, с использованием выражений (2.28) и (2.29) матричная форма 

столбец тензора скоростей деформаций D  может быть выражена как:  

 ( )[ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ]
1303031316

~
2
1~

2
1~

××××
== ααα VND vdd SIvSI ,    (2.30) 

где ( )1,1,1,2,2,2diagd =I   и матричный оператор дифференцирования S  

записывается в виде:  
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
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∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
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321
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ξξξ

ξξξ

ξξξ

TS .  
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Вариации компонент вектора скоростей ( )[ ]
13

~
×

αδv   и тензора скоростей 

деформаций ( )α
ξ δv~⊗∇s , а также давления ( )αδp~  имеют вид:  

 ( )[ ] [ ] ( )[ ]
13030313

~~
×××

= αα δδ VNv v ,     (2.31а) 

 ( )[ ] [ ] ( )[ ]
144111

~~
×××

= αα δδ PNp p ,     (2.31б) 

 ( )[ ] [ ][ ][ ] ( )[ ]
130303366616

~
2
1~

×××××

=⊗∇ αα
ξ δδ VNSI vd
s v .    (2.31в) 

Введем координатный столбец неньютоновских вязкостей:  

 ( )[ ] [ ] ( )[ ]
110101

~~
××

= α
µ

αµ RN ,     (2.32) 

где ( )[ ]αR~  – координатный столбец вязкостей в узлах КЭ; и матрицы функций формы 

[ ]
101×
µN :  

[ ] [ ]10321
101

NNNNN =
×
µ .  

Введем координатный столбец напряжений неньютоновских вязкостей:  

 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ααααααα σσσσσσσ 132312332211
61

~~~~~~~ =
×

T
.   (2.33) 

С учетом выражений (2.30), (2.32) и (2.33), получим  

 ( )[ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]
6111010161

~~2~
××××

=
TT DRN αα

µ
ασ .    (2.34) 

Согласно координатному столбцу (2.33) напряжений неньютоновских вязкостей, 

введем координатный столбец напряжений Коши:  

 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ααααααα
132312332211

61

~~~~~~~ TTTTTTT
T
=

×
.   (2.35) 

Тогда с учетом выражений (2.9а), (2.28), (2.34) и (2.35), координатный столбец 

напряжений Коши описывается  

            ( )[ ] [ ][ ] ( )[ ] ( )[ ]
16144116

0
16

~~~
×××××

+−= ααα σPNIT p       

 [ ][ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]
16110101144116

0

~~2~
××××××







+−= αα

µ
α DRNPNI p ,    (2.36) 

где [ ] ( )0,0,0,1,1,10 =TI .  
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Наконец, введем координатный столбец ( ) ( ) ( ) ( )( )Tfff αααα
321

~,~,~~ =f   “входных 

данных” на поверхности тела. Поэтому,  
( ) ( )αα

ii pf ,
~~

= .  

Затем, выражения (2.29), (2.31) и (2.36) подставляются в систему (2.23) и 

производится группировка слагаемых с вариациями ( )[ ]αδP~  и ( )[ ]αδV~ . Для каждого 

отдельного КЭ получается глобальная система алгебраических уравнений (СЛАУ):  

 [ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]
130130303014430

~~~
×××××

=− ααα fVKPG ,     (2.37а) 

 [ ] ( )[ ] 0~
130304
=

××

αVG T ,      (2.37б) 

где введены следующие локальные матрицы и векторы правой части:  

[ ] [ ][ ][ ] [ ] ( )[ ] [ ][ ][ ]
( )
∫ 




















=

××××××××× eV
vd

T

vd dVNSIRNNSIK
303366611010130336663030 2

1~2
2
1 α

µ ,  

[ ] [ ][ ][ ] [ ]
( )
∫ 














=

××××× eV
p

T

vd dVNNSIG
463033666430 2

1 ,  

( )[ ] [ ] ( )[ ]
( )
∫ 











=

××× eV

T

v dVNf
13303130

~~ αα f .  

Стоит отметить, что матрица [ ]
3030×

K   содержит значения ( )[ ]
110

~
×

αR   неньютоновских 

вязкостей, поэтому глобальная система алгебраических уравнений является 

нелинейной.  

2.2. Метод вычисления неньютоновской вязкости 

2.2.1. Метод расчета неньютоновской вязкости 

Согласно неньютоновской вязкой модели Карро (1.14), неньютоновская 

вязкость зависит от инварианта ( )DII   тензора скорости деффрмации (1.12), и 

матричная форма столбец тензора скоростей деформаций ( )[ ]
16

~
×

αD  подставляется в 

выражение (1.12) для получения матричной формы столбец функции тензора 

скоростей деформаций ( )[ ]
110

~
×

αY  в каждом узле КЭ:  

 ( ) [ ][ ][ ] ( )[ ] [ ][ ][ ] ( )[ ]













=

×××××××× 13030336661303033666

~
2
1~

2
1~ i

vd

T
i

vdi VNSIVNSIY ααα ,    (2.38) 
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где ( )[ ]
110

~
×

αY  – координатный столбец функции тензора скоростей деформаций в узлах 

КЭ; ( )α
iY~  – i-ый компомент ( )[ ]

110

~
×

αY ; ( )[ ]
130

~
×

iV α  – координатный столбец скоростей в i-ом 

узле КЭ, т.е.  
( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]000~~~000~

321
301



iiiTi VVVV αααα =
×

. 

Поставляя выражение (2.38) в модель (1.14) получаем:  

 ( )[ ] ( ) ( )[ ] 2
1

101

2
0

101

~11
−

××





 +−+=

n
TT YCussR αα .     (2.39) 

Однако при расчете вязкости в узле часто случается, что один узел совместно 

используется множеством КЭ. Эта ситуация заставляет вычислять разные значения 

вязкости для разных КЭ в одином и том же узле. Чтобы описать процесс 

вычисления неньютоновской вязкости, рассмотрим двумерную конечно-

элементную сетку. При этом, отметим, что подобный метод может быть обобщён 

на трехмерную конечно-элементную сетку. Двумерная частичная конечно-

элементная сетка показана на рисунке 2.2.  

 
Рисунок 2.2. – Общий узел из нескольких элементов 

Пусть количество КЭ, разделяющих общий узел, будет e   (на рисунке 2.2 

6=e  ), какие КЭ пронумерованы e,,2,1 
 , соответственно. На основе 

определяющего соотношения (1.14) неньютоновской вязкой модели Карро 

рассчитывается вязкость всех узлов в каждом КЭ. Затем вязкость общего узла 

усредняется:  
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 ( )
( ) ( ) ( )

e
rrrr e

ααα
α +++
=

21 ,     (2.40) 

где ( )α
ir  – вязкость общего узла в i-ом КЭ, ( )αr  – средняя вязкость общего узла.  

Либо используется взвешенное среднее:  

 ( )
( ) ( ) ( )

e

ee

sss
srsrsrr

+++
+++

=




21

2211
ααα

α ,    (2.41) 

где ( )α
ir  – вязкость общего узла в i-ом КЭ, is  – площадь i-го КЭ, ( )αr  – взвешенная 

средняя вязкость общего узла.  

Аналогичным образом можно рассчитать неньютоновскую вязкость в 

трехмерной конечно-элементной сетке. В диссертационной работе используется 

неньютоновская вязкость, полученная методом средневзвешенного значения. 

Формула для расчета неньютоновской вязкости в трехмерном пространстве с 

использованием метода взвешенного среднего такова:  

 ( )
( ) ( ) ( )

e

ee

bbb
brbrbrr

+++
+++

=




21

2211
ααα

α ,     (2.42) 

где ( )α
ir  – вязкость общего узла в i-ом трехмерном КЭ, ib  – объем i-го трехмерного 

КЭ, ( )αr  – взвешенная средняя вязкость общего узла.  

На основании таблицы ( )[ ]
110×

αR   вязкости выражения (2.39) в сочетании с 

методом средневзвешенного значения получаем таблицу ( )[ ]
110

~
×

αR   вязкости, 

используемую в выражении (2.32).  

2.2.2. Итерационный алгоритм расчета нелинейной вязкости 

Поскольку неньютоновская вязкость Карро включена в систему локальной 

задачи (1.58), система алгебраических уравнений (2.37), которая дискретнизуется с 

использованием МКЭ, все еще является нелинейной, поэтому многие эффективные 

и надежные методы расчета СЛАУ [1, 4, 14] не могут быть непосредственно 

использованы для решения системы нелинейных алгебраических уравнений (2.37). 

Хотя есть некоторые алгоритмы [1, 38], которые могут решать нелинейные системы 

алгебраических уравнений, вычислительная эффективность этих алгоритмов и их 

применимость к большим алгебраическим системам намного ниже, чем у систем 
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линейных алгебраических уравнений [4, 14] (СЛАУ). Поэтому, чтобы решить эту 

проблему, нам нужно применить линеаризованный итерационный метод, который 

был использован для решения упругопластической задачи в механике 

деформируемого твердого тела [26, 29]. Согласно этому методу определяющие 

соотношения в системе локальной задачи (1.59) для неньютоновских вязкостей 

(2.9б) линеаризуются следующим способом:  

 ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ) ( ){ }( ) ( ){ }m
n

mmmm YCuss ααααα µσ DD ~~112~~2~ 2
1

1201






 +−+==
−

−− ,  (2.43) 

где ( ){ } ( ){ } ( ){ }111 ~~2~ −−− ⋅⋅= mmmY ααα DD  , ( ){ } ( ){ } ( ){ }( )Tmmm α
ξ

α
ξ

α vvD ~~
2
1~ ⊗∇+⊗∇=  . ( ){ }mασ~   и 

( ){ }mαD~  – значения тензора неньютоновско-вязких напряжений ( )ασ~   и тензора 

скорости деформации ( )αD~  на m-м шаге итерационного цикла, соответственно. А 
( ){ }mαµ~  – неньютоновская вязкость на m-м шаге итерации. Обозначим также ( ){ }mαv~  

и ( ){ }mp α~  – значения вектора скорости ( )αv~   и давления ( )αp~   на m-м шаге 

итерационного цикла, соответственно. Тогда на m-м шаге итерации вместо 

локальной задачи (1.59) получаем следующую линеаризованную задачу:  

 

( ){ }

( ){ } ( ){ } ( )

( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ) ( ){ }( ) 2
1

1201

1

0
,00

~11~

~~2~

~
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+−+=

=
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=⋅∇
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p

αα

ααα

α
α

ξ
α

ξ

α
ξ

µ

µσ

σ

D

v

.    (2.44) 

Осуществляется проверка сходимости на m-м шаге итерации, если  

( ){ } ( ){ }( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ }( ) ( ){ }











≤−

≤−

≤−

∞

+

∞

+

∞

+

εµµµ

ε

ε

ααα

ααα

ααα

mmm

mmm

mmm

ppp

~~~

~~~

~~~

1

1

1 vvv

.  

где 510−≤ε   является достаточно малым числом, затем итерационный процесс 

завершается.  
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В соответствии с линеаризованным итерационным алгоритмом (2.44), система 

алгебраических уравнений, полученная МКЭ, может быть переписана в 

следующую форму:  

 
[ ] ( ){ }[ ] ( ){ }[ ] ( ){ }[ ] ( )[ ]
[ ] ( ){ }[ ] 0~

~~~

130304

1301303030

1

14430

=

=−

××

×××

−

××

mT

mmm

VG

fVKPG

α

αααα

,    (2.45) 

где матрица:  

( ){ }[ ] [ ][ ][ ] [ ] ( ){ }[ ] [ ][ ][ ]
( )
∫ 




















=

××××

−

×××××

−

eV
vd

m
T

vd

m dVNSIRNNSIK
3033666110

1

10130336663030

1

2
1~2

2
1 α

µ
α .  

2.3. Численный метод определения характеристик реалогии жидкости и 
пористости пористой среды 

Решение локальной задачи (1.58) фильтрации на 1/8 ЯП позволяет произвести 

расчет характеристик пористой системы и реологических свойств неньютоновской 

жидкости, основываясь на геометрической форме пор и модели неньютоновской 

вязкости. Действительно, мы применим МКЭ для вычисления коэффициентов 

эффективной проницаемости, входящих в нелинейный закон (1.87), а также 

пористости пористой среды и эффективной вязкости неньютоновской вязкой 

жидкости. Учитывая симметричность геометрии микроструктуры, 

рассматривается только 1/8 ЯП, а пористость пористой среды рассчитывается как:  

( )
∑ ∫∫∫
=

===
E

e VVV e

dVdVdV
1~

88
ξξ

ϕ ,     (2.46) 

где E  – количество КЭ.  

Учитывая симметричность функций ( )α
βv~   в случае βα =  , коэффициенты 

тензора K  эффективной проницаемости имеют следующую форму:  

 ( ) ( ) ( )

( )
∑ ∫∫∫
=

===
E

e V

j
i

V

j
i

V

j
i

j
i

e

dVvdVv
V

dVv
V

K
1~

~8~81
ξξ ξξ

.    (2.47) 

Введем матрицу функций формы:  

[ ] [ ]10321
101

~ NNNNNv =
×

,  

где iN , 10,1=i  определены в выражении (2.29). Тогда  
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 ( ) [ ] ( )[ ]
110101

~~~
××

= j
iv

j
i VNv .       (2.48) 

Таким образом, подставляя (2.48) в формулу (2.47), приходим к следующим 

формулам для расчета коэффициентов тензора K  эффективной проницаемости:  

 [ ] [ ]
( )

( )[ ]( )
∑ ∫
= ××








=
E

e

ej
i

V
v

j
i VdLdLdLJNK

e1 110
321

101

~det~8
ϕ

,    (2.49) 

где [ ]Jdet  – модуль определителя матрицы Якоби (якобиан), iL  , 4,1=i  – L  -

координаты.  

Чтобы изучить реологические свойства жидкостей, введем здесь понятие 

эффективной вязкости:   

 ( ) ( ) ( )∫ ∑∫ Ω
=

Ω 




== dVdV

3

1

~81
α

ααα µ
ϕ

µ
ϕ

µ     (2.50) 

Таким образом, с помощью (2.50) приходим к следующим формулам для 

расчета эффективной вязкости:  

 ( ) [ ] [ ]
( )

( )[ ]∑ ∫
= ××








=
E

e V

RdLdLdLJN
e1 110

321
101

~det8 α
µ

α

ϕ
µ    (2.51) 

где [ ]Jdet  – модуль якобиана, iL , 4,1=i  – L -координаты.  

2.4 Выводы по второй главе  

Во второй главе диссертации предлагается вариационная постановка 

локальных задач процессов фиьтрации неньютоновской вязкой жидкости в рамках 

модели Карро.  

Линеаризованное итерационное конечно-элементное алгоритм разработан для 

решения нелинейных локальных вариационных задач в общей трехмерной 

постановке, вызванной моделью неньютоновской вязкости. Разработан алгоритм 

расчета неньютоновской вязкости в рамках модели Карро в узле конечно-

элементной сетки. Также разработаны численные алгоритмы расчетов пористости 

пористых сред, эффективной неньютоновской вязкости и компонентов тензора 

проницаемости.  
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ГЛАВА 3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДВИЖЕНИЯ 
НЕНЬЮТОНОВСКИХ ВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ 

3.1. Разработка программного комплекса для моделирования процессов 
фильтрации неньютоновских вязких жидкостей в пористых средах  

3.1.1. Блок-схема программного комплекса и принципы работы с ним  

Упрощенная блок-схема ПК, разработанного для многомасштабного 

моделирования процессов фильтрации неньютоновской жидкости в пористой 

периодической системе, показана на рисунке 3.1. Для разработки использовались 

среда MS Visual Studio 2017, Eigen 3.3.7, а также Matlab R2018a. Программирование 

велось на языке C++ [43] (на основе стандарта C++ 14), при помощи инструмента 

Eigen 3.3.7 [14], и Matlab R2018a. Смешанное программирование может 

использовать эффективность языка C++ и простую визуализацию Matlab, то есть 

построение и вычисление глобальной системы алгебраических уравнений МКЭ 

выполняется средствами языка C++, а затем результаты вычислений 

визуализируются с использованием Matlab.  

Рассмотрим основные компоненты структуры программы.  

1. Управляющий модуль – «Ввод исходных данных для моделирования» 

отвечает за подготовку входных данных задач, первоначальную инициализацию 

(выбор типа КЭ, конечно-элементной сетки, метода решения СЛАУ и параметров 

модели неньютоновской вязкости) [4], управление итерационным процессом, 

загрузку результатов расчетов.  

2. Модуль КЭ – «Сетки и типы конечных элементов (КЭ)» отвечает за 

построение локальной матрицы и локального вектора функции интерполяции для 

данного типа КЭ, а также за численное интегрирование и векторизацию данных 

конечно-элементной сетки. В диссертационной работе используется численный 

метод интегрирования Гаусса [38, 48].  

3. Модуль глобальной матрицы – «Конечно-элементная матричная 

система» отвечает за построение глобальной матрицы, включая загрузку граничных 

условий. В работе используется метод множителей Лагранжа [103, 117].  
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Рисунок 3.1. – Блок-схема ПК для моделирования локальных процессов и 

нелинейного закона фильтрации 

4. Модуль неньютоновской вязкости – «Расчет неньютоновской вязкости» 

отвечает за расчет значения неньютоновской вязкости на узлах каждого КЭ.  

5. Модуль решателей СЛАУ – «Расчет систем линейных алгебраических 

уравнений СЛАУ» отвечает за решение глобальной СЛАУ на основе метода 
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сопряженных градиентов или стабилизированного метода бисопряженных 

градиентов [4] с помощью инструмента Eigen 3.3.7.  

6. Модуль итерационного алгоритма – «Итерационный алгоритм» 

отвечает за проверку сходимости m-го шага итерации итерационного алгоритма.  

7. Модуль глобальной задачи – «Нелинейный закон фильтрации» отвечает 

за расчет глобальной задачи процесса фильтрации согласно выражениям (2.46), 

(2.49) и (2.51), включая пористость пористых сред, проницаемость и эффективную 

вязкость неньютоновской жидкости.  

8. Модуль визуализации – «Визуализация числовых результатов» 

отвечает за визуализацию результатов, включая компоненты скорости, давление и 

неньютоновскую вязкость локальных задач, также компоненты тензора 

проницаемости фильтрации и эффективную вязкость.  

3.1.2. Проверка адекватности математической модели на моделирование  
ньютоновской жидкости 

В данной работе в качестве примера численного моделирования используется 

бензол (C6H6). Бензол является токсичным органическим соединением, широко 

применяется в промышленности, является исходным сырьем для производства 

лекарств, различных пластмасс, синтетической резины, красителей. Известно, что 

при комнатной температуре динамическая вязкость бензола составляет 0.0652 Па·с, 

а плотность составляет 0.8786 г/см³. В соответствии с физическими свойствами 

бензола, мы можем получить соответствующие параметры, необходимые для 

расчета, которые приведеныв таблице 3.1:  

Таблице 3.1. – Значения основных параметров расчета 

Параметр Значение Параметр Значение 

0µ  (Па·с) 6.52×10-4 0v  (м/с) 0.1 
 0Cu   1 0x  (м) 1 
0p  (Па) 105 0l  (м) 10-4 
κ  10-4 ( )00 Re1 Eu  0.0652 

   
3.1.2.1. Проверка закона Дарси в 3D ортогональной микроструктуре  
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Далее рассмотрим процесс фильтрации ньютоновской жидкости в 3D 

ортогональной микроструктуре, приведенной на рисунке 1.1. Очевидно, что данная 

структура является изотропной структурой. Параметры конечно-элементной 

дискретной сетки ПКС представлены в таблице 3.2:  

Таблица 3.2. – Параметры численного расчета 3D ортогональной структуры 

Параметр Значение 

Геометрические: Радиус волокна 0.2 

Параметры конечно-элементной сетки 

Количество вершинных узлов / общее 

количество 
854 / 5614 

Количество КЭ 3400 

Количество поверхностных КЭ 1014 

Исходя из предыдущих теоретических результатов, известно, что изменения 

значения «входных данных» влияют на течение неньютоновских жидкостей в 

отдельной поре и на глобальный процесс фильтрации. Для ньютоновской жидкости 

классический закон Дарси говорит нам, что скорость фильтрации линейно зависит 

от градиента давления. Очевидно, что закон Дарси является частным случаем 

нелинейного закона фильтрации неньютоновских жидкостей (1.88), поэтому закон 

Дарси может быть использован для проверки подлинности вышеизложенной 

теории и для верификации надежности программы. В данном разделе мы 

рассчитываем течение ньютоновской жидкости в отдельной поре при различных 

значениях «входных данных» и анализируем влияния пористой ортогональной 

структуры и градиента давления на процесс фильтрации.  

Результаты показывают, что безразмерная вязкость жидкости составляет 

0.1=µ   и пористость 3D ортогональной микроструктуры составляет 

634032.0=ϕ .  

Таблица 3.3. – Численные результаты локальной задачи ( )1L  при разных 

значений «входных данных» в 3D ортогональной микроструктуре 

 Параметр Минимальное значение Максимальное значение 



77 

( ) 2.00
1, =p  

( )1
1

~v  0 0.02872 
( )1

2
~v  –0.01548 0 

( )1
3

~v  0 0.01551 
 ( )1~p   –0.07057 0.06885 

( ) 6.00
1, =p  

( )1
1

~v  0 0.08616 
( )1

2
~v  –0.04644 0 

( )1
3

~v  0 0.04654 
 ( )1~p   –0.21172 0.20655 

( ) 0.10
1, =p  

( )1
1

~v  0 0.14360 
( )1

2
~v  –0.07740 0 

( )1
3

~v  0 0.07757 
 ( )1~p   –0.35287 0.34424 

Результаты решений локальной задачи ( )1L   при разных значениях «входных 

данных» в отдельной поре приведены в таблице 3.3. Из результатов мы заметили, 

что максимальное значение ( )1
1

~v  при ( ) 6.00
1, =p  в три раза больше максимального 

значения ( )1
1

~v  при ( ) 2.00
1, =p , а максимальное значение ( )1

1
~v  при ( ) 0.10

1, =p  в пять 

раз больше максимального значения ( )1
1

~v   при ( ) 2.00
1, =p  . Показано, что 

максимальное значение ( )1
1

~v  линейно зависит от градиента давления ( )0
1,p . Точно 

так же видно, что другие данные результатов в таблице 3.3 имеют такую же связь.  

Таблица 3.4. – Сравнение результатов эффективной проницаемости ( )α
αv  

локальной задачи ( )αL   при разных градиентах давления 

локальная задача ( )1L  ( )2L  ( )3L  
( ) 2.00
, =αp  0.01378 0.01378 0.01378 
( ) 4.00
, =αp  0.02756 0.02756 0.02756 
( ) 6.00
, =αp  0.04134 0.04134 0.04134 
( ) 8.00
, =αp  0.05512 0.05512 0.05512 
( ) 0.10
, =αp  0.06890 0.06890 0.06890 

Результаты расчетов безразмерных коэффициентов эффективной 

проницаемости локальных задач ( )αL  при различных значениях «входных данных» 

приведены в таблице 3.4. Отметим, что средняя скорость линейно увеличивается с 
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увеличением значения градиента давления, и результат полностью соответствует 

закону Дарси. В то же время результаты средней скорости также отражают 

изотропию 3D ортогональной структуры.  

 
Рисунок 3.2. – Распределение средней скорости ( )α

αv  и значения градиента 

макро давления ( )0
,αp  для локальной задачи ( )αL   

Эти результаты очень интуитивно показаны на рисунке 3.2 и линейная 

зависимость между переменными имеет место быть. Кривые законов фильтрации 

различных локальных задач совпадают, что также свидетельствует об изотропии 

3D ортогональной структуры.  

3.1.2.2. Проверка закона Дарси в 3D тканевой микроструктуре 

В стадии рассмотрения также находится 3D тканевая микроструктура, как 

показано на рисунке 1.3. Очевидно, что 3D тканевая структура является 

анизотропной структурой. Параметры конечно-элементной дискретной сетки 3D 

тканевой микроструктуры приведены в таблице 3.5:  

Таблица 3.5. – Параметры численного расчета 3D тканевой структуры 

Параметр Значение 

Геометрические: Радиус волокна 0.12 

Параметры конечно-элементной сетки 

Количество вершинных узлов / общее 

количество 
961 / 5749 
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Количество КЭ 3023 

Количество поверхностных КЭ 1610 

Численные результаты показывают, что безразмерная вязкость  –  0.1=µ , а 

пористость 3D тканевой микроструктуры  –  634032.0=ϕ .   

Результаты расчета локальных задач ( )1L   и ( )2L   при разных значениях 

«входных данных» в отдельной поре приведены в таблицях 3.6 и 3.7, 

соответственно.  

Таблица 3.6. – Численные результаты локальной задачи ( )1L  при разных 

значениях «входных данных» в 3D тканевой микроструктуре 

 Параметр Минимальное значение Максимальное значение 

( ) 5.00
1, =p  

( )1
1

~v  –0.00006 0.07619 
( )1

2
~v  –0.01087 0.01122 

( )1
3

~v  –0.00854 0.00854 
( )1~p  –0.12082 0.11319 

( ) 0.10
1, =p  

( )1
1

~v  –0.00013 0.15239 
( )1

2
~v  –0.02174 0.02244 

( )1
3

~v  –0.01708 0.01707 
( )1~p  –0.24164 0.22637 

Из результатов таблиц 3.6 и 3.7 следует, что максимальное значение ( )α
αv~  при 

( ) 0.10
, =αp  в пять раз больше максимального значения ( )α

αv~  при ( ) 5.00
, =αp . Однако, 

при одинаковом значении «входных данных», максимальное значение скорости не 

совпадает, что указывает на то, что 3D тканевая структура является анизотропной.  

Таблица 3.7. – Численные результаты локальной задачи ( )2L  при разных 

значениях «входных данных» в 3D тканевой микроструктуре 

 Параметр Минимальное значение Максимальное значение 

( ) 5.00
2, =p  

( )2
1

~v  –0.00970 0.00986 
( )2

2
~v  –0.00009 0.07060 

( )2
3

~v  –0.00991 0.00963 
( )2~p  –0.10820 0.11625 
( )2

1
~v  –0.01940 0.01971 
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( ) 0.10
2, =p  

( )2
2

~v  –0.00018 0.14121 
( )2

3
~v  –0.01982 0.01927 

( )2~p  –0.21640 0.23251 
Численные результаты средней скорости ( )α

αv   локальных задач ( )1L   и ( )2L  

приведены в таблице 3.8, что соответствуют не только закону Дарси, но и 

анизотропии микроструктуры. Точнее говоря, структура является поперечно-

изотропной, поскольку средняя скорость ( )1
1v   локальной задачи ( )1L   равна 

средней скорости ( )3
3v  локальной задачи ( )3L .  

Таблица 3.8. – Сравнение результатов эффективной проницаемости ( )α
αv  

локальной задачи ( )αL  при разных градиентах давления 

локальная задача ( )1L  ( )2L  ( )3L  
( ) 2.00
, =αp  0.00860 0.00659 0.00862 
( ) 4.00
, =αp  0.01721 0.01319 0.017243 
( ) 6.00
, =αp  0.02581 0.01978 0.02586 
( ) 8.00
, =αp  0.03441 0.02638 0.03449 
( ) 0.10
, =αp  0.04302 0.03297 0.04311 

Эти результаты очень интуитивно показаны на рисунке 3.3 и  согласуются с 

законом Дарси для анизотропных структур.  
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Рисунок 3.3. – Распределение средней скорости ( )α
αv  и значения градиента 

макро давления ( )0
,αp  для локальной задачи ( )αL   

Эти численные результаты не только подтверждают обоснованность и 

надежность разработанного программного комплекса, но и показывают, что 

полученный нелинейный закон фильтрации может решить задачу фильтрации 

ньютоновской вязкой жидкости.  

3.2. Численное моделирование локальных процессов фильтрации 
неньютоновских вязких жидкостей в трехмерной пористой структуре  

3.2.1. Численное моделирование локальных процессов фильтрации в 3D 
ортогональной структуре 

В данном разделе мы рассматриваем течение неньютоновских жидкостей в 

отдельной поре при ( ) 0.10
1, =p  . Поскольку 3D ортогональная структура является 

изотропной, рассматривается только локальная задача ( )1L . Мы рассматриваем две 

неньютоновских вязких жидкости, псевдопластичную, описываемую моделью 

Карро при 25.0=n , и дилатантную, описываемую моделью Карро при 75.1=n .  

Таблица 3.9. – Численные результаты локальной задачи ( )1L  при ( ) 0.10
1, =p  в 

3D ортогональной структуре 

 Параметр Минимальное Значение Максимальное Значение 

25.0=n  

( )1~p  –0.35704 0.34498 
( )1

1
~v  0 0.24512 

( )1
2

~v  –0.11969 0 
( )1

3
~v  0 0.11959 

( )1~µ  0.31362 0.99986 

57.1=n  

( )1~p  –0.34968 0.34716 
( )1

1
~v  0 0.11568 

( )1
2

~v  –0.06519 0 
( )1

3
~v  0 0.06538 

( )1~µ  1.00041 1.64460 
Результаты расчета при 25.0=n   и 75.1=n   показаны в таблице 3.9. Как 

видно из результатов, значение безразмерной вязкости ( )1~µ   псевдопластичной 
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жидкости меньше единицы, а значение безразмерной вязкости ( )1~µ   дилатантной 

жидкости больше единицы. В то же время отметим, что абсолютные значения ( )1~
iv , 

3,1=i   скоростей псевдопластичной жидкости ( 25.0=n  ) больше, чем у 

дилатантной жидкости ( 57.1=n  ). Это показывает, что при тех же условиях 

псевдопластичная жидкость ( 25.0=n  ) движется в отдельных порах более 

«интенсивно», чем дилатантная жидкость ( 57.1=n ).  

  
а) б) 

  
в) г) 
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д) 
Рисунок 3.4. – Распределения решений локальной задачи ( )1L  при 25.0=n : а) 

компоненты скорости ( )1
1

~v ; б) компоненты скорости ( )1
2

~v ; в) компоненты 

скорости ( )1
3

~v  г) давления ( )1~p ; д) безразмерной вязкости ( )1~µ ; 

Распределения компонентов скорости ( )1~
iv  , 3,1=i  , давления ( )1~p   и 

безразмерной вязкости ( )1~µ   псевдопластичной жидкости ( 25.0=n  ) в отдельных 

порах показаны на рисунке 3.4.  

В соответствии с численными результатами, приведенными в таблице 3.9, 

четко прослеживается взаимосвязь между максимальными и минимальными 

значениями компонентов скорости ( )1~
iv  , 3,1=i   в зависимости от значения 

градиента давления ( )0
1,p  для различных степенных индексов n  на рисунке 3.5 и 

рисунке 3.6, соответственно.  

 
Рисунок 3.5. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

максимальными значениями скоростей ( )1~
iv , 3,2=i  градиентами давления ( )0

1,p  

для различных степенных индексов n . 

Из результатов, показанных на рисунке 3.5, для различных степенных индексов 

n   при увеличении значения градиента давления ( )0
1,p   максимальные значения 

( )1
1

~v   и ( )1
3

~v   компонентов скорости также увеличиваются, но максимальное 

значение ( )1
2

~v   компонентов скорости всегда равно нулю. Для разных значений 
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градиента давления ( )0
1,p  , когда степенные индексы n   увеличиваются, 

максимальные значения ( )1
1

~v  и ( )1
3

~v  компонентов скорости течения уменьшаются. 

Из результатов, показанных на рисунке 3.6, для различных степенных индексов n  

при увеличении значения градиента давления ( )0
1,p  , уменьшается минимальное 

значение ( )1
2

~v   компонентов скорости, но минимальные значения ( )1
1

~v   и ( )1
3

~v  

компонентов скорости всегда равны нулю. Для разных значений градиента 

давления ( )0
1,p  , когда степенные индексы n   увеличиваются, минимальное 

значения ( )1
2

~v   компоненты скорости течения уменьшаются. И, как видно из 

результатов, показанных на рисунках 3.5 и 3.6, при увеличении значения градиента 

давления ( )0
1,p , влияние степенных индексов n  на максимальные значения ( )1

1
~v  и 

( )1
3

~v , и минимальное значение ( )1
2

~v  компонентов скорости в отдельной поре также 

постепенно увеличивается.  

 
Рисунок 3.6. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

минимальными значениями скоростей ( )1~
iv , 3,1=i  градиентами давления ( )0

1,p  

для различных степенных индексов n . 

Для различных степенных индексов n  , зависимость между значениями 

градиентов давления ( )0
1,p  , максимальными и минимальными значениями 

безразмерной вязкости ( )1~µ   локальной задачи ( )1L   показана на рисунке 3.7. Для 
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различных значений градиента давления ( )0
1,p , зависимость между максимальными 

и минимальными значениями безразмерной вязкости ( )1~µ  локальной задачи ( )1L , в 

зависимости от степенного индекса n   показана на рисунке 3.8. Из результатов, 

представленных на рисунке 3.7 и рисунке 3.8, следует, что при увеличении значений 

градиента давления ( )0
1,p  , максимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

дилатантной жидкости значительно увеличивается, а минимальное значение 

безразмерной вязкости ( )1~µ   поседопластичной жидкости значительно 

уменьшается. Вместе с этим, максимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

поседопластичной жидкости и минимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

дилатантной жидкости очень близки к единице, и практически не зависят 

независимо от значения градиента давления ( )0
1,p .  

 
Рисунок 3.7. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

минимальными и максимальными значениями безразмерной вязкости ( )1~µ , 

значениями градиента давления ( )0
1,p  для различных степенных индексов n . 

Влияние степенного индекса n   на максимальное и минимальное значение 

безразмерной вязкости ( )1~µ   весьма интересно: для псевдопластичной жидкости 

( 1<n ) максимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  никогда не превышает 

единицы и очень близко к единице, почти не зависит от значения градиента 
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давления ( )0
1,p  , для дилатантной жидкости ( 1>n  ) минимальное значение 

безразмерной вязкости ( )1~µ  всегда составляет не менее единицы и очень близко к 

единице, независимо от градиента давления. Однако минимальное значение 

безразмерной вязкости ( )1~µ   псевдопластичной жидкости ( 1<n  ) уменьшается с 

увеличением значений градиента давления ( )0
1,p   и уменьшается с уменьшением 

степенного индекса n  . Максимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

дилатантной жидкости ( 1>n  ) увеличивается с увеличением значений градиента 

давления ( )0
1,p   и увеличивается с увеличением степенного индекса n  . Так же 

можно видеть, что при увеличении значений градиента давления ( )0
1,p   влияние 

степенного индекса n   на минимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

псевдопластичной жидкости ( 1<n  ) и максимальное значение безразмерной 

вязкости ( )1~µ  дилатантной жидкости ( 1>n ) увеличивается.   

 
Рисунок 3.8. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

минимальными и максимальными значениями безразмерной вязкости ( )1~µ , 

степенными индексами n  для различных значений градиента давления ( )0
1,p . 

Таким образом, можно сделать вывод, что с увеличением степенных индексов 

n  течения в отдельной поре становится «медленнее», а при увеличении значения 

градиента давления ( )0
1,p  течения в отдельной поре становится более 
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«интенсивным»; по мере увеличения значения градиента давления ( )0
1,p  влияние 

степенных индексов n  становится более «выраженным».  

3.2.2. Численное моделирование локальных процессов фильтрации в 3D  
тканевой структуре 

В данном разделе мы рассматриваем течение неньютоновских жидкостей в 

отдельной поре 3D тканевой структуры при ( ) 0.10
, =αp . Отметим, что 3D тканевая 

структура является анизотропной, поэтому иследование процесса фильтрации 

неньютоновско-вязких жидкостей в 3D тканевой структуре требует рассмотрения 

локальных задач ( )1L  и ( )2L .  

3.2.2.1. Численное решение локальной задачи ( )1L   

Рассмотрено распределение неньютоновских жидкостей в отдельных порах 3D 

тканевой структуры. Сначала рассматривается локальная задача ( )1L  , и в этом 

случае направление градиента давления ( )0
1,p   находится вдоль координатной оси 

1ξ , то есть направление течения фильтрации также идёт вдоль координатной оси 

1ξ .  

Таблица 3.10. – Результаты решений локальной задачи ( )1L ) при ( ) 0.10
1, =p  в 3D 

тканевой структуре 

 Параметр Минимальное значение Максимальное значение 

25.0=n  

( )1~p  –0.24872 0.23298 

( )1
1

~v  –0.00018 0.19531 

( )1
2

~v  –0.02828 0.02947 

( )1
3

~v  –0.02275 0.02267 

( )1~µ  0.30337 1.0 

75.1=n  

( )1~µ  –0.23438 0.21912 

( )1
1

~v  –0.00010 0.13235 

( )1
2

~v  –0.01868 0.01929 

( )1
3

~v  –0.01463 0.01465 
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( )1~µ  1.0 1.94095 

Рассмотрены псевдопластическая жидкость в рамках модели Карро при 

25.0=n  и дилатантная жидкость в рамке модели Карро при 75.1=n . Результаты 

расчета при 25.0=n   и 75.1=n   показаны в таблице 3.10. Как видно из 

результатов, представленных в таблице 3.10, значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

псевдопластичной жидкости ( 25.0=n ) меньше единицы, а значение безразмерной 

вязкости ( )1~µ   дилатантной жидкости ( 57.1=n  ) больше единицы. В то же время 

отметим, что абсолютные значения ( )1~
iv  , 3,1=i   скоростей псевдопластичной 

жидкости ( 25.0=n  ) больше, чем у дилатантной жидкости ( 57.1=n  ). Это 

показывает, что при тех же условиях псевдопластичная жидкость ( 25.0=n  ) 

движется в отдельных порах более «интенсивно», чем дилатантная жидкость 

( 57.1=n ). 

  
а) б) 

  
в) г) 
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Рисунок 3.9. – Распределение решений локальной задачи ( )1L  при 25.0=n : а) 

компоненты скорости ( )1
1

~v ; б) компоненты скорости ( )1
3

~v ; в) давления ( )1~p ; г) 

безразмерной вязкости ( )1~µ ; 

Приведём результаты расчета локальной задачи ( )1L   течения 

псевдопластичной жидкости при 25.0=n   на рисунке 3.9, показывающие 

распределения компоненты скорости ( )1~
iv  , 3,1=i  , давления ( )1~p   и безразмерной 

вязкости ( )1~µ  в отдельной поре 3D тканевой структуры, соответственно.  

 
Рисунок 3.10. – Нелинейные зависимости локальной задачи ( )1L  между 

максимальными значениями скоростей ( )1~
iv , 3,1=i  и значениями градиента 

давления ( )0
1,p  для различных степенных индексов n . 

На рисунке 3.10 мы показываем взаимосвязь локальной задачи ( )1L   между 

максимальными значениями компонентов скорости ( )1~
iv  , 3,1=i   и значения 

градиента давления ( )0
1,p  для различных степенных индексов n . Для различных 

степенных индексов n   при увеличении значения градиента давления ( )0
1,p  

максимальные значения компоненты скорости ( )1~
iv , 3,1=i  также увеличиваются. 

Увеличение максимального значения компоненты скорости ( )1
1

~v , является наиболее 

значительным, в то же время, при тех же условиях, максимальное значение 

компоненты скорости ( )1
1

~v   намного больше, чем максимальное значение 
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компоненты скорости ( )1
2

~v  , а максимальное значение компоненты скорости ( )1
2

~v  

лишь немного больше, чем максимальное значение компоненты скорости ( )1
3

~v . Для 

разных значений градиента давления ( )0
1,p  , когда степенные индексы n  

увеличиваются, максимальние значения компонентов скорости ( )1~
iv  , 3,1=i  

уменьшаются. При увеличении значения градиента давления ( )0
1,p  , влияние 

степенных индексов n   на максимальное значение компонентов скорости ( )1~
iv  , 

3,1=i  течения в отдельной поре также постепенно увеличивается.  

 
Рисунок 3.11. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

минимальными значениями компонетов скоростей ( )1~
iv , 3,1=i  и значениями 

градиентов давления ( )0
1,p  для различных степенных индексов n . 

Показана взаимосвязь локальной задачи ( )1L   между минимальными 

значениями компонентов скорости ( )1~
iv , 3,1=i  и значениями градиента давления 

( )0
1,p   при разных степенных индексах n   на рисунке 3.11. Для различных 

степенных индексов n   с увеличением значения градиента давления ( )0
1,p  

минимальные значения компонентов скорости ( )1
2

~v   и ( )1
3

~v   уменьшаются, а 

минимальные значения компонентов скорости ( )1
1

~v   равны нулю. Для разных 

значений градиента давления ( )0
1,p  , когда степенные индексы n   увеличиваются, 
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минимальные значения компонентов скорости ( )1
2

~v  и ( )1
3

~v  течения увеличиваются. 

Стоит отметить, что при тех же условиях, минимальное значение компоненты 

скорости ( )1
2

~v  меньше минимального значения компоненты скорости ( )1
3

~v .  

3.2.2.2. Численное решение локальной задачи ( )2L   

Рассмотрено распределение неньютоновских жидкостей в отдельных порах 3D 

тканевой структуры. Сначала рассматривается локальная задача ( )2L  , и в этом 

случае направление градиента давления ( )0
2,p   находится вдоль координатной оси 

2ξ , то есть направление течения фильтрации также вдоль идёт координатной оси 

2ξ .  

В данном разделе рассчитана локальная задача ( )2L   фильтрации 

неньютоновско-вязкой жидкости в 3D тканевой структуре. Сравнение численных 

результатов расчетов локальных задач для псевдопластичной ( 25.0=n  ) и 

дилатантной жидкостей ( 75.1=n ) показано в таблице 3.11.  

Таблица 3.11. – Результаты решения локальной задачи ( )2L  при ( ) 0.10
2, =p  в 3D 

тканевой структуре 

 Параметр Минимальное значение Максимальное значение 

25.0=n  

( )2~p  –0.22403 0.23199 

( )2
1

~v  –0.02456 0.02495 

( )2
2

~v  –0.00024 0.17558 

( )2
3

~v  –0.02595 0.02497 

( )2~µ  0.38012 1.0 

75.1=n  

( )2~p  –0.21214 0.23318 

( )2
1

~v  –0.01686 0.01710 

( )2
2

~v  –0.00014 0.12434 

( )2
3

~v  –0.01692 0.01675 

( )2~µ  1.0 1.70854 
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Как видно из результатов расчетов, приведенных в таблице 3.11, значение 

безразмерной вязкости ( )2~µ   псевдопластичной жидкости ( 25.0=n  ) меньше 

единицы, а значение безразмерной вязкости ( )2~µ  дилатантной жидкости ( 75.1=n ) 

больше единицы. В то же время отметим, что абсолютные значения компонентов 

скорости ( )1~
iv  , 3,1=i   скоростей псевдопластичной жидкости ( 25.0=n  ) больше, 

чем у дилатантной жидкости ( 75.1=n ). Это показывает, что при одних и тех же 

условиях псевдопластичная жидкость ( 25.0=n ) движется в отдельных порах более 

«интенсивно», чем дилатантная жидкость ( 75.1=n ).  

  
а) б) 

 
в) 

Рисунок 3.12. – Распределение решений локальной задачи ( )2L  при 25.0=n : а) 

компоненты скорости ( )2
2

~v ; б) давления ( )2~p ; в) бесразмерной вязкости ( )2~µ ; 

Результаты моделирования для локальной задачи ( )2L   псевдопластичной 

жидкости 25.0=n   представлены на рисунке 3.12, показывая распределения 
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компоненты скорости ( )2
2

~v  , давления ( )2~p   и безразмерной вязкости ( )2~µ   в 

отдельных порах 3D тканевой структуры, соответственно.  

Сравнивая расчеты на рисунках 3.9 и 3.12, мы ясно видим влияние 

анизотропии пористых структур на течение неньютоновско-вязких жидкостей в 

отдельных порах.  

 
Рисунок 3.13. – Нелинейные зависимости локальной задачи ( )2L  между 

максимальными значениями скорости ( )2~
iv , 3,1=i  и значениями градиента 

давления ( )0
2,p  для различных степенных индексов n . 

На рисунке 3.13, показана взаимосвязь локальной задачи ( )2L   между 

максимальными значениями компонентов скорости ( )2~
iv  , 3,1=i   и значениями 

градиента давления ( )0
2,p  для различных степенных индексов n . Также показана 

взаимосвязь между минимальными значениями компонентов скорости ( )2~
iv , 3,1=i  

и значениями градиента давления ( )0
2,p  для различных степенных индексов n  на 

рисунке 3.14. Для различных степенных индексов n   с увеличением значения 

градиента давления ( )0
2,p   максимальные значения компонентов скорости ( )2~

iv  , 

3,1=i  увеличиваются. Стоит отметить, что максимальные значения компонентов 

скорости ( )2
1

~v  и ( )2
3

~v  практически совпадают. Изменение максимального значения 

компоненты скорости ( )2
2

~v   является наиболее значительным.  Для различных 
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степенных индексов n   с увеличением значения градиента давления ( )0
2,p  

минимальные значения компоненты скорости ( )1
1

~v   и ( )1
3

~v   уменьшаются, а 

минимальное значение компоненты скорости ( )1
2

~v   равно нулю. Минимальные 

значения компоненты скорости ( )1
1

~v   и ( )1
3

~v   изменяются практически в той же 

пропорции.  

 
Рисунок 3.14. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )2L  между 

минимальными значениями компонентов скорости ( )2~
iv , 3,1=i  и значениями 

градиента давления ( )0
2,p  для различных степенных индексов n . 

Таким образом, можно сделать вывод, что с увеличением степенного индекса 

n  течение в отдельной поре «замедляется», а при увеличении значения градиента 

давления, течения в отдельной поре становится более «интенсивным»; по мере 

увеличения значения градиента давления, влияние индекса степенного закона 

становится более «выраженным».  

На основании результатов, показанных на рисунках 3.13 и 3.14, в сочетании с 

результатами на рисунках 3.10 и 3.11, можно видеть, что численные результаты 

локальных задач 3D тканевой структуры демонстрируют влияние анизотропии 

микроструктуры на течение неньютоновской вязкой жидкости в отдельной поре.  

На рисунке 3.15 показана взаимосвязь между минимальными и 

максимальными значениями безразмерной вязкости ( )αµ~   решения локальных 
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задач ( )αL  , 2,1=α   в 3D тканевой микроструктуре и значениями градиента 

давления ( )0
,αp   для различных степенных индексов n  . Взаимосвязь между 

максимальным и минимальным значениями безразмерной вязкости ( )αµ~  решения 

локальных задач ( )αL  , 2,1=α   в тканевой микроструктуре и степенными 

индексами n   показана на рисунке 3.16 для различных значений градиента 

давления ( )0
,αp .   

 
Рисунок 3.15. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )αL , 2,1=α  между 

минимальными и максимальными значениями безразмерной вязкости ( )αµ~ , при 

различных значениях градиента давления ( )0
,αp  для степенных индексов n . 

Из результатов, представленных на рисунке 3.15 и рисунке 3.16, при 

увеличении значений градиента давления ( )0
,αp  , максимальное значение 

безразмерной вязкости ( )αµ~  дилатантной жидкости значительно увеличивается, а 

минимальное значение безразмерной вязкости ( )αµ~   поседопластичной жидкости 

значительно уменьшается. Максимальное значение безразмерной вязкости ( )αµ~  

поседопластичной жидкости и минимальное значение безразмерной вязкости ( )αµ~  

дилатантной жидкости очень близки к единице, и практически зависят от значений 

градиента давления ( )0
1,p  . Кроме того, также продемонстрировано влияние 

анизотропии 3D тканевой микроструктуры на безразмерную вязкость ( )αµ~  . При 



96 

одних и тех же условиях максимальное значение безразмерной вязкости ( )1~µ  

больше, чем максимум безразмерной вязкости ( )2~µ  для расширяющейся жидкости, 

для псевдопластичной жидкости минимум безразмерной вязкости ( )1~µ   меньше, 

чем минимум безразмерной вязкости ( )2~µ . 

 
Рисунок 3.16. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )αL , 2,1=α  между 

минимальными и максимальными значениями безразмерной вязкости ( )αµ~ , в 

зависимости от степенных индексов n  для различных значений градиента 

давления ( )0
,αp . 

Таким образом, мы можем сделать вывод, что с увеличением степенного 

индекса, течение в отдельной поре становится «медленнее», а при увеличении 

значения градиента давления течения в отдельной поре становится более 

«интенсивным»; по мере увеличения значения градиента давления влияние индекса 

степенного закона становится более «выраженным».  

Кроме того, для 3D тканевой микроструктуры при тех же условиях процесса, 

течение, описанное в локальной задаче ( )1L , является более «интенсивным», чем в 

локальной задаче ( )2L  . Следовательно, влияние значения градиента давления и 

степенного индекса являются более значительным в локальной задаче ( )1L , чем в 

локальной задаче ( )2L .  
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3.3. Численные расета нелинейного закона фильтрации и эффективной 
вязкости неньютоновских вязких жидкостей в трехмерной пористой 

структуре 

3.3.1. Численные расчета нелинейного закона фильтрации и эффективной 
вязкости в 3D ортогональной структуре  

В данном разделе будем дополнительно иследовать нелинейный закон 

фильтрации неньютоновско-вязких жидкостей в 3D ортогональной структуре. 

Результаты скорости фильтрации ( )α
αv   и эффективной вязкости ( )αµ  

локальных задач ( )αL   при ( ) 0.10
, =αp   процесса фильтрации псевдопластичной 

жидкости ( 25.0=n ) и дилатантной жидкости ( 75.1=n ) показаны в таблице 3.12. 

Известно, что 3D ортогональная микроструктура является изотропной, поэтому 

результаты, приведенные в таблице 3.12, показывают влияние неньютоновской 

вязкости жидкости и изотропии пористой структуры на нелинейный закон 

фильтрации, т.е. тензорные функции ( )αχ~  являются изотропными, составляющие 

тензор нелинейной проницаемости K , являются изотропными. 

Таблица 3.12. – Результаты компонентов проницаемости и эффективной 

вязкости локальных задач ( )αL  при ( ) 0.10
, =αp  

Локальная задача Параметр 52.0=n  75.1=n  

( )1L  
Средняя скорость ( )1

1v  0.11495 0.05571 

Средняя вязкость ( )1µ  0.71965 1.16077 

( )2L  
Средняя скорость ( )2

2v  0.11424 0.05576 

Средняя вязкость ( )2µ  0.72085 1.16070 

( )3L  
Средняя скорость ( )3

3v  0.11414 0.05576 

Средняя вязкость ( )3µ  0.72094 1.16067 

Скорость фильтрации ( )1
1v  и эффективная вязкость ( )1µ  локальной задачи 

( )1L   также нелинейно зависят от степенного индекса n  . Результаты отмечены в 

таблице 3.13 отмечены. Средняя скорость ( )1
1v  при 52.0=n  на 0.03809 больше 

скорости при 57.0=n , а средняя скорость ( )1
1v  при 57.0=n  на 0.01358 больше 
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скорости при 52.1=n  , средняя скорость ( )1
1v   при 52.1=n   на 0.00758 больше 

скорости при 57.1=n  . Также было отмечено такое же изменение эффективной 

вязкости ( )1µ : разницы между эффективными вязкостями ( )1µ  при различных 

степенных индексах n  составляют –0.20965, –0.13087 и –0.10060 соответственно. 

Таблица 3.13. – Результаты расчета компонентов проницаемости и эффективной 

вязкости локальной задачи ( )1L  при ( ) 0.10
1, =p   

 Средняя скорость ( )1
1v  Средняя вязкость ( )1µ  

52.0=n  0.11495 0.71965 
75.0=n  0.07687 0.92930 
52.1=n  0.06329 1.06017 

75.1=n  0.05571 1.16077 
Результаты скорости фильтрации и эффективной вязкости локальных задач 

( )1L  при разных ( )0
1,p  отмечены в таблице 3.14 отмечены. В соответствии с законом 

фильтрации рассматривается влияние градиента давления на процесс фильтрации 

неньютоновской жидкости. Для псевдопластичных жидкостей 25.0=n  значение 

градиента давления ( )0
1,p   увеличивается с шагом 0.2, увеличение скорости 

фильтрации ( )1
1v  составляют 0.01578, 0.01966, 0.02671 и 0.03874 соответственно, 

а величины уменьшения эффективной вязкости ( )1µ   составляют –0.03558, –

0.05819, –0.07896 и –0.09563 соответственно. Следовательно, заключаем, что 

скорость фильтрации и эффективная вязкость псевдопластичных жидкостей 

нелинейно зависят от градиента давления. Для дилатантных жидкостей 75.1=n  

по мере увеличения значения градиента давления ( )0
1,p  , увеличения скорости 

фильтрации ( )1
1v  составляют 0.01239, 0.01102, 0.00985 и 0.00893, соответственно, 

а величины уменьшения эффективной вязкости ( )1µ  составляют 0.02868, 0.03747, 

0.04108 и 0.04215, соответственно.   

Таблица 3.14. – Результаты расчета компонентов проницаемости и эффективной 

вязкости локальных задач ( )1L  при разных ( )0
1,p   

 25.0=n  75.1=n  
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( )0
1,p  

Средняя 

скорость 

Средняя 

вязкость 

Средняя 

скорость 

Средняя 

вязкость 

0.2 0.01406 0.98801 0.01353 1.01138 
0.4 0.02984 0.95243 0.02592 1.04006 
0.6 0.04950 0.89423 0.03693 1.07754 
0.8 0.07621 0.81528 0.04679 1.11862 
1.0 0.11495 0.71965 0.05571 1.16077 

Этот результат указывает на то, что закон фильтрации дилатантной жидкости 

нелинейно зависит от значения градиента давления, и эффективная вязкость также 

нелинейно зависит от значения градиента давления. Сравнивая процесс 

фильтрации псевдопластичных жидкостей ( 25.0=n  ) и дилатантных жидкостей 

( 75.1=n  ), можно сделать вывод о том, что их законы фильтрации нелинейно 

зависят от градиента давления в соответствии с различными функциональными 

соотношениями.  

 
Рисунок 3.17. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

скоростью фильтрации ( )1
1v  и градиентом давления ( )0

1,p  для различных 

степенных индексов n . 

На рисунке 3.17 показаны нелинейные зависимости между скоростью 

фильтрации ( )1
1v   разных неньютоновско-вязких жидкостей и значенениями 

градиента давления ( )0
1,p , для различных степенных индексов n . Показано, что для 

различных степенных индексов n  , когда значение градиента давления ( )0
1,p  
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увеличивается, скорость фильтрации ( )1
1v   также увеличивается, и влияние 

степенного индекса n   на фильтрацию также усиливается. При фиксированном 

значении градиента давления ( )0
1,p  с увеличением степенного индекса n  скорость 

фильтрации ( )1
1v   уменьшается. Стоит отметить, что при том же значенениям 

градиента давления ( )0
1,p , скорость фильтрации ( )1

1v  псевдопластичной жидкости 

( 1<n ) больше, чем у ньютоновской жидкости ( 1=n ), а скорость фильтрации ( )1
1v  

дилатантной жидкости ( 1>n ) меньше, чем у ньютоновской жидкости ( 1=n ). А с 

увеличением значения градиента давления ( )0
1,p   разница в скорости фильтрации 

( )1
1v  различных степенных индексов n  увеличивается.  

Было обнаружено очень интересное явление: когда значение градиента 

давления зафиксировано, наклон кривой, показанной на рисунке 3.17, уменьшается 

с увеличением степенного индекса; когда значение степенного индекса 

зафиксировано, наклон кривой псевдопластичной жидкости ( 1<n ), показанной на 

рисунке 3.17, увеличивается с увеличением значения градиента давления, а наклон 

кривой дилатантной жидкости ( 1>n ), показанной на рисунке 3.17, уменьшается с 

увеличением значения градиента давления.  
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Рисунок 3.18. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

скоростью фильтрации ( )1
1v  и степенными индексами n  для различных 

градиентов давления ( )0
1,p .  

На рисунке 3.18 показаны нелинейные зависимости между скоростью 

фильтрации ( )1
1v   неньютоновско-вязких жидкостей и степенным индексом n  

под воздействием различных значений градиента давления ( )0
1,p . 

 
Рисунок 3.19. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

неньютоновской жидкостью ( )1µ  и градиентом давления ( )0
1,p  для различных 

степенных индексов n . 

На рисунке 3.19 показана нелинейная зависимость между эффективной 

вязкостью ( )1µ  и значением градиента давления ( )0
1,p , для различных степенных 

индексов n . На рисунке 3.20 показаны нелинейные зависимости между средной 

жидкостью ( )1µ  и степенным индексом n  при различных значениях градиентов 

давления ( )0
1,p . Из результатов, представленных на рисунках 3.19 и 3.20, следует, 

что увеличении значений градиента давления ( )0
1,p  , эффективная вязкость ( )1µ  

дилатантной жидкости ( 1>n  ) увеличивается, а эффективная вязкость ( )1µ  

поседопластичной жидкости ( 1<n  ) уменьшается. Для различных значений 
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градиента давления ( )0
1,p  , при увеличении степенного индекса n  , эффективная 

вязкость ( )1µ  неньютоновской жидкости увеличивается. Стоит отметить, что при 

том же значении градиента давления ( )0
1,p   эффективная вязкость ( )1µ  

псевдопластичной жидкости ( 1<n ) больше, чем у ньютоновской жидкости ( 1=n ), 

а эффективная вязкость ( )1µ   дилатантной жидкости ( 1>n  ) меньше, чем у 

ньютоновской жидкости ( 1=n ).  

 
Рисунок 3.20. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )1L  между 

эффективной вязкостью ( )1µ  и степенными индексами n  для различных 

градиентов давления ( )0
1,p .  

3.3.2. Численные расчета нелинейного закона фильтрации и эффективной 
вязкости в 3D тканевой структуре  

 В данном разделе мы дополнительно иследуем нелинейный закон 

фильтрации неньютоновско-вязких жидкостей в 3D тканевой структуре. Результаты 

скорости фильтрации ( )α
αv   и эффективной вязкости ( )αµ   разных локальных 

задач ( )αL  , 2,1=α   при ( ) 0.10
, =αp   процесса фильтрации псевдопластичной 

жидкости ( 25.0=n ) и дилатантной жидкости ( 75.1=n ) показаны в таблице 3.15. 

Известно, что 3D тканевая микроструктура является анизотропной, поэтому 

результаты, приведенные в таблице 3.15, показывают влияние неньютоновской 
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вязкости жидкости и анизотропии пористой структуры на нелинейный закон 

фильтрации, т.е. тензорные функции ( )αχ~  , 3,1=α   являются анизотропными, 

составляют тензор нелинейной проницаемости K .  

Таблица 3.15. – Результаты компонентов проницаемости и эффективной 

вязкости локальных задач ( )αL  при ( ) 0.10
, =αp  

Локальная задача Параметр 52.0=n  75.1=n  

( )1L  
Средняя скорость ( )1

1v  0.05886 0.03602 
Средняя вязкость ( )1µ  0.85423 1.09088 

( )2L  
Средняя скорость ( )2

2v  0.04375 0.02796 
Средняя вязкость ( )2µ  0.88644 1.07268 

( )3L  
Средняя скорость ( )3

3v  0.05928 0.03607 
Средняя вязкость ( )3µ  0.85400 1.09047 

Скорость фильтрации ( )α
αv  и эффективная вязкость ( )αµ  локальных задач 

( )αL   также нелинейно зависят от степенного индекса n  . Результаты показаны в 

таблице 3.16. 

Таблица 3.16. – Результаты компонентов проницаемости и эффективной 

вязкости локальной задачи ( )αL  при ( ) 0.10
, =αp  

 
Средняя 

скорость ( )1
1v  

Средняя 
вязкость ( )1µ  

Средняя 
скорость ( )2

2v  
Средняя 

вязкость ( )2µ  
52.0=n  0.05886 0.85423 0.04375 0.88644 
57.0=n  0.04665 0.96085 0.03552 0.96904 
52.1=n  0.04019 1.03384 0.03097 1.02696 
57.1=n  0.03602 1.09088 0.02796 1.07268 

Для локальной задачи ( )1L  , средняя скорость ( )1
1v   при 52.0=n   на 0.01222 

больше при 57.0=n  , средняя скорость ( )1
1v   при 57.0=n   на 0.00645 больше 

при 52.1=n  , а средняя скорость ( )1
1v   при 52.1=n   на 0.00417 больше при 

57.1=n . Также было отмечено такое же изменение эффективной вязкости ( )1µ : 

разность между эффективными вязкостями различных степенных индексов n  

составляла –0.10663, –0.07299 и –0.05704, соответственно.  
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Для локальной задачи ( )2L , средняя скорость ( )2
2v  при 52.0=n  на 0.00823 

больше при 57.0=n  , средняя скорость ( )2
2v   при 57.0=n   на 0.00455 больше 

при 52.1=n  , а средняя скорость ( )2
2v   при 52.1=n   на 0.00301 больше при 

57.1=n  . Также отметим такое же изменение эффективной вязкости ( )2µ  : 

разность между эффективными вязкостями различных степенных индексов n  

составляла –0.08260, –0.05792 и –0.04572, соответственно.  

Таблица 3.17. – Результаты компонентов проницаемости и эффективной 

вязкости локальных задач ( )αL  при разных ( )0
,αp  

 25.0=n  75.1=n  
( )0
1,p  

Средняя 
скорость ( )1

1v  
Средняя 

вязкость ( )1µ  
Средняя 

скорость ( )1
1v  

Средняя 
вязкость ( )1µ  

0.2 0.00874 0.99391 0.00848 1.00586 
0.4 0.01825 0.97600 0.01638 1.02111 
0.6 0.02922 0.94674 0.02354 1.04193 
0.8 0.04242 0.90620 0.03006 1.06570 
1.0 0.05886 0.85423 0.03602 1.09088 

( )0
2,p  

Средняя 
скорость ( )2

2v  
Средняя 

вязкость ( )2µ  
Средняя 

скорость ( )2
2v  

Средняя 
вязкость ( )2µ  

0.2 0.00668 0.99531 0.00651 1.00453 
0.4 0.01389 0.98141 0.01262 1.01651 
0.6 0.02210 0.95861 0.01820 1.03311 
0.8 0.03184 0.92698 0.02329 1.05225 
1.0 0.04375 0.88644 0.02796 1.07268 

Результаты скорости фильтрации ( )α
αv   и эффективной вязкости ( )αµ  

разных локальных задач ( )αL  при разных значениях ( )0
,αp  показаны в таблице 3.17. 

В соответствии с нелинейных законом фильтрации рассматриваются влияния 

градиента давления на процесс фильтрации неньютоновско-вязкой жидкости.  

Рассмотрены численные результаты локальной задачи ( )1L  . Для 

псевдопластичных жидкостей ( 25.0=n  ) значение градиента давления ( )0
1,p  

увеличивается с шагом 0.2, увеличение скорости фильтрации ( )1
1v   составляет 

0.00951, 0.01097, 0.01319 и 0.01645 соответственно, а величина уменьшения 
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эффективной вязкости ( )1µ  составляет –0.01791, –0.02925, –0.04055 и –0.05197, 

соответственно. Следовательно, для дилатантных жидкостей 75.1=n   по мере 

увеличения значения градиента давления ( )0
1,p  , увеличение скорости фильтрации 

( )1
1v   составляет 0.00790, 0.00717, 0.0065 и 0.00596, соответственно, а величина 

уменьшения эффективной вязкости ( )1µ  составляет 0.01525, 0.02082, 0.02377 и 

0.02519, соответственно. Сравнивая процесс фильтрации псевдопластичных 

жидкостей ( 25.0=n ) и дилатантных жидкостей ( 75.1=n ), можно заметить, что их 

законы фильтрации нелинейно зависят от значения градиента давления ( )0
1,p   в 

соответствии с различными функциональными соотношениями.  

Сравнивая результат решения локальной задачи ( )2L   с результатом решения 

локальной задачи ( )1L  , оказывается, что свойство фильтрации локальной задачи 
( )2L   также обладает свойством фильтрации локальной задачи ( )1L  . Анизотропия 

процесса фильтрации также четко продемонстрирована численным 

моделированием.  

 
Рисунок 3.21. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )αL  между 

скоростью фильтрации ( )α
αv  и градиентом давления ( )0

,αp  для различных 

степенных индексов n . 
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На рисунке 3.21 показаны нелинейные зависимости локальных задач ( )αL  , 

2,1=α   между скоростью фильтрации ( )α
αv  , 2,1=α   и значениями градиента 

давления ( )0
,αp , для различных степенных индексов n . Нелинейные зависимости 

между скоростью фильтрации ( )α
αv  , 2,1=α   в 3D тканевой микроструктуре и 

степенными индексами n   показаны на рисунке 3.22 показаны для различных 

значений градиента давления ( )0
,αp .  

 
Рисунок 3.22. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )αL  между 

скоростью фильтрации ( )α
αv  и степенными индексами n  для различных 

градиентов давления ( )0
,αp . 

Из результатов расчетов, представленных на рисунке 3.21 и рисунке 3.22, 

следует, что при увеличении значений градиента давления ( )0
,αp  , скорость 

фильтрации ( )α
αv  , 2,1=α   значительно увеличивается для разных степенных 

индексов n  , и под воздействием различных градиентов давления ( )0
,αp  , вместе с 

этим, при увеличении степенных индексов n , скорость фильтрации ( )α
αv , 2,1=α  

значительно уменьшается. Кроме того, также продемонстрировано влияние 

анизотропии 3D тканевой микроструктуры на скорость фильтрации ( )α
αv , 2,1=α . 



107 

При одних тех же условиях скорость фильтрации ( )1
1v   больше, чем скорость 

фильтрации ( )2
2v .  

Как и в разделе 3.3.1, можно определить характеристики тензорной функции 
( )αχ~  , 2,1=α  , которая составляет тензор проницаемости. На основании 

определения выпуклой и вогнутой функций можно определить, что для 

фиксированного степенного индекса n , тензорная функция ( )αχ~ , 2,1=α , которая 

составляет тензор проницаемости псевдопластичной жидкости ( 1<n  ), является 

выпуклой функцией по отношению к независимой переменной, образованной 

значениями градиента давления ( )0
,αp , 2,1=α , а тензорная функция ( )αχ~ , 2,1=α , 

которая составляет тензор проницаемости дилатантной жидкости ( 1>n ), является 

вогнутой функцией по отношению к независимой переменной, образованной 

значениями градиента давления ( )0
,αp , 2,1=α .  

 
Рисунок 3.23. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )αL  между 

неньютоновской жидкостью ( )αµ  и градиентом давления ( )0
,αp  для различных 

степенных индексов n . 

На рисунке 3.23, представлены нелинейные зависимости между эффективной 

вязкостью ( )αµ , 2,1=α  в 3D тканевой микроструктуре и значениями градиента 

давления ( )0
,αp  для различных степенных индексов n . На рисунке 3.24 показаны 
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нелинейные зависимости между эффективной вязкостью ( )αµ  , 2,1=α   и 

степенным индексом n  при различных значениях градиентов давления ( )0
,αp . Из 

результатов, представленных на рисунках 3.23 и 3.24, следует, что при увеличении 

значений градиента давления ( )0
,αp  , эффективная вязкость ( )αµ  , 2,1=α  

дилатантной жидкости значительно увеличивается, а эффективная вязкость ( )αµ , 

2,1=α   поседопластичной жидкости значительно уменьшается. Для различных 

значений градиента давления ( )0
,αp  , при увеличении степенного индекса n  , 

эффективная вязкость ( )αµ , 2,1=α  неньютоновской жидкости увеличивается.  

 
Рисунок 3.24. – Нелинейные зависимости локальных задач ( )αL  между 

эффективной вязкостью ( )αµ  и степенными индексами n  для различных 

градиентов давления ( )0
,αp . 

Кроме того, также продемонстрировано влияние анизотропии 3D тканевой 

микроструктуры на эффективную вязкость ( )αµ  , 2,1=α  . При одних и тех же 

условиях, эффективная вязкость ( )1µ  больше, чем эффективная вязкость ( )2µ  

для дилатантной жидкости, а для псевдопластичной жидкости эффективная 

вязкость ( )1µ  меньше, чем эффективная вязкость ( )2µ . Аналогичным образом 

получается, что на основании определения выпуклой и вогнутой функций можно 



109 

установить, что когда градиент давления ( )0
,αp   фиксирован, тензорная функция 

(1.92), описывающая нелинейную связь между эффективной вязкостью ( )αµ  , 

2,1=α  и степенным индексом n , является вогнутой функцией по отношению к 

независимой переменной, образованной степенным индексом n .  

Таким образом, нелинейный закон фильтрации неньютоновско-вязких 

жидкостей проверяются результатами численного моделирования.  

3.4 Выводы по третьей главе 

Разработан программный комплекс (ПК) для численного моделирования 

многомасштабных процессов фильтрации нентютоновско-вязкой жидкости в рамке 

модели Карро в пористых средах. Комплекс позволяет производить решение 

локальных задач фильтрации и выполнять определение основных характеристик 

пористой структуры  –  пористости пористых сред, коэффициентов тензора 

проницаемости и эффективной вязкости неньютоновско-вязкых жидкостей.  

Тестирование комплекса на задаче процесса фильтрации ньютоновской 

жидкости в 3D ортогональной структуре и 3D тканевой структуре показало хорошее 

согласование полученных численных решений и закона Дарси.  

С использованием разработанной программы исследовано влияние 

параметров модели неньютоновской вязкости  –  степенного индекса и «входных 

данных»  –  градиента макродавления на течение неньютоновской жидкости в 

отдельной поре пористой среды. Результаты показывают, что в отдельной поре с 

увеличением значения градиента макродавления течение неньютоновской 

жидкости становится более «интенсивным», а поле неньютоновской вязкости 

усложняется. Также исследовано влияние анизотропии микроструктуры на течение 

неньютоновских жидкостей в отдельной поре.  

Нелинейный закон фильтрации в пористых средах был проанализирован путем 

расчета коэффициентов тензора проницаемости и зффективной вязкости 

неньютоновских жидкостей. Результаты показывают, что коэффициенты тензора 

проницаемости и эффективная вязкость нелинейно зависят от степенного индекса 

модели Карро и «входных данных»  –  градиента макродавления. С увеличением 
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значения градиента макродавления скорость фильтрации неньютоновской 

жидкости увеличивается. Под действием фиксированного градиента 

макродавления с увеличением степенного индекса скорость фильтрации 

неньютоновской жидкости уменьшается. С увеличением значения градиента 

макродавления, эффективная вязкость псевдопластичной жидкости уменьшается, а 

эффективная вязкость дилатантной жидкости увеличивается. При увеличении 

степенного индекса вязкость неньютоновской жидкости увеличивается.  

Данные результаты не только демонстрируют эффективность разработанного 

программного комплекса для моделировании фильтрации неньютоновско-вязких 

жидкостей, но также подтверждают точность математических теоретических 

моделей, полученных в главах 1 и 2.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОД 

1.  Разработана физико-математическая модель пространственного 

течения несжимаемой неньютоновской вязкой жидкости и многомасштабная 

модель пространственного течения несжимаемой неньютоновской вязкой 

жидкости в рамке модели Карро в пористой структуре.  

2.  На основе метода асимптотической гомогенизации (МАГ) 

сформулированы локальные задачи пространственного течения несжимаемой 

неньютоновско-вязкой жидкости в рамке модели Карро в ЯП периодической 

пористой структуры. Показано, что локальная задача представляет собой 

стационарную задачу течения некоторой несжимаемой неньютоновско-вязкой 

жидкой среды, а их решение зависит не только от внутренней геометрии пор, и от 

определяющего соотношения неньютоновской вязкости и макроскопического 

градиента давления.  

3.  С использованием анизотропных нелинейных тензорных функций 

разработан нелинейный закон фильтрации неньютоновско-вязкой жидкости. Таким 

образом, их постановка применима для расчетов фильтрации неньютоновско-

вязких жидкостей в рамках сделанных в работе допущений и позволяет определить 

основные характеристики фильтрации в пористых средах  –  пористость пористой 

среды, коэффициенты тензора проницаемости и эффективную вязкость 

неньютоновской жидкости.  

4.  Сформулированы вариационные постановки локальных задач течения 

неньютоновско-вязких жидкостей, с помощью которых разработаны численные 

итерационные алгоритмы решения локальных задач в общей трехмерной 

постановке на основе метода конечных элементов (МКЭ) и алгоритм расчета 

неньютоновской вязкости Карро. Также разработаны численные алгоритмы расчета 

пористости пористой среды, эффективной неньютоновской вязкости и 

коэффициентов тензора проницаемости.  

5.  Получены результаты численного моделирования локальных течений 

неньютоновской вязкой жидкости в рамках модели Карро на ЯП пористых структур 

и также проанализированы влияния макроскопического градиента давления, 
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неньютоновской вязкости и анизотропии пористых сред на поле течения в 

отдельной поре. Результаты показывают, что при увеличении значения градиента 

давления максимальное значение абсолютного значения компонента вектора 

скорости жидкости также увеличивается, максимальное значение вязкости 

дилатантной жидкости увеличивается, а минимальное значение вязкости 

псевдопластичной жидкости уменьшается. Под действием фиксированного 

градиента давления, когда степенный индекс модели вязкости увеличивается, 

максимальное значение абсолютного значения компонента вектора скорости 

жидкости уменьшается, минимальное значение вязкости псевдопластичной 

жидкости и максимальное значение вязкости дилатантной жидкости 

увеличиваются. Эти результаты показывают, что в отдельной поре с увеличением 

значения градиента макродавления, влияние степенного индекса в рамках модели 

Карро на течение увеличивается, а поле неньютоновской вязкости усложняется.  

6.  Получены результаты численного моделирования процесса 

макроскопической фильтрации неньютоновско-вязкой жидкости в рамке модели 

Карро в пористых структур. Результаты показывают, что коэффициенты 

проницаемости и эффективная вязкость нелинейно зависят от степенного индекса 

модели неньютоновской вязкости и «входных данных»  –  градиента давления. С 

увеличением значения градиента давления, скорость фильтрации неньютоновской 

жидкости увеличивается. Под действием фиксированного градиента давления, с 

увеличением степенного индекса, скорость фильтрации неньютоновской жидкости 

уменьшается. С увеличением значения градиента давления, эффективная вязкость 

псевдопластичной жидкости уменьшается, а эффективная вязкость дилатантной 

жидкости увеличивается. При увеличении степенного индекса вязкость 

неньютоновской жидкости увеличивается. Численные результаты показывают, что 

с увеличением макроскопического градиента давления. влияние степенного 

индекса в рамках модели Карро на скорость фильтрации и эффективную вязкость 

увеличивается.  
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