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Аннотация. Изложен бессеточный алгоритм численного моделирования движения 

крупных дисперсных частиц в ударном слое у поверхности затупленного тела, 

обтекаемого сверхзвуковым потоком вязкого теплопроводного газа, течение которого 

описывается системой нестационарных уравнений Навье-Стокса в трёхмерном 

пространстве. Представлены результаты расчёта газодинамического взаимодействия 

одной и нескольких частиц с ударным слоем, а также их влияние на конвективный 

тепловой поток от газа к поверхности. 
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Abstract. The presented work deals with the numerical modeling of the two-phase flows, 

namely, the computation of a blunt body supersonic flow-around by a viscous gas flow with an 

admixture of a small amount of large particles, which, after reflection from the surface, go 

outward the shock layer, being moved by the inertia towards the incoming flow. Test-bench 

and numerical experiments reveal that the motion of high inertia particles changes the structure 

of the gas flow in the shock layer, and impact jets herewith directed to the body being formed  

cause the gas pressure increase near the surface areas and a multiple growth of the convective 

heat flow. 
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A computational model of the blunt body supersonic viscous flow-around with an 

admixture of large solid particles was developed in three-dimensional space. The system of 

non-stationary Navier-Stokes equations in conservative variables is being numerically solved 

by the meshless method, which employs the cloud of points in space of computational nodes 

for the gas flow parameters representation. The spatial partial derivatives of gas-dynamic 

values and functions, containing them, are being approximated by the least square method on 

the set of nodes distributed in the area of computation. Non-viscous flows computing is being 

performed by the AUSMPW+ method in conjunction with the third order MUSCL-

reconstruction, while viscous flows are being computed by the second-order scheme. 

Each particle, as well as a barrier streamlined by a flow, is being surrounded by a cloud 

of computational nodes belonging to its domain and moving together with the particle in space. 

The computational nodes position is being adapted to the body shape and allows resolving the 

flow in the boundary layer with enough accuracy to determine the convective heat flow from 

the gas surface. The gas state computing at the nodes associated with the particles is being 

performed by solving the Navier-Stokes system of equations in a moving coordinate system 

attached to the moving particle. A model of evolution of a single cloud of computational nodes 

is built. The nodes that fall into the domains overlapping zone are being temporarily excluded 

from the calculation, and external nodes of one domain become neighbors of the nodes of 

another domain to compute both viscous and convective fluxes between nodes with account 

for transformation of the gas state vectors between moving coordinate systems. Integration of 

the gas-dynamic system of equations in both basic and local systems of coordinates is being 
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performed by the explicit Runge-Kutta method. The proposed model was verified by 

comparing the gas flow-around of the stationary and moving particles while maintaining 

relative velocity of the incoming flow. 

The software implementation of the presented algorithms based on the OpenCL parallel 

heterogeneous computing technology with the possibility of simultaneous usage of several 

GPUs for the calculation of the same task was performed. 

The authors performed computations of the particles movement in the shock layer near 

the sphere surface flown around by the supersonic airflow with the Mach number of M = 6. 

The particle was being launched along the sphere axis of symmetry, as well as at an angle to it. 

Appearance of local zones of higher pressure and multiply strengthened heat flow on the sphere 

surface is being observed. Gas-dynamic interaction of a pair of particles in the shock layer, 

which started one after the other with a time interval between them, was simulated. 

Having fallen into the supersonic wake region of the first particle, the second particle, 

moving under the action of aerodynamic drag force, moves away to a significantly smaller 

distance from the sphere surface than the first one. 

The built computational model and the software, developed on its basis, provide wide 

opportunities for the numerical study of the gas-dynamic interaction of large particles with the 

shock layer. 

Keywords: numerical simulation, meshless method, unsteady Navier-Stokes equations, 

supersonic flows around bodies, convective heat flux 
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Введение 

Широкое освещение исследований гетерогенных потоков в современной научной 

литературе, обзор которых приведён в работе [1], вызван, в первую очередь, их высокой 

практической значимостью. Течения газов с различного рода примесями характерны как 

для широкого круга естественных явлений, так и для целого ряда технологических 

процессов [2-6]. Наряду с детальным изучением течений с мелкодисперсной примесью, 

для моделирования которых предложен целый ряд подходов и алгоритмов [7], 

немаловажную роль играют и потоки с высокоинерцонными относительно крупными 

частицами. Даже при довольно низкой суммарной объемной концентрации такие 

частицы способны существенным образом изменять картину высокоскоростного 

течения газа, что наблюдалось в стендовых экспериментах [8-9], а впоследствии было 

воспроизведено в численных расчётах [10]. 

Статья продолжает серию работ по численному моделированию течения газа в 

ударном слое у поверхности преграды, обтекаемой сверхзвуковым потоком, в 

присутствии ограниченного количества крупнодисперсных частиц [11-13]. В стендовых 
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испытаниях движение частицы навстречу набегающему на тело потоку с выходом за 

пределы головной ударной волны приводило к возникновению конуса Маха с вершиной 

в частице. Отошедшая от частицы ударная волна взаимодействовала с головной ударной 

волной от преграды, формируя сложную нестационарную картину течения с 

направленными на тело импактными струями, создававшими у границы тела зоны 

повышенного давления, в которых кратно усиливался конвективный тепловой поток от 

газа к поверхности [9]. 

Построенная ранее вычислительная модель, основанная на решении уравнений 

газовой динамики методом конечных объемов на адаптивных скользящих декартовых 

сетках [14] в сочетании с методом погруженной границы с фиктивными ячейками [15], 

давала возможность численно исследовать осесимметричные и плоские двумерные 

течения. Необходимость исследования движения частиц вдоль сложных 

пространственных траекторий, а также газодинамического взаимодействия с ударным 

слоем групп из нескольких крупных частиц, потребовали реализации модели в 

полномасштабной трёхмерной постановке. Применение декартовых сеток, даже 

адаптивных, несмотря на сравнительную простоту их генерации, было 

нецелесообразным ввиду их изотропной природы, что влекло, прежде всего, 

повышенный расход памяти вычислительных устройств. Требовался менее 

ресурсоёмкий подход, и выбор пал на набирающий в последние годы популярность 

бессеточный метод решения систем уравнения газовой динамики [16]. Не прибегая к 

генерации сложных расчётных сеток, свойственных методу конечных объемов, 
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бессеточный метод использует относительно просто формируемые наборы расчётных 

узлов, которые, благодаря анизотропному распределению точек в пространстве, 

позволяют существенно снизить объемы используемой памяти компьютера. При этом 

метод обладает достаточной для рассматриваемых задач точностью расчётов, а также 

прост в реализации с точки зрения распараллеливания вычислений. 

В предыдущих статьях цикла детально описано использование бессеточного 

алгоритма для численного моделирования сверхзвуковых невязких [17] и вязких 

течений вблизи поверхностей стационарных затупленных тел [18]. Настоящая работа 

расширяет область применения метода на решение задач обтекания газом движущихся 

в потоке крупных частиц. Каждая частица, как и основная преграда, окружается облаком 

расчётных закреплённых за ней узлов, принадлежащих её домену. Перемещающиеся в 

пространстве вместе с частицами облака вычислительных узлов взаимодействуют 

между собой, формируя единое связное множество точек. Попавшие в область 

перекрытия облаков узлы временно исключаются из расчёта по мере необходимости, а 

внешние узлы различных доменов образуют пары соседей для вычисления векторов 

вязких и конвективных потоков между узлами. 

Приведены результаты расчёта движения одиночной частицы как вдоль оси 

симметрии сферы, обтекаемой сверхзвуковым потоком, так и под углом к оси, а также 

газодинамического взаимодействия пары крупных частиц в ударном слое. 
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Система уравнений течения вязкого газа 

Система нестационарных уравнений Навье-Стокса в консервативных переменных 

в сочетании с уравнением состояния идеального газа описывают течение вязкого 

теплопроводного газа в трёхмерной декартовой системе координат [19]: 
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ρ

p
H e  , 

 
 2 2 21

ρ γ 1 2

p
e u v w   


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где t  - время,   - плотность, p  - давление, T  - температура, u , v , w  - компоненты 

вектора скорости газа v  по осям координат x , y  и z  соответственно, R  - газовая 

постоянная,   - показатель адиабаты, H  - полная энтальпия газа, F , G , H  - вектора 

невязких, а vF , vG , v
H  - вязких потоков вдоль координатных осей. 

Компоненты тензора вязких напряжений: 
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Компоненты вектора плотности теплового потока: 
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Величина коэффициента динамической вязкости определяется известной формулой 

Сазерленда [20]: 
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Коэффициент теплопроводности рассчитывается исходя из постоянства числа Прандтля: 
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Pr

pC 
  , 

где pС - удельная теплоёмкость газа при постоянном давлении, Pr 0,72  - число 

Прандтля для воздуха. 

 

Бессеточный алгоритм решения систем уравнений газовой динамики 

Прежде всего отметим, что в настоящей работе термин «бессеточный» является 

дословным переводом английских слов gridless и meshless, которые и применяются к 

подобного рода методам в зарубежных источниках. В отечественной литературе 

бессеточными чаще именуются алгоритмы, подобные методу сглаженных частиц, где 

действительно отсутствует фиксированная расчётная сетка. 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Распределение узлов в 

центральном сечении расчётной области 

Рис. 2. Облака соседних вычислительных 

узлов 
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В рассматриваемом подходе расчётная область не разбивается сеткой на 

множество ячеек, как в методе конечных объемов. В ней формируется конечный набор 

фиксированных в пространстве дискретных точек - узлов, в которых и вычисляются 

параметры сплошной среды [21]. Положение узлов определяется геометрией области и 

особенностями течения газа, производится сгущение распределения узлов вблизи 

обтекаемых поверхностей в направлении внешней нормали с целью детального 

разрешения течения в пограничном слое (см. рис. 1). Для каждого узла i  определяется 

облако окружающих его соседних узлов ij C  (см. рис. 2). Основой бессеточного 

метода является аппроксимация частных производных газодинамических параметров и 

содержащих их скалярных функций по пространственным координатам в виде линейной 

комбинации разностей значений в соседних узлах ij C  и расчётным узлом i . 

Коэффициенты линейной комбинации вычисляются методом наименьших квадратов 

[22]. В каждом из соседних узлов ij C  расчётного узла i  поле скалярной величины 
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методу наименьших квадратов достигается минимизацией функционала 
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Коэффициенты линейной комбинации ij , ij , ij  для вычисления частных 

пространственных производных функции   определяются исключительно взаимным 

геометрическим расположением соседних узлов и могут быть получены посредством 

решения системы линейных уравнений: 

i
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
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


 


 , 

i
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
 




 


 , 

i

ij ij
i j C

z


 




 


 , 

1

2

2

2

i i i
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i i i
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ij ik ik ik ik ik ik ik ik ij ij
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ij ij
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z
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  

 

    

 

  



  

  

  

 
     
     
        
  
      

     
  

  

  

  
ij

 
 
 
 
  

. 
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В роли скалярной функции   при численном решении системы уравнений газовой 

динамики бессеточным методом выступают компоненты вектора скорости вдоль осей 

координат, газодинамические переменные, такие как давление, температура, плотность, 

компоненты векторов вязких и конвективных потоков. 

С использованием коэффициентов линейной комбинации ij , ij , ij  система 

уравнений Навье-Стокса записывается в полу-дискретной форме: 

     2

i

i
ij ij i ij ij i ij ij i

j C
t

  



        
 


q

F F G G H H  

     2

i

v v v v v v
ij ij i ij ij i ij ij i

j C

  



      
   F F G G H H , 

где  i iF F q ,  i iG G q ,  i iH H q ,  v v
i iF F q ,  v v

i iG G q ,  v v
i iH H q . 

Компоненты векторов конвективных потоков ijF , ijG , ijH  в серединах ij  

отрезков, соединяющих узел i  с каждым из соседних ij C , рассчитываются согласно 

схеме AUSMPW+ [24] применительно к векторам консервативных переменных 
q  и 

q

, полученным покомпонентной MUSCL-реконструкцией с ограничителем van Albada 2 

[25]. Коэффициенты ij , ij , ij  позволяют вычислить частные пространственные 

производные температуры и компонентов вектора скорости и определить компоненты 

тензора вязких напряжений и вектора теплового потока: 

 
i

ij j i
i j C

u
u u

x





 


 ,  

i

ij j i
i j C

u
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y





 


 , … ,  

i

ij j i
i j C

T
T T

z





 


 , 
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2
2

3
xx ii

i ii

u v w

x y z
 

   
   

    

, … , xy ii
ii

u v

y x
 

  
  

   

, … , z ii
i

T
q

z



 


, 

которые необходимы для получения компонентов векторов вязких потоков  v v
i iF F q

,  v v
i iG G q ,  v v

i iH H q  в узле i . 

С целью обеспечения расчёта компонент векторов вязких потоков со вторым 

порядком точности по пространству [26] применяется осреднение вязкости и 

реконструкция векторов градиента физических переменных u , v , w , T , необходимых 

для вычисления компонентов тензора вязких напряжений 
ij

  и самих векторов v
ijF , v

ijG , 

v
ijH  в середине ij  отрезка, соединяющего узлы i  и j : 

2

i j
ij

 



 , 

ij j i ij

ij ij ij
ij ij ij

 
  

 
    
 
 

r r

r r r
   , 

2

i j

ij

 




 

 . 

Реализация граничных условий второго рода также построена на аппроксимации 

производной по нормали к поверхности 


n
 методом наименьших квадратов [26]: 

     
i i i

x ij j i y ij j i z ij j i
i j C j C j C

n n n


         

  


       


  n

n
 , 
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ij ij x ij y ij zn n n      , 

 
i i i

ij j i ij j i ij
i j C j C j C


      

  


   


  

n
, 

i

i

ij j
ij C

i
ij

j C


 


















n
, 

где xn , yn , zn  - компоненты вектора внешней нормали n  в узле i  на границе 

поверхности, iC  - множество его соседних узлов, не принадлежащих границе тела [17]. 

Данный подход используется для моделирования условий прилипания 0v , 

0
p


n
 к изотермической стенке с температурой wT T , которая задаётся в качестве 

граничного условия на поверхности обтекаемого тела [18]: 

i wT T , i

i

ij j
j C

i
ij

j C

p

p














, i
i

i

p

RT
  , 0i i iu v w   , 

 1
i

i
i

p
e

 



. 

Численное интегрирование системы уравнений Навье-Стокса по времени 

выполняется явным методом Рунге-Кутты третьего порядка [25]. 

Верификация бессеточного метода применительно к решению задач обтекания 

выполнена автором в ранее опубликованных работах цикла [17-18]. 

 

Моделирование движения крупных частиц 
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Построена вычислительная модель расчёта движения крупных частиц в газовом 

потоке, в основе которой лежит принцип формирования единого облака расчётных 

узлов. 

Обтекаемая сверхзвуковым потоком преграда считается неподвижной в 

центральной системе координат. Сила аэродинамического сопротивления Df , 

определяющая движение частицы, рассчитывается по действию силы вязкого трения и 

давлению газа в вычислительных узлах на её поверхности: 

p
p

d

dt


r
v , 

p
p Dm
d

dt


v
f , D

p

i i i i
ii S

p S



 
   

 


v
f n

n
, 

где pm  - масса частицы, pv  - вектор её скорости, pr  - радиус-вектор частицы в 

центральной системе координат, граничным узлам i , лежащим на поверхности частицы 

pS , соответствуют элементы площадью iS  с вектором внешней нормали in , v  - 

касательная компонента скорости газа вблизи поверхности. 
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Рис. 3. Единое облако расчётных узлов 

 

В расчётной области формируется адаптированный к границам области и 

геометрии преграды стационарный набор вычислительных узлов, относящихся к 

основному домену. Каждая частица окружена облаком расчётных узлов, 

принадлежащих её домену и перемещающихся вместе с ней в пространстве. Решение 

системы уравнений газовой динамики в связанных с частицей узлах производится в 

локальной движущейся системе координат, а в узлах основного домена – центральной 

неподвижной системе координат. По мере перемещения частицы в пространстве часть 

вычислительных узлов временно исключается из расчёта, а внешние граничные узлы 

домена частицы становятся соседями узлов основного домена или домена другой 

частицы (см. рис. 3). При численном интегрировании системы уравнений газовой 

динамики бессеточным методом определение вязких и конвективных потоков между 
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узлами, относящимся к разным доменам, требует преобразования векторов 

консервативных переменных q , а также градиентов их компонентов q  в локальную 

систему координат узла, для которого производится расчёт. 

Подход, основанный на применении единого облака расчётных узлов, позволяет 

моделировать газодинамическое взаимодействие частицы с преградой, нескольких 

частиц между собой, их сближение и соударения. 

 
Рис. 4. Верификация модели движения частицы 

 

По аналогии с верификаций метода скользящих декартовых сеток [14] проведена 

проверка предложенной модели путём расчёта обтекания неподвижной частицы 

набегающим потоком, движения частицы в первоначально покоящемся газе, а также 

промежуточных режимах с сохранением скорости частицы относительно набегающего 

потока. Во всех случаях были получены идентичные картины течения, а также 

параметры газа на поверхности частицы (см. рис. 4). 

 

Программная реализация и вычислительный эксперимент 

Программная реализация представленных алгоритмов основана на открытой 

технологии параллельных гетерогенных вычислений OpenCL [27-28], которая даёт 
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возможность единообразно использовать различные вычислительные ресурсы. 

Разработанный программный код ядер OpenCL универсален и может исполняться как 

исключительно на центральном процессоре с распараллеливанием на ядрах CPU, так и 

с применением графических процессоров GPU. В отличие от проприетарной технологии 

CUDA компании Nvidia [29], OpenCL позволяет использовать графические процессоры 

различных производителей, таких как Nvidia, AMD, а также интегрированную 

графическую подсистему процессоров Intel. Основной код разработан на языке 

программирования C++ и предназначен для работы в ОС Linux и Windows. Вычисления 

на GPU применяются с целью ускорения численного решения системы уравнений 

газовой динамики. 

При численном решении задач газовой динамики в областях с фиксированной 

геометрией бессеточным алгоритмом поиск соседних узлов с получением 

коэффициентов аппроксимации частных производных ij , ij , ij  производится 

однократно и требует порядка  O logN N  вычислительных операций, где N  – число 

расчётных узлов. Решение системы уравнений газовой динамики в дальнейшем требует 

порядка  O N  вычислительных операций на каждом временном шаге. При 

моделировании движения частиц эволюция геометрии расчётной области требует 

порядка  2 3O logN N  операций для актуализации связей с соседними узлами на 

внешних границах доменов частиц. Актуализация может выполняться не на каждом 

расчётном шаге явного метода, поскольку временной интервал довольно мал и 
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обусловлен разрешением течения газа в пограничном слое, а при преодолении частицей 

порогового расстояния r  от точки предыдущей актуализации состояния. 

Численное моделирование течения газа с частицами в полномасштабной 

трёхмерной постановке с детальным разрешением пограничного слоя у поверхности 

каждого тела требует очень высокой степени детализации и десятков миллионов 

вычислительных узлов, занимающих десятки гигабайт оперативной памяти. Память 

каждого графического процессора, как правило, кратно меньше общей оперативной 

памяти компьютера, при этом один сервер может быть оборудован несколькими 

графическими процессорами. Именно под такое аппаратное обеспечение, оснащённое 

одновременно четырьмя графическими ускорителями профессионального класса Nvidia 

Tesla A100, имеющееся в лаборатории Московского Авиационного Института, и был 

оптимизирован программный код. Вычислительные узлы распределяются между 

графическими процессорами и статически закрепляются за ними. На каждом 

графическом ускорителе выделяется буфер для хранения векторов параметров газа 

соседних узлов, закреплённых за другими графическим ускорителями, это необходимо 

для расчёта потоков между узлами. Синхронизация состояния узлов производится на 

каждом шаге расчёта и требует относительно небольшого объема передачи данных 

между графическими процессорами. По мере перемещения частиц связи между 

соседними узлами разных доменов эволюционируют, что влечёт обновление 

коэффициентов расчёта градиентов и индексов соседних узлов. 
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В проведённых вычислительных экспериментах по моделированию движения 

ансамбля частиц объем используемой основной памяти достигал 350 Гб, суммарной 

памяти графических процессоров – 70 Гб, время расчёта – 7 суток. 

Проведена серия вычислительных экспериментов по моделированию движения 

крупных сферических частиц диаметром 45 10pd м   в ударном слое у поверхности 

сферы диаметром 0,075D м . Число Маха набегающего воздушного потока M 6  , 

Рейнольдса 6Re 1,09 10
L D

  . 

 
Рис. 5. Движение одиночной частицы вдоль оси симметрии сферы 
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Рис. 6. Распределение давления и теплового потока на поверхности сферы при 

движении одиночной частицы вдоль оси симметрии сферы 

 

На рис. 5 показаны теневые картины течения [30] в последовательные моменты 

времени для одиночной частицы, движущейся навстречу набегающему потоку с 

начальной скоростью 0 75pu м с  вдоль оси симметрии сферы, а на рис. 6 – 

соответствующие этим моментам времени графики распределения давления и 

конвективного теплового потока от газа к поверхности сферы. 

При взаимодействии ударной волны от частицы с головной ударной волной 

формируется направленная к поверхности струя газа, вызывающая рост давления и 

теплового потока в локальной зоне, которая смещается к периферии по мере удаления 

частицы от поверхности. Детальный анализ наблюдаемых процессов приведён в работе 

[11]. Величина конвективного теплового потока от газа к поверхности Q=
T




n
 

нормирована значением FRQ  в критической точке на поверхности сферы, вычисленным 

согласно известной приближённо-аналитической зависимости Фэя-Ридделла [31]. 
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Рис. 7. Движение одиночной частицы под углом к оси симметрии сферы 

 

На рис. 7 показаны теневые картины течения в последовательные моменты 

времени для одиночной частицы, стартовавшей навстречу набегающему потоку под 

углом 35  к оси симметрии сферы. В данной конфигурации наблюдается ярко 

выраженная и относительно продолжительное время существующая импактная струя, 

направленная в область критической точки, действие которой вызывает четырёхкратное 

локальное усиление конвективного теплового потока (см. рис. 8). 
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Рис. 8. Распределение давления и теплового потока на поверхности сферы при 

движении одиночной частицы под углом к оси симметрии сферы 

 

На рис. 9 показаны теневые картины течения при последовательном запуске через 

временной интервал двух одинаковых частиц с идентичными начальными условиями. 

В рассматриваемой конфигурации вторая частица оказывается в сверхзвуковом 

следе первой частицы, быстрее тормозится и отходит на заметно меньшее удаление от 

сферы. Интенсификация теплового потока в данной конфигурации оказалась менее 

выраженной, чем в случае одиночной частицы (см. рис. 10). 
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Рис. 9. Движение двух частиц в ударном слое 

 

  
Рис. 10. Распределение давления и теплового потока на поверхности сферы при 

движении двух частиц в ударном слое 

 

Заключение 

Представленная вычислительная модель, а также её программная реализация, 

использующая мощности современных графических процессоров, открывают широкие 

возможности для детального исследования газодинамического взаимодействия крупных 
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частиц с ударным слоем в полномасштабной трёхмерной постановке, позволяя 

рассчитать перемещение частицы вдоль сложной траектории и одновременное 

движение нескольких частиц. Продемонстрирована возможность возникновения 

кратного усиления конвективного теплового потока на отдельных участках 

поверхности. Данное явление наблюдалось в стендовых экспериментах и послужило 

мотивацией для начала работ по этой теме. 

Дальнейшая работа может быть связана с развитием модели, таким, например, как 

учёт вращения частиц [32, 33], реализацией моделей турбулентного течения, 

исследованиями газодинамического взаимодействия с потоком частиц несферической 

формы [34, 35]. 
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