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Аннотация. Предложена реологическая модель комбинированного типа для 

вязкопластических рабочих сред, которые демонстрируют немонотонную 

зависимость вязкости от скорости сдвига. Такая модель предполагает три 

характерных варианта механического поведения на трех смежных диапазонах 

изменения скорости сдвига. На первом диапазоне зависимость касательного 

напряжения от скорости сдвига описывается линейной функцией и характеризуется 

постоянным значением вязкости. На втором и третьем диапазонах скорости сдвига 

эта зависимость аппроксимируется нелинейными функциями, описывающими, 
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соответственно, дилатантное и псевдопластическое поведение. На основе такой 

модели получено решение задачи об установившемся течении жидкой рабочей 

среды такого рода в цилиндрическом канале. Показано, что в зависимости от уровня 

перепада давления на длине канала могут быть реализованы три различные схемы 

течения. При этом, для каждой из этих схем внутри канала в соответствии с 

предложенной реологической моделью должны быть выделены характерные зоны 

течения. В случае наиболее сложной третьей схемы течения внутри канала должны 

быть выделены четыре зоны с различным механическим поведением жидкости. В 

такой ситуации зона пластического течения традиционно формируется в 

центральной части канала в окрестности его продольной оси симметрии. 

Следующая зона характеризуется сдвиговым течением с постоянным значением 

вязкости. И, наконец, еще две зоны нелинейно-вязкого течения, в которых жидкость 

демонстрирует дилатантное и псевдопластическое поведение, формируются в 

окрестности стенки канала. В ходе решения задачи для каждой из трех возможных 

схем течения были учтены условия сопряжения для полей скорости и касательного 

напряжения на границах раздела отдельных зон течения. Получены выражения для 

определения границ раздела основных зон течения, а также расчета профиля 

скорости жидкости и зависимости объемного расхода от перепада давления. 

Проведен анализ влияния основных параметров рассматриваемой системы на эти 

характеристики течения.  

Ключевые слова: реологическая модель, вязкопластическая жидкость, скорость 

сдвига, касательное напряжение, вязкость  
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Abstract. A combined rheological model has been proposed for viscoplastic working 

media that exhibit a non-monotonic dependence of viscosity on shear rate. This model 

assumes three typical behaviors in three adjacent ranges of shear rate variation. In the first 

range, the dependence of the shear stress on the shear rate is described by a linear function 

and characterized by a constant viscosity value. In the second and third shear rate ranges, 

this dependence is approximated by nonlinear functions describing dilatant and 

pseudoplastic behavior. On the basis of such a model, the solution to the steady flow of 

fluid in a cylindrical channel has been obtained. It is shown that three different flow 

patterns can be implemented depending on the level of pressure drop along the channel 
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length. For each of the schemes inside the channel, characteristic zones of flow should be 

identified. In the case of the most complex third flow pattern inside the channel, four 

zones with different mechanical behavior of the fluid should be distinguished. In such a 

situation, the zone of plastic flow is formed in the central part of the channel in the vicinity 

of its fore-and-aft axis of symmetry. The next zone is characterized by shear flow with a 

constant viscosity value. Two more zones of nonlinear-viscous flow, in which the fluid 

exhibits dilatant and pseudoplastic behavior, are formed in the vicinity of the channel wall. 

Expressions for determining the boundaries of flow zones, and expressions for calculating 

the liquid velocity profile and the dependence of the volume flow on the pressure drop 

were obtained. The influence of the main parameters of the system under consideration on 

the velocity distribution characteristics and the dependence of the volumetric flow rate on 

the pressure drop over the channel length has been analyzed. 

Keywords: rheological model, viscoplastic fluid, shear rate, shear stress, viscosity  
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Введение 

При моделировании гидродинамических процессов, реализуемых в самых 

различных технических системах, постоянно используется реологическая модель 

ньютоновской жидкости [1, 2]. Вместе с тем, наряду с традиционными жидкими 

средами, вязкость которых является постоянной величиной, хорошо известны 
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неньютоновские жидкости [3], характеризуемые, как правило, монотонным 

изменением вязкости в зависимости от скорости сдвига. Для случая так называемых 

псевдопластических жидкостей вязкость монотонно снижается по мере увеличения 

скорости сдвига. Для дилатантных жидкостей, наоборот, наблюдается ее 

монотонное возрастание [4]. Описание механического поведения жидкостей такого 

рода проводится на основе степенных законов зависимости вязкости от скорости 

сдвига или второго инварианта тензора скоростей деформаций [5 – 7].  

Вместе с тем известны жидкости, которые демонстрируют еще более сложное 

механическое поведение, которое проявляется, прежде всего, в немонотонном 

характере зависимости вязкости от скорости сдвига. Как правило, такие жидкости 

демонстрируют последовательное чередование участков возрастания и убывания 

вязкости на различных диапазонах изменения скорости сдвига. В качестве примера 

рабочих жидкостей с такими свойствами можно привести концентрированные 

суспензии мелкодисперсных частиц твердой фазы с размерами порядка 2 310 10  нм 

[8 – 13]. 

С точки зрения технических приложений определенный интерес представляет 

еще одна особенность поведения концентрированных суспензий мелкодисперсных 

частиц, которая заключается в следующем. При определенных сочетаниях 

концентрации и размеров частиц твердой фазы приближение скорости сдвига к 

некоторому критическому значению приводит к тому, что крутизна кривой течения, 

характеризующая вязкость, начинает резко возрастать. Для некоторых видов 

суспензий такое возрастание вязкости может оказаться настолько существенным 

(зачастую, на один – два порядка), что такую ситуацию интерпретируют, как 
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проявление эффекта “упрочнения” или “отвердевания”. В научно-технической 

литературе такие рабочие среды часто отмечают аббревиатурой STF (Shear 

Thickening Fluids) [8]. 

Проявление эффекта “отвердевания” в полимерных композициях позволило 

сформулировать ряд технических предложений по использованию подобных 

материалов при изготовлении защитных покрытий, предохраняющих 

соответствующие изделия от ударных воздействий [14 – 19]. 

Различные результаты, связанные с математическим моделированием 

механического поведения нелинейно-вязких жидкостей, в том числе, на основе 

реологических моделей комбинированного типа представлены в работах [20 – 27]. 

Пример реологической модели комбинированного типа для жидкости, 

вязкость которой на двух из трех диапазонов изменения скорости сдвига принимает 

различные, но постоянные значения приводится в [24]. В промежутке между этими 

диапазонами зависимость вязкости от скорости сдвига описывается линейной 

функцией. В этой же работе рассмотрена задача о течении жидкости с такой 

моделью вязкого поведения в плоском канале. 

В данной работе рассмотрена реологическая модель комбинированного типа 

для жидкости, которая демонстрирует различные закономерности вязкого поведения 

на трех отдельных диапазонах изменения скорости сдвига. Кроме того, такая модель 

наряду с учетом пластических свойств жидкости, позволяет описывать и проявление 

эффекта “отвердевания”. Используя такую модель, получено решение задачи об 

установившемся течении в цилиндрическом канале. 
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1. Реологическая модель 

Зависимость касательного напряжения от скорости сдвига, график которой 

представляет собой кривую течения, для некоторых видов суспензий [8] 

мелкодисперсных частиц демонстрирует наличие трех характерных диапазонов 

изменения скорости сдвига. На каждом из этих диапазонов реализуется свой, вполне 

конкретный, вариант механического поведения.  

В дополнение к сказанному будем полагать, что жидкая основа суспензии 

обладает пластическими свойствами. Тогда это обстоятельство также должно быть 

принято во внимание в реологической модели среды посредством учета напряжения 

сдвига (предела текучести) p , ниже уровня которого скорость сдвига тождественно 

равняется нулю и сдвиговое течение отсутствует.  

Особенностью первого диапазона, охватывающего область сравнительно 

небольших значений модуля скорости сдвига  , является то, что кривая течения 

имеет практически линейный вид. Такая ситуация, естественно, соответствует 

постоянному значению вязкости 0 . Для этого диапазона изменения скорости 

сдвига также предполагается, что касательное напряжение превышает предел 

текучести. 

Превышение модулем скорости сдвига некоторого порогового уровня 0 , 

представляющего собой верхнюю границу для первого диапазона, приводит к 

изменению механического поведения жидкости и график (кривая течения) 

зависимости модуля касательного напряжения   от   принимает уже нелинейный 
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вид. Как демонстрируют известные экспериментальные данные [8], вязкость на этом 

(втором) диапазоне изменения скорости сдвига начинает возрастать. Подобный 

эффект имеет место для дилатантных жидкостей [4]. Описанный режим возрастания 

вязкости реализуется до еще одного порогового значения скорости сдвига max 0  , 

при котором вязкость достигает своего максимального значения max . 

На третьем диапазоне изменения скорости сдвига, уже при превышении его 

модулем второго порогового уровня max  начинается реализация еще одного 

варианта механического поведения суспензии. В такой ситуации функция вида 

   , по-прежнему, демонстрирует монотонное возрастание по некоторому 

нелинейному закону. Вместе с тем, вязкость на этом диапазоне изменения скорости 

сдвига монотонно снижается. Такое поведение является характерным для 

псевдопластических жидкостей. Смена дилатантного поведения на 

псевдопластическое на границе раздела второго и третьего диапазонов 

предполагает, что итоговый график зависимости касательного напряжения от 

скорости сдвига при max   должен иметь точку перегиба.  

Учитывая наличие трех характерных участков различного механического 

поведения жидкости на трех различных диапазонах изменения скорости сдвига, 

результирующую зависимость касательного напряжения от скорости сдвига в 

области одномерного вязкого течения предлагается описывать функцией вида  

    

 

1

2

0 0

1 1 1 0 max

max
2 2 2

; 0 ;
; ;

;;
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n

n
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    

       

 
  

    


     
 

  

 (1) 
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где 1 , 2 , 1k , 2k , 1 , 2 , 1n , 2n , – заданные параметры реологической модели, на 

которые накладываются следующие ограничения 

 1 p  ;    2 max 1    ;    10 1n  ;    20 1n  . (2) 

Зависимость вязкости жидкости от скорости сдвига будем определять 

посредством соотношения  

  
d
d


 


 . (3) 

Выдвигая требование непрерывной дифференцируемости для функции (1), 

приходим из условий сопряжения значений касательного напряжения и вязкости на 

границах раздела отдельных диапазонов изменения скорости сдвига к 

необходимости выполнения следующих условий  

max 0
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 
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 

 









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 

1

2

1
0

2 1
2 max 2
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nk
n

 

 







; 

 
 

0 max 0
1 0 0

1 1p n
  

   


 
   

 
;     

1 1
0

2 max max 2
2

n

n
 

   


    ;            (4) 

1

1
1

max

0

1
n




 
  
 

;    
   

 

1
0 max 0

max 0 0
1

1
1

n

p n
   

   


   
   

 
, 

где max  – касательное напряжение в жидкости, достигаемое при max  . 

Таким образом, с учетом последних соотношений, реологическая модель (1) 

должна определяться следующим набором восьми независимых параметров: p , 0 , 

max , 0 , max , 2 , 1n , 2n . 
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Вместе с тем специально отметим следующее обстоятельство. Не смотря на 

достигнутую с учетом (4) непрерывную дифференцируемость функции (1), для 

зависимости вязкости от скорости сдвига выполняется лишь условие 

непрерывности. Это означает, что график зависимости вязкости от скорости сдвига, 

оставаясь непрерывным, будет допускать “изломы” на границах раздела смежных 

диапазонов изменения скорости сдвига. 

Заметим, что реологическая модель (1) допускает учет проявления эффекта 

“отвердевания”. Формально, принимая во внимание (3) в этом случае должно 

выполняться условие  

 
 

max

lim
d

d 

 



  
  

  

. (5) 

Учитывая ограничения (2) для 1n  и 2n , можно видеть, что для выполнения (5) 

необходимо, в свою очередь, потребовать выполнения следующего условия  

 1 2 max    . (6) 

Тогда, обеспечивая с учетом (6) непрерывную дифференцируемость для 

функции (1), приходим к соотношениям 

  1

0
1 1

1 max 0
nk

n


 





;    0 max
1 2 0 0

1 1

11p n n
 

    
  

       
 

.                (7) 

В итоге, для случая, когда возникает необходимость моделирования эффекта 

“отвердевания”, с учетом (6), (7) получаем, что реологическая модель (1) должна 

определяться следующим набором из семи независимых параметров: p , 0 , 0 , 

max , 2k , 1n , 2n  при выполнении ограничений (2). 
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В последнем случае, когда в точке max   полагаем max  , зависимость 

вязкости от скорости сдвига на модельном уровне имеет здесь разрыв второго рода.  

2. Постановка задачи 

Рассмотрим одномерное, установившееся, ламинарное течение жидкости в 

цилиндрическом канале радиуса R  за счет перепада давления P  на его длине L . 

Будем считать, что механическое поведение жидкости соответствует реологической 

модели (1).  

Введём цилиндрическую систему координат традиционным образом, 

сориентировав продольную ось Oz  вдоль оси симметрии канала. Тогда 

распределения скорости u  жидкости и давления P  в канале должны удовлетворять 

уравнениям динамики и условию неразрывности потока, представленным в 

безразмерной форме записи  

 
1

rz
PG r
z r r


 

    
   

;    0P
r




;    0u

z




;                              (8) 
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1 1 1 0

(2) (2) (2) (2)
2 2 2

; ;

; 1;

; 1;

p
n

rz

n

k

k

k

     

       

     

           


 
                 

 
               

 (9) 

   0p
   ;    

( )
( ) 0

i
i du

dr



  


;    ( ) 0i

rz   ;    0,1, 2 .i   (10) 

В последних выражениях и далее безразмерные координаты, параметры и 

функции отмечены верхним штрихом и определены посредством соотношений  

rr
R

  ;    
0

rz
rz





  ;    

max





  ;    

0

PP


  ;    zz
L

  ;    
s

uu
v

  ; 
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0
0

max





  ;    1

1
max





  ;    2

2
max





  ;    

0

p
p





  ;    1

1
0





  ;    2

2
0





  ; 

0 max
0

0

k  




  ;    

1
1 max

1
0

nkk 




  ;    

2
2 max

2
0

nkk 




  ;    RG

L
 ; 

0 0 0p      ;    maxsv R   ; 

где G  – безразмерный геометрический параметр канала; 0  – касательное 

напряжение в жидкости, достигаемое при 0  ; sv  – значение скорости, 

принимаемое в качестве масштабного.  

Для определенности соответствующие характеристики течения отмечены в (8) 

– (10) верхними индексами в круглых скобках  p ,  0 ,  1 ,  2 , которые указывают 

на их принадлежность к соответствующему диапазону изменения скорости сдвига и 

касательного напряжения.  

Поскольку каждому диапазону изменения скорости сдвига соответствует свой 

конкретный вид функциональной зависимости для касательного напряжения, можно 

предположить, что в соответствии с этим обстоятельством вся область течения 

внутри канала должна быть разделена на отдельные зоны.  

Согласно отдельным вариантам механического поведения, заложенного в 

реологической модели (1), в наиболее сложном случае в канале могут быть 

выделены четыре зоны течения: зона пластического течения, зона сдвигового 

течения с постоянным значением вязкости 0 , а также две зоны нелинейно-вязкого 

течения, в которых жидкость демонстрирует дилатантное и псевдопластическое 

поведение.  
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Более конкретно, количество зон, реализуемых в канале, должно определяться 

наибольшим значением модуля скорости сдвига, которое достигается на стенке 

канала и, в свою очередь, существенным образом зависит от перепада давления на 

длине канала.  

Принимая во внимание осевую симметрию задачи, можно предположить, что 

границы между отдельными зонами течения представляют собой цилиндрические 

поверхности, радиусы которых не известны заранее.  

Естественно, что в ходе решения задачи о течении жидкости, подчиняющейся 

реологической модели (1), должны быть учтены условия сопряжения для полей 

скорости и касательного напряжения на таких границах раздела отдельных зон 

течения. 

Говоря о распределении давления отметим, что из (8) с учетом постановки 

традиционных граничных условий оно определяется известным соотношением вида 

0( )P z P P z        ;                                                    (11) 

где 0P  – безразмерное значение давление на входе в канал. 

3. Определение поля скоростей для течения нелинейной вязкопластической 

жидкости 

Принимая во внимание характер реологической модели (1), априори, можно в 

зависимости от значения перепада давления ожидать реализацию трех различных 

схем течения. Рассмотрим последовательно каждую из этих схем течения. 

3.1. Первая схема течения 

Прежде всего, заметим, что при выполнении условия  
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min

2 pP P
G
 

     ;                                                   (12) 

касательные напряжения в жидкости не достигают уровня предела текучести и 

течение в канале в таком случае оказывается невозможным. 

Пусть minP P    . При этом будем полагать, что скорость сдвига в канале 

удовлетворяет условию 0    . В такой ситуации канале формируются две зоны 

течения, структура которых схематично представлена на рис. 1. 

 

Рис.1. Первая схема течения 

 

Центральную часть канала занимает цилиндрическая зона некоторого, 

неизвестного заранее радиуса pR  пластического течения с постоянным значением 

скорости pu , а в диапазоне изменения радиальной координаты 1pR r    будет 

располагаться зона сдвигового течения с постоянным значением вязкости 0 . Тогда 

структурно распределение скорости в поперечном сечении канала будет 

определяться следующим образом  
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 

 

( )

(0)

; 0 ;
( )

; 1.

p
p

p

u r r R
u r

u r R r
     

   
    

                                       (13) 

Граничные условия задачи для скорости и касательного напряжения в зоне 

сдвигового течения в этом случае имеют вид  

 pr R  ;    (0)
p    ; (14) 

1r  ;   (0) 0u  ;    (0)

2
P G


 

   ; 

Решая тогда (8) с учетом (11) и удовлетворяя граничным условия (14), 

приходим к следующим выражениям, определяющим распределения скорости 

жидкости по отдельным зонам течения  

      2(0)

0 0

1 1
4

p G Pu r r r
k k
   

       
 

;                               (15) 

 ( ) (0)p
pu u R   . 

При этом радиус границы раздела между двумя основными зонами течения 

находится из соотношения 

2 p
pR

G P
 

 
 
.                                                      (16) 

Принимая во внимание (13), с учетом (15), (16) приходим к выражению для 

определения объемного расхода жидкости IQ , которое в безразмерной форме записи 

может быть записано следующим образом 

1
2 ( ) (0)

2 2 ( )
p

pI
I p

s R

QQ R u r u r dr
R v



            
   .                     (17) 
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Только что рассмотренная схема течения хорошо известна и соответствует 

течению вязкопластической жидкости Бингама [28]. 

Эта схема течения должна существовать до тех пор, пока по мере повышения 

перепада давления будет достигнут некоторый уровень 1P , при котором модуль 

скорости сдвига на стенке канала примет граничное значение (0)
0   . Из такого 

условия приходим к первому критическому значению для перепада давления  

 1 0 0
2

pP k
G

        ,                                                 (18) 

при достижении которого завершается первая схема течения. 

3.2. Вторая схема течения 

Дальнейшее увеличение перепада давления и превышение им первого 

критического значения ( 1P P    ) приводит к реализации в канале очередной 

(второй) схемы с тремя зонами течения: центральная зона пластического течения, 

зона сдвигового течения с постоянным значением вязкости 0  и зона течения, в 

которой жидкость демонстрирует дилатантное поведение. Структура течения в этом 

случае схематично представлена на рис. 2.  

Вновь формируемая зона нелинейно-вязкого течения будет располагаться у 

стенки канала. При этом внутри нее модуль скорости сдвига должен удовлетворять 

условию (1)
0 1    . 

Границы разделами между основными зонами течения определяются 

радиусами pR  и 1R , которые не известны заранее и подлежат определению в ходе 

решения задачи. 
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Рис.2. Вторая схема течения 

Для такой схемы течения распределение скорости в поперечном сечении 

канала может быть представлено следующим образом 

 

 

 

( )

(0)
1

(1)
1

; 0 ;
; ;( )

; 1.

p
p

p

u r r R
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u r R r

     

        


    

                                   (19) 

Запишем граничные условия для касательного напряжения и скорости 

жидкости в зонах сдвигового вязкого течения 

pr R  ;    (0)
p    ; 

 1r R  ;    (0) (1)
0       ;    (0) (1)u u  ; (20) 

1r  ;    (1) 0u  ;    (1)

2
G P


 

   . 

Решая тогда (8) с учетом (11) и удовлетворяя граничным условиям (20), 

приходим к следующим выражениям, определяющим распределения скорости 

жидкости по отдельным зонам течения 

   (0) 2 2 2
1 1 1 1 0 0

0 1

1 ( ) ( ) ln
4 2p p

G P G P ru r r R r R R R k
k R

  
        

                        
     
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 
 

1 1
1 1 1 1

1

21 ( )
1

k nR f R
G P n


 

      
   

; 

   
 

(1) 1 1
1 1

1

21 ( )
1

k nu r r f r
G P n


 

        
   

;                           (21) 

 ( ) (0)p
pu u R   . 

Здесь для краткости записи принято обозначение 

1 1

1 1

1 1

1 1 1
1 1

1 1( )
2 2

n n
n nG P G Pf r r

k k
 

  
           

                        
 

. 

Радиус границы раздела между двумя зонами сдвигового вязкого течения 

находится из соотношения 

  1

1 1 1 1 0
2 nR k

G P
          
  

.                                       (22) 

Что же касается радиуса pR , определяющего границу зоны пластического 

течения, то он с учетом (22) определяется положительным корнем следующего 

квадратного уравнения  

 2 21
0 0 11

2 2 0p
p p p

RR R k R
G P G P


 

  
                  

,                  (23) 

который должен удовлетворять условию 1pR R  . 

Принимая во внимание (19), с учетом (21) – (23) приходим к выражению для 

определения объемного расхода жидкости IIQ , которое в безразмерной форме 

записи может быть записано следующим образом 

   
1

1

1
2 ( ) (0) (1)

2 2 2
p

R
pII

II p
s R R

QQ R u r u r dr r u r dr
R v



 

                    .             (24) 
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Вторая схема течения должна иметь место до тех пор, когда по мере 

повышения перепада давления  будет достигнут уровень 2P , при котором модуль 

скорости сдвига на стенке канала примет граничное значение (1) 1   . Из такого 

условия приходим к еще одному критическому значению для перепада давления  

  1

2 1 1 1
2 1 nP k
G

          
 

,                                             (25) 

при достижении которого завершается вторая схема течения. 

3.3. Третья схема течения. 

Пусть перепад давления на длине канала удовлетворяет условию 2P P    , 

что соответствует реализации третьей схемы течения. Такая схема характеризуется 

наличием уже четырех зон течения: центральная зона пластического течения, зона 

сдвигового течения с постоянным значением вязкости 0 , а также две зоны 

нелинейно-вязкого течения, в которых жидкость проявляет, соответственно, 

дилатантное и псевдопластическое поведение. Структура течения жидкости в этом 

случае схематично представлена на рис. 3.  

Отметим, что радиусы pR , 1R  и 2R , определяющие границы раздела между 

основными зонами течения представляют собой неизвестные параметры задачи и 

должны определяться в ходе ее решения. 
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Рис. 3. Третья схема течения 

Для третьей схемы течения распределение скорости в поперечном сечении 

канала может быть представлено следующим образом 

 

 

 

 
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
     
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                                   (26) 

В данном случае для касательного напряжения и скорости жидкости в зонах 

сдвигового вязкого течения должны быть поставлены следующие граничные 

условия 

pr R  ;    (0)
p    ; 

 1r R  ;    (0) (1)
0       ;    (0) (1)u u  ; (27) 

2r R  ;    (1) (2) 1     ;    (1) (2)u u  ; 

 

1r  ;    (1) 0u  ;    (1)

2
G P


 

   ; 

Интегрируя первое уравнение из (8) с учетом (9), (10) и граничных условий 

(27) для скорости сдвига, находим параметры задачи 2R , 1R  и pR . 
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Параметр 2R , представляющий собой радиус границы раздела двух крайних 

зон нелинейно-вязкого течения жидкости, соответственно, с дилатантным и 

псевдопластическим поведением, определяется из выражения 

  2

2 2 2 2
2 1 nR k

G P
        
  

.                                            (28) 

Радиус 1R  границы раздела между зоной, в которой вязкость жидкости 

принимает постоянное значение, и зоной, где жидкость демонстрирует дилатантное 

поведение, определяется положительным корнем следующего квадратного 

уравнения 

  12 1
1 1 1 1 0 1

2 2 0n СR k R
G P G P

  
              

     
,                           (29) 

который должен удовлетворять условию 1 2R R  . 

В выражении (29) для краткости записи принято обозначение 

  12
1 2 2 1 1 1 1

2
nG PC R R k 

              
 

.                                 (30) 

И, наконец, радиус зоны пластического течения определяется с учетом (28) – 

(30) положительным корнем еще одного квадратного уравнения, которое по форме 

записи совпадает с (23). 

После повторного интегрирования первого уравнения из (8) с учетом (11) и, 

принимая во внимание граничные условия (27), получаем следующие выражения 

для распределения скорости жидкости по отдельным зонам течения 

   
 

(2) 2 2
2 2

2

21 ( )
1

k nu r r f r
G P n


 

        
   

; 
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     
2

(1) (2)
1 2 3 2( )

R

r

u r R r f r dr u R





              ;                            (31) 

       (0) 2 2 2 (1)
1 1 1

0 1

1 ln
4 2p p p p

G P G P ru r R r R r R R u R
k R

 
        

                      
     

; 

 ( ) (0)p
pu u R   . 

Для краткости записи в последних выражениях, определяющих распределения 

скоростей по зонам течения, приняты обозначения 

2 2

2 2

1 1

2 2 2
2 2

1 1( )
2 2

n n
n nG P G Pf r r

k k
 

  
           

                          
 

; 

1

1

1
3 1

1

1( )
2

nG P Cf r r
k r


   

        
   

. 

Принимая во внимание (26), с учетом (31) приходим к выражению для 

определения объемного расхода жидкости IIIQ  при реализации третьей схемы 

течения, которое в безразмерной форме записи может быть записано следующим 

образом 

     
1 2

1 2

1
2 ( ) (0) (1) (2)

2 2 2 2
p

R R
pIII

III p
s R R R

QQ R u r u r dr r u r dr r u r dr
R v

 

  

                         .  (32) 

В качестве примера на рис. 4 представлены профили скорости в поперечном 

сечении канала, построенные для различных значений перепада давления на его 

длине. При этом, на каждом графике соответствующими символами указаны 

положения границ раздела основных зон течения, рассчитанные с учетом 

соотношений (22), (28) – (30). Данные зависимости построены с привлечением (31) 
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для следующего набора исходных параметров задачи: 0,05G  ; 90p Па  ; 

0 0,25 Па с   ; max 3,8 Па с   ; 1
0 500 с  ; 1

max 800 c  ; 1
2 400 c  ; 1 0,15n  ; 

2 0,4n  . 

Такие параметры реологической модели по своей величине близки к 

соответствующим значениям параметров суспензий на основе полиэтиленгликоля, 

исследованных в работе [8].  

 

 

Рис. 4. Распределения скорости в канале для третьей схемы течения при следующих 

безразмерных значениях перепада давления: P  80 (1); 85 (2); 95 (3); 105 (4). 

 

Из рассмотрения полученных зависимостей следует, что по мере повышения 

перепада давления, как и следовало ожидать, зона пластического течения 

сокращается, в то время, как четвертая зона в окрестности стенки канала - 

расширяется. 
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4.Анализ влияния основных параметров на объемный расход 

С точки зрения технических приложений применительно к расчету 

гидравлических систем, определенный интерес представляет зависимость 

объемного расхода Q  жидкости от перепада давления P  на длине канала. 

Принимая во внимание характер механического поведения жидкости с 

реологической моделью (1), такая зависимость с учетом (12), (17), (18), (24), (25), 

(32) может быть в безразмерной форме записи представлена следующим образом 

min

0 1

1 2

2

0; 0 ;
( ); ;

( )
( ); ;
( ); .

I

II

III

P P
Q P P P P

Q P
Q P P P P
Q P P P

    
          

   
         

       

                                       (33) 

В качестве иллюстрации на рис.5-а в безразмерном виде приводятся 

зависимости объемного расхода жидкости от перепада давления на длине канале, 

полученные с помощью (33) для того же набора числовых значений исходных 

параметров, которые были приняты при построении профилей скорости на рис. 4, за 

исключением параметра max . Значения этого параметра варьировались в пределах 

от max 1 Па с    до max 12 Па с   , что в итоге было представлено с помощью 

введенного выше безразмерного параметра  . Фрагмент этих же зависимостей в 

увеличенном масштабе в окрестности значения 2P  для перепада давления 

представлен на рис. 5-б. 

Анализируя полученные графики, можно видеть, что при сравнительно низких 

значениях перепада давления, когда в канале реализуются лишь первая или 

начальная стадия второй схемы течения, изменение параметра max  практически не 
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влияет на характер зависимости объемного расхода от P . Наиболее заметные 

изменения в характере зависимости ( )Q P   при варьировании максимального 

значения вязкости возникают при превышении перепадом давления уровня 2P , 

когда в канале реализуется третья схема течения.  

 

 

а) 

 

б) 

Рис.5. Влияние параметра   на характер зависимости объемного расхода от 

перепада давления на длине канала. 

 

При этом, увеличение значений max , что соответствует снижению значений 

безразмерного параметра  , приводит к вполне ожидаемому результату возрастания 

объемного расхода жидкости через канал. 

Заключение 

Рассмотрена реологическая модель нелинейной вязкопластической жидкости 

комбинированного типа, которая предполагают немонотонное изменение 
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касательного напряжения от скорости сдвига. 

Такая модель позволяет описывать на различных диапазонах изменения 

скорости сдвига три различных варианта механического поведения жидкости: 

течение с постоянным значением вязкости, а также дилатантное и 

псевдопластическое поведение. Кроме этого, реологическая модель предполагает 

также и возможность учета проявления эффекта “отвердевания” рабочей среды, 

который заключается в резком возрастании вязкости при приближении скорости 

сдвига к некоторому критическому значению скорости сдвига. 

На основе такой модели получено решение задачи об установившемся течении 

в цилиндрическом канале и показано, что в наиболее общем случае область течения 

должна быть разделена на четыре зоны, в каждой из которых реализуются 

различные варианты механического поведения, заложенного в реологической 

модели. При этом, наряду с зоной пластического течения, необходимо 

рассматривать смежную с ней зону течения жидкости Бингама с постоянным 

значением вязкости, а также еще две зоны нелинейно-вязкого, соответственно, 

дилатантного и псевдопластического поведения. Получено выражение для расчета 

зависимости объемного расхода жидкости от перепада давления. 

Предложенная методика разбиения исходной области течения на отдельные 

зоны с различным характером реологического поведения может быть 

рекомендована для решения и других задач механики жидкости. 
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