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Аннотация.  В работе проводится исследование кривых малоцикловой усталости 

материала ЭП741НП при разных температурах и асимметриях цикла нагружения. 

Показано, что коэффициенты кривых малоцикловой усталости имеют 

выраженную зависимость, как от температуры и от асимметрии цикла 

нагружения, так и между собой. Зависимость между коэффициентами кривых 

малоцикловой усталости близка к линейной и статистически идентична для 

разных асимметрий цикла, что подразумевает наличие фокусной точки для 

кривых малоцикловой усталости. Вводится гипотеза о том, что зависимость 

между коэффициентами кривых малоцикловой усталости является постоянной 

для данного материала.  

Ключевые слова: малоцикловая усталость; фокусная точка; долговечность; 

асимметрия цикла; ЭП741НП. 
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Abstract. The study investigates low‑cycle fatigue curves of the EP741NP alloy at various 

temperatures and loading cycle asymmetries. It is demonstrated that the coefficients of 

the low‑cycle fatigue curves exhibit a pronounced dependence on both the temperature 

and the loading cycle asymmetry, as well as on each other. The relationship between the 

fatigue curve coefficients is close to linear and statistically consistent across different 

loading cycle asymmetries, which suggests the existence of a focal point for the 

low‑cycle fatigue curves. A hypothesis is proposed that the relationship between the 

low‑cycle fatigue curve coefficients remains constant for this particular material. 

Keywords: low-cycle fatigue; focal point; durability; cycle asymmetry; EP741NP. 

 

Введение 

Явление усталости широко распространено в разных областях техники, в 

том числе в аэрокосмической технике и авиационном двигателестроении [1-5]. 

Одним из основных факторов, повреждающих диски газотурбинных 

двигателей (ГТД) и энергетических установок (ГТУ) является малоцикловая 

усталость [6-14]. 

Расчеты деталей, долговечность которых определяется малоцикловой 

усталостью, необходимо выполнять по кривым малоцикловой усталости (МЦУ) 

материала [15-16]. 

При изготовлении дисков современных ГТД и ГТУ широко применяются 

гранулируемые никелевые сплавы, и в том числе сплав ЭП741НП. 
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В данной работе анализируются кривые малоцикловой усталости 

материала ЭП741НП. 

Кривые малоцикловой усталости 

Кривые малоцикловой усталости получены в результате испытаний 

гладких цилиндрических образцов. 

Материал образцов - никелевый гранулируемый сплав ЭП741НП, размер 

гранул которого не превышает 140 мкм. Образцы вырезаны из диска турбины 

высокого давления. 

Поверхность образцов предварительно отшлифована с последующей 

полировкой в осевом направлении для исключения образования кольцевых 

рисок. Подобная схема полировки позволяет исключить зарождение усталостных 

трещин от рисок, оставшихся после механической обработки. 

Испытание образцов на МЦУ проведено с использованием испытательных 

машин Instron 8862. 

Испытания проведены в соответствии с ГОСТ 25.502-79 и ASTM E606 [17-18] 

при «жестком» цикле нагружения. 

Общее количество испытанных образцов — 268 штук. 

Параметры нагружения: 

- температура испытаний T  – диапазон значений от 350 °С до 750 °С; 

- форма цикла – синусоидальная; 

- частота нагружения – 1 Гц; 

- контролируемый параметр в процессе нагружения –  размах деформации в 

цикле , в диапазоне значений от 0,6 % до 3,0 %;  

- без выдержки в цикле; 

- коэффициент асимметрии цикла Rε = 0 и Rε = 0,5. 

Размах деформаций в цикле вычисляется по формуле 

;макс мин       

где 

макс – максимальное значение деформации в цикле,  

мин – минимальное значение деформации в цикле. 

Коэффициент асимметрии в цикле вычисляется по формуле 
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;мин

макс

R




  

Далее по испытаниям получены средние (Рисунки 1-2) и минимальные 

(минус три среднеквадратичных отклонения) кривые МЦУ. 

Кривые МЦУ получены в виде зависимостей 

1 0lg( ) lg( ) ;N C C                                   (1) 

где N – долговечность в циклах; Δε – размахи полных деформаций в долях; 

C1, C0 – коэффициенты кривых МЦУ; lg – десятичный логарифм. 

В данной работе проводится исследование полученных кривых МЦУ.  

 
Рисунок 1 – Средние кривые МЦУ для коэффициента асимметрии цикла Rε = 0 

 
Рисунок 2 – Средние кривые МЦУ для коэффициента асимметрии цикла Rε = 0,5 
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Описание сравнения линейных регрессий экспериментальных данных 

Поскольку коэффициенты уравнения (1) являются случайными 

величинами, необходимо проверить, случайно ли различие между этими 

коэффициентами для разных экспериментальных выборок, или они 

действительно различаются. 

Для проверки статистической идентичности полученных по разным 

опытным данным линий регрессий выдвигаются и проверяются в заданном 

порядке три гипотезы: 

- гипотеза о равенстве дисперсий; 

- гипотеза о равенстве коэффициентов при переменной; 

- гипотеза о равенстве свободных коэффициентов. 

При положительном удовлетворении всех трех гипотез можно считать, что 

гипотеза о равенстве линий регрессий полученных по разным опытным данным, 

не противоречит опытным данным. 

Вывод данной проверки приведен в работе [19]. 

Проверка гипотезы о равенстве дисперсий. Для проверки гипотезы о 

равенстве дисперсий рассматривается отношение дисперсий линий регрессий, 

вычисленное по формуле 

2

2

2

1

s

s
Sc 

                                 

    (2) где 
2

2

2

1 ss  . 

2

1s , 
2

2s  – оценки для дисперсии ошибки модели, соответственно первой и 

второй кривой. 

Если гипотеза о равенстве дисперсий верна, то их отношение (2) 

подчиняется F-распределению. 

Гипотеза о равенстве дисперсий отвергается с уровнем значимости α, если  

)2;2;
2

1( 21  nnfSc



                                   (3) 

где 
)2;2;

2
1( 21  nnf



 – квантиль распределения Фишера уровня α со 

степенями свободы n1 – 2 и n2 – 2; 

α – уровень значимости; 
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n1 – величина первой выборки; 

n2 – величина второй выборки. 

Если гипотеза о равенстве дисперсий принимается, то можно образовать 

объединенную оценку дисперсии 

4

)2()2(

21

2

22

2
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

nn

snsn
S

                                  (4) 

Проверка гипотезы о равенстве коэффициентов при переменной 

Для проверки гипотезы о равенстве коэффициентов при переменной 

рассматривается критерий 
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где 
2

1Xs , 
2

2Xs  – выборочное значение дисперсии случайной величины х для 

первой и второй кривой соответственно. 

Если гипотеза о равенстве коэффициентов при переменной верна, то 

соотношение (5) подчиняется распределению Стьюдента. 

Гипотеза о равенстве коэффициентов при переменной отвергается с 

уровнем значимости α, если  

)4;
2

1(|| 21  nntta



                                   (6) 

где 1 2(1 ; 4)
2

t n n


    – квантиль распределения Стьюдента уровня α; 

Если гипотеза о равенстве коэффициентов при переменной принимается, то 

можно образовать объединенную оценку коэффициента при переменной 
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Проверка гипотезы о равенстве свободных коэффициентов. Для проверки 

гипотезы о равенстве свободных коэффициентов рассматривается критерий 
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где 

2

1Ys , 
2

2Ys  – выборочное значение дисперсии случайной величины у для первой 

и второй кривой соответственно; 

1x , 2x  – среднеарифметическое значение случайной величины х для первой 

и второй кривой соответственно; 

1y , 2y  – среднеарифметическое значение случайной величины у для первой 

и второй кривой соответственно. 

Если гипотеза о равенстве свободных коэффициентов верна, то 

соотношение (8) подчиняется распределению Стьюдента. 

Гипотеза о равенстве свободных коэффициентов отвергается с уровнем 

значимости α, если  

)3;
2

1(|| 21  nnttb



                             (10) 

 

Сравнение кривых МЦУ материала ЭП741НП для разных асимметрий цикла 

В данном разделе проведено сравнение средних кривых МЦУ для материала 

ЭП741НП, с целью установить, что различие в коэффициентах кривых для разных 

асимметрий цикла не является случайным. 

Сравнение проведено для разных температур при разных асимметриях 

цикла по методике, описанной в разделе 3. 

В таблице 1 приведены результаты сравнения, цветом закрашены ячейки, в 

которых соблюдаются неравенства (3) и (6). 

Из таблицы 1 видно, что, при данном уровне значимости α, для кривых МЦУ 

при температуре 350 °С отвергается гипотеза о равенстве коэффициентов при 

переменной.  

Из таблицы 1 видно, что, при данном уровне значимости α, для кривых МЦУ 

при температуре 550 °С отвергается гипотеза о равенстве дисперсий.  
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Кривые МЦУ для разных асимметрий цикла при температурах 450 °С, 650 °С 

и 750 °С статистически идентичны. 

Таблица 1 

Сравнение кривых МЦУ для разных асимметрий цикла 

 

Параметры 
Температура, °С 

350 450 550 650 750 

α 0,05 

cS  1,46796 2,25322 3,37206 1,40003 1,31828 

)2;2;
2

1( 21  nnf


 2,25507 2,25507 2,29864 2,22646 2,28912 

at  2,11944 1,73377 0,50223 0,27065 0,63007 

)4;
2

1( 21  nnt


 2,01063 2,01063 2,00958 2,00665 2,00856 

bt  0,73026 1,64967 0,71757 0,87098 0,41218 

)3;
2

1( 21  nnt


 2,00958 2,00958 2,00856 2,00575 2,00758 

 

С учетом данных таблицы 1, можно сделать предположение, что с ростом 

температуры влияние коэффициента асимметрии цикла на долговечность для 

материала ЭП741НП уменьшается. 

Поскольку для части кривых при разных асимметриях цикла различие все 

же значимо, в дальнейшем будем исходить из предположения, что различие 

между кривыми МЦУ при разных асимметриях цикла значимо для всех 

температур. 

 

Анализ коэффициентов кривых МЦУ материала ЭП741НП 

В данном разделе проведено сравнение коэффициентов кривых МЦУ для 

разных асимметрий цикла. 

На рисунке 3 приведены зависимости коэффициентов кривых МЦУ от 

температуры испытаний C1 = C1(Т), C0 = C0(Т) при разных коэффициентах 

асимметрии цикла. 

Из рисунка видно, что коэффициенты для кривых МЦУ зависят от 

температуры испытаний, и в основном понижаются с увеличением температуры, 
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однако для Rε = 0,5 при температуре 750 °С наблюдается повышение 

коэффициентов. 

Зависимость коэффициентов кривых МЦУ от температуры для асимметрии 

цикла Rε = 0 имеет вид близкий к линейному для температур в диапазоне от 

450 °С до 750 °С. 

Коэффициенты кривых МЦУ в целом повышаются с ростом коэффициента 

асимметрии цикла для температур от 350 °С до 550 °С. 

На рисунках 4-7 приведены зависимости свободных членов кривых МЦУ от 

коэффициентов при переменной C0 = C0(C1) для разных коэффициентов 

асимметрии цикла. 

Рассматривается зависимость C0 = C0(C1) так как для средних и 

минимальных кривых МЦУ коэффициенты C0 будут различаться, а 

коэффициенты C1 будут одинаковыми. 

Зависимость C0 = C0(C1) ищется в виде линейного уравнения 

0 1 ;C a C b                                    (11) 

 

 
Рисунок 3 – Сравнение коэффициентов кривых МЦУ для асимметрии цикла Rε = 0 и Rε = 0,5 в 

зависимости от температуры 
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Далее проведена статистическая обработка взаимосвязи C0 = C0(C1). 

Найдены линейные уравнения регрессии и коэффициенты корреляции. Описание 

подобной обработки можно найти, например, в работе [20]. 

Анализ проводится раздельно для средних и для минимальных кривых МЦУ 

в связи с тем, что при построении минимальных кривых МЦУ дисперсия для 

разных температур испытаний разная. 

 
Рисунок 4 – Зависимость C0 = C0(C1) для средних кривых МЦУ при Rε = 0 

 
Рисунок 5 – Зависимость C0 = C0(C1) для минимальных кривых МЦУ при Rε = 0 
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Рисунок 6 – Зависимость C0 = C0(C1) для средних кривых МЦУ при Rε = 0,5 

 

 
 

Рисунок 7 – Зависимость C0 = C0(C1) для минимальных кривых МЦУ при Rε = 0,5 

 

Результаты статистической обработки приведены в таблице 2. 
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Таблица 2 

Результаты обработки взаимосвязи C0 = C0(C1) между коэффициентами кривых МЦУ 

 

Параметры 

Вариант взаимосвязи 

Rε = 0 

Средняя 

Rε = 0 

Минимальная 

Rε = 0,5 

Средняя 

Rε = 0,5 

Минимальная 

а 2,42242 2,51231 2,19952 2,28408 

b 6,14745 6,18658 4,52734 4,40424 

XYr  0,9929 0,98413 0,99875 0,99942 

 

Из таблицы 2 видно, что для всех кривых МЦУ получены линейные 

зависимости между коэффициентами данных кривых с коэффициентами 

корреляции rXY выше 98 %. 

Из рисунков 4-7 и таблицы 2 видно, что между коэффициентами кривых 

МЦУ присутствует взаимосвязь близкая к линейной. А из этого следует, что для 

кривых МЦУ существует фокусная точка. Для выяснения физической природы 

такой взаимосвязи и более точного ее математического описания нужны 

дополнительные исследования. 

Таким образом, коэффициенты кривых МЦУ имеют выраженную 

зависимость, как от температуры, так и от асимметрии цикла, при этом они 

также взаимосвязаны между собой. 

Данные зависимости необходимо учитывать при расчетах долговечности по 

кривым МЦУ. 

 

Сравнение зависимостей для коэффициентов кривых МЦУ 

В данном разделе проведено сравнение взаимосвязей между 

коэффициентами кривых МЦУ, полученных в предыдущем разделе, с целью 

установить, что различие в коэффициентах кривых для разных асимметрий 

цикла не является случайным. 

Сравнение проведено по методике, описанной в разделе сравнения 

линейных регрессий экспериментальных данных, результаты приведены в 

таблице 3. 
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Таблица 3 

Сравнение зависимостей для коэффициентов кривых МЦУ 

 

Параметры 
Тип кривых 

Средние Минимальные 

α 0,05 

cS  1,31035 6,38306 

)2;2;
2

1( 21  nnf


 15,43918 15,43918 

at  1,29923 1,05267 

)4;
2

1( 21  nnt


 2,44691 2,44691 

bt  0,15992 0,24549 

)3;
2

1( 21  nnt


 2,36462 2,36462 

 

Из таблицы 3 видно, что гипотеза о равенстве кривых регрессий при разных 

коэффициентах асимметрии цикла для разных вариантов осреднения не 

противоречит экспериментальным данным. Поэтому следует объединить 

полученные выборки и найти общие кривые. 

В качестве заключения в данном разделе вводится следующая гипотеза: 

связь между коэффициентами кривых МЦУ 0 1 ;C a C b    является 

характеристикой материала и не зависит от температуры и асимметрии цикла 

нагружения. 

 

Построение общей зависимости для коэффициентов кривых МЦУ 

Результаты статистической обработки объединенных опытных данных 

приведены в таблице 4. 

Таблица 4 

Результаты обработки объединенных опытных данных 

 

Параметры 
Вариант взаимосвязи 

Средние Минимальные 

а 2,17878 2,23079 

b 4,49778 4,24108 

XYr  0,99579 0,99248 
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Объединенные прямые, описывающие взаимосвязь между коэффициентами 

кривых МЦУ, для средних и минимальных кривых приведены в таблице 5 и на 

рисунках 8-9.  

Таблица 5 

Взаимосвязи между коэффициентами кривых МЦУ 

 

Осреднение Уравнение 

Среднее C0 = 2,1788· C1 + 4,4978 

Минимальное C0 = 2,2308· C1 + 4,2411 

 

Остается открытым вопрос о том, какими физическими процессами 

обосновано такое поведение кривых МЦУ, что между их коэффициентами в 

двойных логарифмических координатах наблюдается взаимосвязь, близкая к 

линейной. 

 

 
 

Рисунок 8 – Зависимость между коэффициентами средних кривых МЦУ 
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Рисунок 9 – Зависимость между коэффициентами минимальных кривых МЦУ 

 

Построение фокусной точки 

В разделе, посвященному анализу коэффициентов отмечено, что для 

кривых МЦУ материла ЭП741НП должна существовать фокусная точка. 

В данном разделе описывается построение фокусной точки для 

пересекающихся прямых. 

Пусть имеется семейство прямых, описываемых формулой 

;N a b                                     (12) 

И пусть между коэффициентами прямых есть взаимосвязь 

;b k a d                           (13) 

Теперь найдем точку пересечения εф двух прямых семейства (12) 

1 1 2 2;ф фa b a b                 

тогда εф будет 

1 2

2 1

( )
;

( )
ф

b b

a a






            

Поскольку между коэффициентами семейства прямых (12) есть 

взаимосвязь (13), получаем 
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1 2 2 1

2 1 2 1

( ) ( )
;

( ) ( )
ф

k a d k a d a a
k k

a a a a


     
    

 
        

то есть 

;ф k                           (14) 

Получаем, что если у коэффициентов семейства прямых (12) есть 

взаимосвязь (13), то все прямые семейства пересекаются в одной точке с 

абсциссой (14). 

Поскольку взаимосвязь (12) является статистической, то кривые МЦУ будут 

пересекаться не строго в точке εф, а в некотором доверительном интервале, 

размер которого будет зависеть от доверительной вероятности. 

 

Заключение 

В статье проведено сравнение кривых малоцикловой усталости при разных 

температурах для разных асимметрий цикла нагружения. Показано, что с ростом 

температуры влияние коэффициента асимметрии цикла на долговечность для 

материала ЭП741НП уменьшается. 

Коэффициенты кривых имеют выраженную зависимость, как от 

температуры, так и от асимметрии цикла. 

Между коэффициентами кривых малоцикловой усталости при переменной 

и свободными коэффициентами присутствует взаимосвязь близкая к линейной. А 

из этого следует, что для них существует фокусная точка. Для выяснения 

физической природы такой взаимосвязи и более точного ее математического 

описания нужны дополнительные исследования. 

Показано, что зависимости между коэффициентами кривых малоцикловой 

усталости для разных асимметрий цикла статистически идентичны. В связи с 

этим введена гипотеза о том, что связь между коэффициентами кривых является 

характеристикой материала и не зависит от температуры и асимметрии цикла 

нагружения. 

Проведено построение фокусной точки для пересекающихся прямых, 

имеющих линейную взаимосвязь между коэффициентами. Отмечено, что, так как 

взаимосвязь между коэффициентами является статистической, то кривые 
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малоцикловой усталости будут пересекаться не строго в фокусной точке, а в 

некотором доверительном интервале, размер которого будет зависеть от 

доверительной вероятности. 
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