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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãîèíñòèòóòà (íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà, ÌÀÈ).Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð Êèáçóí Àíäðåé Èâàíîâè÷Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,Ùåðáàêîâ Ïàâåë Ñåðãååâè÷,Ô�ÁÓÍ Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿèì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà �ÀÍ, ãëàâíûéíàó÷íûé ñîòðóäíèê.êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,äîöåíò�ûáàêîâ Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðîâè÷,Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöè-îíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò),äîöåíò.Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ô�ÁÓÍ Èíñòèòóò ïðîáëåì èí�îðìàòèêè�ÀÍ
Çàùèòà ñîñòîèòñÿ �21� äåêàáðÿ 2012 ã. â 10 ÷. 30 ìèí. íà çàñåäàíèè Äèññåðòàöèîííîãîñîâåòà Ä212.125.04 Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà ïî àäðåñó: 125993, Ìîñêâà,À-80, �ÑÏ-3, Âîëîêîëàìñêîå ø., 4, àóäèòîðèÿ 301 �ÀÊ.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòè-òóòà (íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà).Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí � � 2012 ã.Ó÷åíûé ñåêðåòàðü Äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä212.125.04,êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Í.Ñ.Ñåâåðèíà



ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÎáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ çàäà-÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì â �îðìå èíòåãðàëü-íîé êâàíòèëè. Èíòåãðàëüíóþ êâàíòèëü òàêæå íàçûâàþò Conditional-Value-at-Risk (CVaR), Average-Value-at-Risk (AVaR), Expe
ted Shortfall,Tail Value-at-Risk (TVaR), Tail Conditional Expe
tation (TCE).Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â òåõíèêå, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè ÷àñòî ïðè-õîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, ãäå ÷àñòü èñõîä-íûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè. Òàêèå ìîäåëè óäîáíî îïèñûâàòü ñïîìîùüþ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèå çàäà÷è, âîòëè÷èå îò äåòåðìèíèðîâàííûõ, ó÷èòûâàþò ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó ïðî-èñõîæåíèÿ ñîáûòèé, îêàçûâàþùèõ âàæíîå âëèÿíèå íà ñàìó ìîäåëü.Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êàêïðàâèëî, áîëåå àäåêâàòíû. Çàäà÷àì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿïîñâÿùåíû ðàáîòû Äæ. Á¼ðæà, �. Âåò
à, Ñ. Âîëëàñà, Þ.Ì. Åðìîëüåâà,Ï. Êàëëà, Þ.Ñ. Êàíà, À.È. Êèáçóíà, Â. Êóïåðà, �. Ëåïïà, Ê. Ìàðòè,À.Â. Íàçèíà, Í.Ì. Íîâèêîâîé, Á.Ò. Ïîëÿêà, À. Ïðåêîïû, Ý. �àéêà,Ñ.Ï. Óðÿñüåâà, À. ×àðíñà, Ä.Á. Þäèíà è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.Ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì ñòîõàñòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ âîçäóøíûì äâèæåíèåì èïëàíèðîâàíèÿ ïîëåòîâ ñ ó÷åòîì ïîãîäíûõ óñëîâèé, çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿäîáû÷è óãëÿ, çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïåðåâîçîê è ìíîãèå äðóãèå. Íàïðàêòèêå çíà÷èòåëüíî ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, îïèñàííûå â òåðìèíàõíåëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ê òàêîì êëàññó ïðè-íàäëåæàò ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðî-åíèåì èíâåñòèöèîííîãî ïîðò�åëÿ, èçó÷àâøèåñÿ â ðàáîòàõ Â.Â. Äîìáðîâ-ñêîãî, Þ.Ñ. Êàíà, Äæ. Êåëëè, À.È. Êèáçóíà, Å.À. Êóçíåöîâà, �. Ìàð-êîâèöà, À.�. Ïàíêîâà, Ê.Â. Ñåìåíèõèíà, Äæ. Òîáèíà, Ñ.Ï. Óðÿñüåâà;îðãàíèçàöèîííî-òåõíè÷åñêèå çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ äîáû÷è, îáðàáîòêèè õðàíåíèÿ íå�òè, îïòèìèçàöèè äåÿòåëüíîñòè æåëåçíîäîðîæíîãî óçëà,ïðîãíîçà ñêîðîñòè âåòðà è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è. Â àâèàöèîííîé ñ�åðåâ ïîñëåäíèå ãîäû ïðè ñèíòåçå è àíàëèçå àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ îáú-åêòàìè, íàïðèìåð, ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè èëè ðàêåòàìè, èñïîëüçó-þòñÿ çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõóäàåòñÿ ñâåñòè ê çàäà÷àì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà-÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõÁ.È. Àíàíüåâà, Á.Ö. Áàõøèÿíà, �. Áåëëìàíà, À. Áðàéñîíà, �. Êàëìàíà,È.ß. Êàöà, Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, Ì.Í. Êðàñèëüùèêîâà, Í.Í. Êðàñîâ-ñêîãî, Â.Â. Ìàëûøåâà, À.È. Ìàòàñîâà, Á.Ì. Ìèëëåðà, À.Â. Íàóìîâà,3



Ï.Â. Ïàêøèíà, À.Â. Ïàíòåëååâà, Þ.Ï. Ïûòüåâà, �.À. Òèìî�ååâîé,Â.Ì. Õàìåòîâà, Ô.Ë. ×åðíîóñüêî.Â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàííèÿ îò âûáîðà êðèòåðèÿíàïðÿìóþ çàâèñèò àäåêâàòíîñòü ïîëó÷åííûõ ñòðàòåãèé, ïîýòîìó âûáîðêðèòåðèÿ ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Íåïðàâèëüíûéâûáîð êðèòåðèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðåäñêàçóåìûì èëè íåóäà÷íûìðåçóëüòàòàì.Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð èç ñîâðåìåííîé òåîðèè èíâåñòèðîâàíèÿ.Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå Ìàðêîâèöà ñðåäíèé äîõîä �èêñèðóåòñÿ, èìèíèìèçèðóåòñÿ äèñïåðñèÿ äîõîäà êàê ìåðà ðèñêà ïîëó÷èòü äîõîä, îò-ëè÷íûé îò ñðåäíåãî. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ïîñòàíîâêà íå îïðàâäàíà,òàê êàê ñëàáî ó÷èòûâàåò ñóáúåêòèâíûå æåëàíèÿ èãðîêà. Áîëåå òîãî,ïðè òÿæåëûõ �õâîñòàõ� ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòàíîâêà Ìàðêîâèöà ìîæåòáûòü è âîâñå ëèøåíà ñìûñëà. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáðàòü ìàê-ñèìèçàöèþ ñðåäíåãî äîõîäà, âîçíèêàåò ý��åêò, íàçûâàåìûé ý��åêòîì�áèðæåâîãî ïàðàäîêñà�. Äàííûé ý��åêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äîõîäëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèÿ, ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íîâåðîÿòíîñòü ðàçîðèòüñÿ ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Êâàíòèëüíàÿïîñòàíîâêà çàäà÷è (èëè ïîñòàíîâêà ñ VaR-êðèòåðèåì) çàêëþ÷àåòñÿ âïîèñêå ñòðàòåãèè, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ìàêñèìàëüíûé äîõîä ñ çàäàííîéâåðîÿòíîñòüþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ãîðàçäî ëó÷øå ó÷èòûâàåò èíòåðåñûèíâåñòîðà, ÷åì îïèñàííûå âûøå, îäíàêî è åå ëåãêî ðàñêðèòèêîâàòü.Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþãàðàíòèðóåò äîõîä â 1 ðóáëü, íî ïðè ýòîì âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõñóëèò ìèëëèîííûå óáûòêè. Òàêóþ ñòðàòåãèþ ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïî-ìîùüþ VaR-êðèòåðèÿ, ïîñêîëüêó îí íå ó÷èòûâàåò âñå íåáëàãîïðèÿòíûåñëó÷àè çà óðîâíåì çàäàííîé âåðîÿòíîñòè (íà �õâîñòå� ðàñïðåäåëåíèÿ). Â÷àñòíîñòè, ÷òîáû èçáåæàòü ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ñòðàòåãèé, áûë ïðåäëîæåíCVaR-êðèòåðèé (èíòåãðàëüíàÿ êâàíòèëü), êîòîðûé õàðàêòåðåçóåò óñðåä-íåííîå çíà÷åíèå â íåáëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àÿõ.Çàäà÷àì ñ VaR-êðèòåðèåì ïîñâÿùåíû ðàáîòû Á.Â. Âèøíÿêîâà,�. Ëåïïà, À.Â Íàóìîâà, Â.È. Íîðêèíà, Þ.Ñ. Êàíà, À.È. Êèáçóíà,Â.Â. Ìàëûøåâà, Å.Ë. Ìàòâååâà, Ê. Ìàðòè è äðóãèõ. Çàäà÷è ñ CVaR-êðèòåðèåì ðàññìàòðèâàþòñÿ íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ô. Àðöíåðà, Ä. Äåíò-÷åâîé, Å.À. Êóçíåöîâà, À.È. Êèáçóíà, Å.À. Íóðìèíñêîãî, Äæ. Ï�ëþãà,�. �îêà�åëëàðà, À. �ó÷èíñêîãî, Ñ.Â. Ñòîÿíîâà, Ñ. Óðÿñüåâà, À. Øàïèðî.Ïåðâûå ðàáîòû ïî CVaR-êðèòåðèþ áûëè ñäåëàíû â ñàìîì êîíöå XX-âåêà. Îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì êîãåðåíòíîé ìåðû ðèñêà. VaR,â îòëè÷èå îò CVaR-êðèòåðèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíîé ìåðîé ðèñêà.4



CVaR òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ìåðîé ðèñêà. Èç-çà ýòèõ ñâîéñòâ CVaR-êðèòåðèþ â ïîñëåäíèå ãîäû ñòàëî óäåëÿòüñÿ áîëüøîå âíèìàíèå â íàó÷-íûõ ðàáîòàõ.Ó CVaR êðèòåðèÿ òàêæå åñòü íåäîñòàòêè. CVaR íåëüçÿ îïðåäåëèòüäëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ �òÿæåëûìè� õâîñòàìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùå-ñòâåííûì íåäîñòàòêîì ïî ñðàâíåíèþ ñ VaR. Íà ïðàêòèêå çàäà÷è ÷àñòî�îðìóëèðóþòñÿ â âèäå òðåáîâàíèé ïî íàäåæíîñòè (îãðàíè÷åíèå íàâåðîÿòíîñòè). Òàêèå çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ñ VaR êðèòåðèåì,íî íå ñ CVaR.Ïîìèìî ýòîãî CVaR è VaR êðèòåðèè îáëàäàþò òåñíîé ñâÿçüþ ìåæäóñîáîé. Îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç îïðåäåëåíèå,ïðè÷åì ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñïðàâåä-ëèâûå äëÿ VaR, òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ CVaR-êðèòåðèåì. Õîòÿ ñàìè êðèòåðèè ðàçíûå, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëó÷àè,êîãäà ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ VaR è CVaR áóäóò ñîâïàäàòü.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ êðåøåíèþ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàòðóäíåíî òåì, ÷òîöåëåâàÿ �óíêöèÿ èìååò ñëó÷àéíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîéòðóäíîñòè áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèéêâàçèãðàäèåíò. Åìó ïîñâÿùåíû ðàáîòû Þ.Ì. Åðìîëüåâà, À.Ì. �óïàëà,Â.Ñ. Ìèõàëåâè÷à, Â.È. Íîðêèíà, Ñ. Óðÿñüåâà è äðóãèõ. Ïðèìåíåíèåòàêèõ àëãîðèòìîâ äîñòàòî÷íî ïîëíî èññëåäîâàííî äëÿ çàäà÷ ñ VaR-êðèòåðèåì, íåêîòîðûå ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ CVaR-êðèòåðèÿ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãîêâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ CVaR-êðèòåðèåì.Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîèñêàîïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñCVaR-êðèòåðèåì, èïîëüçóþùèõ ñâîéñòâà VaR-êðèòåðèÿ, ÿâëÿåòñÿ àêòó-àëüíîé.Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ðå-øåíèÿ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ CVaR-êðèòåðèåì,èñïîëüçóþùèõ ñâîéñòâà è èí�îðìàöèþ î çíà÷åíèè VaR-êðèòåðèÿ.Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ:1) ïîñòðîåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ ýêâèâàëåíòîâ äëÿ çàäà÷ ñ CVaR-êðèòåðèåì;2) îïèñàíèå óñëîâèé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ ñ êðèòåðèÿìè VaR èCVaR;3) ðàçðàáîòêà ñòîõàñòè÷åñêîãî êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ìèíèìè-5



çàöèè CVaR-êðèòåðèÿ;4) ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíèðîâàííîé çàäà÷è ñVaR-êðèòåðèåì è îãðàíè÷åíèåì íà CVaR.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåìèñïîëüçîâàëèñü ñîâðåìåííûå ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, íåëèíåéíîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ, âûïóêëîãî àíàëèçà è ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Äëÿèññëåäîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû êîìïüþòåðíîãîñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷è-âàåòñÿ:1) ñòðîãîñòüþ ïîñòàíîâîê è äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé;2) ïîäòâåðæäåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ðÿäà òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ý�-�åêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ âåðîÿòíîñòíîé îïòèìèçàöèè, ñðåäè êîòîðûõìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:1) Ïîëó÷åíû äåòåðìèíèðîâàííûå ýêâèâàëåíòû äëÿ øèðîêîãî êðóãàçàäà÷ ñ ÑVaR-êðèòåðèåì;2) Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷ ñ VaR è CVaR êðèòåðè-ÿìè äëÿ áèëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèè ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèèñëó÷àéíîãî âåêòîðà;3) Ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè VaRè CVaR ýêâèâàëåíòû äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ �óíêöèè ïîòåðü;4) �àçðàáîòàí ñòîõàñòè÷åñêèé êâàçèãðàäèåíòíûé àëãîðèòì ìèíèìè-çàöèè CVaR-êðèòåðèÿ, èñïîëüçóþùèé âûáîðî÷íûå îöåíêè, ñõîäÿùèéñÿïî÷òè íàâåðíîå;5) Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ VaR-êðèòåðèåì è îãðàíè-÷åíèåì íà CVaR äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé è áèëèíåéíîé �óíêöèé ïîòåðü.Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ îáëàäàåò ïðàêòè÷åñêîéçíà÷èìîñòüþ, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíîðåøàòü ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñ CVAR-êðèòåðèåì, â ÷àñòíîñòè:â îáëàñòè ýêîíîìèêè ïðè ïîñòðîåíèè ðàöèîíàëüíîé ñòðàòåãèè ðàñïðå-äåëåíèÿ ðåñóðñîâ;â îáëàñòè òåõíèêè � ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè âçëåòíî-ïîñàäî÷íîé ïîëîñû: íàéäåíà å¼ âåðõíÿÿ îöåíêà ñ èñïîëüçîâàíèåì CVaR-êðèòåðèÿ.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäó-6



þùèõ íàó÷íûõ êîí�åðåíöèÿõ è ñèìïîçèóìàõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�å-ðåíöèÿ �Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà� (Ìîñêâà, 2011, 2012ãã.), Ìåæäóíàðîä-íàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ îëèìïèàäà ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ �BOAC�(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2011ã.), Ìåæäóíàðîäíàÿ (43-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ) ìî-ëîäåæíàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè¿,(Åêàòåðèíáóðã, 2012ã.), ìîëîäåæíàÿ øêîëà �Èí�îðìàöèÿ, óïðàâëåíèå,îïòèìèçàöèÿ� (ßðîïîëåö, 2011ã., Çâåíèãîðîä, 2012ã.) à òàêæå íà íàó÷íîìñåìèíàðå â ÌÀÈ.Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû âòðåõ ñòàòüÿõ [1-3℄ â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ, â íàó÷íîìæóðíàëå [4℄ è â òðóäàõ è òåçèñàõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîí�åðåí-öèé [5-12℄.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-íèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (99 èñòî÷íèêîâ). Îáúåìäèññåðòàöèè âêëþ÷àåò 105 ìàøèíîïèñíûõ ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 2 ðèñóíêà,1 òàáëèöó. ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû,ñ�îðìóëèðîâàíû öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèè, îïèñàíà ñòðóêòóðà ðàáîòû,ïåðå÷èñëåíû ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè íîâûå ðåçóëüòàòû.Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ,îòíîñÿùèåñÿ ê ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, à òàêæå ê ìàòåìà-òè÷åñêîìó è âûïóêëîìó àíàëèçó, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòûïîñòàíîâîê çàäà÷ ñ âåðîÿòíîñòíûìè êðèòåðèÿìè.�àññìîòðèì Φ(u,X) � �óíêöèþ ïîòåðü, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ìèíè-ìèçèðîâàòü. Âåêòîð u ðàçìåðíîñòè m èìååò ñìûñë óïðàâëåíèÿ, u ∈ U ⊂
⊂ R

m, U � îáëàñòü äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, à X � âåêòîð ñëó÷àéíûõïàðàìåòðîâ ðàçìåðíîñòè n.Îïðåäåëèì äëÿ Φ(u,X) �óíêöèþ âåðîÿòíîñòè, VaR-êðèòåðèé (�óíê-öèþ êâàíòèëè) è CVaR-êðèòåðèé (�óíêöèþ èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè):
Pϕ(u)

def
= P{Φ(u,X) 6 ϕ}, (1)ãäå ϕ � íåêîòîðûé äîïóñòèìûé óðîâåíü ïîòåðü,

ϕα(u)
def
= [Φ(u,X)]α

def
= min{ϕ : Pϕ(u) > α}, (2)

ψα(u)
def
= {Φ(u,X)}α def

=
1

1− α

∫ 1

α

ϕβ(u)dβ. (3)7



VaR-êðèòåðèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîòåðè ïðè âûáðàííîé ñòðàòåãèè u ñâåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå α íå ïðåâûñÿò çíà÷åíèÿ ϕα(u). CVaR-êðèòåðèé� óñðåäíåííîå çíà÷åíèå �óíêöèè êâàíòèëè íà îòðåçêå [α, 1]. Ôèçè÷åñêèéñìûñë äàííîé �óíêöèè åñòü óñðåäíåííûå ïîòåðè íà �õâîñòå� ðàñïðåäå-ëåíèÿ.Â òåõíè÷åñêèõ çàäà÷àõ VaR ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü ãàðàíòèðîâàííóþñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ òî÷íîñòü ïîïàäàíèÿ îáúåêòà â çàäàííóþ îá-ëàñòü. Òîãäà CVaR õàðàêòåðèçóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå òî÷íîñòè çà óðîâíåìVaR.Êàê âèäíî èç (3) VaR è ÑVaR ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç îïðåäåëåíèå.Ìåæäó íèìè òàêæå óñòàíîâëåíà äðóãàÿ ñâÿçü.Ò å î ð å ì à 1.1. [Êèáçóí À.È., Êóçíåöîâ Å.À.℄ Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
u ∈ U âûïîëíåíî óñëîâèå |ψα(u)| < ∞, òî �óíêöèÿ ψα(u) ïðåäñòàâèìàâ âèäå

ψα(u) = λα(u)ϕα(u) + (1− λα(u))ψ
+
α (u), (4)ãäå

λα(u)
def
=

Pϕα(u)(u)− α

1− α
, ψ+

α (u)
def
= M[Φ(u,X)|Φ(u,X) > ϕα(u)]. (5)CVaR-êðèòåðèé òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòè-ìèçàöèè.Ò å î ð å ì à 1.2. [Ro
kafellar R.T., Uryasev S.℄ Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî u ∈

∈ U âûïîëíåíî óñëîâèåM[Φ(u,X)] < ∞, òî �óíêöèÿ ψα(u) ïðåäñòàâèìàâ âèäå
ψα(u) = min

ϕ∈R
Fα(u, ϕ), (6)ãäå

Fα(u, ϕ)
def
= ϕ+

1

1− α
M[max{0,Φ(u,X)− ϕ}]. (7)Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà VaR è CVaR êðèòåðèåâ,êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòå. �àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêî-ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì â �îðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,VaR-êðèòåðèåì, CVaR-êðèòåðèåì. Äàííûå ïîñòàíîâêè ðàññìîòðåíû êàêâ òåðìèíàõ ïîòåðü, òàê è â òåðìèíàõ òî÷íîñòè (äîõîäîâ).Çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ VaR-êðèòåðåì

ϕα(u) → min
u∈U

. (8)8



Çàäà÷è ñ VaR-êðèòåðèåì âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî íàéòèòàêóþ ñòðàòåãèþ u, êîòîðàÿ áû ìèíèìèçèðîâàëà ïîòåðè ñ çàäàííîéâåðîÿòíîñòüþ α.Çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ CVaR-êðèòåðèåì
ψα(u) → min

u∈U
. (9)Çàäà÷è ñ CVaR-êðèòåðèåì âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìîìèíèìèçèðîâàòü óñðåäíåííûå ïîòåðè, íàñòóïàþùèå â íåáëàãîïðèÿòíûõñëó÷àÿõ (âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ òàêèõ ñëó÷àåâ 1− α).Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ VaR è CVaR-êðèòåðèÿìè, íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äàííûå çàäà÷è ýêâèâàëåíòû.Óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó �îðìóëèðîâêàìè çàäà÷ â òåðìèíàõòî÷íîñòè (äîõîäà) è òåðìèíàõ ïîòåðü, ïðèâåäåííûìè â ïåðâîé ãëàâåðàáîòû.Äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è êâàíòèëüíîé îïòèìèçàöèè èñïîëüçó-åòñÿ îáîçíà÷åíèå

Uϕ
α = Argmin

u∈U
ϕα(u), uϕα = argmin

u∈U
ϕα(u), (10)äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè

Uψ
α = Argmin

u∈U
ψα(u), uψα = argmin

u∈U
ψα(u). (11)Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è 
 êðèòåðèåì â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-äàíèÿ îáîçíà÷åíî êàê

UM = Argmin
u∈U

M[Φ(u,X)], uM = argmin
u∈U

M[Φ(u,X)]. (12)Â ðàáîòå Á.Â. Âèøíÿêîâà è À.È. Êèáçóíà ïîëó÷åíû äåòåðìèíèðî-âàííûå ýêâèâàëåíòû äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè VaR-êðèòåðèÿ (10) äëÿðàçëè÷íûõ �óíêöèé ïîòåðü. Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíûäåòåðìèíèðîâàííûå ýêâèâàëåíòû çàäà÷è (11) äëÿ ðàçíûõ öåëåâûõ �óíê-öèé.Äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ öåëåâûõ �óíêöèé ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, êîãäàçàäà÷è ñ CVaR-êðèòåðèåì è VaR-êðèòåðèåì èìåþò îáùèé äåòåðìèíèðî-âàííûé ýêâèâàëåíò.Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå îäíîé èççàäà÷ (10),(11),(12) ÷àñòè÷íî ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ äðóãîé çàäà÷è, åñëèìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîé íå ïóñòî è îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîìðåøåíèé âòîðîé. 9



Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíà èç çàäà÷ (10),(11),(12)ýêâèâàëåíòíà äðóãîé òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.1. Ôóíêöèÿ ïîòåðü, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Ë å ì ì à 2.5. Ïóñòü Φ(u,X) = s1(u) + s2(u)f1(X), ãäå
f1(x) : R

n → R � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, M[f1(X)] <∞,
s1(u) : R

m → R, s2(u) : Rm → R
+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ,

U∗
def
= Argmin

u∈U
s1(u) ∩ Argmin

u∈U
s2(u) 6= ∅.Òîãäà(i) åñëè M[f1(X)] > 0, òî äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1) Uψ

α = UM = U∗;(ii) åñëè [f1(X)]β > 0 äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ (0, 1), òî äëÿ âñåõ α ∈ [β, 1)
Uϕ
α = Uψ

α = U∗.2. Ôóíêöèÿ ïîòåðü ñî ñêàëÿðíîé áèëèíåéíîé ñòðóêòóðîé.Áèëèíåéíîé �óíêöèåé áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ âèäà Φ(u,X) = uTX.Â ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü Φ(u,X) =
r(s1(u) + s2(u)f1(X) + f2(X)),
r(·) : R → R � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà �óíêöèÿ,
s1(u) : R

m → R, s2(u) : Rm → R
+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ íà U �óíêöèÿ,

f1(x) : R
n → R è f2(x) : Rn → R � èçìåðèìûå �óíêöèè,

f1(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R
m, M[Φ(u,X)] <∞ äëÿ âñåõ u ∈ U ,

U∗
def
= Argmin

u∈U
s1(u) ∩ Argmin

u∈U
s2(u) 6= ∅. (13)Òîãäà äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1) çàäà÷à (13) áóäåò ÷àñòè÷íî ýêâèâàëåíòíàçàäà÷àì (10), (11) è ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (12).3. Ôóíêöèÿ ïîòåðü îáëàäàåò áèëèíåéíîé ñòðóêòóðîé ïðè 
�åðè÷å-ñêè ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðàX ñ�åðè÷åñêèñèììåòðè÷íî, åñëè åãî ïëîòíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

pX(x)
def
= f(||x||2) = f(xTx), (14)ãäå �óíêöèÿ f(t) îïðåäåëåíà äëÿ t ∈ [0,∞) è ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé.Â ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè.Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü �óíêöèÿ ïîòåðü èìååò âèä Φ(u,X) = r(uTAX),ãäå ||ATu|| > 0, à ðàñïðåäåëåíèå X èìååò âèä (14), [X1]β > 0 äëÿíåêîòîðîãî β ∈ (0, 1), ïðè÷åì M[Φ(u,X)] < ∞ äëÿ âñåõ u ∈ U . Òîãäàäëÿ âñåõ α ∈ [β, 1) çàäà÷è (10), (11) ýêâèâàëåíòíû, ò.å.

Uϕ
α = Uψ

α = U∗
def
= Argmin

u∈U
||ATu||.10



4. Ôóíêöèÿ ïîòåðü îáëàäàåò áèëèíåéíîé ñòðóêòóðîé ïðè ñèììåò-ðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå n-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = (X1, X2, ..., Xn)
T ñèììåòðè÷íî, åñëèåãî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(x1, x2, ..., xn) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè âñåõïåðåñòàíîâêàõ âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xn.Â ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè.Ò å î ð å ì à 2.4. Ïóñòü Φ(u,X) = −∑m
i=1 uiXi, X îáëàäàåòñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì òàêèì, ÷òî α-ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûìè [−Xi]α < 0, M[Xi] = µ <∞ äëÿ âñåõ i = 1, m, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõñòðàòåãèé U = {u :

∑m
i=1 ui = 1, ui > 0, i = 1, m}. Òîãäà çàäà÷è (10), (11)÷àñòè÷íî ýêâèâàëåíòíû çàäà÷å (12) è èõ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
uϕα = uψα = (1/m, ..., 1/m)T ,

ϕα(u
ϕ
α) =

1

m

[
−
∑m

i=1
Xi

]
α
, ψα(u

ψ
α) =

1

m

{
−
∑m

i=1
Xi

}
α
.Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñòîõàñòè÷åñêîìó êâàçèãðàäèåíòíîìó àëãî-ðèòìó (ÑÊÀ) ìèíèìèçàöèè CVaR-êðèòåðèÿ (11).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ âûáîðî÷íûå îöåíêè CVaR.Ïóñòü äëÿ ëþáîãî u ∈ U åñòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âûáîðêó

{Φ(u,Xi)}nk

i=1 îáú¼ìà nk �óíêöèè Φ(u,X). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Φ(i)(u)}nk

i=1âàðèàöèîííûé ðÿä âûáîðêè, ò.å. ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè
Φ(1)(u) 6 Φ(2)(u) 6 ... 6 Φ(nk)(u).Íà îñíîâå äàííîãî âàðèàöèîííîãî ðÿäà ñêîíñòðóèðóåì îöåíêó

ψ̂k(u)
def
=

1

1− α

(
lk
nk

− α

)
Φ(lk)(u) +

1

nk − lk

nk∑

j=lk+1

Φ(j)(u), (15)ãäå
lk

def
=

{
αnk, αnk ∈ N

+,

[αnk] + 1, αnk 6∈ N
+.Ïóñòü δk > 0 � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δk → 0 ïðè k → ∞.Íàçîâåì ñòîõàñòè÷åñêèì êâàçèãðàäèåíòîì CVaR ñëó÷àéíûé âåêòîð

ξk(u, δk)
def
=

1

2δk

m∑

i=1

[ψ̂k(ũ1, . . . , ui+δk, . . . , ũm)−ψ̂k(ũ1, . . . , ui−δk, . . . , ũm)]ei,(16)11



ãäå ũi èìåþò ðàâíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêàõ [ui−δk, ui+δk], i =
1, m, è íåçàâèñèìû.À ë ã î ð è ò ì 1.1) k = 0. Âûáðàòü ñòàðòîâóþ òî÷êó u(0) ∼ R(U). Âûáðàòü ε > 0, êîí-ñòàíòó L òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
uα ∈ {u : ||ξ(u(k), δk)|| 6 L}.2) Âû÷èñëèì ñëåäóþùóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

u(k+1) =

{
Πk
U

[
u(k) − ρkξk(u

(k), δk)
]
, ||ξk(u(k), δk)|| 6 L,

ũ(k), ||ξk(u(k), δk)|| > L,
(17)ãäå ũ(k) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå U , è âñå ũ(k)íåçàâèñèìû, L > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, ρk � äëèíà øàãà àëãî-ðèòìà. Πk

U � îïåðàòîð ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íà îáëàñòü U1íà k-îì øàãå, ò.å. îòîáðàæåíèå Πk
U : Rm → U1, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

Πk
U(u)

def
=

{
u, u ∈ U,

û(k), u 6∈ U,
(18)ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà û(k) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà øàðå

Bε
def
=

{
u1 ∈ U1 :

∣∣∣∣
∣∣∣∣u1 − argmin

v∈U
||u− v||

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6 ε

}
,âñå û(k) íåçàâèñèìû.3) Åñëè íå âûïîëåíû óñëîâèÿ îñòàíîâêè, òî k = k + 1 è ïåðåõîäèì êøàãó 2.Â ãëàâå ñ�îðìóëèðîâàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè äàííîãî àëãîðèòìàïî÷òè íàâåðíîå ïðè k → ∞.Ò å î ð å ì à 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(i) Ôóíêöèÿ Φ(u, x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî u íà êîìïàêòå U1 äëÿ âñåõ

x ∈ R
s;(ii) ψα(u) èìååò îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå äëÿâñåõ u ∈ U1;(iii) äëÿ êàæäîãî u ∈ int(U1) �óíêöèÿ âåðîÿòíîñòè Pϕ(u) äâàæäûäè��åðåíöèðóåìà ïî ϕ è ýòè ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû, ∂

∂ϕ
Pϕ(u) > 0äëÿ âñåõ ϕ ∈ Vε(u) äëÿ êàæäîãî u ∈ U1;(iv) äëÿ âñåõ u ∈ int(U1) �óíêöèÿ êâàíòèëè ϕβ(u) íåïðåðûâíà ïî β ∈

∈ [α, 1) è fΦ(ϕβ(u)) = O(1− β) ïðè β → 1;12



(v) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ρk > 0,

∞∑

k=1

ρk = ∞,
∞∑

k=1

ρ2k <∞;(vi) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δk è nk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
∞∑

k=1

δ2k < ∞,

∞∑

k=1

1√
nk

<∞,

∞∑

k=1

1

nkδ
2
k

< ∞,

∞∑

k=1

ρk
δk
√
nk

< ∞;(vii) ñóùåñòâóåò γ > 1, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
γ > max

{
1

nk−[nkα]
, 1
[nkα]+1

}, òàêîå, ÷òî
M[|Φ(u,X)|γ] <∞ äëÿ âñåõ u ∈ U1;(viii) mes {(u, x) ∈ U1 × R

s : Φ(u, x) = ϕ} = 0 äëÿ âñåõ ϕ ∈ R.Òîãäà u(k) ï.í.−→ uα, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk îáðàçîâàíà àëãîðèòìîì(17), à uα � ðåøåíèå çàäà÷è (11).Ïðèìåðàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (v)-(vi)òåîðåìû, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ρk =

ρ0
k
, δk =

δ0

k
1

2
+ε
, nk = [n0k

2+3ε].Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ VaR-êðèòåðèåì è îãðàíè-÷åíèåì íà CVaR. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà ìîäè�èöèðóåò èçâåñòíóþ çàäà÷óÌàðêîâèöà: íåîáõîäèìî íàéòè ñòðàòåãèè, äàþùèå ìàêñèìàëüíûé äîõîä,ãàðàíòèðîâàííûé ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ α ∈ (0, 1), ïðè ýòîì äîõîäâ ñðåäíåì â 1 − α íåáëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àÿõ äîëæåí áûòü íå ìåíüøåíàïåðåä çàäàííîãî çíà÷åíèÿ C̃.Áëàãîäàðÿ óòâåðæäåíèÿì èç ãëàâû 2, äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñ�îðìó-ëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïîòåðü â ñëåäóþùåì âèäå
uα = argmin

u∈U
ϕα(u) (19)ïðè óñëîâèè

ψα(u) 6 C. (20)Òàêàÿ ïîñòàíîâêà, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé çàäà÷è êâàíòèëüíîé îïòè-ìèçàöèè, ó÷èòûâàåò âîçìîæíûé ý��åêò â íåáëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àÿõ(âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ 1− α), êîãäà îãðàíè÷åíèå (20) àêòèâíî.13



�àññìîòðåí ïðèìåð äëÿ ñêàëÿðíîãî áèëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, ãäå óäàåòñÿïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äàííîãî ðå-øåíèÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (10). Îäíàêî ïîèñê àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèéâ ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, ïîñêîëüêó íåóäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä îãðàíè÷åíèÿ (20).Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (19)-(20) äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè ïîòåðü.Â êà÷åñòâå âûáîðî÷íîé îöåíêè �óíêöèè êâàíòèëè èñïîëüçóåòñÿîöåíêà, îñíîâàííàÿ íà ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ. Ïóñòü
N = N(α)

def
= [1/(1 − α)]. �àññìîòðèì âûáîðêó Xik îáúåìà KN , ãäå

ik = (k − 1)N, (k − 1)N + 1, ..., kN , k = 1, K. Äàííàÿ âûáîðêà ñîñòîèòèç K ïîäâûáîðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îáúåì N . Ñ�îðìèðóåì Kýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è K ïðåäïîñëåäíèõ ïîðÿäêîâûõñòàòèñòèê
Φ̂N,k(u) = max

(k−1)N6ik6kN
Φ(u,Xik), k = 1, K. (21)

Φ̂(N−1),k(u) = max
(k−1)(N−1)6ik6k(N−1)

Φ(u,Xik), k = 1, K. (22)Â êà÷åñòâå îöåíêè VaR-êðèòåðèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ϕ̂α(u)

def
=

(1− µ)

K

K∑

k=1

Φ̂N,k(u) +
µ

K

K∑

k=1

Φ̂(N−1),k(u), (23)ãäå µ≈ 0, 5772 � êîíñòàíòà Ýéëåðà.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà
Ūt

def
= {(u, ϕ) : F̂α(u, ϕ) 6 t},ãäå F̂α(u, ϕ) � âûáîðî÷íàÿ îöåíêà �óíêöèè Fα(u, ϕ), îïðåäåëåííîé â (7).

F̂α(u, ϕ) = ϕ+
1

(1− α)KN

KN∑

l=1

[max (0,Φ(u,Xl)− ϕ)], (24)ãäå Xl, l = 1, KN , � ýòî ýëåìåíòû âûáîðêè {X1, X2, ..., XKN}.À ë ã î ð è ò ì 2.1) k = 0. �åøàåòñÿ çàäà÷à (19) áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ (20) ëþáûìèçâåñòíûì ìåòîäîì. Íàïðèìåð, ìîæíî (19) çàìåíèòü îöåíêîé (23) èèñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, ïîñêîëüêóåñëè �óíêöèÿ ïîòåðü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ, òî (23) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîéêóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå.14



Åñëè íàéäåííîå ðåøåíèå u∗ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (20), òî ñ÷åòîêîí÷åí. Èíà÷å ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæå-ñòâà îãðàíè÷åíèé è â (20) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî. Ïîëàãàåì
v(0) = ϕ̂α(u

∗) è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.2) �åøàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ψ̂α(v

(k)) = min
t∈R1,ū∈(Uv×R1)∩Ūt

t, (25)ðåøåíèå êîòîðîé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà v(k) ∈ R
1.

Uv
def
= {u ∈ U : ϕ̂α(u) 6 v(k)}ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê �óíêöèÿ ϕ̂α(u)êóñî÷íî-ëèíåéíà è èìååò ÿâíîå âûðàæåíèå. Òàê êàê Uv2⊆Uv1 ïðè v2 < v1,òî �óíêöèÿ ψ̂α(v) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî v. Êðîìå òîãî, ïî ñâîéñòâàìçàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèå, â äàííîì ñëó÷àå ψ̂α(v),íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïàðàìåòðà v. Ïåðåõîäèì ê øàãó 3.3) Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ îñòàíîâêè àëãîðèòìà èëè óñëîâèå

ψ̂α(v
(k)) = C, (26)ãäå êîíñòàíòà C âçÿòà èç îãðàíè÷åíèÿ (20) ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷èÌàðêîâèöà, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 4.Èíà÷å k = k + 1. Òàê êàê �óíêöèÿ ψ̂α(v) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîéè íåïðåðûâíîé ïî ïàðàìåòðó v, òî êîðåíü v∗ óðàâíåíèÿ (26) ìîæíîíàéòè, íàïðèìåð, ìåòîäîì äèõîòîìèè. Âûáèðàåì ñëåäóþùóþ òî÷êó

v(k+1) ìåòîäîì äèõîòîìèè è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.4) Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷èÌàðêîâèöà âûáèðàþòñÿ ûα(v∗) è ϕ̂α(v∗), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèçàäà÷è (25) äëÿ ïàðàìåòðà v∗. Åñëè óðàâíåíèå (26) íå èìååò ðåøåíèÿ, òî âêà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è Ìàðêîâèöàïðèíèìàåòñÿ çàäà÷à
ûα = arg min

v∈R1,u∈Uv

vêîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå òàêæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ(19)-(20) â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ ïîòåðü èìååò áèëèíåéíûé âèä
Φ(u,X) = −bu0 −XT ū = −bu0 −

n∑

i=1

Xiui,à X èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X =
ol(X(1), ..., X(n)) ∼ N
(
m, K̄

), ãäå m = 
ol(m1, ..., mn) � âåêòîð15



ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, à K̄ � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà.Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ū def
= 
ol(u1, ..., un).À ë ã î ð è ò ì 3.1) Âû÷èñëèì γ

def
=

√
(m− be)T K̄−1(m− be), ãäå e = 
ol(1, 1, ..., 1) �âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç åäèíèö ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Eñëè

γα > γ, òî çàäà÷à èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå uα,0 = 1, ūα =
ol(0, 0, ..., 0).2) Åñëè γα < γ, òî çà�èêñèðóåì ñðåäíèé äîõîä, ò.å µΦ (u) = v, èäîáàâèì ýòî îãðàíè÷åíèå â (19)-(20). Ïîëó÷èì çàäà÷ó
uα(v) = argmin

u∈U
(γασΦ(ū)− v) (27)ïðè óñëîâèè

σΦ(ū)

1− α

1∫

α

γβdβ − v 6 C, (28)
µΦ (u) = v. (29)3) Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ v∗,ïðè êîòîðîì â îãðàíè÷åíèè (28) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

v∗ = b

1∫

α

γβdβ


γ +

1∫

α

γβdβ



−1

.Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåøåíî îãðàíè÷åíèå (28).Â ñëó÷àå, åñëè ðåøåíèå íàõîäèòñÿ íå íà ãðàíèöå ψα(u) = C, òî ìî-äè�èöèðîâàííàÿ çàäà÷à Ìàðêîâèöà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèèVaR-êðèòåðèÿ áåç îãðàíè÷åíèé.4) �åøåíèå çàäà÷è (27)-(29) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì ñëåäóþùåéçàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
uα(v∗) = argmin

ū∈U

(
ūT K̄ū

) (30)ïðè óñëîâèè
µΦ (u) = v∗. (31)Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíà îäíèì èç ìåòîäîâ êâàä-ðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìèíèìóì â (30) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî

γα > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìèçèðóÿ ūT K̄ū, áóäåì ìàêñèìèçèðîâàòüVaR-êðèòåðèé.Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è èç àâèàöèîííîé îòðàñëè.16



Ïåðâîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ ïëîùàäè âçë¼òíî-ïîñàäî÷íîéïîëîñû (ÂÏÏ), íåîáõîäèìîé äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé ïîñàäêè ñàìîëåòà.Â ðàáîòå Þ.Ñ. Êàíà ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ÂÏÏ ìîæíîñâåñòè ê çàäà÷å ñ VaR-êðèòåðèåì:
ϕα(u1, u2) → min

u1,u2>0
, (32)ãäå ϕα(u1, u2) � �óíêöèÿ êâàíòèëè óðîâíÿ α äëÿ �óíêöèè ïîòåðü

Φ(u1, u2, X, Z). Çíà÷åíèåì ϕα(u1, u2) ÿâëÿåòñÿ êîðíåíü èç ìèíèìàëüíîéïëîùàäè ÂÏÏ, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ïîñàäêó ñàìîëåòà ñ âåðîÿòíîñòü α.
Φ(u1, u2, X, Z)

def
= max {Φ1(u1, u2, X),Φ(u1, u2, X),Φ3(u2, Z)} , (33)
Φ1(u1, u2, X)

def
=

−X(1 + u1)/u1 + l0√
u2

, (34)
Φ2(u1, u2, X)

def
=

X(1 + u1) + l0√
u2

,Φ3(u2, Z)
def
= 2|Z|√u2. (35)

X = a11Wx + a12|Wz|, Z = a22Wz, (36)ãäå a11, a12, a22, l0 � èçâåñòíûå êîý��èöèåíòû. Òàêàÿ ìîäåëü âëèÿíèÿâåòðà èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîñàäêà ËÀ óïðàâëÿåòñÿ ëèøüïóòåì èçìåíåíèÿ óãëà êðåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Wx,Wz � íåçàâèñè-ìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè
M[Wx] = mx,M[Wz] = mz,D[Wx] = σ2

x,D[Wz] = σ2
z .Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ CVaR êàê îöåíêà ñâåðõóäëÿ VaR-êðèòåðèÿ.

ψα(u1, u2) → min
u1,u2>0

, (37)ãäå ψα(u1, u2) � CVaR-êðèòåðèé óðîâíÿ α äëÿ Φ(u1, u2, X, Z).Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî êâàçèãðàäèåíòíîãî àë-ãîðèòìà, ðàññìîòðåííîãî â òðåòüåé ãëàâå äàííîé ðàáîòû. Ïîëó÷åííûéðåçóëüòàò ñðàâíèâàåòñÿ ñ óæå èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè äàííîé çàäà÷è.Ê ñîæàëåíèþ, Φ(u1, u2, X, Z) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé �óíêöèåé ïîïåðåìåííûì u1, u2, ïîýòîìó ïðîâåðèòü âûïóêëîñòü �óíêöèè ψα(u1, u2)ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.Âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ:
mx = mz = 0, σx = σz = 5, a11 = a12 = −20, a22 = 3, l0 = 1500.�åçóëüòàòû ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ óðîâíåé α ïðèâåäåíû â òàáëèöåíèæå. Ïåðâàÿ ñòðî÷êà � ýòî ðåøåíèÿ çàäà÷è (32), îíè âçÿòû èç ðàáîòûÅ.Ë. Ìàòâååâà, âòîðàÿ ñòðî÷êà � ýòî ðåøåíèÿ çàäà÷è (37) ÑÊÀ, ïðåäëî-æåííûì â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè.17



α Ìåòîä u1 u2 Ïëîùàäü, êì20.99 VaR 1,9189 27,014 0,173CVaR 1,9210 27,108 0,1890.999 VaR 1,424 22,043 0,2348CVaR 1,426 22,142 0,2461Êàê âèäíî èç òàáëèöû, îöåíêà CVaR-êðèòåðèÿ îêàçûâàåòñÿ ìåæäóVaR-îöåíêîé è àíàëèòè÷åñêîé îöåíêîé. Òàêèì îáðàçîì, CVaR-êðèòåðèéìîæíî ïðèìåíÿòü êàê âåðõíþþ îöåíêó äëÿ äàííîé çàäà÷è.Âòîðîé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè èíâåñòèðîâàíèÿ â âûñîêîðèñêî-âûå àêòèâû àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè.�åøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíâåñòèöèé â ðàçâèòèåîòðàñëåé íàçåìíî-êîñìè÷åñêîãî êîìïëåêñà (ÍÊÊ) ñ CVaR-êðèòåðèåì íàòåñòîâûõ äàííûõ. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò áèëèíåéíóþ öåëåâóþ �óíêöèþè äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíåí ÑÊÀ, ïðåäëîæåííûé â òðåòüåé ãëàâå.ÎÑÍÎÂÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ, ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ1) Ïîëó÷åíû äåòåðìèíèðîâàííûå ýêâèâàëåíòû äëÿ çàäà÷ ñ CVaR-êðèòåðèåì [3, 10℄.2) Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷ ñ VaR è CVaR êðèòåðè-ÿìè äëÿ áèëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèè ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïðåäåëåíèèñëó÷àéíîãî âåêòîðà [9℄.3) Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè VaR è CVaRýêâèâàëåíòû äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ �óíêöèè ïîòåðü [3, 11℄.4) �àçðàáîòàí ñòîõàñòè÷åñêèé êâàçèãðàäèåíòíûé àëãîðèòì ìèíèìè-çàöèè CVaR-êðèòåðèÿ, ñõîäÿùèéñÿ ïî÷òè íàâåðíîå [2, 6, 8, 12℄.5) Ïðåäëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ VaR-êðèòåðèåì è îãðàíè÷åíèåì íà CVaR äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèèïîòåðü è äëÿ áèëèíåéíîé �óíêöèè ïîòåðü ïðè ìíîãîìåðíîì íîðìàëüíîìðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà [1,5℄.6) �åøåíû äâå çàäà÷è èç àâèàöèîííîé îáëàñòè. Çàäà÷à îïòèìèçàöèèðàñïðåäåëåíèÿ èíâåñòèöèé â ðàçâèòèå îòðàñëåé íàçåìíî-êîñìè÷åñêîãîêîìïëåêñà [4℄ è çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïëîùàäè âçëåòíî-ïîñàäî÷íîé ïî-ëîñû [6, 7℄.Ïóáëèêàöèè â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ1) Êèáçóí À.È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáîáùåííîéçàäà÷è Ìàðêîâèöà // Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà, 2011, � 2, Ñ. 41-60.2) Êèáçóí À.È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Ñòîõàñòè÷åñêèé êâàçèãðàäèåíòíûéàëãîðèòì ìèíèìèçàöèè �óíêöèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè // Àâòîìàòèêà18



è Òåëåìåõàíèêà, 2012, � 2, Ñ. 77 � 92.3) Êèáçóí À.È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ ñ êðèòå-ðèÿìè â �îðìå êâàíòèëè è èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè // Àâòîìàòèêà èÒåëåìåõàíèêà, 2013, � 2, Ñ. 75 � 93.Ïóáëèêàöèè â äðóãèõ èçäàíèÿõ4) Êèáçóí À. È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðîèçâîäñòâàäëÿ íàçåìíûõ êîñìè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ ñ êðèòåðèÿìè â �îðìå êâàíòèëèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè // Òðóäû ÌÀÈ, 2012, �52.5) Êèáçóí À.È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòî-õàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèÿìè VaR è CVaR // XIV-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå èïðèëîæåíèÿ¿, Åêàòåðèíáóðã, 2011, Ñ. 254 � 256.6) Êèáçóí À.È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî êâà-çèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè äëÿîöåíêè ñâåðõó êâàíòèëüíîãî êðèòåðèÿ // 10-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�å-ðåíöèÿ ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà � 2011¿, Ìîñêâà, Ñ. 285 � 286.7) Êèáçóí À.È., ×åðíîáðîâîâ À.È. Îïòèìèçàöèÿ ïëîùàäè âçëåòíî-ïîñàäî÷íîé ïîëîñû ñ ïîìîùüþ CVaR-êðèòåðèÿ // 11-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿêîí�åðåíöèÿ ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà � 2012¿, Ìîñêâà, Ñ. 399 � 400.8) ×åðíîáðîâîâ À.È. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ìèíèìè-çàöèè �óíêöèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. //16-ÿìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç, óïðàâëåíèåè íàâèãàöèÿ¿, 2011, Ñ. 134 � 135.9) ×åðíîáðîâîâ À.È. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ ñ êðèòåðèÿìè â �îðìåêâàíòèëè è èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè ñ áèëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèåé //Ñáîðíèê òåçèñîâ äîêëàäîâ ¾Èííîâàöèè â àâèàöèè è êîñìîíàâòèêå �2012¿, 2012, Ñ. 259.10) ×åðíîáðîâîâ À.È. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷ ñêðèòåðèÿìè â �îðìå êâàíòèëè è èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè // Íàó÷íûåòðóäû Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾XXXVIII�àãàðèíñêèå ÷òåíèÿ¿. Ì: ÌÀÒÈ, 2012, Ò. 5., Ñ. 129 � 130.11) ×åðíîáðîâîâ À.È. Ïàðàëëåëüíûé è ðåêóððåíòíûé ñïîñîá ðåøåíèÿñåìåéñòâà çàäà÷ ìèíèìèçàöèè CVaR-êðèòåðèÿ // Òåçèñû Ìåæäóíàðîä-íîé (43-é Âñåðîññèéñêîé) ìîëîäåæíîé øêîëû-êîí�åðåíöèè ¾Ñîâðåìåí-íûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè¿, 2012, Ñ. 299 � 301.12) Chernobrovov A.I. Optimization of the CVaR by a Sto
hasti
Quasigradient Algorithm // 14th International Student Olympiad onAutomati
 Control, Russia, 21-23 September, 2011. P. 100 � 104.
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