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Аннотация. Исследование направлено на решение нестационарной задачи теплопроводности 
для пористых материалов на основе трижды периодических минимальных поверхностей, где 
классические методы неэффективны из-за сложной геометрии и переменных граничных усло-
вий. Предложен гибридный численно-аналитический подход, основанный на интегральном ме-
тоде теплового баланса с введением новой функции и дополнительных граничных условий, что 
позволяет свести задачу к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Цель работы – разра-
ботка приближенного аналитического решения для пористой пластины типа Неовиуса с учетом 
топологической структуры элементарной ячейки и его верификация. Результаты демонстрируют 
согласование с данными CAE-моделирования в ANSYS (погрешность ≤ 4 %) и представлены в ви-
де графиков температурного распределения. Полученные решения, не требующие ресурсоемких 
вычислений, применимы для проектирования теплообменников и термозащитных систем, обес-
печивая баланс между точностью и доступностью для инженерной практики. 
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Abstract. The present study is devoted to solving the non-stationary heat transfer problem for porous 
materials structured on the basis of triply periodic minimal surfaces (TPMS). These surfaces, such as 
gyroids, Schwarz and Neovius surfaces, find application in biomedical implants, filtration systems and 
aerospace thermal protection due to their unique topology combining high strength with minimal density. 
However, their complex geometry, including tortuous channels and non-uniform pore distribution, 
makes traditional heat transfer analysis methods, such as Fourier analytical solutions or standard finite 
element modeling, of little use. To overcome these limitations, an approximate analytical approach 
based on a modified integral heat balance method is proposed. The key innovation is the introduction of 
a special function approximating the heat flux in a porous medium and additional boundary conditions 
taking into account the topology of the unit cell of the material. This made it possible to reduce the 
original system of partial differential equations to a system of ordinary differential equations, which 
significantly simplified the calculations without losing the physical reliability of the model. The main 
objective of the work was to develop an approximate analytical solution for a Neovius plate, one of the 
basic classes of TPMP structures characterized by high symmetry and minimal surface energy. Particu-
lar attention is paid to taking into account the microstructural features of the material, including the 
pore distribution, the thickness of the partitions and their effect on the effective thermal conductivity. 
To verify the method, CAE modeling in ANSYS was used, where a three-dimensional parametric model 
of the unit cell with an adaptive grid was created, ensuring the resolution of local temperature gradients. 
Comparison of the results demonstrated high consistency: the maximum deviation of the analytical so-
lution from the numerical one did not exceed 4 % over the entire range of time and space variables. The 
practical significance of the study is due to the possibility of using the obtained solutions in the design 
of energy-efficient heat exchangers, thermal protection systems for aerospace vehicles, and porous cata-
lytic reactors. In addition, the developed approach provides flexibility: it allows adaptation to other 
types of TPMS structures by adjusting the unit cell parameters. 
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Введение 
Современные технологические тенденции, на-

правленные на повышение энергоэффективно-
сти и миниатюризацию устройств, стимулируют  

активный поиск материалов с уникальными теп-
лофизическими характеристиками. Особый ин-
терес представляют пористые среды, сочетаю-
щие низкую плотность, высокую удельную по-
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верхность и регулируемую теплопроводность. 
Эти свойства делают их незаменимыми в та-
ких областях, как строительство [1–2], где они 
используются для теплоизоляции и снижения 
энергопотерь; аэрокосмическая отрасль [3–4], 
требующая легких и термостойких материа-
лов; и энергетика [5–6], где пористые структу-
ры применяются в системах теплообмена и ак-
кумулирования энергии. Однако моделирование 
теплопереноса в таких материалах остается слож-
ной научно-технической задачей. Гетерогенная 
структура пористых сред, нелинейные эффекты 
тепломассопереноса и необходимость решения 
параболических уравнений в частных произ-
водных создают значительные вычислительные 
сложности, ограничивающие точность прогно-
зирования их теплового поведения. 

Для анализа нестационарных тепловых про-
цессов традиционно применяются интегральные 
методы теплового баланса, основанные на кон-
цепции глубины термического слоя [7–9]. Эти 
методы эффективны в задачах, где отсутствуют 
точные аналитические решения, однако их клю-
чевым ограничением остается искусственное раз-
деление процесса на две стадии: распростране-
ние температурного фронта и квазистационарный 
режим. Такой подход противоречит парадоксу 
бесконечной скорости теплопереноса, заложен-
ному в классическом уравнении Фурье [10], со-
гласно которому температурное возмущение 
мгновенно распространяется по всему объему 
материала. Исследования демонстрируют, что 
с увеличением числа приближений время до-
стижения фронтом центра материала асимпто-
тически стремится к нулю [10], что приближает 
модель к физической реальности. Тем не ме-
нее, в долгосрочных процессах доминирова-
ние второй стадии приводит к накоплению по-
грешностей, актуализируя разработку методов, 
исключающих разделение на стадии и обеспе-
чивающих целостное описание динамики теп-
лопереноса. 

Значительные трудности возникают при мо-
делировании процессов переноса в пористых сре-
дах с упорядоченной микроструктурой, в част-
ности в материалах на основе трижды перио-
дических минимальных поверхностей, включая 
гироиды, поверхности Неовиуса и другие по-
добные топологии [11–12]. Их геометрическая 

предсказуемость позволяет точно прогнозиро-
вать макроскопические свойства (теплопровод-
ность, механическую прочность) через пара-
метры ячейки, такие как толщина стенок и по-
ристость. Например, увеличение пористости 
ТПМП-структур повышает термическое сопро-
тивление, но снижает механическую прочность, 
что требует многокритериальной оптимизации 
для конкретных приложений. Однако модели-
рование таких материалов осложняется необ-
ходимостью учета нестационарных граничных 
условий, сложной топологии и взаимодействия 
между твердой фазой и жидкостью или газом 
в порах. Эти факторы ограничивают примени-
мость классических методов, ориентированных 
на однородные среды, и диктуют потребность 
в новых подходах, сочетающих аналитическую 
строгость с вычислительной эффективностью. 

В данной работе предложен модифициро-
ванный интегральный метод теплового баланса, 
устраняющий необходимость разделения про-
цесса на стадии. На примере пористой пластины 
с переменными во времени граничными услови-
ями первого рода показано, что введение новой 
искомой функции и дополнительных граничных 
условий позволяет получить аналитическое реше-
ние, согласующееся с физической реальностью. 
Верификация метода выполнена на ТПМП-струк-
турах типа Неовиуса с использованием CAE-мо-
делирования в ANSYS. Сравнение результатов 
численного моделирования с аналитическими 
решениями продемонстрировало погрешность 
менее 4 %, подтвердив адекватность подхода. 
Исключение стадии распространения темпера-
турного фронта не только упрощает расчеты, но 
и повышает точность прогнозирования темпера-
турных полей в динамических режимах, таких 
как циклический нагрев/охлаждение или им-
пульсные тепловые воздействия. 

Практическая значимость исследования охва-
тывает широкий спектр инженерных приложе-
ний. В металлургии метод применим для мо-
делирования термообработки изделий (закалка, 
отжиг), где температура поверхности изменя-
ется линейно во времени, например, при нагреве 
валов в печах. В строительстве он позволяет 
оптимизировать прогрев бетонных конструкций 
в условиях низких температур, минимизируя 
риск образования трещин. Для геотермальных 
систем критически важна точная оценка распре-
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деления температурных полей в грунте при се-
зонных изменениях поверхностных температур-
ных условий. Применительно к электронным 
устройствам, разработанный метод обеспечива-
ет расчет температурного режима систем охла-
ждения с учетом линейного роста тепловыделе-
ния компонентов. Химическая промышленность 
может использовать подход для контроля теп-
ловых режимов реакторов с переменными гра-
ничными условиями, а климатология – для мо-
делирования теплового баланса океанов при су-
точных изменениях температуры воздуха. Даже 
в пищевой индустрии метод актуален для расче-
та режимов пастеризации или стерилизации, где 
точное управление температурными профилями 
критично для сохранения качества продукции. 

Разработанный метод вносит вклад в разви-
тие технологий прогнозирования тепловых ха-
рактеристик сложных пористых сред, обеспечи-
вая баланс между точностью и вычислительной 
ресурсоемкостью. Его внедрение в инженерную 
практику позволит оптимизировать проектиро-
вание энергоэффективных систем, снизить рис-
ки перегрева в критических узлах и сократить 
затраты на экспериментальные исследования. 
Перспективы работы связаны с адаптацией ме-
тода для трехмерных ТПМП-структур, учета 
турбулентности в порах и взаимодействия с фа-
зовыми переходами, что откроет новые возмож-
ности для применения в аддитивных техноло-
гиях и «зеленой» энергетике. 

Материалы и методы 

В данном исследовании анализируется про-
цесс теплопроводности в пористом материале, 
архитектура которого построена на основе три-
жды периодической минимальной поверхности 
(ТПМП) Неовиуса. ТПМП, или Triply Periodic 
Minimal Surfaces, представляют собой класс 
геометрических структур, бесконечно периоди-
ческих в трех ортогональных направлениях и об-
ладающих нулевой средней кривизной [13]. Ука-
занное свойство, выражающееся в минимизации 
площади поверхности при фиксированных гра-
ничных условиях, позволяет целенаправленно 
проектировать материалы на основе трижды пе-
риодических минимальных поверхностей с тре-
буемыми теплофизическими параметрами. Не-
смотря на бесконечность ТПМП, их структура 
может быть описана повторяющейся элементар-

ной ячейкой (рис. 1), которая служит базовым 
модулем для моделирования макроскопических 
свойств материала. Параметры ячейки (толщина 
стенок, размер пор) позволяют регулировать 
эффективную теплопроводность и механическую 
прочность материала. Например, увеличение по-
ристости снижает массу, но повышает термиче-
ское сопротивление. На рисунке 1 представлена 
элементарная ячейка ТПМП Неовиуса, форми-
рующая пористую среду. Такая структура соче-
тает высокую удельную поверхность, способ-
ствующую интенсивному теплопереносу, и ани-
зотропию, которая может быть использована 
для оптимизации тепловых потоков в заданных 
направлениях. 

В настоящей работе рассматривается задача 
нестационарного теплопереноса в пористой среде, 
структурированной по принципу трижды пери-
одической минимальной поверхности типа Не-
овиуса, при наличии переменных во времени гра-
ничных условий теплового воздействия (рис. 1). 

 

Рис. 1. Трижды периодическая минимальная поверхность Не-
овиуса, сгенерированная в Ansys 

Математическая постановка имеет вид [14]: 

∂T(η,τ)

∂τ
 = 

λ

с×ρ

∂2T(η,τ)

∂η2 ; (0 ≤ η ≤ l; τ > 0) (1) 

 

T(η,0) = T0; 
∂T(0,τ)

∂η
 = 0; T(l,τ) = T0 + b×τ; 

где T – температура, K; c – удельная теплоем-
кость, Дж/(кг×°С); ρ – плотность, кг/м³; τ – вре-
мя, с; η – координата, м; λ – коэффициент тепло-
проводности, Вт/(м×K); T0 – начальная темпера-
тура, K; l – половина толщины пластины; b – 
скорость нагревания стенки, K/с. 

Для определения макроскопических тепло-
физических характеристик пористого материала 
применен метод вычислительного усреднения, 
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основанный на концепции минимального ре-
презентативного объема [14–15]. В рамках это-
го подхода исходное уравнение теплопровод-
ности (1) преобразуется к осредненной форме: 

∂T(η,τ)

∂τ
 = 

λeff

ceff×ρeff

∂2T(η,τ)

∂x2 , (2) 

где сeff,  ρeff, λeff – усредненные (эффективные) 

значения плотности, теплоемкости и теплопро-
водности материала. Очевидно, что сeff = сs, где 
сs – теплоемкость материала, не зависящая от 
пористости φ. 

Плотность пористой среды выражается через 
пористость φ: 

ρeff = ρs×(1 – φ), (3) 

где ρs – плотность исходного материала, φ =  

= 1 – 
 VТПМП

V
 – пористость; VТПМП – объем ТПМП-

ячейки; V – объем куба, в который вписана 
ячейка. 

Авторами [15] теплопроводность определяет-
ся по формуле: 

λeff = λs×0,73×(1 – φ), (4) 

где λs – теплопроводность материала каркаса. 
Для верификации формулы (4) эффективная 

теплопроводность материала измерена экспери-
ментально на установке ИТП-МГ4 «250» в соот-
ветствии со стандартом ISO 8301. В ходе экспе-
римента верхняя грань образца нагревалась до 
36 ± 0,5 °C, а нижняя охлаждалась до 12 ± 0,5 °C. 
Критерием стационарности процесса служило из-
менение температуры не более чем на 0,1 °C/мин, 
достигнутое через 45 минут после начала изме-
рений. Пористость образца 0,78; свойства мате-
риала: теплоемкость – 800 Дж/(кг×К); плотность – 
1412 кг/м3; теплопроводность – 0,375 Вт/(м×К). 

Эффективная теплопроводность по форму-
ле (4) – 0,06 Вт/(м×К), испытываемого образца с 
учетом погрешностей измерений – 0,066 Вт/(м×К). 

Подстановка (3) и (4) в (2) позволяет полу-
чить уравнение с эффективной температуропро-
водностью as: 

λs×(1 – φ)

as×λeff

∂T(η,τ)

∂τ
 = 

∂2T(η,τ)

∂η2 ; 

Для универсализации анализа введены без-
размерные величины: 

Θ = (T – T0)/ T0 – относительная температура; 
x = η / 𝑙 – безразмерная координата; 

2
Fo sa

L


  – число Фурье (безразмерное 

время);  

s

eff

A



  – коэффициент, определяющийся 

термическими характеристиками материала 
структурной матрицы и эффективной теплопро-
водности гомогенизированной среды; 

B = b×l2/ ( as  T0) – безразмерная скорость 
нагревания стенки. 

В безразмерной форме уравнение теплопро-
водности (1) принимает вид: 

A×(1 – φ)×
∂Θ(x,Fo)

∂Fo
=

∂2Θ(x,Fo)

∂x2 ; 

(Fo > 0; 0 ≤ x <1) 
(5) 

Граничные и начальные условия с учетом 
введенных обозначений: 

Θ(x,0) = 0; (6) 
 

∂Θ(0,Fo)

∂ξ
 = 0; (7) 

 

Θ(1,Fo) = B×Fo. (8) 

Принятая постановка задачи (5)–(8) с линей-
ным изменением температуры границы во вре-
мени (8) актуальна для процессов, где нагрев 
или охлаждение поверхности регулируется с по-
стоянной скоростью. Это характерно для лабо-
раторных экспериментов с программным управ-
лением температурными параметрами (напри-
мер, исследование термостойкости материалов), 
а также для технологических операций, требу-
ющих монотонного изменения теплового воз-
действия, таких как термообработка материалов, 
сушка пористых сред или моделирование кли-
матических нагрузок на строительные кон-
струкции. Кроме того, подобная модель приме-
няется при изучении квазистационарных режи-
мов в системах с медленно меняющимися 
внешними условиями, например, в геотермаль-
ных установках или теплозащитных покрытиях. 

В соответствии с методологией, описанной в 
[16], введем вспомогательную функцию q(Fo), 
представляющую изменение температуры во 
времени в центре пластины: 

q(Fo) = Θ(0, Fo), (9) 
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Решение задачи (5)–(8) выполняется в виде 
степенного ряда: 

Θ(x, Fo) = ෍ a௜(Fo)×ξi – 1,

n

i = 1

 (10) 

где n – количество членов ряда, ai(Fo) – неиз-
вестные коэффициенты, зависящие от безраз-
мерного времени. 

Первое приближение (n = 3): 

Θ(x, Fo) = a1(Fo) + a2(Fo)×x + a3(Fo)×x 2. (11) 

Подстановка (11) в условия (7), (8) и (9) фор-
мирует систему уравнений: 

൝

a2 = 0,
a1 – B×Fo + a2 + a3 = 0,

a1 – q(Fo) = 0.
 

Решение системы: 

a1 = q(Fo);  
a2 = 0;  

a3 = B×Fo – q(Fo). 

Температурное поле принимает вид: 

Θ(x, Fo) = q(Fo)×(1 − x2) + B Fo×x2. 

Проинтегрируем (5) по координате x в преде-
лах [0, 1]: 

න ൬A×(1 − φ)×
∂Θ

∂Fo
൰ dx

1

0
= න ቆ

∂2Θ

∂x2 )ቇ dx
1

0
. 

После интегрирования получено обыкновен-
ное дифференциальное уравнение: 

dq(Fo)

dFo
×2A×(1 − φ) + 6×q(Fo) − 6×B×Fo + 

 + A×B×(1 − φ) = 0. 

Его решение: 

q(Fo) = C1×e 
3Fo

А×B×(φ ି 1) + 
А×B×(φ − 1)

2
 + B×Fo. 

Условие ортогональности невязки начальному 
условию: 

න [Θ(x, 0)]
1

0
f1

(x)dx = 
8C1

15
−

4AB

15
 + 

4ABφ

15
 = 0. 

Отсюда  1 1 .
2

AB
C    Решение задачи (5)–(8) 

с учетом найденных данных: 

Θ(x, Fo) = (1 − x2) ቈ
АB

2
(1 − φ)×e 

3Fo
А×B×(φ ି 1) +   

+
А×B×(φ − 1)

2
 + B×Fo൨ + B×Fo×x2. 

Результаты 

Для оценки корректности приближенно-ана-
литического решения проведено численное мо-
делирование в модуле Transient Thermal про-
граммного комплекса ANSYS. В рамках зада-
чи (5)–(8) на одной грани элементарной ячейки 
задано граничное условие первого рода, а на 
остальных поверхностях – адиабатические усло-
вия (отсутствие теплопереноса). Конечно-элемент-
ная сетка в ANSYS состоит из ≈1,5×106 тетра-
эдральных элементов с локальным сгущением 
вблизи стенок. В ANSYS моделирована плоская 
пористая пластина с толщиной стенки S = 
= 0,0018 м, состоящая из ячеек Неовиуса, напе-
чатанных из фотополимерной смолы. Конечно-
элементная сетка для решения задачи состоит из 
≈ 1,5 млн элементов. 

На рисунках 2, 3 показано изменение темпе-
ратуры вдоль слоя и во времени в зависимости 
от параметра В. Определены диапазоны измене-
ния безразмерной скорости (параметра В): 

‒ при 0,05 < В < 0,3 – безопасный режим 
(медленный нагрев). Такие условия обеспечи-
вают плавное распределение температуры вдоль 
слоя, что исключает риск термической дефор-
мации даже при высокой пористости (φ = 0,78). 

‒ при 0,3 ≤ В < 1 – допустимый режим (со-
провождается умеренными градиентами). Этот 
диапазон применим для кратковременных про-
цессов, например, для предварительного про-
грева перед формованием. 

‒ при 1 ≤ В < 1,5 – умеренный режим. Данный 
диапазон соответствует переходным условиям 
между допустимым и критическим режимами 
нагрева. Он применяется в процессах, требую-
щих быстрого, но контролируемого теплового 
воздействия (например, формование композитов 
или создание многослойных структур). 

‒  при В ≥ 1,5 – критический режим, при ко-
тором возникает риск разрушения материала, 
его термической деструкции, размягчения и по-
тери механической прочности. Например, при 
B = 1,5 скорость нагрева b достигает 0,36 К/с, 
что приводит к локальным перегревам и дегра-
дации структуры из-за низкой эффективной теп-
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лопроводности, обусловленной высокой пори-
стостью и коэффициентом A = 6,25. 

Зависимости безразмерной температуры, опи-
сывающие распределение температуры вдоль 
слоя и во времени, предоставляют возможность 
прогнозировать температурные поля в пористой 
среде при заданных условиях нагрева. Например, 
они позволяют рассчитать время достижения 
критической температуры в глубине материала. 
На основе этих зависимостей можно оптимизи-
ровать параметры теплозащиты, такие как тол-
щина слоя и выбор материала с определенными 
характеристиками (эффективная теплопровод-
ность λeff, температуропроводность as), что ми-
нимизирует тепловые напряжения в конструк-
ции. Кроме того, результаты работы позволяют 
верифицировать численные модели путем сопо-
ставления безразмерных решений с эксперимен-
тальными данными. 

На рисунке 4 приведены результаты моде-
лирования безразмерного температурного поля, 
полученные двумя методами: аналитический 
метод – решение по формуле (10) при n = 6; ме-
тод конечных элементов (МКЭ) с адаптивной 
сеткой в ANSYS. 

Сравнение данных выявило высокую сте-
пень согласованности (максимальное отклоне-
ние ≤ 5 %) между методами, что подтверждает 
корректность предложенной математической мо-
дели. В диапазоне толщины стенки 0 <S ≤ 2 мм 
гарантирует сохранение целостности ячейки 
Неовиуса (отсутствие пересечений стенок, кол-
лапса пор). Определена оптимальная пористость 
0,45 < φ ≤ 1, которая обеспечивает стабильность 
тепловых характеристик. В указанных преде-
лах φ распределение температуры вдоль коор-
динаты x становится слабочувствительным к гео-
метрии ячейки (размеру пор, кривизне стенок). 
Это позволяет использовать универсальные ана-
литические решения для проектирования мате-
риалов без детального учета микроструктуры. 

На рисунке 5 представлено распределение тем-
пературного поля в элементарной ячейке Неови-
уса исследуемого образца, рассчитанное анали-
тическим методом. 

На рисунке 6 показано распределение без-
размерных скоростей движения изотерм в пла-
стине при переменных граничных условиях 
(υ = dξ / dFo), демонстрирующее нестационарный 
характер теплопереноса.  

 

Рис. 2. Изменение температуры вдоль слоя в зависимости от 
параметра В при φ = 0,78; A = 6,25; Fo = 0,25 

 
Рис. 3. Изменение температуры во времени в зависимости от 
параметра В при φ = 0,78; A = 6,25; x = 0,5 

 

Рис. 4. Изменение температуры в пористой пластине при φ = 
= 0,78; A = 6,25; B = 1,3; ––––  – расчет по формуле (10) (второе 
приближение);   – МКЭ (ANSYS) 

 

Рис. 5. Распределение температуры в элементарной ячейке Не-
овиуса испытываемого образца при φ = 0,78; A = 6,25; B = 1,3 
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Рис. 6. Распределение скоростей изотерм в пластине при пе-
ременных граничных условиях при φ = 0,78; A = 6,25; B = 1,3 

Обсуждение 

Получено аналитическое решение для пори-
стой стенки на основе трижды периодических 
минимальных поверхностей (ТПМП) типа Не-
овиуса, позволяющее прогнозировать распре-
деление температуры и тепловые потери без 
использования ресурсоемкого ПО. Верифика-
ция методом конечных элементов для ТПМП-
структур типа Неовиуса показала погрешность 
менее 4 % в широком временном диапазоне, 
подтвердив точность метода. 

Заключение 

В работе предложен модифицированный ин-
тегральный метод теплового баланса, позволя-
ющий получить приближенное аналитическое 
решение нестационарной задачи теплопроводно-
сти для материалов с упорядоченной пористой 
структурой. Введение новой искомой функции, 
характеризующей температурное поле в центре 
пластины, устранило противоречие между ко-
нечной скоростью распространения теплового 
фронта и параболической природой уравнения 
теплопроводности. Разработанные модифици-
рованные граничные условия обеспечили вы-
полнение дифференциального уравнения как на 
границах, так и внутри области, что подтверди-
ло корректность подхода. 

Сведение задачи к решению обыкновенного 
дифференциального уравнения за счет инте-
грального метода теплового баланса позволило 
обойти сложности, связанные с интегрировани-
ем уравнений в частных производных. Метод 
продемонстрировал универсальность для нели-
нейных задач, а также задач с переменными фи-

зическими свойствами и начальными условиями. 
Результаты применимы для определения эф-
фективной теплопроводности пористых матери-
алов, проектирования теплообменников и тер-
мозащитных систем. Простота аналитических 
выражений делает метод доступным для инже-
неров, работающих в условиях ограниченных 
вычислительных ресурсов. 
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