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Рассматривается подход по определению уровня критических температур потери 
устойчивости пологих цилиндрических оболочек. Подход базируется на основе разре-
шающих уравнений пологих цилиндрических оболочек, предложенных В.З. Власовым. 
Авторами используется вариант уравнений этой теории в форме, представленной  
Л.Г. Доннеллом. В качестве воздействующих на конструкцию нагрузок рассматриваются 
воздействия, вызванные температурным расширением. Решение выбранного дифферен-
циального уравнения выполняется по методу Бубнова‒Галеркина и аппроксимируется 
двойными тригонометрическими рядами. Получены критические значения температур, 
при которых происходит потеря устойчивости рассматриваемой конструкции. Оценено 
влияние различных параметров модели на уровни полученных температур. Сделаны ос-
новные выводы. Качество решения оценивается путем сравнения с результатами, полу-
ченными методом конечных элементов. 

Ключевые слова: пологие оболочки, потеря устойчивости, вариационный метод, 
температурные напряжения, метод Бубнова‒Галеркина, критические нагрузки. 

 

Введение  
и постановка задачи 

Оболочечные элементы широко распростра-
нены в современных конструкциях. Например, 
они реализованы в корпусах летательных аппа-
ратов, объектах транспортной отрасли, корпу-
сах водных судов и строительных сооружениях. 
Применение оболочечных элементов позволяет 
уменьшить массу летательных аппаратов (проб-
лема уменьшения массы конструкции особенно 
актуальна для ракетно-космической отрасли). 
При этом обеспечивается сохранение необхо-
димого уровня жесткости и прочности. В связи 
с этим перед инженерами ставятся задачи по 
математическому моделированию и теорети-
ческой оценке поведения разрабатываемой  
конструкции при определенных режимах рабо-
ты. Например, эксплуатация при различных 
температурных режимах космических лета-

тельных аппаратов может привести к потере 
устойчивости элементов, состоящих из тонко-
стенных оболочек. В связи с этим необходимо 
иметь методологические подходы и теоретичес-
кие обоснования конструктивных решений с 
учетом критических температур потери устой-
чивости оболочечных элементов. Исследования 
в области потери устойчивости оболочек и па-
нелей под действием внешних нагрузок прово-
дились российскими и зарубежными учеными 
[1‒6], однако следует иметь готовые математи-
ческие зависимости, позволяющие достаточно 
быстро оценить характер работы конструкции. 

Рассмотрим элемент оболочечной конструк-
ции, относящийся к пологим цилиндрическим 
оболочкам. Согласно предложению В.З. Власо-
ва [7], принято считать оболочку пологой, если 
стрела подъема H не превышает 1/5 от наи-
меньшего размера в плане (рис. 1). 
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Предлагается рассмотреть подход для реше-
ния задачи по теоретическому обоснованию 
определения критический температуры потери 
устойчивости такой пологой цилиндрической 
оболочки. 

Материалы и методы 

Для решения поставленной задачи восполь-
зуемся основным разрешающим уравнением, 
применяемым для решения задач устойчивости 
пологих цилиндрических оболочек [8]. Эта за-
пись уравнения пологих оболочек предложена 
Доннеллом [9]: 
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N1 и N2 – осевое и тангенциальное погонное 
усилие соответственно. 

Два последних слагаемых в уравнении (1) по 
сути отражают радиальную поверхностную 
нагрузку, над которой выполнена операция ∇4. 
Выразим значения погонных усилий N1 и N2 через 
изменение температуры и коэффициент темпера-
турного расширения: 

 1 2 кр ταN N E T h= = ⋅ ⋅ ⋅ , (2) 

где Tкр – искомое значение критической темпе-
ратуры; ατ – линейный коэффициент темпера-
турного расширения материала оболочки. 

В нашем случае рассматривается оболочка, 
закрепленная по контуру от радиальных пере-

мещений w, которая имеет свободный поворот 
этих сечений (по терминологии строительной 
механики ‒ эта оболочка шарнирно закреплена 
по контуру). Таким образом, граничные усло-
вия однородные. Следует принять решение в 
виде двойных тригонометрических рядов, и то-
гда эти условия будут удовлетворяться: 
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коэффициенты членов ряда, соответствующие 
количеству полуволн при определении формы 
потери устойчивости; L и S – размеры обо-
лочки. 

Базисные функции в этой аппроксимации 
линейно независимы, система полная [10], 
кроме того, функции ортогональны, что значи-
тельно упрощает дальнейшее решение. Обра-
щаем внимание, что приведенное исходное 
уравнение (1) по смыслу – уравнение равнове-
сия бесконечно малого элемента, записанное в 
перемещениях. 

В данной работе при применении метода 
Бубнова‒Галеркина были использованы мате-
риалы [11]. Согласно этому источнику, метод 
Бубнова‒Галеркина предусматривает аппрок-
симацию искомой функции в исходном диффе-
ренциальном уравнении и последующую орто-
гонализацию по каждой из базисных функций в 
пределах поверхности интегрирования. В ре-
зультате этой операции получают систему ал-
гебраических уравнений относительно коэффи-
циентов аппроксимации. Поскольку рассматри-

 
Рис. 1. Прямоугольная в плане панель пологой оболочки 
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вается уравнение равновесия, можно отметить, 
что используемый метод в полной мере корре-
спондируется с принципом возможных пере-
мещений. 

Имея в виду ортогональность базисных 
функций, рассмотрим один член ряда переме-
щений wmnsin(λα)sin(μβ). 

Преобразуем уравнение (1), записав его в 
относительных координатах, и учтем, что сжи-
мающие погонные усилия по знаку отрицатель-
ны, тогда получим: 
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Подставив зависимости (2) и (3) в выраже-
ние (4), после ортогонализации получаем: 
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Очевидно, что это равенство будет выпол-
няться, если выражение в квадратных скобках 
равно нулю. Считая коэффициент при wmn рав-
ным нулю, имеем возможность выразить кри-
тическую температуру: 
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Таким образом, получено выражение для 
определения критического изменения темпе-
ратуры прямоугольной в плане шарнирно за-
крепленной пологой оболочки при потере 
устойчивости. Такая панель может представ-
лять фрагмент многих машиностроительных 
конструкций и летательных аппаратов. Для 
определения искомого значения критического 
уровня температуры необходимо провести ис-
следование, определив при каких значениях m и 
n значение Tкр будет минимальным. 

Результаты 

В качестве примера рассмотрены различные 
варианты габаритных размеров шарнирно-
опертых пологих оболочек. За основу была 
принята пологая оболочка с размерами 
900×1500 мм, с радиусом кривизны R = 3000 мм 
и толщиной h =2 мм. Материал – алюминий 
АМг-6 [13] с модулем упругости E = 7.1∙104 МПа 

и коэффициентом теплового расширения 
αт = 24.7∙10–6 °С–1. 

Для оценки достоверности полученных ре-
зультатов был выполнен дополнительный рас-
чет с использованием метода конечных элемен-
тов, реализуемый программным комплексом 
«Ansys». Была смоделирована пространствен-
ная пластина заданных размеров и выполнен 
статический расчет от температурной нагрузки. 
После чего, используя результаты статического 
расчета и встроенный модуль EigenvalueBuck-
ling [14] в линейной постановке, были опреде-
лены коэффициенты запаса устойчивости при 
различных нагружениях. На основе полученных 
коэффициентов найдены критические темпера-
туры. 

Результаты расчетов критических уровней 
изменения температуры различными методами, 
после которых происходит потеря устойчи- 
вости рассматриваемого объекта, приведены в 
таблице. Пример результата численного реше-
ния методом конечных элементов по определе-
нию формы потери устойчивости представлен 
на рис. 2. 

Выводы и обсуждение 

Расчеты, выполненные различными метода-
ми, показали удовлетворительную сходимость 
результатов предложенного подхода и числен-
ного метода решения. Таким образом, предло-
женный подход обеспечивает получение досто-
верных результатов. Стоит отметить, что для 
решения задач потери устойчивости и получе-
ния более углубленных результатов следует 
выполнять нелинейный анализ конструкции [5]. 
В связи с этим дополнительно рекомендуется 
выполнить экспериментальное исследование 
для определения истинных значений крити-
ческих температур потери устойчивости. 

Необходимо принять во внимание, что пред-
ложенный подход позволяет без применения 
дорогостоящих программных комплексов вы-
полнить оценку разрабатываемой конструкции 
по определению критических температур и ко-
эффициентов запаса устойчивости. Полученное 
выражение (5) будет представлять интерес для 
разработчиков конструкций, испытывающих 
воздействие температур. В случае превышения 
полученного показания разработчик может 
предпринять необходимые конструктивные из-
менения, в частности: 
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– применять для разрабатываемой конструк-
ции материал с меньшим коэффициентом ли-
нейного расширения и большим модулем упру-
гости;  

– повышать момент инерции элементов обо-
лочечных конструкций за счет увеличения ко-
личества и/или применения подкрепляющих 
элементов;  

– использовать специальные лакокрасочные 
покрытия, имеющие низкий интегральный ко-
эффициент поглощения солнечной радиации As. 
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Результаты расчетов критической температуры потери устойчивости 

Геометрические размеры  
рассматриваемой оболочки 

Коэффициенты  
членов ряда Tкр, рассчитанное  

МКЭ, °С 
Tкр, рассчитанное методом 

Бубнова‒Галеркина, °С 
m n 

R = 3000 мм, h = 2 мм,  
L = 900 мм, S = 1500 мм 5 4 16.1 13.5 

R = 2000 мм, h = 1.5 мм,  
L = 900 мм, S = 900 мм 9 2 18.1 17.5 

R = 1500 мм, h = 1 мм,  
L = 600 мм, S = 600 мм 8 2 16.2 15.5 

 
Рис. 2. Форма потери устойчивости цилиндрической пологой оболочки 
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The article considers an approach to determining the critical temperatures level of stability 
loss of gently sloping cylindrical shells. The proposed approach is based on the resolving equa-
tions of the gently sloping cylindrical shells proposed by V.Z. Vlasov. The authors use the op-
tion presented by the L.G. Donnel equation. The forces caused by thermal expansion are used as 
the loading being applied structure. The obtained differential equation solution was performed 
using double trigonometric series by the method of the Bubnov‒Galerkin approximate solution 
of the boundary value problem for differential equations. Values of critical temperatures, at 
which a stability loss of the considered structure occurs, were obtained. The impact of various 
model parameters on the levels of the obtained temperatures was evaluated. The main infer-
ences were drawn. The solution quality is being evaluated by comparing with the results ob-
tained by the finite elelment method. 

Keywords: gently sloping shells, stability loss, variation method, temperature stresses, Bub-
nov‒Galerkin method, critical loads. 
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