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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность темы. Расширение сферы космических интересов, включая 

изучение и использование природных космических тел (Луна, Марс, Юпитер и 

его спутники, астероиды, кометы), обусловливает необходимость в существен-

ном увеличении количества запусков и массы космических аппаратов
1
 при 

обеспечении высокой надежности и низкой стоимости средств доставки,  удо-

влетворяющих требованиям низкого уровня экологической опасности (напри-

мер, разгоных блоков и межорбитальных буксиров). Эффективность решения 

проблемы изготовления соответствующих ракетносителей в конечном счете 

определяет конкурентоспособность государства как на рынке космических 

услуг, так и на рынке ракетнокосмических технологий, а именно, ракетных 

двигателей (РД) в целом и жидкостных ракетных двигателей (ЖРД) в частно-

сти. 

Проектирование камеры РД, отвечающей современным требованиям ра-

кетнокосмической сферы, невозможно без привлечения компьютерных и ин-

формационных технологий
2
, к которым предъявляются требования получения 

надежных, адекватных исходным положениям фундаментальных теорий, а так-

же результатам экспериментальных исследований, данных. Например, расчеты 

параметров процессов течения в сопле камеры РД должны производиться по-

средством поиска минимума энтальпии, что, с одной стороны, соответствует 

известным положениям классической химической термодинамики, а, с другой 

стороны, удовлетворяет известным данным о том, что доля скорости потока 

с

м
,w  в удельном импульсе в пустоте  

с

м
,упI  во многих случаях превышает 90%. 

Эффективность и надежность вычислений на основе применения извест-

ных математических и информационных технологий реализации математиче-

                                                           
1
 Компьютерные модели жидкостных ракетных двигателей/ Е.В. Лебединский, С.В.Мосолов, Г.П.Калмыков [и 

др.]; под ред. А.С.Коротеева. М., 2009. 
2
 Рабочие процессы в жидкостном ракетном двигателе и их моделирование/ Е.В.Лебединский, Г.П.Калмыков, 

С.В.Мосолов [и др.]; под ред. А.С.Коротеева. М., 2008. 
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ских моделей обеспечивается, в частности, как на основе формирования наибо-

лее сжатого набора исходных утверждений и данных, так и на фундаменте 

обоснования сходимости конструируемых последовательностей чисел и оценки 

достижения решением приемлемой точности. 

Бурное развитие компьютерных, информационных и ракет-

нокосмических технологий и конструкций, в частности в направлении суще-

ственного увеличения степеней расширения сопел ракетных двигателей верх-

них ступеней ракет и разгонных блоков с целью повышения удельного импуль-

са тяги, определило актуальность проблемы несоответствия возможностей 

прежних методов и программ термодинамических расчётов современным по-

требностям практики. Это обусловило  необходимость в разработке новой, усо-

вершенствованной технологии проведения термодинамических расчётов, 

успешно выполненной автором настоящей работы с привлечением вариацион-

ных принципов механики, тесно связанных с термодинамикой с момента ее за-

рождения. 

Степень разработанности темы.  Термодинамический расчет параметров 

продуктов сгорания топлива  многокомпонентной, многофазной смеси реаги-

рующих веществ, участвующих в равновесном процессе течения в сопле каме-

ры жидкостного ракетного двигателя основывается на решении следующих за-

дач 

 вычисление параметров продуктов сгорания топлива в точке тор-

можения на входе в сопло (далее обозначается нижним индексом 0), 

 вычисление параметров многокомпонентной смеси реагирующих 

веществ в минимальном (нижний индекс *) и выходном сечениях (нижний ин-

декс a). 

Физикохимическая возможность анализа параметров сопла камеры ЖРД тер-

модинамическими методами основывается на введении таких ограничений на 

процессы в сопле, как 

 описание не менее, чем на макроскопическом уровне или игнори-

рование чрезвычайно малых форм и масс; 
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 представление стационарности, безотрывности и одномерности тече-

ния;  

 определение отсутствия или чрезвычайной малости действий и воз-

действий полей: гравитационного, электростатического, магнитного и эффек-

тов: поверхностного натяжения, броуновского движения, флуктуаций частиц, 

обусловливающее исчезновение  трения и других диссипативных воздействий и 

ограничение множества геометрических характеристик описания любой много-

компонентной смеси веществ параметром  объем V ,  3м . 

Исследование процессов в камере ЖРД в терминологии понятий, аксиом 

и утверждений термодинамики многокомпонентных смесей веществ определя-

ет справедливость положений  

 состояние многокомпонентной смеси веществ в любой момент вре-

мени в любом сечении сопла является равновесным и устойчивым, 

 взаимодействия многокомпонентной смеси веществ на внешнем (то 

есть с окружающей средой) и внутреннем уровнях проявляются не более, чем в 

механической, тепловой  и химической формах и не менее, чем на атомном 

уровне, 

 любые процессы, сопровождающие многокомпонентную смесь ве-

ществ при течении в сопле камеры ЖРД, являются равновесными и адиабатны-

ми, 

 вещества в конденсированном состоянии не образуют с веществами 

в газообразном состоянии растворов, 

 вещества в конденсированном состоянии не образуют между собой 

растворов. 

Несмотря на многочисленность подходов и программ термодинамическо-

го расчета (Е.В. Самуйлов, Г.В. Белов, Г.К. Моисеев, И.К. Карпов, А.А. Бугаев-

ский, S. Gordon, W.R. Smith, М.М. Китаин, Е.И. Катин, Е.П. Лещенко, А.С. 

Плешанов), в качестве наиболее известных и признанных в области термоди-

намических расчетов остаются: в области проектирования РД  методы и сред-

ства, разработанные в школах В.Е. Алемасова и Г.Б. Синярева, Б.Г. Трусова; в 
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энергетике  технологии, акцентирующие внимание на эффективность приме-

нения результатов исследований многомерных функций в терминологии трех-

мерной графики, А.Н. Горбань, Б.М. Кагановича, С.П. Филиппова.  

При этом в то время как школа В.Е. Алемасова продемонстрировала вы-

числительную мощность закона действующих масс, школа  Г.Б. Синярева, Б.Г. 

Трусова обосновала эффективность экстремального подхода для термодинами-

ческого расчета. Однако для каждой из этих школ сохранили свою актуаль-

ность такие проблемы, как неопределенность 

 конечного состава конденсированных фаз, 

 возможности существования равновесного состояния, описываемого 

данной математической моделью и при данных условиях, в принципе, 

 полноты, неизбыточности и непротиворечивости используемого мно-

жества формул описания равновесного состояния, 

 адекватности результатов расчетов известным физикохимическим 

положениям. 

Более того, сохраняют свою актуальность такие проблемы, как  

 разрешимость задач, представляемых как фундамент математических мо-

делей описания равновесных состояний,  

 сходимость конструируемых последовательностей точек к решению, об-

ладающему свойством адекватности исходным физикохимическим по-

ложениям.  

Наибольшую популярность для расчета параметров гетерогенных систем при-

обрела технология так называемых “больших молекул”, применение которой в 

окрестности решения вызывает сомнения, что продемонстрировано самими же 

авторами на основе анализа параметров топливных композиций BeО2  , 

AlО2  .  

 Несмотря на то, что развитие математики и ее технологий определило 

введение в решение задачи термодинамического расчета таких новых средств, 

как методы линейного и нелинейного программирования, сохраняет свою акту-

альность эффективный, но не лишенный собственных проблем, метод Лагран-
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жаНьютона решения задач невыпуклого программирования.   

 В то же время не обращается должное внимание на методы и средства ва-

риационных принципов механики, определивших, благодаря трудам Дж.В. 

Гиббса, современное состояние химической термодинамики. В частности, рас-

четы:  

 максимума энтропии 
(max)

(*)
)(c

B
S , 

К

Дж
,  при постоянстве энтальпии H , Дж ,  

 минимума энтальпии 
(min)

(*)
)(c

B
H  при постоянстве энтропии S , 

К

Дж
, 

 минимума энергии Гиббса 
(min)

(*)
)(c

B
G , Дж   

в функции температуры T , К  или суммарного числа молей N ,моль  для разно-

образных топлив при различных значениях давления p , Па  и составов 

)(
(*)

)( cc BB  , где )(cB  есть множество конденсируемых веществ и где отношение 


(*)

)(cB  идентифицирует гомогенную смесь, результаты которых частично 

представлены на рисунке 1 для топлива  BeO2    при 6,0ок  ( ок  есть ко-

эффициент избытка окислителя)  и на рисунках 23 для топлива 1РГO2    

при 4,0ок , привели к выводу: любая из задач термодинамического расчета 

сопла камеры ЖРД заключается в поиске некоторой миноранты из множества 

кривых, каждая из которых однозначно соответствует некоторому 
(*)

)(cB .  

 

Рисунок 1  Зависимость 
(max)

(*)
)(c

B
S  со знаком минус от  T , МПа50p  
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Причем в достаточно малой окрестности решения площадь, ограниченная ми-

норантой и осью 0T  (или 0N), минимальна относительно площадей, ограничен-

ных осью 0T (или 0N) и другими кривыми. 

 

Рисунок 2  Зависимость 
(min)

(*)
)(c

B
H  от T , Па1кp  ,  

К

кДж
122,14S   

 

Рисунок 3  Зависимость 
(min)

(*)
)(c

B
G  от N , МПа15p , KT 200   

Таким образом, решение задачи термодинамического расчета параметров 

многокомпонентной смеси веществ, участвующей в процессе течения в сопле 

камеры ЖРД, представляется в виде поиска в некоторой области значений па-

раметра   (температур T  или суммарных чисел молей моль,N ) такой кривой, 

которая является кривой достижения экстремума интеграла в виде 

  
    

1

1

',,min






 d
kk

kB
BB , где      ',,

kk BB  есть некоторая термо-

динамическая функция, а  
kB  идентифицирует функцию, описывающую 
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влияние конденсированных веществ из множества 
(*)

)(сB  на термодинамическую 

функцию в зависимости от параметра  . Очевидно, что применительно к зада-

че термодинамического расчета параметров многокомпонентных смесей ве-

ществ, участвующих в процессе течения в сопле камеры ЖРД, сформулирован-

ная задача относится ко множеству задач вариационных принципов механики, 

где на основе закона постоянства энтропии для адиабатного течения реализует-

ся поиск кривой с наименьшим значением энтальпии, обеспечивающей макси-

мальное значение скорости потока и, как следствие, при ряде дополнительных 

условий максимальное значение удельного импульса в пустоте.  

Отсюда выводится, что задача термодинамического расчета обобщенно 

представляется в виде  
1

1

',,min






 d , где поиск минимума основывается на 

решении дифференциального уравнения Эйлера 0
'










d

d
,где 

  (min)(min)   ,   )max()max(   . При этом справедливы положения: 

 если   ,  или     ,', )2()1(  , то решение урав-

нения Эйлера в общем случае не существует; 

 если  '  , то в качестве решения уравнения Эйлера выступают 

прямые линии 21 CC   ; 

 если  ',   или  ',  , то функция   , являющаяся  

решением дифференциального уравнения   1' ', C   или 

  1' ', C   , представляет кривую, содержащую точку глобального 

экстремума. 

Применительно к рисунку 1 справедливо заключить, что множеству 

 BeO
(*)

)( cB  соответствует прямая, которая содержит точку глобального экс-

тремума только при условии  К,3600К2400T . То есть, с одной стороны, ми-

норанта есть прямая линия и экстремум возможно не является глобальным, а, с 

другой стороны, получение любой точки миноранты с применением метода Ла-
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гранжа-Ньютона проблематично.  

Итак, переход на решение задач термодинамического расчета параметров 

многокомпонентных смесей реагирующих веществ, участвующих в процессе 

течения в сопле камеры  жидкостного ракетного двигателя в терминологии ва-

риационных принципов механики  есть объективно обусловленная актуальная 

потребность методологии исследований, определяющая создание эффективных 

интеллектуальных средств разработки конкурентоспособных ЖРД на  основе 

междисциплинарных технологий расчетов, на что в известных работах не об-

ращается внимания. 

Цели исследования. Анализ процессов и явлений, сопровождающих тече-

ние однородных и многофазных сред в сопле камеры жидкостного ракетного 

двигателя, при механических и тепловых воздействиях  с целью разработки 

надежных, приемлемо точных и достаточно скоростных технологий термоди-

намических расчетов, обеспечивающих, с одной стороны, данными, адекват-

ными известным физикохимическим и математическим теориям, и, с другой 

стороны, мобильных  в плане исследования параметров процессов для различ-

ных математических моделей описания состояния веществ и их смесей.  

Задачи исследования.  

1. Формулирование математических моделей равновесных состояний и 

процессов течения в сопле камеры ЖРД на основе  вариационных принципов 

механики.  

2. Определение свойств множеств, функций и задач, представляющих  ма-

тематические модели. 

3. Разработка эффективных математических технологий  вычислений, реа-

лизующих сформулированные математические модели.  

4. Исследование параметров газожидкостных потоков в процессе течения в 

сопле камеры ЖРД для различных математических моделей состояния смесей 

веществ.  

 Научная новизна. Получены оригинальные, научно обоснованные реше-

ния, внедрение которых вносит значительный вклад в ускорение науч-
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нотехнического  прогресса:  

1. Сформулировано, что фундаментальную основу термодинамического 

расчёта параметров реагирующих смесей веществ, участвующих в процессе те-

чения в сопле камеры ЖРД, составляют вариационные принципы механики. 

2. Определено, что известные классические постановки задач термодинами-

ческого расчета при учете уравнения состояния реального газа получаются при 

подстановке в соответствующие обобщенные задачи результатов осреднения 

интегралов. 

3. Постулировано, что фундамент термодинамического расчета параметров 

реагирующих систем, находящихся в некотором равновесном состоянии, опи-

сываемом давлением и энтальпией или энтропией, образует поиск температу-

ры, принадлежащей достаточно малой окрестности решения,  с  помощью в том 

числе и известных соотношений аналитической геометрии, и методов выпукло-

го программирования, обеспечивающих решение задач вариационных принци-

пов механики поиска миноранты. 

4. Обосновано, что базисной основой термодинамического расчета пара-

метров реагирующих систем веществ, находящихся в равновесном состоянии, 

описываемом давлением и температурой, является суперпозиция ряда методов, 

наиболее значимыми из которых являются метод условного градиента, метод 

неопределенных множителей Лагранжа и метод Ньютона, обеспечивающих при 

комплексном применении приемлемую надежность и достаточно высокую ско-

рость вычислений, а также адекватность результатов  расчетов исходным физи-

кохимическим положениям за счет применения оригинальных формул оценок 

достижения окрестности решения.  

5. Показано, что для любых допустимых давлений и температур существу-

ют такие окрестности решения, где состав реагирующей смеси веществ остает-

ся с приемлемой точностью постоянным; это позволяет существенно упростить 

расчет параметров систем при фазовых или полиморфных переходах, а также 

отказаться от организации итерационных процессов, например, при поиске дав-

ления при заданных температуре и энтропии, за счет применения оригинальных 
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формул вычислений. 

6. Продемонстрирована теоретическая разработка и практическая реализа-

ция сформулированных и обоснованных идей в программах термодинамиче-

ских расчётов для различных математических моделей смесей веществ. 

Теоретическая и практическая значимость работы. Сформулированы сле-

дующие методологические положения. 

1. Соблюдение положений химической термодинамики об эквивалентности 

множества термодинамических функций, для которых реализуется поиск экс-

тремума, множеству равновесных состояний есть фундаментальная основа  

термодинамического расчета параметров продуктов сгорания при течении в 

сопле камеры ЖРД. 

2. Значение линейной формы энтропии составляет не менее 94% от значе-

ния энтропии в целом; линейная форма энтропии характеризуется фундамен-

тальной значимостью. 

3. Корректный выбор математических технологий решений при использо-

вании сжатого набора утверждений и данных обеспечивает справедливость ря-

да, не упомянутых в модели положений термодинамики. 

Разработаны программноинформационные системы, по которым полу-

чено шесть Свидетельств о государственной регистрации программы для ЭВМ 

и которые позволяют определять термодинамические и теплофизические свой-

ства многокомпонентных смесей веществ. Динамически подключаемая библио-

тека CTDsoft  корневой сегмент программноинформационных систем   

 интегрирована  в программные комплексы Отраслевой методики 

определения удельного импульса тяги ЖРД, разработанные ГНЦ ФГУП “Центр 

Келдыша” и постоянно использующиеся в ходе многочисленных расчётов 

удельного импульса тяги различных ЖРД, 

 использована при решении задач расчета параметров сопла и 

удельного импульса тяги камеры ЖРД с целью профилирования и оптимизации 

сопла, а также при работе над созданием соответствующих отраслевых матери-

алов по определению энергетических характеристик ЖРД. 
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Результаты работы использованы научноисследовательской и учебной 

работах КГТУ им. А.Н. Туполева и КГЭУ. Работа выполнялась: в 19961997 

годах в соответствии с Федеральной космической программой России на 

19961997 годах (государственный контракт № 1003/03296 от 01.07.96 

“Трехкомпонентный ЖРД”) и при поддержке Российского фонда фундамен-

тальных исследований  грант № 930215754, в 20062015 годах по догово-

рам с ГНЦ ФГУП “Центр Келдыша” в рамках НИР «Двигатель» Федеральной 

космической программы России на 20062015 годах (Государственные кон-

тракты № 2510214/06, № 2510214/09, № 2510214/12). 

Методология и методы исследования. Методологическую основу состав-

ляет междисциплинарный поиск решения задач термодинамического расчета 

параметров сопла камеры ЖРД  на фундаменте применения систем знаний тео-

рии ракетных двигателей, термодинамики (классической, химической, техниче-

ской), механики жидкости и газа, математического и функционального анализа, 

теории выпуклого и невыпуклого программирования, теории вариационного 

исчисления. Для аналитических, численных и информационных исследований 

применены методы математического моделирования, математического и функ-

ционального анализа, численные методы решения экстремальных задач и си-

стем линейных и нелинейных уравнений, методы конструирования объект-

ноориентированных программных компонентов.   

Положения, выносимые на защиту. 

1. Математические модели равновесных состояний термодинамических си-

стем, применяемые для расчётных исследований процессов течения в соплах 

камер сгорания ЖРД, а также их фундаментальные свойства.  

2. Условия разрешимости задач и сходимости конструируемых последова-

тельностей точек, оценки достижения достаточно малых окрестностей точных 

решений, адекватных исходным физикохимическим положениям. 

3. Результаты оценки эффективности разработанных технологий вычисле-

ний. 

4. Данные численных исследований экстремальных значений, а также пара-
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метров процесса течения продуктов сгорания в сопле камеры ЖРД для различ-

ных математических моделей смесей веществ. 

Степень достоверности.  Применение известных положений теории ра-

кетных двигателей, фундаментальных положений физикохимических и мате-

матических теорий, использование банка данных ИВТАНТЕРМО, совпадение 

результатов расчетов с приемлемой точностью с  данными всемирно признан-

ного 10-томного справочного издания “ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ И 

ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПРОДУКТОВ СГОРАНИЯ”, полученны-

ми без привлечения метода “больших молекул”, обусловливают достаточно вы-

сокий уровень достоверности результатов теоретических и практических ис-

следований. 

Апробация результатов. Основные результаты диссертационной работы 

докладывались и получали положительную оценку на семинарах КГУ им. В.И. 

УльяноваЛенина, КГТУ им. А.Н. Туполева, МГУ им. М.В. Ломоносова, ИОФ 

им. А.М. Прохорова РАН, ОИВТ РАН, ГНЦ ФГУП «Центр Келдыша» и 24 

конференциях республиканского, российского, всесоюзного и международного 

(12) уровней, в том числе: 4
th
 World Conference on Experimental Heat Transfer, 

Fluid Mechanics and Thermodynamics, 26 June, 1997, Brussels, Belgium, 15
th
 In-

ternational CODATA Conference Scientific Data in the Age of Networking, 29 Sep-

tember. 3 October, 1996, Tsukuba, Japan, IV Международная конференция Лав-

рентьевские чтения по математике, механике и физике, 37 июля, 1995, Казань, 

Россия, International Conference on Combustion, Moscow  St.Petersburg, 2126 

June, 1993, Национальная конференция по теплоэнергетике НКТЭ2006, 48 

сентября, 2006, Казань, Россия, Международная конференция, посвященная де-

вяностолетию со дня рождения Л.С. Понтрягина, 31 августа  6 сентября, 1998, 

Москва, Россия, Международная научная конференция, посвященная 90летию 

со дня рождения Г.Г. Тумашева, 2124 ноября, 2000, Казань, Россия, Междуна-

родная научная конференция, посвященная 200летию Казанского университе-

та, 1824 марта, 2002, Казань, Россия, Всероссийская научнотехническая кон-

ференция “Ракетнокосмические двигательные установки”, посвященная 
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65летию со дня основания кафедры “Ракетные двигатели” МГТУ им. Н.Э. Ба-

умана, 2324 октября, 2013, Москва, Россия. 

Структура и объем диссертации.  Диссертация состоит из введения, трех 

глав, заключения и списка литературы. Общий объем работы  283  страниц,   

190 рисунков  на   страницах и по тексту,  33  таблиц по тексту, список литера-

туры на 18 страницах, включающий 177 наименований. 

 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

 Во введении. Представлены актуальность темы исследований и степень 

ее разработанности, описаны цели, задачи исследований и научная новизна ра-

боты, указаны теоретическая, практическая значимость работы и методология, 

методы исследования, определены положения, выносимые на защиту, а также 

степень достоверности и апробация результатов исследований.  

Благодарности.  Автор посвящает работу своей маме Назыровой М.Х. За 

профессионализм и  неоценимую помощь автор определяет признательность и 

благодарит Пономарева Н.Б.  За неподдельное внимание и поддержку автор 

выражает светлую память безвременно ушедшим Трусову Б.Г., Самуйлову Е.В., 

Лосеву С.А., Кожевникову Ю.В., Тунакову А.П. За помощь и ценные советы 

автор благодарит Мосолова С.В., Тишина А.П., Елизарова А.М., Лозино-

Лозинскую И.Г., Исакова Д.В., Пономарева А.А., Хамидуллина Р.А., Звереву 

О.Г., Нуруллову Р.Р., Лахтину Н.Н., Фигурову М.Д., Ефимову К.С., Халикову 

Л.Н., Хузину Г.М., Рябову Л.А., учеников Новикова Д.Г., Назырова Р.Р., а так-

же работников библиотеки КГТУ им. А.Н.Туполева. 

В главе первой определено, что термодинамический расчет параметров 

процесса течения в камере сгорания ЖРД многокомпонентной, многофазной 

смеси реагирующих веществ при учете представленных ранее ограничений ос-

новывается на построении математических моделей  

 для точки торможения на входе в сопло камеры ЖРД, для которой опре-

деляется завершение процесса горения при давлении 0p  топлива с эн-
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тальпией 0H , что позволяет определить корректность применения мате-

матической модели для равновесного состояния constHp 00 , , 

 для любого сечения сопла камеры ЖРД, рассматриваемого как точка за-

вершения процесса течения при constS 0  до заданного давления ap , что 

приводит к выводу о справедливости использования математической мо-

дели для равновесного состояния constSpa 0, . 

Фундаментальную основу термодинамических исследований составляет 

равновесное состояние constTp 00 , , которое с физической точки зрения 

соответствует точке завершения процесса нагрева.  

Сформулированы математические модели равновесных состояний, по-

стулированы и обоснованы свойства множеств, функций и задач, построены 

таблицы конечных разностей и представлены системы уравнений расчета пара-

метров процесса течения в сопле камеры ЖРД при известных газодинамиче-

ских характеристиках.  

1. Множество X  элементов iX  химической формулы 
mmbb XX ...

11 , где  iX   

символ химического элемента и где ib   количество грамматомов химическо-

го элемента iX , условной молекулы топлива однозначно определяет множе-

ство индивидуальных веществ B . Для каждого элемента j  множества B  тер-

модинамические свойства:  TH j
)0(

 (энтальпия),  TS j
)0(

 (энтропия),  TCp j
)0(

 

(теплоемкость при constp  ) представляют вещество j  как уникальную мате-

риальную субстанцию на промежутке температур  jj TT ,  существования. 

2. Множество конденсируемых веществ BB с )(  разбивается на множество 

упорядоченных подмножеств j , каждому из которых соответствует некоторый 

элемент множества  
)()( gg BB  , где )(gB  есть множество газообразных веществ;  

для множества  
)(gB  определено, что оно включает как существующие, так и 

условно существующие при данной температуре газообразные вещества. Неко-

торое вещество является условно существующим при некоторой фиксирован-
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ной температуре, принадлежащей исследуемому интервалу температур  TT , , 

если при данной температуре его свойства не определены, а в промежутке  TT ,  

существует, по крайней мере одна, температура, при которой свойства данного 

вещества известны. Упорядоченное множество веществ j  описывается такими 

параметрами, как число молей конденсируемого вещества )(
jn , где 







jk

kj nn
)(

, и  интервал 




  )()(

, jj TT  температурного существования конден-

сируемого вещества, где k
k

j TT
j


 min

)(
,  k

k
j TT

j


 max

)(
 и где для любого 

)(
)(


 gBj  справедливо включение  






 )()(
,, jjjj TTTT . 

3. Для любой материальной субстанции в газообразном состоянии справед-

ливо либо уравнение состояния идеального газа  

                                                         TNRpV 0 ,                                                       (1) 

где 
Кмоль

Дж
,0


R  есть универсальная газовая постоянная, либо уравнение состо-

яния  реального газа  

                                             









V

BN
TNRpV 10 ,                                                   (2)  

где для вириального коэффициента справедливо определение 




)(gBj

jj BxB , 






)(gBk

jkkj BxB . 

4. В любой момент времени термодинамической системе соответствует од-

на и только одна точка n  замкнутого и ограниченного пространства 

 ,...),...,...,,...,(| kj nxNnn  , где  1,0jx  есть мольная доля вещества 

)(gBj , а  (max),0 nnk    число молей вещества )(cBk ,  возможных составов 

смеси веществ. Для любого 
  )(gBj  и jk   при  представлении 

     nTpTnTp jkjk ,,,,   , где l  есть химический потенциал вещества 
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Bl ,  для равновесного состояния термодинамической системы справедливо 

определение 
   

   















.0  при,,

,0  при,,
ln

jjk

jjk

j
nnTp

nnTp
x




 

5. Термодинамическая система описывается термодинамическими функци-

ями, определяемыми при учете  (1) в виде 

                                    




)()(

,,

cg Bj

jj

Bj

jj THnTHxNnTpH ,                               (3) 

                                    




)()(

,,,,

cg Bj

jj

Bj

jj TSnnTpSxNnTpS                             (4) 

или при учете (2) в форме 

                             ),,(),,(),,()( nTpAnTpHnTpH H
r  ,                                       (5) 

                             ),,(),,(),,()( nTpAnTpSnTpS S
r  ,                                          (6) 

где при ),,(2),,(),,( nTpBnTpBnTp jj   для любого )(gBj  справедливы 

выражения 

 





















)( 0 ,

),,(
),,(

gBj

p

np

j
jS dp

T

nTp
xNnTpA


,                            

 
 




































)( 0 ,

),,(
),,(

gBj

p

j

np

j
jH dpnTp

T

nTp
TxNA 


.                    

Итак, справедливо для энергии Гиббса представить формальное определение 

                                        nTpSnTpHnTpG ,,,,,,
)()()( 

 ,                             (7) 

где форма  "" r  вместо  ""   применяется при учете (2) и где 

   
0

)(
)( ,,

,,
TR

nTpG
nTpG




 ,    
0

)(
)( ,,

,,
TR

nTpH
nTpH




 , 

   
0

)(
)( ,,

,,
R

nTpS
nTpS




 . 

6. Математические модели равновесных состояний распределяются на клас-

сические и вариационные.  
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 Равновесное состояние constHp 00 , . Классическая математиче-

ская модель представляется в виде  

                                           
 

 nTpS
nTTT

,,max 0
)(

,,




                                                   (8) 

при справедливости системы уравнений 

                                                       




)(

1

gBj

jx ,                                                           (9) 

                                i

Bj

jij

Bj

jij bnaxaN

cg

 
 )()(

, Xi ,                                         (10) 

                                                 00
)( ,, HnTpH  .                                                   (11) 

Вариационная математическая модель при учете уравнения состояния идеаль-

ного газа определяется в форме 

                                      
 

 


max

min

(*)
)(

,,min 0

T

T
SS

dTqTpS

C
B

,                                          (12) 

где для любого фиксированного состава множества  
(*)

)(cB  формирование кривой 

(*)
)(c

BS  реализуется на основе решения задачи (8)(11). 

 Равновесное состояние constSp 00 , . Классическая математиче-

ская модель представляется в виде  

                                          
 

 nTpH
nTTT

,,min 0
)(

,,




                                                 (13) 

при справедливости системы уравнений (9)(10) и уравнения  

                                                   00
)( ,, SnTpS  .                                                   (14) 

Вариационная математическая модель при учете уравнения состояния идеаль-

ного газа определяется в форме 

                                  















max

min(*)
)(

,,min 0

T

THH

dTqTpH

C
B

,                                          (15) 

где для любого фиксированного состава множества  
(*)

)(cB  формирование кривой 
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(*)
)(c

B
H  реализуется на основе решения задачи (13), (9)(10),(14). 

 Равновесное состояние constTp 00 , . Классическая математическая 

модель  представляется в виде 

                                            nTpG
n

,,min 00

)(


                                                         (16) 

при справедливости системы уравнений (9)(10). Вариационная математиче-

ская модель при учете уравнения состояния идеального газа определяется в 

форме 

                                    
 

 


max

min

(*)
)(

,,min 0

N

N
GG

dNqTpG

C
B

,                                          (17) 

где для любого фиксированного состава множества  
(*)

)(cB  формирование кривой 

(*)
)(c

BG  реализуется на основе решения задачи (16), (9)(10). 

9. Множество  )0( , для каждой точки которого справедлива система 

уравнений (9)(10), является полным и компактным. Множество 

  ,...,...,,...,|QQ(0)
kj nNqq  , где jj Nx  для любого )(gBj  и где для 

любого (0)Qq справедлива система линейных уравнений  

                                             0

)(




N

gBj

j ,                                                           (18) 

                                   i

Bj

jij

Bj

jij bnaa

cg

 
 )()(

 , Xi ,                                         (19) 

выпукло и эквивалентно множеству )0( . 

11. Для любых допустимых p  функции  nTpH ,, ,  nTpS ,,  и  nTpG ,,  не-

прерывны на множестве   )0(, QTT   и достигают  на этом множестве своих 

наибольших и наименьших значений. Для любых постоянных Tp,  они диффе-

ренцируемы по Фреше  на множестве Q, причем 

 ),,(grad,),,( qTpHqTpH   и для любых Qqq ,
)0(

 выполнено:  
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),,(),,(),,,(grad
)0()0(

qTpHqTpHqqqTpH  , 

   ,),,(grad,),,( qqTpSqTpS  , где  
0

0,


q , при  

  ),,(),,(),,( qTpqTpSqTpS SL   и  




)(

lnln),,( 0

gBj
jjS NvvRqTp ,где 

   




)()(

,),,()(

cg Bk

kk

Bj

jjL TSnTpSvqTpS , и для любых Qqq ,
)0(

 выполнены 

равенство ),,(),,,(grad qTpSqqTpS   и равенство 

      ),,(),,(),,,(grad
)0()0(

qTpSqTpSqqqTpS LLL  , 

 для любого Qq  справедливо ),,(),,,(grad qTpGqqTpG  . 

13. При учете (1) экстремальные задачи классических математических моде-

лей  эквивалентны, соответственно, задачам 

                                         
 

 qTpS
HQqTTT

,,min 0
,,

0


,                                                  (20) 

                                           
 

 qTpH
SQqTTT

,,min 0
,,

0


,                                                (21) 

                                                qTpG
Qq

,,min 00
)0(

,                                                     (22) 

где   00
)0( ,,,|

0
HqTpHQqqQH  ,   00

)0( ,,,|
0

SqTpSQqqQS  . 

14. Основные особенности задачи (20). 

 Преобразуется к эквивалентному виду 
 

 qTpS
TTT

,,min 0

)1(

,
, где для 

любых фиксированных  TTT ,  и 
(*)

)(cB  задача    qTpSqTpS
HQq

,,min,, 00

)1(

0


  

относится ко множеству задач выпуклого программирования. 

 Имеет решение, если справедливо отношение )0(Q  и разреши-

мо уравнение 

                                       00 ,, HqTpH  , )0(Qq ,                                                 (23) 
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то есть выполнено условие ),,(max),,(min 000
)0()0(

qTpHHqTpH
QqQq 

 .  

 Точка )0((*)
Qq   есть решение задачи (20), если справедливо 

S

(*)(*)

0 ),,,(Sgrad  qqqTp  для любого q  из окрестности 

0

(*)(*) , HQqT 




 .  

 Существуют такие  , для которых задача либо приобретает свой-

ства  задач выпуклого или линейного программирования, либо становится эк-

вивалентной задаче решения уравнения (23), где q  есть решение (22).  

15. Основные особенности задачи (21). 

 Преобразуется к эквивалентному виду 
 

 qTpH
TTT

,,min 0
)1(

,
, где 

   qTpHqTpH
SQq

,,min,, 00
)1(

0


 .                                 

 Имеет решение, если справедливо отношение )0(Q  и разреши-

мо уравнение 

                                       00 ,, SqTpS  , )0(Qq ,                                                   (24) 

то есть выполнено условие     SSS
TpTpS   ,,, 000 ,  где  

),,(min),( 0)(0
)0(

qTpSTp L
Qq

S


 , ),,(max),( 0)(0
)0(

qTpSTp L
Qq

S


 . 

 Точка )0((*)
Qq   есть решение задачи, если справедливо 

HqqqTpH 
(*)(*)

0 ),,,(grad  для любого q  из окрестности 

0

(*)(*) , SQqT 




 .  

 Существуют такие  , что задача либо приобретает свойства  задач 

выпуклого или линейного программирования, либо становится эквивалентной 

задаче решения уравнения (24), где  q  есть решение (22). 

16. Основные особенности задачи (22). 
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 Для любого фиксированного 
(*)

)(cB  является задачей выпуклого про-

граммирования.  

 Имеет решение, если )0(Q , то есть система уравнений 

(18)(19), принадлежащая к классу задач линейного программирования, имеет 

решение. 

 Точка )0((*)
Qq   есть решение задачи, если для любого 








(*)
qq   справедливо неравенство 

                                            
G

qqqTpG 
(*)(*)

00 ),,,(grad .                           (25) 

 Существуют такие  , для которых задача приобретает свойства  за-

дач линейного программирования. 

17. Семейство конечных разностей, представленное в таблице 1, построено 

при учете определений приращений параметров состава в виде: 

  
'

kk nn , )(cBk ,     'NN  и     



'
jj xx , )(gBj .  

Использование таблицы 1 обусловливает  

 получение формальных выражений для приращений функций по T  

при constp   в форме полиномов третьей степени вида 

        )3(
,

3)2(
,

2
pHppHppp TTCpTTH   , 

        )3(
,

3)2(
,

2
pSppSppp TT

T

Cp
TTS   , 

где  Cp , 
К

Дж
  теплоемкость при constp  , 

)3(
,

)2(
, , pHpH  , 

)3(
,

)2(
, , pSpS    некоторые 

коэффициенты, 

  вывод инвариантов:     011 )(  TpVHHp p
p

T  ,  

 
 

0
1

1 )( 



T

TpV
SSp

pp
T


 ,   01 )(  T

pf SSTCpCp  , 

где fCp , 
К

Дж
  теплоемкость замороженной смеси при constp  , 
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p
p

T

V

V

T
T 












 , 

T

T
p

V

V

p
p 












 , )( pH , )( pS , )(TH , )(TS   суммы частных 

производных по давлению и температуре специальной структуры. 

Таблица 1 – Семейство конечных разностей 

 constp   constT   constS   constH   

p  0       

T    0 

Cp

TVp
  

Cp

TV p )1( 
  

S  

)3(
,

3

)2(
,

2

pS

pST

Cp









 

 
)3(

,
3)2(

,

2

TSTS

pV








 

)3(
,

3)2(
,

2
SSSS    

)2(
,

2
IS

T

V
  

)3(
,

3
IS  

H  

)3(
,

3

)2(
,

2

pH

pHCp








 

 
)2(
,

2

1

TH

pTV








 

 2



Cp

pVCv T  

)3(
,

3)2(
, SUSU    




)3(
,

3)2(
,

2
HUHU

T

p

CppCv

pV
Cp

V













 

 

18. Применение осредненной технологии вычисления интегралов 

   ppdpp

p

 
0

 обусловливает справедливость выражений: 

 )( BBpNAH , NBVV r )( , pNBAG  , 
T

pNB
AS

)(

 , 

 )( BBpNAH   и, как следствие, с учетом (5)(7) для реагирующих систем 

приводит к формулам  

    






 


















B

BB

pV

TNR
TT

T

rp

r

p

)()(

)(

0)( 2
11 , 

    























B

B

pV

TNR
pp

p

rT

r

T

)(

)(

0
)( 2

11 , 

   ),()()()( 2
1

TT
H

p

pp
r

p
r

p BBpNA
T

T
CCCC

ff







, 
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где )(B , )(TB , )( pB , ),( TB  , ),( B  есть суммы частных производных от B  по 

давлению и температуре специальной структуры. Более того, применение 

осредненной технологии для замороженных систем позволяет получить выра-

жения 

  

























B

B

pV

TNR
T

r

r

fp

)(

)(

0)(
111 ,  

)(

0
)(

r

r

fT
pV

TNR
p  ,  

 ),()()(   BB
T

pN
CC

ff p
r

p
. 

19. Термодинамический расчет параметров процесса течения в сопле камеры 

ЖРД основывается на решении уравнения   )0((*),
0

 TpS , где   представ-

ляет некоторую газодинамическую характеристику, например, число Маха M  

или геометрическую степень расширения сопла F , а (*)T   есть решение задачи 

(15). При этом 

   2
*

2

2

2

2

222
111 Mf

w

F
M

w

fF

a

w

w

F

a

p

w

p

p

F

p

F

S









































, 

 























 














T
p

p

M

w

M

p

M

p
T

S







2

2

1
1

2
, 

где 
  с

м
,

p

p
a

T


  есть наиболее эффективное соотношения представления 

скорости звука, 
3м

кг
,

V

mT   плотность и  
v

p

C

C
   коэффициент адиабаты, 

vC , 
К

Дж
  теплоемкость при constV  , 

кг

м
,

w

1 2 с
f





  удельная площадь. 

Вторая глава посвящена описанию применяемых математических мето-

дов решения  задач в терминологии вариационных принципов механики и 

обоснованию эффективности их использования. 

1. Термодинамические свойства любого вещества есть непрерывные и диф-

ференцируемые функции, что обеспечивается для условно существующих ве-

ществ расширением области существования энергии Гиббса с помощью опре-
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деления в качестве ее значения чрезвычайно большого по модулю числа 

 T
G

j
)( , что, например, представлено на рисунке 4, обеспечивающего равен-

ство 0jx  для любого    TTTTT j ,,  .  

2. Экстремальная задача (22) поиска минимума приведенной энергии Гибб-

са решается при условии определенности состава множества конденсируемых 

веществ 
(*)

)(cB  с помощью метода неопределенных множителей Лагранжа поиска 

экстремума многомерной функции, метода Ньютона решения системы нели-

нейных уравнений, метода условного градиента поиска минимума выпуклой 

функции, симплексметода вычисления минимума линейной формы, метода 

Зейделя решения системы линейных уравнений, метода Ньютона и метода по-

ловинного деления решения уравнения одного переменного, метода касатель-

ных и метода золотого сечения поиска минимума одномерной выпуклой функ-

ции. 

3. Решение задачи (22) методом неопределенных множителей Лагранжа ос-

новывается на выполнении следующих действий. 

 Формирование векторного уравнения 

                                                           0f ,                                                         (26) 

где   и     Hhh  ,,,,| 0000  ,  1,0jx , )(gBj , 
N

N
1

 , 

N

n
n k

k  , 
(*)

)(сBk , при   ,...,...,ln,...,ln| kj nxNhhH  ,  причем 
(*)

)(сj B  для 

 

 

Рисунок 4  Зависимость 
)2,(

НС 1010

G   от T , кПа100p  
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любого 
)(
)(


 gBj  и   эквивалентно     Qqq  ,,,,| 0000  , и где 

координаты вектора           ,...,...,,...,,0  kljN
fffff  , )(gBj , 

)(
)(


 gBk , 

kl   имеют вид     00 f ,     jjf  , )(gMj ,     jkjkf  ,  

jk Г , 
Г)(

)(g
Mj ,     ililf  , 

)Г(
)(g

Ai , il  ,    
N

q
fN


  ,    qf ii   , 

)0(
)(g

Ai ,    qf ii   , 
)Г(
)(g

Ai , при определении 

  100   ,   jkjk

Ai

iijjk

g

xa   


0
)0(
)(

ln ,  jk Г , 
Г)(

)(g
Mj ,  

  jj

Ai

iijjj

g

xax   


0
)0(
)(

lnln , )(gMj , 

  iliil x   0ln , 
)Г(
)(g

Ai , il  , 

  Nq

gBk

k  
 )(

 ,   ii

Mj

jij

Mj

jiji bnaaq

c
g

 



(*)

)(
)(

, 
)0(
)(g

Ai , 

  i

l

li

Mj

jij

Mj

jiji bnnaaq

c
g

 
 i

(*)
)(

)( Г

 , 
)Г(
)(g

Ai . 

 Определение функции  F  в качестве параметра оценки погреш-

ности, где  

          













  

 
)Г(
)(

)0(
)(

2222

g
i

g
Ai

il

l

i

Ai

iNF   

     



)Г(
)(

)( ,

222
0

gjg MjГk
jk

Mj
j   

и где функция  F  достигает на множестве   своего наименьшего значения. 

 Постулирование положения: в точке достижения минимума энер-

гии Гиббса выполняются закон действующих масс и закон равенства химиче-

ских потенциалов веществ в различных агрегатных состояниях. 

4. Решение задачи (26) методом Ньютона при справедливости условий 
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 количество элементов в любом множестве k , при 
(*)

)(ck B  и 

)(
)(


 gBk  не больше единицы,   

 множество атомарных веществ 
)(
)(\

gAA  не пусто,  

 множество условно существующих атомарных веществ пусто  

основывается на выполнении следующих действий. 

 Определение точки 
)1( ll

  при известном 
)(ll

  с помощью суммы 

)()( llll
 , где  ,...,...,,...,,

)()()()(
0

)( ll
kl

ll
j

ll

N

llll
 , )(gBj , 

)(
)(


 gBk , kl  ,  

есть результат решения уравнения 










 )()()( llllll

fW  , где для мат-

рицы Якоби справедливо 
 

   

























)22()21(

)12(
)(

WW

WE
W

ll
. 

 Идентификация условия сходимости метода Ньютона: при 10   

метод сходится, в противоположном случае возможно не сходится, где 

CBn 000 2   , 

m

V

1
)0()22(

0














  , 

m

B
)0()1(

0   , 














 


i

Xi
ij

MjXi
bBNaC

g

max2,maxmax 0

)0(

, )(

, 

                           
)12()21()22()22(

WWWV  . 

 Проекция точки 
)()( llll

q   на множество Q  определяет точку 
)1( ll

 . 

 Фиксирование условия достижения решения: если для точки Qq 
(*)

 

при 






(*)(*)
0

(*)
,q   выполнено неравенство F 





 (*)

, где 

    F , то  соответствующая точка 
(*)

  из   есть решение  (26). 

 Постулирование положения: решение методом Ньютона обеспечивает 

справедливость правила фаз Гиббса и справедливость физи-



 29 

кохимической оценки  0,,
)(






 ll

S

qTp . 

Таким образом, система нелинейных уравнений, эквивалентная рассмат-

риваемой и решаемая методом Ньютона, обеспечивает решением, удо-

влетворяющем правилу фаз Гиббса. 

5. Поиск начальной точки  )0()0(
n , обеспечивающей сходимость метода 

ЛагранжаНьютона при фиксированном 
(*)

)(cB , осуществляется методом услов-

ного градиента, который основывается на построении последовательности то-

чек   ,...2,1

)(

ll

ll
q , где для начальной точки 

)0(
q  справедливы определения: 

ii b
)0( , )(gAi , 0

)0(
j , )(gMj , 0

)0(
jn , 

(*)
)(cBj , 




Xi

ibN )0( . При этом 

выполняется следующая последовательность действий: 

 С помощью симплексметода выполняется поиск точки минимума 

(**)
q  в задаче qqTpG

ll

Qq

),,,(gradmin
)(

)0(

, относящейся к классу задач линейного 

программирования. 

 С помощью метода касательных и метода золотого сечения вычис-

ляется значение (*) , обеспечивающее 
 














 



)((**))(

1,0
,,min

llll
qqqTpG 


. 

 Проверяется справедливость неравенства (25): если неравенство 

верно, то принимается, что задача (22) при данной требуемой точности решена.  

 По формуле 




 

)((*))( llll
qqq   вычисляются координаты точки 

)1( ll
q . 

6. Определенность точки минимума 
(*)

q , где 
(*)

N  есть координата суммар-

ного числа молей газовой фазы, для задачи (22) при составе 
(*)

)(cB  обеспечивает 

переход на решение вариационной задачи (17) для выбора нового множества 

(*)
1),(cB . Формирование 

(*)
1),(cB  реализуется с помощью поиска во множестве кри-
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вых (*)
)(),( kc

BG  линии, которая для данного 
(*)

N ,содержит наименьшее значение. 

Поиск производится с помощью последовательности действий: 

 построение прямой (*)
N

L , определяемой уравнением 
(*)

NN  , то 

есть параллельной оси G0 , 

 вычисление точки пересечения прямой (*)
N

L  с кривой (*)
1),(c

BG , кото-

рая наиболее близка к оси N0 . 

Технология реализуется решением задачи (22) при дополнительных усло-

виях: постоянстве 
(*)

NN  и начальном представлении )(
(*)

1),( cc BB  . Формиро-

вание множества 
(*)

1),(cB   фундамент для выполнения нового шага решения за-

дачи (22). 

7. Вычисление состава при справедливости условии )()( ggB  , где 

 Xg ,15max)(  , осуществляется на базе распределения веществ на преобла-

дающие и непреобладающие, где для любого непреобладающего или условно 

существующего )(gMj  принимается jj

Ai

iijj

g

xax   


0
)0(
)(

lnln . 

8. Суперпозиция метода условного градиента и метода ЛагранжаНьютона  

для решения задачи (22) обеспечивает высокую скорость и надежность расче-

тов, что в частности продемонстрировано на рисунке 5 для топлива 

1-РГВоздух   при 3,0mK  (массовое соотношение компонентов), где отоб-

ражено изменение количества шагов 
2

1
21

k

k
k   метода ЛагранжаНьютона и 

где 1k  есть количество шагов при неприменении, а 2k   количество шагов при 

применении метода условного градиента для расчета начального приближения 

при переходе от решения, полученного для состояния constp,T 1  при 

КT 30001  , к состоянию constp,T 2  при  температуре 

 KKKKT 2500,2000,1500,10002  . 
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9. Анализ результатов вычислений параметров vc  и pT , частично пред-

ставленных на рисунках 67 для топлива НДМГАТ   при 3,0mK , определил 

вывод: vc  и pT  есть непрерывные и положительно определенные функции, то 

есть наиболее вероятно, что состояние равновесия является механически и тер-

мически устойчивым.  

10. Процесс поиска минимума энергии Гиббса при учете уравнения состоя-

ния реального газа (2) вида 

 

Рисунок 5  Зависимость 21k  от T  

 

Рисунок 6  Зависимость vc  от  Т 

                                                  qTpG
r

Qq

,,min
)(

)0(

.                                                   (27) 

имеет следующие особенности. 

 Задача (27) эквивалентна задаче  

                        
  









 TR

A
qTpG G

BjBB gj 0

(*)

|,
),,(min

)(

,                                         (28) 
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где 
(*)

q  есть решение задачи 

     
  











 


 TR

BjBBqTpA
qTpG

gjG

Qq 0

)(|,,,,
),,(min

)0(
                                     (29) 

 

Рисунок 7  Зависимость pT  от Т 

и где задача (29) в силу применения технологии осреднения и определенности 

состава множества конденсированных веществ принадлежит  к классу задач 

выпуклого программирования. 

 Решение задачи (28) реализуется посредством построения последо-

вательности точек   ,...2,1

)(

ll

ll
 , где 







 )1()()()(
,...,,...,

llll
j

llll
qBB  и где 

)1( ll
q  

есть решение задачи (29) для фиксированных  )1( llB , )1( ll
jB  при )(gBj . При 

этом известные значения координат точки 
)1( ll

q  обеспечивают расчет 







)(

)()1()(

gBj

ll
j

ll
j

ll BxB , 





)(

)1()(

gBk
jk

ll
k

ll
j BxB , где в качестве точки 

)0(
q  выступает 

решение задачи (22). 

 Решение задачи (29) находится с помощью метода Лагран-

жаНьютона, то есть посредством решения 0
)()(












 llll

f  , где для 

ненулевых координат вектора 




 )(ll
  справедливы определения:  































 

 )(

)()(

0

)(

gAi

ll

iij

ll

j

ll

j a
TR

p
 , )(gMj , 
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 )(

)(

0

)(

gAi

ll

iij

ll

jk a
TR

p
 , jk Г , 

Г)(
)(gMj . 

 Оценка точности решения для задачи (28) производится проверкой 

неравенства   
Ggj

r
qqBjBBqTpG 

(*)

)(

)(
,|,,,,grad . 

11. Анализ результатов расчетов относительных отклонений 

  %,/100 )( hhh r
h  ,    %,/100 )( sss r

s  , частично представленных на ри-

сунках 89 для топлива 1-РГO2   при 3,0mK ,  определил вывод: при малых 

mK  справедливы оценки %2h  и %2s , что согласуется с известными 

положениями. 

12. Вычисления минимума энтальпии  TpH ,0
(min) , максимума энтальпии 

 TpH ,0
(max)  и их сравнение с исходным значением 0H  энтальпии топливной 

композиции, что частично представлено на рисунке 10 для топлива H2O2   

при 5mK , приводят к выводу: справедливы неравенства  

    00
(max)

00
(min) ,, HTpHHTpH  ,    TpHTpH ,, 0

(min)
0

(max)  , 

 
 

Рисунок 8  Зависимость h  от Т 

исходная энтальпия наиболее близка к наименьшему значению  TpH ,0
(min) , а 

также существуют такие Т, что     TpHTpHH ,,, 0
(max)

0
(min)

0  . Более того об-

наружено, что чем меньше разность    00
(min) , HTpH  , тем данная температу-

ра T   ближе к решению задачи. Данные оценки представляются фундаментом 
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решения задачи (20), позволяя существенно увеличить скорости вычислений и 

надежность расчетов.  

 
Рисунок 9  Зависимость s  от Т 

13. Решение экстремальной задачи (20) поиска минимума приведенной эн-

тропии при фиксированном 
(*)

)(сB  основывается на построении последовательно-

стей 
,...2,1

)()(
,















ll

llll
TT ,   ,...2,1

)(
ll

llT  при 






)()()( ,
llllll TTT  и 











  )1()1()()(

,,
llllllll

TTTT  с помощью выполнения следующих действий.  

 

Рисунок 10  Зависимости  TpH ,(min) ,  TpH ,(max)  от T , МПа30p  

a) Поиск минимума  qTpH ll

Qq

,,min )(
0

)0(

 симплексметодом и оценка разре-

шимости задачи (20) для данного )(llT . 

b) Решение задачи (22) поиска минимума приведенной энергии Гиббса для 

данного )(llT . 

c) Вычисление нового значения )1( llT  на базе решения уравнения (11)  в 
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терминологии множества )0(Q  методом Ньютона или методом половинного де-

ления. 

14. Определенность )(llT  для задачи (20) при составе 
(*)

)(cB  обеспечивает пере-

ход на применение вариационной математической модели (12) для выбора но-

вого множества 
(*)

1),(cB . Формирование 
(*)

1),(cB  реализуется с помощью поиска во 

множестве кривых (*)
)(),( kc

BS  линии, которая для данного )(llT  содержит 

наименьшее значение по аналогии с решением подобной задачи оптимизации 

)1( llN  и поиска нового множества 
(*)

1),(cB  при решении задачи (17). Определен-

ность состава множества 
(*)

1),(cB   фундамент для выполнения нового шага ре-

шения задачи (20). 

15. Задача поиска максимума энтропии при учете уравнения состояния ре-

ального газа (2) вида ),,(min
)(

],,[ )0(
qTpS

r

QqTTT 

 при ограничении 

0
)( ),,( HqTpH r  , где )0(Qq , решается построением последовательностей 

,...2,1

)()(
,















ll

llll
TT ,   ,...2,1

)(
ll

llT , где 






)()()( ,
llllll TTT , на основе метода Нью-

тона или метода половинного деления при применении результатов решения 

задачи поиска минимума приведенной энергии Гиббса (28). 

16. Вычисления экстремальных значений линейной части энтропии  

),,()( qTpS L  и их сравнение с  исходным значением энтропии 0S , что частично 

представлено на рисунке 11 для топлива НДМГАТ   при 3mK , где верти-

кальная пунктирная линия представляет температуру в равновесном состоянии, 

приводит к следующим выводам. 

 Для экстремума 
1000

),(
),(

)0(






T

S

S m

Tp
Tp


  и экстремумов 

 
1000

),(
),(

)0(






T

SS

S m

Tp
Tp


 ,

1000

),(
),(

)0(






T

S
S

m

Tp
Tp


 ,

 
1000

),(
),(

)0(






T

SS
S

m

Tp
Tp


 ,  
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где кг1Tm  и где ),,(min),( )(
)0(

qTpSTp L
Qq

S


 , ),,(max),( )(
)0(

qTpSTp L
Qq

S


 , 

в сравнении с 0S   для любого T  выполнено неравенство    TpTp
SS ,,   , 

причем существует такая окрестность  (*)T  решения (*)T , для каждой точки 

которой удовлетворено неравенство     00 ,, STpSTp SS
  . Более того, 

заданное значение энтропии 0S  наиболее близко к минимальному значению 

линейной части энтропии ),( Tp
S

 . 

 Выявлено, что при выполнении 0),( STp
S

  задача (21) является 

разрешимой. Таблица 2 включает параметры равновесных продуктов сгорания 

в выходном сечении сопла при давлении Па50 кpa  . Из таблицы следует, что 

 
 

 
%,100

,

,
,

)(
)( 

аа

ааL
ааL

Tps

Tps
Tp , то есть доля линейной части энтропии 

 ааL Tps ,)(  в энтропии равновесной  аа Tps , , превышает 94%.  

 

Рисунок 11  Зависимости 
)0(

S
 , 

)0(

S
 ,  

)0(

S ,  
)0(

S  от T , кПа30p  

 Из анализа таблиц 2, 3, где отображены экстремальные параметры  

),,(
(min)

,
(min)(min)

a aHaaa qTphh  , )q,,T(ps)q(s
)(

Haa(L)

)(

H,a(L),a

minmin
 , 

где ),,(min),,(
)0(

(min)

,
(min) qTpHqTph aа

Qq
aHaaa



 , ),,(
(min)

)(
(min)

а(L), SaaL qTpss   и 

(min)

Sq есть решение ),,(min
)0(

qTpS aа
Qq

, выводится, что в качестве наиболее точ-
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ной оценки возможного значения  аа(L) ,Tps  выступает )q(s
)(

H.а(L),а

min
. Таким 

образом, если для данной температуры )0(T  разность 
)0((min)

,a(L), )( (L),aaHs sqs  , 

где 0
)0(

94,0 ss(L),a  , определяет достижение приемлемой точности по 
)0(

(L),as , то 

)0(T  есть наиболее хорошее начальное приближение.  

Применение представленных оценок обеспечивает существенное увели-

чение скорости вычисления начального приближения )0(T  для задачи (21) в си-

лу отсутствия, по меньшей мере операций вычисления логарифма и экспонен-

ты. 

17. Технология решения задачи (21) аналогична технологии решения задачи 

(20), описанной в пункте 13, где  

 на этапе a):  задача  qTpH ll

Qq

,,min )(
0

)0(

 заменяется на  задачу 

),,(min )(
)(

)0(
qTpS ll

L
Qq

, 

      Таблица 2  Параметры топлива НДМГO2   

ок  
ah , 

кг

кДж
 aT , К   aa)( ,Tps L , 

Ккг

кДж


 

 ,%, aa)( TpL

 

0,1 -2445,495 750,0686 12,02947 94,6 

0,5 -4694,390 976,2850 12,08951 94,4 

0,9 -5700,285 2084,534 11,04766 96,3 

1 -5586,673 2249,528 10,82002 96,6 

1,3 -5048,004 1993,477 10,15346 96,3 

 на этапе c): уравнение (11) заменяется на уравнение (14). 

При этом этап решения с применением вариационной математической модели 

реализуется решением задачи (15), где формирование 
(*)

1),(cB  реализуется с по-

мощью поиска линии во множестве кривых (*)
)(),( kc

B
H . 

18. Вблизи точки фазового или полиморфного перехода состав веществ с до-
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статочно высокой точностью остается постоянным, что, например,  подтвер-

ждается следующими данными (при точности не менее трех цифр): 

              Таблица 3. Экстремумы параметров топлива НДМГO2   

              

ок  

(min)
ah , 

кг

кДж
 

(min)
),( aLs , 

Ккг

кДж


 





 (min)

),( HaL qs , 

Ккг

кДж


 

0,1 -3418,531 7,334342 10,80387 

0,5 -6645,772 6,930387   9,90413 

0,9 -6058,529 8,100095 10,61471 

1 -6023,148 8,206262 10,69461 

1,3 -5103,479 7,815377 10,13917 

 при К273,161T  для преобладающих веществ: ОН2
x 0,0120, 


2Нx 0,9879, ОН2

n 24,7525 и 250,848N ;  

 при К273,159T : ОН2
x 0,0120, 

2Нx  0,9879, ОН2
n 24,7588 и 

250,848N , 

полученными для топлива Н2О2  , где 8,0mK , кПа50p , 

кгК

кДж
34,996530


s . 

19. Задача поиска минимума энтальпии при учете уравнения состояния ре-

ального газа (2) вида ),,(min )(

q],T,T[T (0)
qTpH r

Q

 при ограничении 

0
)( ),,( SqTpS r  , где )0(Qq , решается построением последовательностей 

,...2,1

)()(
,















ll

llll
TT ,   ,...2,1

)(
ll

llT , где 






)()()( ,
llllll TTT , на основе метода Нью-

тона или метода половинного деления при применении результатов решения 

соответствующей задачи поиска минимума приведенной энергии Гиббса (28). 

20. Фундаментальную основу анализа равновесного состояния заморожен-

ных систем составляют математические модели, аналогичные (8)(11), 

(13)(14), (9)(10), где уравнения сохранения вещества заменяется на уравне-
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ния постоянства количества молей конденсированных веществ во множествах 

j  вида 
)0()(

j

k
k

j

n 



, где 0

)0(
j  есть суммарное число молей веществ j  в 

точке замораживания для любого 
)(
)(


 gBj . При этом 

 если для конденсированных веществ jkk 21 ,  определен фазо-

вый или полиморфный переход, то число молей 1k  вычисляется в виде 

 для constHp 00 ,  в виде 

 

   THTH

THnTpHH

n

kk

jk

k )0()0(

)0()0()0(

0
)1(

0

21

2

1

,,













,  

 для constSp 00 ,  в виде 
   

   TSTS

TSnTpSS
n

kk

jk
k )0()0(

)0()0(
0

)1(
0

21

2

1

,,







,  

а число молей 2k  рассчитывается в форме 
12

)0(
kjk nn  , 

 для замороженного равновесного состояния constST 00 , , фунда-

ментальную основу математической модели составляет экстремальная задача 

p
nn

lnmax
21 ,

, что приводит к формальному выражению 
 

0

00
)1( ,,

ln
NR

SnTpS
p


  рас-

чета давления без применения итерационных процессов. 

21. Основу расчета параметров продуктов сгорания в любом, отличном от 

входного, сечении сопла составляет решение уравнения  

                                                    )0((*),  aa Tp .                                                   (30) 

Решение (30) производится на основе конструирования методом Ньютона или 

методом половинного деления последовательностей   ,...2,1
)(

ll
llp , 

,...2,1

)()( ,
















ll

llll pp , где в качестве результата рассматривается такое (*)p , для 

которого справедливо неравенство   )7()0((*))( ,  Tp ll . Если    представ-

ляет геометрическую степень расширения F , то расчет начального приближе-

ния по давлению реализуется решением уравнения   
1

 Fq  , где   принад-
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лежит интервалу 

















1

1
,0

n

n
, в каждой точке которого функция  q  диффе-

ренцируема. 

22. Анализ данных таблицы 4, где отображены скорости расчетов параметров 

сопла камеры ЖРД для различных топливных композиций, позволяет заклю-

чить, что технология Назыровой Р.Р., реализованная в форме программного 

комплекса СTDsoftRG, характеризуется существенно более высокими скоро-

стями вычислений по сравнению с технологией программы АСТРА.4 / pc “Вер-

сия 1:07, 1991” , автором которой является Б.Г. Трусов. 

23. Анализ данных таблицы 5, где отображены некоторые результаты расчета 

параметров процесса горения для топлива AlО2  , 3.0ок   при МПа0 p , 

приводит к выводу: фундаментальную основу программы Трусова Б.Г. состав-

ляет возможность нарушения правила фаз Гиббса. 

       Таблица 4 – Параметры скоростей при МПа500 p , Па5.0 кpа    

Топливо Количество 

обращений 

Время 

АСТРА.4 / pc 

“Версия 1:07, 

1991” 

СTDsoftRG  

22 HO  , 3.0ок   1 16 с. 1 с. 

1000 4 час. 27 мин. 17 мин. 

1.9562 CHO  , 4.0ок   1 18 с. 4 с. 

1000 5 час. 1 час. 7 мин. 

НДМГАТ  , 5.0ок   1 17 с. 4 с. 

1000 4 час. 44 мин. 1 час. 7 мин. 

342 AlHОN  , 1.0ок   1 20 с. 2 с. 

1000 5 час. 34 мин. 34 мин. 

   Третья глава содержит результаты термодинамических расчетов пара-

метров сопла камеры ЖРД, на основе применения разработанных программных 

средств.  

1. Результаты расчета параметров процесса течения продуктов сгорания в 

сопле камеры ЖРД, частично представленные на рисунке 12 для топлива 

1-РГO2   при МПа40 p  и на рисунке 13 для топлива НДМГАТ   при 
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МПа200 p , приводят к выводу: предлагаемая технология расчетов 

     Таблица 5    Параметры скоростей расчета сопла ЖРД для топлива   

      1.956CHВоздух   

МПа,0p  МПа,ap  mK  Время, с 

АСТРА.4 / pc “Вер-

сия 1:07, 1991” [4] 

CTDsoftRG 

[7] 

30 10,3,1,0.3 0.5 23.89 2.83 

5 22.22 3.78 

50 10,5,1,0.5 0.5 24.7 2.47 

5 22.27 3.73 

 

  Таблица 6 – Параметры расчета процесса горения 

 АСТРА.4/pc “Версия 1:07, 

1991” 

CTDsoftRG 

Aln  12.676 0 

32ОAln  2.6784 0.43785 

К,T  4240.8 1689 

кг

кДж
,h  

-83.895 -83.895 

Ккг

кДж
,


s  

4.7370 4.4008 

 обеспечивает высокую надежность и точность вычислений с точки 

зрения получения графиков непрерывных и дифференцируемых функций, 

 позволяет рассматривать получаемые кривые как совокупности ли-

ний, для которых в большинстве случаев уместно определение   пучок кривых, 

 обусловливает справедливость  утверждения: для любого значения 

давления 0p  существует мажоранта для упI  кривая, определяющая макси-

мально  возможные энергетические возможности топлива на данном интервале 

возможных исходных составов и для данных геометрических характеристик 

сопла.  

2. Анализ результатов расчета относительных отклонений  , частично 

представленных на рисунках 1415 для топлива спиртЭтиловыйВоздух   при  

7,0ок   и для топлив Н2Воздух  , 1-РГВоздух  , газПриродныйВоздух   

при 6,0ок  , где   ,%/100 )()( сс   и где   получено при учете урав-
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нения состояния идеального газа, а )(с  выбрано из известных справочных 

данных, приводит к выводу: %8,0T  и %13,0
уп
I , то есть налицо совпаде-

ние с приемлемой точностью с признанными справочными данными. 

 

Рисунок 12  Зависимость упI  от aF  

 

Рисунок 13  Зависимость упI  от aF   

 

Рисунок 14  Зависимость упI
 от ap , МПа500 p  
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Рисунок 15  Зависимость T  от ap , МПа500 p  

3. Анализ результатов расчетов параметров r)( , где r)(  получено при 

учете уравнения состояния реального газа, и их  относительных отклонений 

  ,%/100 r)(  , некоторые из которых отображены на рисунках 1619,  

приводит к результату %9,0 , то есть подтверждается справедливость из-

вестного положения о незначительности отклонений. 

 

Рисунок 16  Зависимость w  от aF , МПа300 p , 5mK  

 

Рисунок 17  Зависимость w  от aF  , МПа300 p , 5mK  
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Рисунок 18  Зависимость упI  от aF , МПа300 p , 5mK  

 

 

Рисунок 19  Зависимость 
упIδ  от aF , МПа300 p , 5mK  

4. Сравнительный анализ результатов расчета относительных отклонений 

Ш)(
  с относительными отклонениями 

И)(
  для процесса течения воздуха при 

К13000 T , где   %,/100 Ш)(r)(Ш)(Ш)(
 ,   ,%/100 Ш)(Ш)(И)(

   

и где Ш)(   выбрано из известного справочника
3
, приводит к выводу: при усло-

вии МПа10МПа4 0  p в большинстве случаев справедливо неравенство 

И)(Ш)(
   , то есть значения давления и температуры в выходном сечении 

достаточно близки к известным данным³. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

1. Обоснована актуальность разработки программ-

ноинформационных систем термодинамического расчета параметров много-

                                                           
3
Шехтман А.М. Газодинамические функции реальных газов. Справочник  / А.М. Шехтман. М., 1988.  
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компонентных, многофазных смесей веществ, участвующих в процессе течения 

в сопле камеры жидкостного ракетного двигателя, на основе перехода на тер-

минологию вариационных принципов механики. 

2. На фундаменте анализа известных положений теории ракетных 

двигателей,  химической термодинамики и механики жидкости и газа впервые 

определено, что наиболее общими математическими моделями описания рав-

новесных состояний и процессов в сопле камеры ЖРД являются вариационные 

модели, определенные в терминологии задач вариационных принципов меха-

ники, для которых классические математические модели выступают как неко-

торые частные представления.   

3. На основе  математического и функционального анализа математи-

ческих моделей многокомпонентных смесей реагирующих веществ, участвую-

щих в процессе течения в сопле камеры ЖРД, впервые сформулированы и 

обоснованы критерии разрешимости задач, получены формальные выражения 

оценок сходимости решений и адекватности результатов расчетов исходным 

математическим и физикохимическим положениям. 

4. Впервые разработаны математические методы расчета газодинами-

ческих, термодинамических и теплофизических свойств многокомпонентных 

смесей равновесно реагирующих веществ, обеспечивающие решение экстре-

мальных задач вариационных математических моделей с существенно более 

высокими скоростями вычислений и надежностью результатов расчетов. При 

этом впервые сформулировано положение о взаимосвязи математических мо-

делей и математических методов решений, когда, с одной стороны, фундамен-

тальные основы математических моделей представляются наиболее сжатым и 

непротиворечивым набором утверждений, а, с другой стороны, корректно вы-

бранные математические методы обеспечивают удовлетворение оставшихся 

неохваченными в постановках решаемых экстремальных задач положений. 

5. Применение разработанных программноинформационных систем, 

по которым получены Свидетельства о государственной регистрации програм-

мы для ЭВМ, для решения задач термодинамического расчета свойств много-
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компонентных смесей равновесно реагирующих веществ в камерах сгорания и 

соплах ЖРД определило целесообразность рекомендации разработанных тех-

нологий к применению для исследования параметров продуктов сгорания для 

достаточно обширной области значений давлений и температур. Результаты ис-

следований внедрены в практику работы ряда ведущих предприятий ракет-

нокосмической отрасли. 

Полученные результаты представляются фундаментом перехода на функ-

циональный уровень термодинамического расчета параметров процесса тече-

ния в сопле камеры жидкостного ракетного двигателя. 
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