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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå ¾Ìåõàòðîíèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè¿ �å�

äåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñ�

øåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëå�

äîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Õîëîñòîâà Îëüãà Âëàäèìèðîâíà,

äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äî�

öåíò.

Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: Òèõîíîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷,

äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�

�åññîð, ïðî�åññîð êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé

è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõà�

íè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ôåäåðàëüíîãî ãîñó�

äàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî

ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ñàíêò�

Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�

òåò¿.

Êóëåøîâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷,

êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

äîöåíò êà�åäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè

è ìåõàòðîíèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî

�àêóëüòåòà Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

áþäæåòíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäå�

íèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.

Ëîìîíîñîâà¿.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îá�

ðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçî�

âàíèÿ ¾Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�

ñèòåò¿.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾21¿ äåêàáðÿ 2018 ã. â 10:00 ÷àñîâ íà çàñåäàíèè äèññåð�

òàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.125.14 â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå (íà�

öèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå), ïî àäðåñó: 125993, ã. Ìîñêâà,

A-80, �ÑÏ-3, Âîëîêîëàìñêîå øîññå, ä. 4.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé áèáëèîòåêå Ìîñ�

êîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà è íà ñàéòå èíñòèòóòà
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òüþ, ïðîñüáà âûñûëàòü ïî âûøåóêàçàííîìó àäðåñó íà èìÿ ó÷åíîãî ñåêðåòàðÿ

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà.
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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ

âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèé íà óñòîé÷èâîñòü ðÿäà ÷àñòíûõ ðåæèìîâ äâèæå�

íèÿ òâ¼ðäîãî òåëà â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè.

Àêòóàëüíîñòü äàííîé òåìû îáóñëîâëåíà ðàñïðîñòðàíåíèåì èñòî÷íèêîâ

âèáðàöèè è óâåëè÷åíèåì å¼ ðîëè â ñîâðåìåííûõ óñòðîéñòâàõ. Â òåõíèêå øè�

ðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ðàáî÷èå ðåæèìû äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ñ

çàêðåïë¼ííîé òî÷êîé (òî÷êîé ïîäâåñà), è âûçûâàåò èíòåðåñ åãî äèíàìèêà

ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé. Âîçäåéñòâèå âèáðàöèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ

óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóþùèõ ðàáî÷èõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ è ê ïîÿâëåíèþ íî�

âûõ äâèæåíèé, îòñóòñòâóþùèõ â ñëó÷àå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà.

Ýòî ìîæåò íàðóøèòü ðàáîòó ìåõàíèçìà èëè æå ïðèâåñòè ê íîâûì ïîëåçíûì

äèíàìè÷åñêèì ý��åêòàì.

Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

áåð¼ò ñâî¼ íà÷àëî ñ ðàáîò Ë. Ýéëåðà è Æ. Ëàãðàíæà. Âîë÷îê Ëàãðàíæà

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì

â òåõíèêå ñèììåòðè÷íûõ ãèðîñêîïîâ. Öåëûé ðÿä ðàáîò ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ

äâèæåíèÿ âîë÷êà ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé, òàêèõ, êàê äåéñòâèå âíåøíèõ

ñèë, âîçìóùåíèå ãåîìåòðèè ìàññ è äâèæåíèå òî÷êè ïîäâåñà.

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ÷àñòíûõ äâèæå�

íèé òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé è ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ,

ïðåæäå âñåãî ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé è ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé. Ïåðìàíåíò�

íûå âðàùåíèÿ òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà â îáùåì ñëó÷àå ãåîìåòðèè ìàññ âïåð�

âûå îïèñàíû Î. Øòàóäå (1894 ã.), è íà äàííûé ìîìåíò â ðàáîòàõ �. �ðàììåëÿ,

Ê. Ìàãíóñà, Â. Â. �óìÿíöåâà, Â. Í. �óáàíîâñêîãî, ß. Â. Òàòàðèíîâà, Î. Â.

Õîëîñòîâîé è äð. ïðîâåä¼í ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè â

îáùåì è ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà. Ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ îïè�

ñàë Á. Ê. Ìëîäçååâñêèé (1894 ã.), èññëåäîâàíèå èõ óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåíî â

ðàáîòàõ Þ. À. Àðõàíãåëüñêîãî, À. Ï. Ìàðêååâà, Á. Ñ. Áàðäèíà è äð.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿâèòü âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèé íà

ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü èçâåñòíûõ ÷àñòíûõ äâèæåíèé òâ¼ðäîãî òåëà. Â

1908 ã. À. Ñòå�åíñîí ðàññìîòðåë âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ïåðåâ¼ðíóòîãî ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà çà ñ÷¼ò âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé

òî÷êè ïîäâåñà. Ñèñòåìû ìàÿòíèêîâîãî òèïà ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé èçó÷àëèñü

â ðàáîòàõ Ï. Ë. Êàïèöû, Í. Í. Áîãîëþáîâà, Ò. �. Ñòðèæàê, À. Ï. Ìàðêååâà,

Î. Â. Õîëîñòîâîé è äð. Äèíàìèêà âîë÷êà Ëàãðàíæà è òâ¼ðäûõ òåë ñ ïðî�

èçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ ïðè íàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèé òî÷êè

ïîäâåñà èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ À. Ï. Ìàðêååâà, Î. Â. Õîëîñòîâîé è äð.

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïåðèî�

äè÷åñêèõ äâèæåíèé òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ

ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà, à òàêæå èññëåäîâà�

íèå ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé è ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé â ïðèáëèæåííîé çàäà�
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÷å î äâèæåíèè âîë÷êà Ëàãðàíæà äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûñîêî÷àñòîòíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè äèññåðòàöèîííîé ðà�

áîòû ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ãà�

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè ðåçîíàíñàõ è ÊÀÌ�òåîðèþ.

Ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû íîðìàëüíûõ �îðì, íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñ ïî�

ìîùüþ ìåòîäà Äåïðè�Õîðè. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé èñïîëüçîâàëèñü

êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâ�

ëåííûõ â äèññåðòàöèè, îáóñëîâëåíà èñïîëüçîâàíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ è âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�

òîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ óæå èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

1. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé äâèæåíèÿ èññëåäîâàíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è áè�óðêàöèÿõ

ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ïðè íà�

ëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷�

êè ïîäâåñà. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ìàññ òåëà îïèñàíû îò�

íîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ öåíòð ìàññ ëåæèò íà îäíîé âåðòè�

êàëè ñ òî÷êîé ïîäâåñà. Äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ (òåëî

ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè èëè â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåð�

öèè è äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå òåëî), ïîìèìî âåðòèêàëüíûõ, íàéäå�

íû íàêëîííûå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. �åø¼í âîïðîñ îá

èõ óñòîé÷èâîñòè.

2. Äëÿ óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ ïîñòðîåíû âûñîêî÷à�

ñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ òåëà, ðîæäàþùèåñÿ èç ïîëîæåíèé îò�

íîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è. �åø¼í âîïðîñ îá èõ

óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

3. Èññëåäîâàíû ñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å äèíàìè�

êè âîë÷êà Ëàãðàíæà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîò�

íîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ñëó÷àåâ

âèáðàöèé, äîïóñêàþùèõ âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ îñè âîë÷êà, ïðîâåä¼í

ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé,

ïðîèñõîäÿùèõ âîêðóã âåðòèêàëüíîé è íàêëîííûõ îñåé.

4. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ðåøåíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè, áè�

�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñòàöèîíàðíûõ âðà�

ùåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà çàêîíîâ äâèæåíèÿ òî÷�

êè ïîäâåñà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ïðîèçâîëüíûå âèáðàöèè â ãîðèçîíòàëü�

íîé è âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòÿõ è äðóãèå âàðèàíòû.

5. Â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè âîë÷êà Ëàãðàíæà äëÿ ñëó÷àåâ âèá�

ðàöèé, äîïóñêàþùèõ âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ îñè, ðàññìîòðåíû ìà�

ÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ âîë÷êà. Ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå ìàÿòíèêîâûõ
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äâèæåíèé âî âñ¼ì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Èññëåäîâà�

íà îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ äâèæåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

6. Ïîñòðîåíû äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè äëÿ êîëåáàíèé îñè âîë÷êà â îêðåñò�

íîñòè íèæíåãî, âåðõíåãî è íàêëîííîãî ïîëîæåíèé, è äëÿ âðàùåíèé. Ïðî�

àíàëèçèðîâàíà ýâîëþöèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ

äâèæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïðîäîëüíîé, ïîïåðå÷�

íîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùèìè âèáðàöèé.

Ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Îïèñàíèå âåðòèêàëüíûõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðè�

áëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè

âûñîêî÷àñòîòíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîä�

âåñà. �åøåíèå âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíûõ è

áîêîâûõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó�

÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà.

2. Ïîñòðîåíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé òâ¼ðäîãî òåëà,

òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ãîðèçîíòàëüíûå

ãàðìîíè÷åñêèå âèáðàöèè, â ñëó÷àå òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè

èíåðöèè èëè â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè è äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷�

íîãî òåëà, è ëèíåéíûé àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè.

3. �åøåíèå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè (â íåëè�

íåéíîé ïîñòàíîâêå) ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å äè�

íàìèêè âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

òî÷êîé ïîäâåñà â ñëó÷àå âèáðàöèé, äîïóñêàþùèõ âåðòèêàëüíûå ïîëîæå�

íèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îñè âîë÷êà.

4. Îïèñàíèå è ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé â

ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé

òî÷êîé ïîäâåñà äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà çàêîíîâ å¼ äâèæåíèÿ.

5. Îïèñàíèå ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè

âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà â ñëó÷àå âèáðàöèé,

äîïóñêàþùèõ âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îñè âîë÷êà.

6. Èññëåäîâàíèå îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìà�

ÿòíèêîâûõ êîëåáàíèé îñè âîë÷êà â îêðåñòíîñòè íèæíåãî, âåðõíåãî è íà�

êëîííîãî ïîëîæåíèé, è âðàùåíèé. Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè è àíàëèç

ýâîëþöèè îáëàñòåé îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

è íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ äâèæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó

èíòåíñèâíîñòÿìè ïðîäîëüíîé, ïîïåðå÷íîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþ�

ùèìè âèáðàöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ðàç�

âèâàåò àêòóàëüíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ

âèáðàöèé íà óñòîé÷èâîñòü ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. �åøåíû íîâûå çàäà÷è ñó�

ùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè äëÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé
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òâ¼ðäîãî òåëà ñ ãîðèçîíòàëüíî âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà, à òàêæå äëÿ

ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé è ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèá�

ðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà â øèðîêîì ñëó÷àå âèáðàöèé, ïîëó÷åíû è îïèñàíû

íîâûå äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíû

ïðè ðàçðàáîòêå âèáðàöèîííûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ â àâèàöèîí�

íîé ïðîìûøëåííîñòè è ðàêåòîñòðîåíèè, è àíàëèçå èõ ñâîéñòâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

� íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû ¾Ìåõàòðîíèêà è òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõà�

íèêà¿ Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà (ÍÈÓ),

� Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà � 2012¿, (ÌÀÈ,

2012, Ìîñêâà),

� Ìîñêîâñêîé ìîëîä¼æíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè ¾Èííîâà�

öèè â àâèàöèè è êîñìîíàâòèêå � 2014¿, (ÌÀÈ, 2014, Ìîñêâà),

� Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, �èçèêè ÷àñòèö,

�èçèêè ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè, (�ÓÄÍ, 2014, Ìîñêâà),

� Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà¿, (ÌÀÈ, 2015,

Ìîñêâà),

� Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Äèíàìèêà âèáðîóäàðíûõ (ñèëüíî íåëè�

íåéíûõ) ñèñòåì¿ DYVIS � 2015, (ÈÌÀØ �ÀÍ, 2015, Ìîñêâà),

� Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, �èçèêè ÷àñòèö,

�èçèêè ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè, (�ÓÄÍ, 2015, Ìîñêâà),

� Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Vibroengineering PROCEDIA¿, (ÈÌÀØ

�ÀÍ, 2016, Ìîñêâà),

� Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, �èçèêè ÷àñòèö,

�èçèêè ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè, (�ÓÄÍ, 2016, Ìîñêâà),

� Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàøèí¿ Shool�

NMD 2017, (ÈÌÀØ �ÀÍ, 2017, Ìîñêâà),

� Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà¿, (ÌÀÈ, 2017,

Ìîñêâà),

� Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾�àãàðèíñêèå ÷òåíèÿ¿, (ÌÀÈ, 2018, Ìîñêâà),

� Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè, �èçèêè ÷àñòèö,

�èçèêè ïëàçìû è îïòîýëåêòðîíèêè, (�ÓÄÍ, 2018, Ìîñêâà).

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ (ïðîåêò � 3.3858.2017/4.6) è ïîä�

äåðæàíà ãðàíòîì �ÍÔ (ïðîåêò �14�21�00068).

Ïóáëèêàöèè. Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâà�

íû â 15 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 3 ñòàòüè [1-3℄ â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â

ïåðå÷åíü ÂÀÊ, 12 ïóáëèêàöèé [4-15℄ â ñáîðíèêàõ è ìàòåðèàëàõ êîí�åðåíöèé.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è îñ�

íîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

â îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû è ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Ïîñòàíîâêè çàäà÷, èñ�

ñëåäîâàííûõ â ðàìêàõ ïîäãîòîâêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, çàäàâàëèñü íà�
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ó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå�

äåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 103 íàèìåíîâàíèé. �à�

áîòà ñîäåðæèò 22 èëëþñòðàöèè, 3 òàáëèöû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâ�

ëÿåò 111 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ïðèâåä¼í îáçîð èññëåäî�

âàíèé äèíàìèêè âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ íåïîäâèæíîé è ïîäâèæíîé òî÷êîé ïîä�

âåñà, äèíàìèêè òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé è âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà.

Îïèñàíû öåëü è çàäà÷è ðàáîòû, è ïðèâåäåíî å¼ êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà

ìàññû m ïðè óñëîâèè, ÷òî îäíà èç åãî òî÷åê (òî÷êà ïîäâåñà O) ñîâåðøàåò
ãîðèçîíòàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó O′O = h cos(Ωt) îòíîñè�
òåëüíî íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà O′

.

Ââåä¼ì ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z, îñü OZ
êîòîðîé íàïðàâèì âåðòèêàëüíî ââåðõ, à îñü OY � âäîëü íàïðàâëåíèÿ êîëå�

áàíèé òî÷êè ïîäâåñà, è ñâÿçàííóþ ñ òåëîì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ îñÿ�

ìè, íàïðàâëåííûìè âäîëü ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè O. Ñîîòâåò�
ñòâóþùèå ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç A,B è C, à ïðîåêöèè
ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññ OG íà îñè Ox,Oy è Oz � ÷åðåç xG, yG è zG.
Îðèåíòàöèþ ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî OXY Z îïèøåì óã�

ëàìè Ýéëåðà ψ, θ è ϕ. Äàëåå èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé ñ�åðè÷åñêîé

ñèììåòðèè òåëà è ñëó÷àè Ýéëåðà è Ëàãðàíæà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ òåëà.

Ïóñòü àìïëèòóäà êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà òåëà h ìàëà ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðàññòîÿíèåì rG = OG, à ÷àñòîòà Ω âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé

÷àñòîòîé ω =
√

g/rG. Ìàëûé ïàðàìåòð ε ââåä¼ì ïî �îðìóëå h = ε2rG (0 <
ε≪ 1) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî g ∼ ε4Ω2rG, hΩ ∼ 1.

�åøàåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè, ÷èñëå è óñòîé÷èâîñòè (â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè) âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ (ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó

êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà) äâèæåíèé òåëà.

Äâèæåíèå òåëà áóäåì îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé

�àìèëüòîíà. Ââåä¼ì èìïóëüñû Pψ, Pθ, Pϕ, ñîïðÿæ¼ííûå ñ óãëàìè ψ, θ, ϕ, ñî�
ñòàâèì ãàìèëüòîíèàí è ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, ïàðàìåòðàì

è âðåìåíè. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Äåïðè-Õîðè èñêëþ÷àåì íåçàâèñèìóþ ïå�

ðåìåííóþ t â ñëàãàåìûõ äî ïîðÿäêà ε3 âêëþ÷èòåëüíî. Îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå
O(ε4) è, âîçâðàùàÿñü ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, ïàðàìåòðàì è âðåìåíè, âû�

ïèøåì ïðèáëèæåííûé àâòîíîìíûé ãàìèëüòîíèàí (çà ïåðåìåííûìè ñèñòåìû
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îñòàâèì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ):

H =
(A cos2 ϕ+B sin2 ϕ)(Pψ − Pϕ cos θ)

2

2AB sin2 θ
+
A sin2 ϕ+ B cos2 ϕ

2AB
P 2

θ +
P 2

ϕ

2C
+

+
(B − A) sinϕ cosϕ(Pψ − Pϕ cos θ)

2

AB sin θ
+mg(xGγ1 + yGγ2 + zGγ3) + Πν, (1)

ãäå Πν � âèáðàöèîííûé ïîòåíöèàë, èìåþùèé âèä

Πν = σ((zGα2 − yGα3)
2/A+ (xGα3 − zGα1)

2/B + (yGα1 − xGα2)
2/C)/2, (2)

à ~γ = (γ1, γ2, γ3)
T
è ~α = (α1, α2, α3)

T
� êîìïîíåíòû îðòîâ îñåé OZ è OY â

ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðè÷¼ì

α1 = sinψ cosϕ+ cosψ sinϕ cos θ, α2 = − sinψ sinϕ+ cosψ cosϕ cos θ,

α3 = − cosψ sin θ, γ1 = sinϕ sin θ, γ2 = sinϕ cos θ, γ3 = cos θ.

Ïàðàìåòð σ = m2h2Ω2/2 õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü âèáðàöèé.
Äâèæåíèÿ òåëà òàêæå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííûõ àâòî�

íîìíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé

Ýéëåðà-Ïóàññîíà

Aṗ+ (C − B)qr = mg(zGγ2 − yGγ3) +mx,

Bq̇ + (A− C)pq = mg(xGγ3 − zGγ1) +my, (3)

Cṙ + (B −A)rp = mg(yGγ1 − xGγ2) +mz,

~̇α = ~α× ~ω, ~̇γ = ~γ × ~ω,

mx =
∂Πν

∂α3

α2 −
∂Πν

∂α2

α3, my =
∂Πν

∂α1

α3 −
∂Πν

∂α3

α1, mz =
∂Πν

∂α2

α1 −
∂Πν

∂α1

α2.

ãäå ~ω = (p, q, r)T � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàò

Oxyz, à äîáàâêè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé Ýéëåðà mx, my, mz � ïðîåêöèè

âèáðàöèîííîãî ìîìåíòà íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îïèøåì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3), äëÿ êîòîðûõ èìååì p = q =
r ≡ 0, αi = const, γi = const(i = 1, 2, 3) è

0 = mg(zGγ2 − yGγ3) +mx, 0 = mg(xGγ3 − zGγ1) +my, (4)

0 = mg(yGγ1 − xGγ2) +mz.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðûõ

öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ íà îäíîé âåðòèêàëè ñ òî÷êîé ïîäâåñà.

Äëÿ òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ (xG > 0, yG > 0, zG > 0, A 6=
B 6= C) ñóùåñòâóþò äâå ãðóïïû êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ âåðõíèõ è äâå ãðóïïû

íèæíèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

α1 = ∓ACz
2

Gkj + AByG(xG + kjyG)

zG
√
S

, α2 = ±BCz
2

G + ABxG(xG + kjyG)

zG
√
S

,

α3 = ±ACxGkj − BCyG√
S

, γ1 = ±xG
rG
, γ2 = ±yG

rG
, γ3 = ±zG

rG
.
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Çäåñü âåðõíèå çíàêè îòâå÷àþò âåðõíèì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, à íèæíèå �

íèæíèì, êîý��èöèåíò S ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ α2

1+α
2

2+α
2

3 = 1 è kj(j = 1, 2)
� êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

B − C

BC
xGyGk

2 +

(

B − C

BC
xG

2 − A− C

AC
yG

2 − A− B

AB
zG

2

)

k − A− C

AC
xGyG = 0.

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ A,B è C äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí.

Äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè (yG = 0) ïîëî�
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêîâû, ÷òî ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè Oy ëèáî ñîíàïðàâëåíà,

ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè âèáðàöèé (ðèñ. 1). Ïðè óñëîâèè ∆ = B(Ax2G +
Cz2G)−AC(x2G+ z2G) = 0 âîçíèêàåò ñåìåéñòâî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îòâå÷à�
þùåå ëþáîìó ïîâîðîòó òåëà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà OG.

Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî

òåëà (A = B, yG = 0) ñîâïàäàþò ñ ðàâíîâåñèÿìè òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â

ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè (êðîìå íåðåàëèçóåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ ∆ = 0).
Äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè (yG = 0, zG = 0) â

ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ îñü âèáðàöèé ñîâïàäàåò ñ îñüþ Oy èëè Oz.

PSfrag replaements

x x

x x

y
y

y
y z

z

z
z X XX

X
Y Y

Y Y

Z ZZ Z
G G

G G
O O

O O

(a)

(b)

()

(d)

�èñ. 1. Âåðòèêàëüíûå ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè.

Äëÿ òð¼õ ðàññìîòðåííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà íàéäåíû

îòëè÷íûå îò âåðòèêàëüíûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàäèóñ-âåê�

òîð öåíòðà ìàññ ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ëèíèþ âèáðà�

öèé, è ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ òóïîé óãîë (áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ).

Äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè â ñëó÷àå ∆ 6= 0
ñóùåñòâóþò äâå ãðóïïû áîêîâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïîëîæåíèÿ ïåðâîé

ãðóïïû (ðèñ. 2 à) ñóùåñòâóþò, åñëè σ ≥ σ1 = mgB/rG, ïðè ýòîì îñü Oy
ñîíàïðàâëåíà ñ îñüþ OX, à âåêòîðà ~α è ~γ èìåþò âèä

~α =

(

xGµ1 − σ1zG
σrG

, 0,
zGµ1 + σ1xG

σrG

)T

, ~γ =

(

−zGµ1 + σ1xG
σrG

, 0,
xGµ1 − σ1zG

σrG

)T

ãäå µ1 =
√

σ2 − σ2

1
. �àâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû (�èñ. 2 á) ñóùåñòâóþò ïðè σ ≥

σ2 = CAmgrG/(Ax
2

G+Cz2G), è îñü Oy ëåæèò â ïëîñêîñòè OY Z, ñîäåðæàùåé
âåðòèêàëü è îñü âèáðàöèé, ïðè ýòîì

~α =

(

xGµ2
rGσ

,
σ2
σ
,
zGµ2
rGσ

)T

, ~γ =

(

−xGσ2
rGσ

,
µ2
σ
,−zGσ2

rGσ

)T

Çäåñü µ2 =
√

σ2 − σ2

2
. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèì�
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ìåòðè÷íîãî òåëà è òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè ïîëó÷èì,

ïîäñòàâëÿÿ â óêàçàííûå çíà÷åíèÿ óñëîâèÿ A = B è zG = 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñëó÷àå ∆ = 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå σ1 = σ2, è òàêæå èìååòñÿ

ñåìåéñòâî ðàâíîâåñèé, ïðè êîòîðûõ âåêòîð OG îòêëîí¼í îò âåðòèêàëè íà

óãîë φ = arccos(mgB/σrG), à ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ ïðè ëþáîì ïîâîðîòå

òåëà îòíîñèòåëüíî OG.

PSfrag replaements

x

x

y y

z

zX X

Y Y

Z Z

G G

O O

(a)

(b)

�èñ. 2. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè.

Óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííûõ ðàâíîâåñèé èçó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâ�

íåíèé äâèæåíèÿ â êàíîíè÷åñêîé �îðìå â ïåðåìåííûõ ψ, θ è ϕ. Âîçìóùåíèÿ
ââåä¼ì ïî �îðìóëàì ψ = ψ0 + x1, ϕ = ϕ0 + x2, θ = θ0 + x3, Pψ = y1, Pϕ =
y2, Pθ = y3, ãäå ψ0, ϕ0 è θ0 ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèÿì óãëîâ Ýéëå�

ðà. Äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâ�

íîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ çíàêîîïðåäåëåíííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû H2

ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ.

�àññìîòðèì òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñè�

ñòåìû óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ, èìåþùåå âèä

λ6 + a2λ
4 + a1λ

2 + a0 = 0,

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå êîð�

íè óðàâíåíèÿ áûëè ÷èñòî ìíèìûìè. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà âñå aj
ïîëîæèòåëüíû, à äèñêðèìèíàíò −4a3

2
a0 + a2

2
a2
1
− 4a3

1
+ 18a2a1a0 − 27a2

0
êóáè�

÷åñêîãî îòíîñèòåëüíî λ2 óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëåí.
Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âñåãäà

ñîâïàäàþò ñ äîñòàòî÷íûìè. Ïðè èõ íàðóøåíèè èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè óñëîâèÿ óñòîé�

÷èâîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âåðõíèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Óñòîé÷èâîñòü

íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ∆ > 0, σ <
σ1, à íèæíåãî ïîëîæåíèÿ âòîðîé ãðóïïû � íåðàâåíñòâàìè ∆ < 0, σ < σ2.
Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû óñòîé÷èâû ïðè ∆ > 0, σ > σ1, à áîêîâûå
ïîëîæåíèÿ âòîðîé ãðóïïû � ïðè ∆ < 0, σ > σ2. Â ñëó÷àå ñåìåéñòâ ðàâíî�

âåñèé ïðè ∆ = 0, à òàêæå äëÿ ãðàíèö îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ áîêîâûõ ïî�

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ íåëèíåéíûé

àíàëèç, êîòîðûé â ðàìêàõ äèññåðòàöèè íå ïðîâîäèëñÿ. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå ïîñòðîåíû âûñîêî÷à�

ñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå (ñ ïåðèîäîì 2π/Ω) äâèæåíèÿ òåëà â îêðåñòíîñòè ïî�
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ëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû. Íåóñòîé÷èâûå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ïåðåéäóò â íåóñòîé÷èâûå ïå�

ðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû, à óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ � â ïåðè�

îäè÷åñêèå äâèæåíèÿ, óñòîé÷èâûå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ýòî ñëåäóåò èç

íåïðåðûâíîñòè ïî ε õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíå�
àðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ.

�åçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [1℄.

Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ çàäà÷à

î äâèæåíèè òåëà ñ ãåîìåòðèåé ìàññ, îòâå÷àþùåé ñëó÷àþ Ëàãðàíæà, â îäíî�

ðîäíîì ïîëå òÿæåñòè, ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êà ïîäâåñà âîë÷êà O ñîâåðøàåò

ïåðèîäè÷åñêîå (ñ ÷àñòîòîé Ω) äâèæåíèå, çàäàâàåìîå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò O∗XY Z (îñü O∗Z íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ) êîìïîíåíòàìè

O∗O = (u(t), v(t), w(t))T , ñðåäíèå ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñ÷èòàåì ðàâ�

íûìè íóëþ.

Ââåä¼ì, êàê â ïåðâîé ãëàâå, ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùóþñÿ è ñâÿçàííóþ ñ

òåëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò OXY Z è Oxyz, îñü Oz íàïðàâèì âäîëü îñè äèíà�

ìè÷åñêîé ñèììåòðèè âîë÷êà. Îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz îòíîñè�

òåëüíî OXY Z áóäåì çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà ψ, θ, ϕ.
Ïóñòü m � ìàññà âîë÷êà, A è C � ýêâàòîðèàëüíûé è îñåâîé ìîìåíòû

èíåðöèè, l = OG. Ïðèìåì, ÷òî àìïëèòóäà îòêëîíåíèÿ h òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà
îò òî÷êè O∗ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåä¼ííîé äëèíîé L = A/ml, à ÷àñòîòà

Ω âåëèêà â ñðàâíåíèè ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé ω∗ =
√

g/L. Ââåä¼ì ìàëûé

ïàðàìåòð ε2 = h/L (0 < ε≪ 1) è ïîëîæèì ω∗ ∼ ε2Ω, hΩ ∼ 1.
Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, êàê â ïåðâîé ãëàâå, ïîëó÷åí ïðèáëèæåííûé àâ�

òîíîìíûé ãàìèëüòîíèàí, èìåþùèé â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è âåëè÷èíàõ âèä

H̃ =
P̃ 2

ϕ

2C
+
P̃ 2

θ

2A
+

(P̃ψ − P̃ϕ cos θ̃)
2

2A sin2 θ̃
+Π(θ̃, ψ̃),Π(θ̃, ψ̃) = Πg + Πv, (5)

Πg = mgl cos θ̃, Πv = −m
2l2

2A
[(a1 sin

2 ψ̃ + a2 cos
2 ψ̃) sin2 θ̃ +

+(aXZ sin ψ̃ − aY Z cos ψ̃) sin 2θ̃ − aXY sin 2ψ̃].

Â âûðàæåíèè äëÿ âèáðàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Πv ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

a1 = aX − aZ , a2 = aY − aZ ,

aX = 〈u̇2〉, aY = 〈v̇2〉, aZ = 〈ẇ2〉, aXY = 〈u̇v̇〉, aY Z = 〈v̇ẇ〉, aXZ = 〈ẇu̇〉.
Óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî t ñòîÿùèõ â íèõ �óíêöèé.
Ïîâîðîòîì îñåé O∗X è O∗Y ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ aXY = 0.

Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðå�

äåëÿåìîé ãàìèëüòîíèàíîì (5). Òî÷íîñòü ýòîé ñèñòåìû íà èíòåðâàëå âðåìåíè

t ∼ ε−1/2
îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ψ̂ = ψ̃ +O(ε3/2), P̂ψ = P̃ψ −ml[(u̇ cos ψ̃ + v̇ sin ψ̃) sin θ̃] + O(ε1/2),

θ̂ = θ̃ +O(ε3/2), P̂θ = P̃θ +ml[(−u̇ sin ψ̃ + v̇ cos ψ̃) cos θ̃ + ẇ sin θ̃] + O(ε1/2).
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Â ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì (5) (êàê è â èñõîäíîé ïîëíîé ñèñòåìå) êî�

îðäèíàòà ϕ̃ öèêëè÷åñêàÿ, è îòâå÷àþùèé åé èìïóëüñ P̃ϕ ïîñòîÿíåí.
Â ñëó÷àÿõ, êîãäà îñü ñèììåòðèè âîë÷êà äîñòèãàåò âåðòèêàëüíîãî ïîëî�

æåíèÿ (sin θ̃ = 0), äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè ïåðåíàïðàâèì îñè O∗Y
è OY âåðòèêàëüíî ââåðõ. Èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû a1∗ = aY −aX , a2∗ = aY −aZ ,
ïåðåïèøåì ïðèáëèæåííóþ �óíêöèþ �àìèëüòîíà â âèäå

H̃∗ =
P̃ 2

ϕ

2C
+
P̃ 2

θ

2A
+

(P̃ψ − P̃ϕ cos θ̃)
2

2A sin2 θ̃
+Π∗(θ̃, ψ̃), Π∗(θ̃, ψ̃) = Πg + Πv∗, (6)

Πg∗ = −mgl cos ψ̃ sin θ̃, Πv∗ = −m
2l2

2A
[((a2∗ − a1∗) sin

2 ψ̃ +

+a2∗ cos
2 ψ̃) sin2 θ̃ + (aXZ sin ψ̃ − aY Z cos ψ̃) sin 2θ̃ − aXY sin 2ψ̃].

Äàëåå çíàêè òèëüäû áóäåì îïóñêàòü.

Âî âòîðîé ãëàâå äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà ðå�

øàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ

âðàùåíèé âîë÷êà, ïðîèñõîäÿùèõ âîêðóã íåïîäâèæíîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò

OXY Z îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Óêàçàííûå äâèæåíèÿ îòâå÷àþò ïîëî�

æåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, äëÿ

êîòîðûõ ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ψ = ψ0, θ = θ0 ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíû�

ìè òî÷êàìè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(θ, ψ). Ïðè ýòîì Pψ = Pϕ cos θ0, Pθ =
0 (Pϕ = Cω = const) (ω > 0 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âîë÷êà). Óñòîé÷èâîñòü ýòèõ

ðàâíîâåñèé äàëåå èññëåäóåòñÿ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èìïóëüñà Pϕ.
Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ. Ââåä¼ì âîçìóùåíèÿ q1 = θ−θ0, q2 = ψ−ψ0, p1 =

Pθ, p2 = Pψ − Cω cos θ0. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé ñîâ�

ïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(θ, ψ):

Π′′
ψψ > 0, ∆ = Π′′

θθΠ
′′
ψψ − (Π′′

ψθ)
2 > 0. (7)

Èç àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíå�

íèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ íàõîäèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Îíè ñâîäÿòñÿ ëèáî ê óñëîâèÿì (7), ëèáî ê óñëîâèþ ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëü�

íîé ýíåðãèè, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå çíà÷å�

íèå (ñëó÷àé ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè)

Π′′
ψψ < 0, ∆ > 0, (8)

ω2 >
A

C2 sin2 θ0

[

−(Π′′
ψψ + Π′′

θθ sin
2 θ0) + 2

√

∆sin2 θ0

]

. (9)

Ïðè èçìåíåíèè çíàêà íåðàâåíñòâà (9) íà ïðîòèâîïîëîæíûé èëè ïðè óñëîâèè

Π′′
ψψ∆ < 0 (ñåäëîâàÿ òî÷êà �óíêöèè Π(θ, ψ)) èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

1. Ñëó÷àé aXY = aY Z = aXZ = 0. Ýòîò ñëó÷àé âèáðàöèé îõâàòûâàåò ñëó÷àè
äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà ïî âåðòèêàëè, ïðîèçâîëüíîãî (â ðàìêàõ ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèé) äâèæåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, äâèæåíèÿ ïî ýëëèï�

ñó ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ è äð. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì aX > aY .
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ θ0 = 0
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è θ0 = π (ïåðåâåðíóòûé è âèñÿùèé "ñïÿùèé" âîë÷îê Ëàãðàíæà), à òàêæå åù¼
äî äâóõ ïàð "áîêîâûõ" ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðûõ îñü âðàùåíèÿ

âîë÷êà ëåæèò â ïëîñêîñòè OXZ èëè â ïëîñêîñòè OY Z. Äàííûå ðàâíîâå�

ñèÿ çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè ψ0 = π/2, cos θ0 = −Ag/(mla1),
(|a1| > Ag/ml) è ψ0 = 0, cos θ0 = −Ag/(mla2), (|a2| > Ag/(ml)).

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé âîêðóã âåðòèêàëè èñïîëüçîâàëñÿ

ãàìèëüòîíèàí (6), à äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé � ãàìèëüòîíèàí

(5), ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äëÿ íèõ ïàðàìåòðàìè âèáðàöèé.

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî åñëè ïàðàìåòð aY − Ag/(ml) íàèáîëüøèé èç òð¼õ

ïàðàìåòðîâ aZ , aX , aY − Ag/(ml), òî ïåðåâ¼ðíóòûé "ñïÿùèé" âîë÷îê óñòîé�

÷èâ äëÿ ëþáîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ, à åñëè îí íàèìåíüøèé, òî âðàùå�

íèå ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî çà ñ÷¼ò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ (òîëüêî

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè), åñëè

Cω >
√
ml

(

√

Ag +ml(aZ − aY ) +
√

Ag +ml(aX − aY )
)

. (10)

Ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèé (aX = aY = aZ = 0) íåðàâåíñòâî (10) ïåðåõî�
äèò â óñëîâèå Ìàèåâñêîãî � ×åòàåâà óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî "ñïÿùåãî"

âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà C2ω2 > 4Amgl.
Âèñÿùèé "ñïÿùèé" âîë÷îê óñòîé÷èâ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé óãëîâîé ñêîðî�

ñòè âðàùåíèÿ, åñëè ïàðàìåòð aY +Ag/(ml) íàèáîëüøèé èç òðåõ ïàðàìåòðîâ
aZ , aX , aY + Ag/(ml) (÷òî âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ñëó÷àé íåïîäâèæíîé òî÷êè

ïîäâåñà). Åñëè ýòîò ïàðàìåòð íàèìåíüøèé, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Cω >
√
ml

(

√

ml(aZ − aY )− Ag +
√

ml(aX − aY )−Ag
)

(11)

òî âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ.

Áîêîâûå âðàùåíèÿ ïåðâîãî òèïà óñòîé÷èâû â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð

aX íàèáîëüøèé èç òðåõ ïàðàìåòðîâ aX , aY , aZ + Ag/(ml). Åñëè æå îí ñðåä�

íèé ïî âåëè÷èíå, òî ðàññìàòðèâàåìûå âðàùåíèÿ íåóñòîé÷èâû. Äëÿ áîêîâûõ

ðàâíîâåñèé âòîðãî òèïà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ.

Åñëè ïàðàìåòð aY íàèìåíüøèé èç òðåõ ïàðàìåòðîâ aX , aY è aZ + Ag/(ml),
òî âðàùåíèå ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî ïðè óñëîâèè

Cω > ml
√
aX − aY +

√

(m2l2(aZ − aY )2 −A2g2)/(aZ − aY ). (12)

Â îáëàñòÿõ âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðî�

âåä¼í íåëèíåéíûé àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâî�

ñòè àâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðîâîäè�

ëàñü íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ â ñëàãàåìûõ äî

÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ïðè îòñóòñòâèè

ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêîâ íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí

â ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ϕj, rj (q
′
j =

√

2rj sinϕj, p′j =
√

2rj cosϕj j = 1, 2) èìååò âèä

H = ω1r1 − ω2r2 + c20r
2

1
+ c11r1r2 + c02r

2

2
+O(r

5/2
j ). (13)
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Ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ (D = c20ω
2

2 + c11ω1ω2 + c02ω
2

1 6= 0), èññëåäó�
åìîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ñëó÷àé D = 0 íå èçó÷àëñÿ.

Ïðè ðåçîíàíñàõ òðåòüåãî (ω1 = 2ω2) è ÷åòâ¼ðòîãî (ω1 = 3ω2) ïîðÿäêîâ

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (13) äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå âèäà k3
√
r1r2 cos(ϕ1 + 2ϕ2) è

k4r2
√
r1r2 cos(ϕ1 + 3ϕ2) ñîîòâåòñòâåííî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè k3 6= 0 èìååì

íåóñòîé÷èâîñòü, à ïðè k3 = 0 è c20 + 2c11 + 4c02 6= 0 � óñòîé÷èâîñòü ïî

Ëÿïóíîâó. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

|c20 + 3c11 + 9c02| > 3
√
3|k4| (14)

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, ïðè èçìåíåíèè çíàêà íåðàâåí�

ñòâà èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ. Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

β1 = ml(aZ − aY )/Ag, β2 = ml(aX − aY )/Ag (β1 > β2), γ = Cω/
√

Amgl

Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ íîðìàëüíîé �îðìû

ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå è â ñëó÷àå

ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Âûïèñàíû óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ïîâåðõíî�

ñòåé è ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ D = 0.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íèæíåãî ïîëîæåíèÿ íà ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè âû�

ïîëíåíî óñëîâèå (14), è èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Äëÿ âåðõíåãî

ïîëîæåíèÿ íà ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Íà

ðèñ. 3 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ β2, γ ïðåäñòàâëåíû ñå÷åíèÿ îáëàñòè âûïîëíå�

íèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîñòÿìè β1 = β∗
1 = const. �èñ. 3

a- ñîîòâåòñòâóþò èíòåðâàëàì −1 < β∗
1 ≤ −1/2 (a), −1/2 < β∗

1 ≤ −9/20 (b),
β∗
1
> −9/20 (). �ðàíèöû îáëàñòè β2 = −1, β2 = β∗

2
è γ =

√
β1 + 1 +

√
β2 + 1

ïîêàçàíû òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, êðèâûå âûðîæäåíèÿ � ïóíêòèðíû�

ìè ëèíèÿìè, ðåçîíàíñíûå êðèâûå èçîáðàæåíû ñïëîøíûìè ïîëóæèðíûìè ëè�

íèÿìè íà ó÷àñòêàõ óñòîé÷èâîñòè è òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè íà ó÷àñòêàõ íåóñòîé�

÷èâîñòè. Íà ðèñ. 3 d ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè, èìåþùåé�

ñÿ íà ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñà, íà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ β1, β2. Ïóíêòèðíîé
ëèíèåé îòìå÷åíà ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñà è ïîâåðõíîñòè

âûðîæäåíèÿ.

PSfrag replaements

γγγ

β∗
1

β∗
1β∗

1

β1

β2

β2 β2 β2

0

000
−1

−1

−1−1−1
(a)

(b)
()

(d)

�èñ. 3. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè (âåðõíåå ðàâíîâåñèå).

Áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ âòîðîãî òèïà. Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

α1 = ml(aX − aZ)/Ag, α2 = ml(aY − aZ)/Ag (α1 > α2)
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è ïàðàìåòð γ, àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó.

Ïðîâåäåíà íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ, âû�

ÿâëåíû ñëó÷àè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ è ñëó÷àè âûðîæ�

äåíèÿ.

Ñå÷åíèÿ èññëåäóåìîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ïëîñêîñòÿìè α2 =
α∗
2
= const ïîêàçàíû íà ðèñ. 4. Â ýòèõ ñå÷åíèÿõ îáëàñòü îãðàíè÷åíà ïðÿ�

ìîé α1 = α∗
2
, (α∗

2
< −1) è êðèâîé γ >

√

α1 − α∗
2
+

√

α∗

2

2−1

|α∗

2
| . Ïðèíÿòû òå æå

îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è íà ðèñ. 3, à êðèâûå ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîêàçàíû

øòðèõ-ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, íà íèõ èìååì íåóñòîé÷èâîñòü. Íà êðèâîé ðåçî�

íàíñà ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ïðè α∗
2 < −3.53 ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó

(ðèñ. 4 a), à ïðè −3.53 < α∗
2 < −1 èìååòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 4 b),

ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ α1, α2 ïîêàçàíà íà ðèñ. 4 .

PSfrag replaements

γ γ

α∗
2

α∗
2

α2 α1

α1 α1

0

0 0

−1

−1 −1
(a)

(b) ()

�èñ. 4. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè (áîêîâîå ðàâíîâåñèå).

2. Ñëó÷àé âèáðàöèé âäîëü íàêëîííîé ïðÿìîé. Ïóñòü âèáðàöèè ïðîèñõîäÿò

âäîëü íàêëîííîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè O∗Y Z è ñîñòàâëÿþùåé

ñ ãîðèçîíòàëüþ óãîë α (α ∈ (0; π/2)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ñðåäíåêâàäðàòè÷�

íóþ ñêîðîñòü òî÷êè O.
Ïîëîæåíèÿ îñè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé âîë÷êà îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿìè

ψ0 = 0 è

sin θ0 = −β sin 2(θ0 − α), β = mlV/(2Ag). (15)

×èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (15) ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâóþ, çà�

äàâàåìóþ óñëîâèÿìè (15) è

cos θ0 + 2β cos 2(θ0 − α) = 0 (16)

ãäå θ0 âûñòóïàåò â ðîëè ïàðàìåòðà. Ýòà êðèâàÿ ïîêàçàíà æèðíîé ëèíèåé íà

�èñ. 5 (îòíîñÿùåìóñÿ ê áîëåå îáùåìó ñëó÷àþ âèáðàöèé) â ïëîñêîñòè ïàðà�

ìåòðîâ β, α. Äëÿ òî÷åê ëåâåå ýòîé êðèâîé óðàâíåíèå (15) èìååò äâà êîðíÿ

θ0 = θ01 ∈ (0;α), θ0 = θ02 ∈ (π/2 + α; π), à äëÿ òî÷åê ïðàâåå ýòîé ïðÿìîé �
÷åòûðå êîðíÿ θ0 = θ01, θ0 = θ02, θ0 = θ03,04 ∈ (π + α; 3π/2 + α).

Êîðåíü θ02 â îáåèõ îáëàñòÿõ è êîðåíü θ04 â ïðàâîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâó�

þò òî÷êàì ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(θ, ψ) (âûïîëíåíû äîñòàòî÷�

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè). Êîðåíü θ01 âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ìàêñèìó�
ìà Π(θ, ψ), è ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå (ïðè óñëîâèè (9)) óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì
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ïðèáëèæåíèè. Êîðåíü θ03 îòâå÷àåò ñåäëîâîé òî÷êå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è

íåóñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó âðàùåíèþ.

3. Ñëó÷àé aXY = aXZ = 0. Ýòîò ñëó÷àé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâîëüíîå

äâèæåíèå òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ñëó÷àé äâèæåíèÿ

òî÷êè ïîäâåñà ïî ýëëèïñó, îäíà èç îñåé êîòîðîãî ãîðèçîíòàëüíà, à äðóãàÿ

íàêëîííà.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì aY Z > 0. Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûé

ïàðàìåòð β è óãëû α (α ∈ (0; π/2)) è δ (δ ∈ (0; π)) ïî �îðìóëàì

β =
ml

√

α2

2
+ 4α2

Y Z

2Ag
, cos 2α =

a2
√

α2

2
+ 4α2

Y Z

, sin 2α =
2aY Z

√

α2

2
+ 4α2

Y Z

,

cos δ =
a2 − a1

√

(a2 − a1)2 + a2Y Z
, sin δ =

aY Z
√

(a2 − a1)2 + a2Y Z
.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà òèïà ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé âîë÷êà.

Ïðè âðàùåíèÿõ ïåðâîãî òèïà îñü âîë÷êà ëåæèò â ïëîñêîñòè OY Z (ψ0 = 0), à
óãîë θ0 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì, â âûáðàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîâïàäàþùèì ñ

(15). ×èñëî è ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâó�

þò ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Îäíàêî àíàëèç çíàêà âûðàæåíèÿ Π′′
ψψ âûÿâëÿåò

äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå ãðàíèöó îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, èìå�

þùåå âèä

β = ± sin δ/ sin 2(δ − α). (17)

Íà ðèñ. 5 a-f ïîêàçàíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áè�

�óðêàöèîííîé êðèâîé (15,16) è êðèâîé (17) ïðè δ = const, äëÿ δ ∈ (0; π/4)
(a), δ = π/4 (b), δ ∈ (π/4; π/2) (), δ ∈ (π/2; 3π/4) (d), δ = 3π/4 (e) è

δ ∈ (3π/4; π) (f). Ýòè êðèâûå ðàçáèâàþò èññëåäóåìóþ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïà�

ðàìåòðîâ β, α íà îáëàñòè 1-10. Âíóòðè îáëàñòåé 1-10 êàæäûé èç êîðíåé θ0

Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïåðâîãî òèïà.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ01 Í. ó. Íåóñ. Í. ó. Í. ó. Í. ó. Í. ó. Í. ó. Íåóñ. Í. ó. Í. ó.

θ02 Ä. ó. Ä. ó. Íåóñ. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Íåóñ.

θ03 ∄ ∄ ∄ Íåóñ. Íåóñ. Í. ó. Í. ó. Íåóñ. Í. ó. Í. ó.

θ04 ∄ ∄ ∄ Ä. ó. Ä. ó. Íåóñ. Íåóñ. Ä. ó. Ä. ó. Íåóñ.

ñîõðàíÿåò ñâîé õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðèâåä¼ì â

òàáëèöå 1. Ñèìâîëû ¾Ä.ó.¿ è ¾Í.ó.¿ îçíà÷àþò âûïîëíåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþ�

ùèõ îáëàñòè è êîðíÿ äîñòàòî÷íûõ è òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâî�

ñòè (ê ïîñëåäíèì ñëåäóåò äîáàâèòü îãðàíè÷åíèå âèäà (9)). Ñèìâîëû ¾Íåóñ.¿

îçíà÷àþò íåóñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ. ∄ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå

êîðíÿ â äàííîé îáëàñòè.
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2
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�èñ. 5. Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ δ.

Còàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ âòîðîãî òèïà îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè

cos θ0 = − Ag(a1 − a2)

ml(a2
1
− a1a2 − a2Y Z)

, cosψ0 = − aY Z cos θ0
(a1 − a2) sin θ0

è ñóùåñòâóþò ïðè Ag
√

a2Y Z + (a1 − a2)2 ≤ ml|a21 − a1a2 − a2Y Z|.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ âðàùåíèé îïèñûâàþòñÿ íåðà�

âåíñòâàìè a2
1
− a1a2 − a2Y Z > 0, a1 − a2 > 0, à òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

� íåðàâåíñòâàìè a2
1
− a1a2 − a2Y Z > 0, a1 − a2 < 0, ê êîòîðûì ñëåäóåò

ïðèñîåäèíèòü îãðàíè÷åíèå (9) íà âåëè÷èíó óãëîâîé ñêîðîñòè.

�åçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [2℄.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà

â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (6) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

aXY = aY Z = aXZ = 0. Íàçîâ¼ì ñîñòàâëÿþùèå âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷�

êà âäîëü îñåé OX, OY è OZ ïðîäîëüíûìè, âåðòèêàëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè

ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåä¼ì â ãàìèëüòîíèàíå (6) áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, èìïóëüñû è âðåìÿ

α =
a1∗m2l2

A2ω2
∗
, β =

a2∗m2l2

A2ω2
∗
, γ =

A

C
,

P̃ψ = Aω∗P1, P̃θ = Aω∗P2, P̃ϕ = Aω∗P3, τ = ω∗t,

è, îïóñêàÿ çíàêè òèëüäû, çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí â âèäå

H =
γP 2

3

2
+
P 2

2

2
+

(P1 − P3 cos θ)
2

2 sin2 θ
− cosψ sin θ −

−1

2
((β − α) sin2 ψ + β cos2 ψ) sin2 θ (18)
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Ïðè P3 = 0 ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (18) èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ïðè

êîòîðûõ îñü âîë÷êà ñîâåðøàåò ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñ�

êîñòè OXY . Äëÿ ýòèõ äâèæåíèé θ = π/2, P2 = 0, à èçìåíåíèå ïåðåìåííûõ
ψ (óãëà îòêëîíåíèÿ îñè âîë÷êà îò íèæíåãî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ) è P1

îïèñûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà

Ĥ =
P 2

1

2
+ Π(ψ, α), Π(ψ, α) = − cosψ − α

2
cos2 ψ (19)

�àìèëüòîíèàí (19) îòâå÷àåò êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî�

áîäû (íàçûâàåìîé äàëåå ìîäåëüíîé), ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Π(ψ, α) è èí�

òåãðàëîì ýíåðãèè Ĥ = h = const.
�ðà�èê �óíêöèè Π(ψ, α) ïîêàçàí íà ðèñ. 6 a- äëÿ ñëó÷åâ |α| ≤ 1, α > 1

è α < −1 ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ ψ∗ = π − arccos(1/α)
(ðèñ. 6 b, ). Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îòâå÷àþò

íåóñòîé÷èâûì è óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèÿì ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (19).

PSfrag replaements

ΠΠΠ

000

πππ
ψψψ

ψ∗ψ∗

(a) (b) ()

�èñ. 6. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðè |α| ≤ 1, α > 1 è α < −1.

Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ α è h ìîæíî ðàçáèòü íà âîñåìü îáëàñòåé ñ ðàç�

ëè÷íûì õàðàêòåðîì äâèæåíèé (ðèñ. 7) ìîäåëüíîé ñèñòåìû. ãðàíèöû îáëàñòåé

� ÷àñòè ãèïåðáîëû 2αh = 1, ïðÿìûå h = −α/2± 1 è ëó÷ α = 0, h > −1.

PSfrag replaements

h

0

1

1

-1

-1

2

-2

α

B1

B2

Γ0

Γ1

Γ21

Γ22

Γ23

Γ31
Γ32

Γ33

�èñ. 7. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.

Â îáëàñòè Γ0 äâèæåíèå íåâîçìîæíî. Â îáëàñòè Γ1 îñü âîë÷êà ñîâåðøàåò

êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâûõ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé. Â îáëàñòÿõ Γ21

è Γ22 îñü âîë÷êà êîëåáëåòñÿ îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òî÷êàì

îáëàñòè Γ23 ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿ äâóõ òèïîâ � êîëåáàíèÿ îêîëî íèæíåãî

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è êîëåáàíèÿ îêîëî âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â

îáëàñòÿõ Γ31, Γ32 è Γ33 ïðîèñõîäÿò âðàùåíèÿ âîë÷êà.

Ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû â

îáëàñòÿõ êîëåáàíèé è âðàùåíèé, à òàêæå íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâó�
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þùèõ àñèìïòîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì. Âûïèñàíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîò

êîëåáàíèé è âðàùåíèé.

Äàëåå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (â ëèíåéíîì ïðè�

áëèæåíèè) ïîëó÷åííûõ ÷àñòíûõ äâèæåíèé (ìàÿòíèêîâûõ êîëåáàíèé è âðàùå�

íèé) ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (18) ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ïåðåìåí�

íûõ θ, ψ è P1, P2 ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè P3 = 0.
Â îáëàñòÿõ êîëåáàíèé è âðàùåíèé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ââåä¼ì ïåðåìåí�

íûå äåéñòâèå-óãîë I, w è ïåðåïèøåì ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí â âèäå Ĥ = ωI
(ω � ÷àñòîòà ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ). Äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ýòèì ãà�

ìèëüòîíèàíîì ïðèìåì çà íåâîçìóù¼ííîå.

Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí (18), ââåäÿ â í¼ì ïåðåìåííûå I, w. Ââåä¼ì
âîçìóùåíèÿ r = I − I0, p2 = P2, q2 = θ − π/2, ãäå I0 � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé

äåéñòâèå íà íåâîçìóù¼ííîì äâèæåíèè. Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà

âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ q2, p2 è |r|1/2 èìååò âèä
H2 = ωr + f20q

2

2
+ f02p

2

2
, f20 =

(

cosψ + β − α sin2 ψ + P 2

1

)

/2, f02 = 1/2

Çäåñü �óíêöèè ψ(I, w) è P1(I, w) âû÷èñëÿþòñÿ íà íåâîçìóù¼ííîì äâèæåíèè.

�åøèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåí�

íûì r, p2, q2. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì

óñòîé÷èâîñòè ðåäóöèðîâàíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, îïèñûâàþ�

ùåé äâèæåíèå ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå H = 0, îòâå÷àþùåì
íåâîçìóù¼ííîìó äâèæåíèþ. Çà íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ïðèìåì ïå�

ðåìåííóþ óãîë w. �àçðåøèâ ñîîòíîøåíèå H = 0 îòíîñèòåëüíî r, çàïèøåì

r = −K(q2, p2, w), K = K2 +K4 + ..., K2 = f20q
2

2
+ f02p

2

2
(20)

Ïîëó÷àåì íåàâòîíîìíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî�

äû ñ ãàìèëüòîíèàíîì K è íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé w. Çàäà÷à îá îðáèòàëü�

íîé óñòîé÷èâîñòè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ q2 = 0, p2 = 0 ñèñòåìû ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà K.

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è èõ õà�

ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìåþò âèä

dq2
dw

=
2

ω
f02p2,

dp2
dw

= − 2

ω
f20q2, ρ2 − 2κρ+ 1 = 0, (21)

ãäå 2κ = x11(T ) + x22(T ), T = 2π/ω � ïåðèîä ðåøåíèÿ ψ(τ). Ôóíêöèè
x11(w) è x22(w) � ýëåìåíòû ìàòðèöû �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé X(w) =
||xij(w)||(i, j = 1, 2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè X(w) = E2, ãäå E2 � åäèíè÷�

íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðè |κ| > 1 èññëåäóåìîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèà�

íîì K íåóñòîé÷èâî, à ïðè |κ| < 1 óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â ãðà�

íè÷íîì ñëó÷àå κ = 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûé êîðåíü

ρ = 1 (ðåçîíàíñ ïåðâîãî ïîðÿäêà), à â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå κ = −1 êðàòíûé

êîðåíü ρ = −1 (ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà).
Äëÿ òî÷åê (α, h), îòâå÷àþùèõ óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â
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íåâîçìóù¼ííîì äâèæåíèè, ñèñòåìà (21) àâòîíîìíà. ×àñòîòû ìàëûõ êîëåáà�

íèé, îòâå÷àþùèå áîêîâîìó, íèæíåìó è âåðõíåìó óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèÿì

èìåþò âèä

Ω1 =

√

4α(α− β)

α2 − 1
, Ω2 =

√

β + 1

α + 1
, Ω3 =

√

β − 1

α− 1

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èìåþòñÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâî�

ñòè (îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà). Ïîðîæäàþùèìè äëÿ íèõ ÿâëÿ�

þòñÿ êðèâûå â ïëîñêîñòè (α, β), îòâå÷àþùèå ñëó÷àÿì ðåçîíàíñà ïåðâîãî ïî�

ðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ Ωj = n, (j = 1, 2, 3). Â ïëîñêîñòè (α, β) èìåþòñÿ òàêæå

êðèâûå ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà (Ωj = (2n − 1)/2, (j = 1, 2, 3)), èç êî�

òîðûõ âûõîäèò îäíà ðåçîíàíñíàÿ ïîâåðõíîñòü, è îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè (â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ) îòñóòñòâóþò.

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (21). �àññìîòðåíû ñå�

÷åíèÿ β = const ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ α, β, h äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé β,
è ïîñòðîåíû äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α è h. Èññëå�
äîâàíèå ïðîâîäèëîñü â äèàïàçîíå α ∈ [−5; 5], h ∈ [−3.5; 3.5], β ∈ [−2; 2] (äëÿ
êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ β ∈ [−2; 3]).

Íà ðèñ. 8�10 ïðåäñòàâëåíû êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå äèàãðàììû óñòîé÷è�

âîñòè äëÿ çíà÷åíèé β = −2 è β = 0 (ðèñ. 8), β = 0.85 è β = 2 (ðèñ. 9). Â

îáëàñòè Γ23 íà ðèñ. 8,9 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé îêî�

ëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ; äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè

âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 10 äëÿ ñëó÷àåâ β = 2 è β = 3.
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�èñ. 8. Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè ïðè β = −2 è β = 0.

�ðàíèöû îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè äâèæåíèÿìè (ðèñ. 7), ïîêàçàíû íà ðèñ.

8�10 æèðíûìè ëèíèÿìè. Êðèâûå ðåçîíàíñà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèåñÿ

ãðàíèöàìè îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè, à êðèâûå ðå�

çîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà � ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.

Îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè íà ðèñ. 8�10 ïîêàçàíû ñâåòëî-ñåðûì öâåòîì,

îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íå çàêðàøåíû. Ò¼ìíî-ñåðûì
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�èñ. 9. Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè ïðè β = 0.85 è β = 2.
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�èñ. 10. Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé îêîëî âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ïðè β = 2, 3.

öâåòîì ïîêàçàíû îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåçîíàíñíûõ êðè�

âûõ. �ðàíèöû ò¼ìíî-ñåðûõ îáëàñòåé ïðîâåäåíû ïî îäíîé èç ðåçîíàíñíûõ

êðèâûõ ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Ýòè îáëàñòè âêëþ÷àþò â ñåáÿ ÷àñòü

ãðàíèö áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû (ñì. ðèñ. 7), òî÷êàì êîòîðûõ îòâå÷àþò

àñèìïòîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (19).

Îïèøåì ýâîëþöèþ êàðòèíû óñòîé÷èâîñòè äëÿ êàæäîãî òèïà äâèæåíèé.

Êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè áîêîâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðîèñõîäÿ�

ùèå â îáëàñòè Γ1 ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîäîëü�

íûå âèáðàöèè èíòåíñèâíåå ïîïåðå÷íûõ. Ïðè ñèëüíûõ ïîïåðå÷íûõ âèáðàöèÿõ

(β < 0) èìååòñÿ ëèøü äâå íåáîëüøèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè γ11 è γ12, îãðàíè�
÷åííûå íåêîòîðûì óðîâíåì ýíåðãèè êîëåáàíèé. Â ñëó÷àå ñëàáûõ ïîïåðå÷íûõ

âèáðàöèé (β > 0) äëÿ ýòèõ êîëåáàíèé ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé
óñòîé÷èâîñòè âïëîòü äî âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè Γ1.

Äëÿ êîëåáàíèé îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (îáëàñòè Γ21,Γ22

è Γ23) â ñëó÷àå, åñëè ïîïåðå÷íûå âèáðàöèè èíòåíñèâíåå ïðîäîëüíûõ, ïðè�

ñóòñòâóåò îáøèðíàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (îãðàíè÷åííàÿ óðîâíåì ýíåðãèè

êîëåáàíèé) ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè èíòåíñèâíåå èëè íåìíî�

ãî ñëàáåå ïîïåðå÷íûõ (α > β > −1). Â ñëó÷àå, êîãäà ïîïåðå÷íûå âèáðàöèè

ñëàáåå ïðîäîëüíûõ, îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè òåì îáøèðíåå, ÷åì ñèëüíåå âåðòè�

êàëüíûå âèáðàöèè, è óæå ïðè β = 1.132590 îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóþò
âïëîòü äî âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè êîëåáàíèé.

Êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (îáëàñòü Γ23)
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ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû òîëüêî åñëè âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè çíà÷èòåëüíî ïðå�

âîñõîäÿò ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå α > 1, β > 1. Åñëè ïðè ýòîì ïðîäîëüíûå

âèáðàöèè ñëàáåå ïîïåðå÷íûõ (α > β), òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé

îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì óðîâíåì ýíåðãèè êîëåáàíèé, èíà÷å (α < β) îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóþò âïëîòü äî âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè Γ23.

Âðàùåíèÿ (îáëàñòè Γ31,Γ32 è Γ33) èìåþò îáøèðíûå îáëàñòè óñòîé÷èâî�

ñòè â ñëó÷àå, êîãäà ïîïåðå÷íûå âèáðàöèè èíòåíñèâíåå îñòàëüíûõ êîìïîíåíò

âèáðàöèé (α > β è β < 0), è â ñëó÷àå, êîãäà ïîïåðå÷íûå âèáðàöèè ñëàáåå

ïðîäîëüíûõ è çíà÷èòåëüíî ñëàáåå âåðòèêàëüíûõ (α < β, β > 1.132590).
Çàìåòèì, ÷òî âèä ìàÿòíèêîâîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè α

è h, íî õàðàêòåð åãî óñòîé÷èâîñòè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà β. Â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç ïðÿìóþ α = β. Åñëè âåëè÷èíà β áëèçêà ê α, òî ïîäáîðîì çíà�

÷åíèÿ β (óâåëè÷èâàÿ èëè îñëàáëÿÿ èíòåíñèâíîñòü ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé

âèáðàöèè) ïî÷òè âñåãäà ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü ðàññìàòðèâàåìîå ìàÿòíèêî�

âîå äâèæåíèå.

�åçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [3℄.
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