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Введение

Актуальность темы. В настоящее время все большее внимание исследователей при­
влекают неконсервативные механические системы. Так называется широкий класс голоном­
ных систем, в которых действуют неконсервативные позиционные силы, разной природы
диссипативные силы и гироскопические силы.

Исследование неконсервативных систем далеко от завершениея, несмотря на большое
количество исследований прикладных задач, где действуют неконсервативные силы. Иссле­
дование неконсервативных систем является актуальной задачей. Можно указать целые об­
ласти, где при моделировании возникают неконсервативные системы. Это проектирование
конструкций в машиностроении, авиации, ракетной техники. Особенные приложения систе­
мы с неконсервативными силами нашли в строительной механике. Большое количество работ
по устойчивости неконсервативных систем относится к аэроупругости [13,53], вибрационной
механике [6]. Неконсервативные задачи возникают в теории двуногой ходьбы [4,5].

Впервые вопрос о решении неконсервативных задач со следящими силами ставиться
после работ Эйлера, в которых он исследовал устойчивость форм равновесия упругой бал­
ки. Изучение области применимости метода Эйлера в задачах устойчивости упругих систем
показало, что если силы неконсервативные, то метод Эйлера становиться непригодным. Ос­
новным методом исследования неконсервативных задач теории упругости является метод,
основанный на рассмотрении колебаний системы вблизи положения равновесия, что сближа­
ет его с теорией устойчивости и классической механикой.

Исследование устойчивости идеализированных моделей ракетных конструкций, напри­
мер запуск реактивного двигателя, приводит к необходимости изучения линейных автоном­
ных механических систем, находящихся под действием неконсервативных позиционных сил
и описываемых уравнениями вида 𝑞 + 𝐶𝑞 = 0, где 𝐶 - несамосопряженный оператор, мат­
ричный или дифференциальный. Во второй половине 20-го века известный швейцарский
ученый Ганс Циглер выделелил такие системы в отдельный класс, которые были названы
циркуляциоными [62].

Изучению устойчивости циркуляционных систем посвящено большое количество задач,
среди которых можно выделить работы В.В. Болотина [8], Дж. Херманна [54], Г. Цигле­
ра [62], Д. Р. Меркина [37], С.А. Агафонова [1], A.B. Карапетяна [16], В. В. Белецкого [4],
П.С. Красильникова и А. Е. Байкова [3], О.Н. Кириллова [57], и др. В частности в работе
С.А. Агафонова [1] прямым методом Ляпунова было показано, что конечномерная цирку­
ляционная система неустойчива, если ее матрица 𝐶 кососимметрическая. В исследованиях
устойчивости неконсервативных систем несимметрическую матрицу 𝐶 часто разбивают на
симметрическую 𝐶1 и кососимметрическую 𝐶2 составляющие, так что 𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2, что
упрощает анализ и позволяет исследовать действия неконсервативных сил, основываясь на
свойствах матриц 𝐶2. С некоторыми результатами использование такого приема можно озна­
комится в [37], [58] или в работах В.М. Лахаданова [22,23], где доказано, что если 𝑇𝑟(𝐶1) < 0,
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то движение циркуляционной системы неустойчиво. Там же показано, что неустойчивую кон­
сервативную систему можно стабилизировать силами радиальной коррекции тогда и только
тогда, когда 𝑇𝑟(𝐶1) > 0.

Моделирование динамики ракетоносителей (РН) непосредственно связано с исследова­
нием механических систем, в которых действуют неконсервативных систем. Одной из важ­
ных задач в динамике РН является задача о влиянии диссипативных сил на устойчивость
(относительного) положения РН, когда система так же находится под воздействием некон­
сервативных позиционных сил [44]. Следящими называются силы, которые во все время дви­
жения составляют постоянный угол с осями тел, к которым они приложены. Заметим, что
в некоторых случаях малые диссипативные силы усиливают динамическую неустойчивость
системы (из-за наличия дополнительных позиционных сил). Например, совокупное влияние
сил аэродинамического сопротивления и реактивной силы тяги двигателя может привести к
усилению поперечных колебаний РН. Сила сопротивления и реактивная сила истечения жид­
кого топлива из конца заправочного шланга, соединяющего летательные аппараты во время
дозаправки их в полёте, может также вызвать сильные поперечные колебаниям шланга.

Одним из хорошо изученных классов неконсервативных задач теории устойчивости яв­
ляется задача исследования систем с гироскопическими и линейными диссипативными сила­
ми. В данном направлении получено большое количество результатов, в частности теоремы
о неустойчивости [23,37,38,59] и асимптотической устойчивости [60]. В работе [56] для некон­
сервативных гироскопических систем с двумя степенями свободы, на которые действуют
диссипативные силы, представлен анализ устойчивости колебаний. С помощью метода воз­
мущений получены выражения для коэффициетов разложения корней характеристического
полинома для некоторого частного случая матриц гироскопических и неконсервативных сил,
на основании которых представлены выводы об устойчивости таких систем.

Наибольшую известность среди неконсервативных задач получил парадокс дестабили­
зации, называемый так же эффект Циглера [62]. Изучению этого явления посвящён целый
ряд работ [3, 20, 37, 45, 46, 62] и многие другие. В монографии [37] эффект Циглера рассмат­
ривается как частный случай проблемы устойчивости по первому приближению равновесия
механической системы с конечным числом степеней свободы, находящейся под действием
потенциальных, неконсервативных позиционных сил и линейных сил вязкого трения. В ра­
боте [3] сформулирован и доказан критерий асимптотической устойчивости положения рав­
новесия и критерий существования эффекта Циглера для неконсервативных механических
систем при наличии малых диссипативных сил для систем с произвольным количеством сте­
пеней свободы в квадратурах. В статье также представлены результаты в виде критерия
асимптотической устойчивости систем с большими силами трения для систем с двумя сте­
пенями свободы. Отсутствие явного критерия устойчивости для систем с большими силами
трения, когда число степеней свободы 𝑛 > 3, объясняется алгебраической сложностью зада­
чи. Так как характеристический полином содержит все ненулевые коэффициенты при всех
степенях 𝜆, то неравенства из критерия Раусса-Гурвица, имеют весьма сложный вид. Их труд­
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но исследовать на совместность, открытым остаётся вопрос о приведении этих неравенств к
простейшему виду.

Наряду с областью дестабилизации в пространстве параметров диссипации существует
область стабилизации и, таким образом, всегда возможен выбор диссипативного оператора,
стабилизирующего неконсервативных систему (см. например [43]). Подтверждение этих ру­
зультатов следует из экспериментальных исследований, описанных в работах Ю.И. Ягна и
Л.К. Паршина [50], а также У.Дж. Вуда, С. С. Со и П.М. Саундерса [61], по устойчивости
стержней, нагруженных следящей силой.

Как один из частных случаев неконсервативных механических систем, задача исследо­
вания движения механических систем, в частности, твердых тел, в сопротивляющейся среде
также давно заинтересовала специалистов. С развитием авиации вопрос о влиянии сил со­
противления на движение тел в среде стал особенно актуальным. Пионерские работы в этой
области принадлежат Ньютону И., Стоксу Дж.Г., Циолковскому К. Э., Жуковскому Н.Е. и
другим классикам.

Современная постановка задачи о движении тел в среде с сопротивлением предполагает
учет динамики самой среды, т.е. рассмотрения уравнений Навье-Стокса. Однако данный
подход сопряжен с большими теоретическими и вычислительными сложностями. Поэтому
большинство авторов рассматривают упрощенную постановку, например, учитывают только
эффект присоединенных масс и вязкое сопротивление [18,21]. В работах [47–49] разработаны
и исследованы более сложные задачи.

В настоящей диссертационной работе изучается задача устойчивости равновесия ме­
ханических систем с двумя и тремя степенями свободы, находящихся под действием как
потенциальных, так и не потенциальных (неконсервативных) сил. Под неконсервативными
силами подразумеваются диссипативные силы, а так же позиционные силы, не допускающие
потенциала.

Диссертация состоит из трех глав: I. Влияние линейных диссипативных сил и следящей
силы на устойчивость положения равновесия трехзвенной неконсервативной механической
системы. II. Колебания неконсервативных механических систем в среде с квадратичным за­
коном сопротивления. III. Устойчивость одной механической системы со следящими и нели­
нейными диссипативными силами.

В первой части работы исследуются области устойчивости и неустойчивости равновес­
ной конфигурации трёхзвенного стержневого механизма, находящегося под действием со­
средоточенной следящей силы, которая приложена к свободному концу третьего стержня. В
простейшем случае эта модель описывает динамику заправочного шланга, находящегося под
действием реактивной силы равномерного истечения жидкости. Вопросы о том, насколько
адекватна данная модель, можно ознакомится в [46], где обсуждаются подобные дискретные
модели.

Исследование устойчивости равновесия стержневой системы в диссертациионной рабо­
те разделено на два этапа:
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1) Трение в пружинах нет
2) Трение в пружинах присутствует.

На первом этапе условия устойчивости сводятся к анализу корней характеристического по­
линома. Для системы с тремя степенями свободы эти условия эквиваленты (с точностью до
соотношений типа равенства) положительности коэффициентов полинома и дискриминан­
та [10]. Алгебраическая сложность заключается в громоздкости выражения для дискрими­
нанта. Как следствие, построение областей устойчивости – нетривиальная задача. В диссер­
тационной работе построены области асимптотической устойчивости и неустойчивости для
трехзвенной стержневой системы в двух частных случаях: 1)Следящая сила действует строго
вдоль стержня, сжимая систему. 2) Следящая сила имеет небольшое поперечное отклонение
по отношению к стержню, и растягивает систему.

В первом случае области устойчивост имеют достаточно простой вид. Во втором случае
получен более интересный и сложный результат. Если позиционная сила действует в направ­
лении растяжения стержневой системы и имеет небольшую поперечную составляющую, то в
плоскости параметров системы существует счетное множество чередующихся областей устой­
чивости и неустойчивости.

На втором этапе, при наличие трения в пружинах, асимптотическую устойчивость рав­
новесия можно исследовать разными способами. Традиционным методом получения условий
устойчивости является теорема Раусса-Гурвица. Однако, для систем с малым числом степе­
ней свободы система неравенств, следующая из теоремы Раусса-Гурвица, сильно переопреде­
лена. В препринте [11] предложено построить критическое многообразие ℱ в пространстве
параметров системы. Оно соответствует таким значениям параметров, при которых харак­
теристический полином ̃︀𝜃 системы имеет по крайней мере один корень на мнимой оси. Кри­
тическое многообразие разбивает пространство параметров на области, число 𝑛− корней с
отрицательной действительной частью полинома ̃︀𝜃 постоянно. В области асимптотической
устойчивости число 𝑛− максимально. Необходимо также отметить, что существует метод
инноров [15], сильно упрощающий условия теоремы Раусса-Гурвица. Однако, в настоящей
работе этот метод реализовать не удалось.

Отметим, что в работе [11] многообразие ℱ алгебраично, и для его построения приме­
няются методы компьютерной алгебры. Для трёхзвенной стержневой системы критическое
многообразие трансцендентно. По этой причине его практически невозможно построить (от­
сутствуют эффективные численные методы).

Для решения этой проблемы в диссертационной работе уточняется постановки задачи
следующим образом: трение в пружинах считается малым. Это даёт возможность применить
теорию возмущений. В качестве малого параметра выбирается безразмерный коэффициент
трения 𝜀. В работе [3] показано, что при известных частотах явный критерий асимптотиче­
ской устойчивости для механических систем с двумя степенями свободы имеет достаточно
простой вид. В работе применяются результаты статьи [3] для системы с тремя степенями

7



свободы. Как следствие, получен критерий асимптотической устойчивости по первому при­
ближению для систем с тремя степенями свободы, когда силы трения малы.

В последней части первой главы предложен эмпирический метод исследования влияния
больших сил трения на устойчивость равновесия. Суть метода основана на понятии крити­
ческого коэффициента трения 𝜀*. Критическое значение 𝜀* находится численным методом
при фиксировании всех остальных параметров системы. Изменяя эти параметры, можно вы­
явить области, где 𝜀* существует, и области где критическое значение отсутствует. В качестве
примера использования данного метода, в диссертационной работе представлены результа­
ты расчетов для области устойчивости, зоны Циглера и области нейстойчивости трехзвенной
стержневой системы, полученных в первой и второй части первой главы диссертации.

Во второй главе диссертационной работы рассматривается более общая задача исследо­
вания малых колебаний неконсервативных голономных механических систем с двумя степе­
нями свободы. Данные системы находятся под действием потенциальных, неконсервативных
позиционных сил, линейных и квадратичных диссипативных сил, моделирующих движение
систем в сопротивляющейся среде с квадратичными силами сопротивления.

Отличительной особенностью используемого в диссертационной работе подхода явля­
ется применении классических аналитических и приближенно-аналитических методов для
исследования совместного влияния линейных и квадратичных диссипативных сил на устой­
чивость положения равновесия механических систем, в предположении, что диссипативные
силы действуют на все две степени свободы системы единовременно. При этом квадратичные
диссипативные силы задаются с помощью кубической функции Рэлея относительно скоро­
стей обобщенных координат.

В работе [14] "слабая"неустойчивость равновесия, которую вызывают малые диссипа­
тивные силы, трактуется как устойчивость в некоторой области 𝐺, если фазовые кривые
не покидают области 𝐺. Причиной ограничения фазовых кривых некоторой областью мо­
жет служить существование инвариантного многообразия. В работах [2, 8], в качестве та­
кого аттрактора, доказано существование асимптотически устойчивого предельного цикла.
Развивая данную тематику, во второй главе диссертации показано, что при определенных
условиях, накладываемых на параметры системы, таким инвариантным многообразием, в
четырехмерном фазовом пространстве параметров системы, может быть инвариантный дву­
мерный тор.

Для решения поставленной задачи, в работе рассматривается разложение системы диф­
ференциальных уравнений до второго порядка малости включительно. Далее вводится мас­
штабирующая замена, с помощью которой преобразованные уравнения описывают малые
колебания в окрестности равновесия (порядка 𝜀). После приведения уравнений к главным
координатам с помощью неособого линейного преобразования, методом Хори-Кэмила [36,55]
проводится нормализация уравнений движения. Для исследования полученных нормализо­
ванных уравнений используется метод усреднения [7]. Из-за аналитических сложностей в
вычислениях, приводится общий вид усредненных нормализованных уравнений движения
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в квадратурах. Но для одного важного для исследования случая, когда квадратичные дис­
сипативные силы действуют независимо вдоль осей главных координат, колебания усред­
ненной системы исследованы полностью. Для этого частного случая получены достаточные
условия существования предельного инвариантного тора. Этими условиями является отри­
цательность коэффициентов линейных диссипативных сил 𝛽1 < 0, 𝛽2 < 0. К сожалению,
привести пример систем с отрицательными, то есть с ускоряющими линейными диссипатив­
ными силами, достаточно сложно.

В третьей главе диссертационной работы, для примера механической системы с двумя
степенями свободы, находящейся под действием потенциальных, неконсервативных позици­
онных сил, линейных и квадратичных диссипативных сил разработана специальная стерж­
невая модель. Механическая система, описывающая данную модель, соответствует рассмот­
ренному во второй главе диссертации частному случаю, при котором квадратичные дисси­
пативные силы действуют независимо вдоль осей координат. Такая система может служить
упрощенной моделью движения лопасти на упругой втулке несущего или рулевого винта вер­
толета в плоскости тяги [40,41]. Исследование данной модели в настоящей диссертационной
работе ограничивается проведением линейного анализа устойчивости положения равновесия
при наличие и отсутствие линейных диссипативных сил с помощью результатов, полученых
в [3]. В дальнейшем, но уже вне рамок настоящей диссертационной работы, будет прове­
ден нелинейный анализ устойчивости на основе результатов, полученных во второй главе
настоящей диссертационной работы.

Целью диссертационной работы является изучение влияния совместного действия
неконсервативных позиционных сил, потенциальных, линейных и квадратичных диссипа­
тивных сил на устойчивость механических систем с двумя и тремя степенями свободы. В
работе решаются следующие задачи:

1. Получение необходимых условий устойчивости положения равновесия трехзвенной
стержневой системы в отсутствие диссипативных сил.

2. Формулировка и доказательство критерия асимптотической устойчивости положе­
ния равновесия систем с тремя степенями свободы при наличии малых линейных
диссипативных сил.

3. Построение областей устойчивости и зоны дестабилизации положения равновесия
малыми диссипативными силами (зоны Циглера) трехзвенной стержневой системы

4. Получение достаточных условий существования предельного инвариантного тора
для систем с двумя степенями свободы, находящихся под действием потенциальных,
неконсервативных позиционных сил, линейных и квадратичных диссипативных сил.

5. Исследование устойчивости положения равновесия механической системы, модели­
рующей движение лопасти винта в плоскости тяги.

Для решения поставленных задач используются следующие методы исследования:1)
методы компьютерной алгебры, 2)метод малого параметра теории возмущений, 3)метод нор­
мализации Хори-Кэмила, 4) метод усреднения.
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Основные положения, выносимые на защиту:

1. Получены условия устойчивости положения равновесия трехзвенной стержневой си­
стемы, если диссипативные силы отсутствуют.

2. Получен критерий устойчивости положения равновесия и критерий эффекта Цигле­
ра трехзвенной стержневой системы при малых силах трения.

3. Построены области устойчивости и зона Циглера положения равновесия трехзвенной
стержневой системы.

4. Получены достаточные условия существования предельного инвариантного тора для
неконсервативных систем с двумя степенями свободы, которые находятся под дей­
ствием линейных и квадратичных диссипативных сил.

5. Исследована устойчивость положения равновесия механической системы, моделиру­
ющей движение лопасти винта в плоскости тяги.

Научная новизна. В диссертационной работе получены следующие новые результаты:
1. Результаты исследования трехзвенной стержневой системы, находящейся под дей­

ствием неконсервативной позиционной силы и линейных диссипативных сил явля­
ются новыми. Ранее в исследованиях неконсервативных систем не рассматривались
трехзвенные стержневые механизмы. Так же, по сравнению с результатами, получен­
ными при исследовании аналогичной двухзвенной стержневой системы, при анализе
устойчивости трехзвенного механизма были обнаружены новые эффекты, возникаю­
щие при изменении направления действия следящей силы. В работе также сформули­
рован и доказан критерий эффекта Циглера для трехзвенной стержневой системы,
что также является новым результатом в исследовании механических систем с тремя
степенями свободы.

2. Использование кубической диссипативной функции Рэлея, для исследования сов­
местного влияния потенциальных, неконсервативных, линейных и квадратичных
диссипативных сил на устойчивость положения равновесия механических систем с
двумя степенями свободы рассматривается впервые. Отдельно следует отметить, что
в исследуемых в работе системах учитывается совокупное влияние квадратичных
сил трения на две степени свободы системы. Этот способ анализа позволил в рабо­
те получить достаточные условия существования предельного инвариантного тора.
Ранее для такого рода механических систем был получены условия существования
предельного цикла, что говорит о научной новизне этих результатов.

3. В заключительной главе диссертации представлена стержневая система, моделиру­
ющая движения лопасти винта на упругой втулке в плоскости тяги. Данная прибли­
женная модель является новой, и ранее не решалась задача анализа устойчивости
положения равновесия такой системы. Поэтому все результаты, полученные при ис­
следовании указанной модели, а именно условия устойчивости в отсутствие и при
наличии малых сил трения являются новыми.
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Научная и практическая значимость полученных в диссертационной работе ре­
зультатов состоит в следующем:

1. Полученный при исследовании устойчивости трехзвенной стержневой системы эф­
фект, возникающий при изменении направления действия следящей силы, говорит
о том, динамика стержневых систем с разным количеством степеней свободы могут
сильно отличаться. По этой причине, изучение подобных систем необходимо прово­
дить независимо от ранее полученных результатов, чтобы избежать потери возмож­
ных новых эффектов.

2. Использование критерия эффекта Циглера для трехзвенной стрежневой системы
при наличии малых сил трения позволяет провести оценку устойчивости поперечных
колебаний модели РН или заправочного шланга летательного аппарата.

3. Полученные достаточные условия существования предельного инвариантного тора в
фазовом пространстве систем с двумя степенями свободы, подверженных действию
линейных и квадратичных диссипативных сил, вносят существенный вклад в ис­
следования, посвященные анализу аттракторов механических систем, и расширяет
теоретические знания в предметной области, посвященной малым колебаниям.

4. Результаты линейного анализа устойчивости положения равновесия модели движе­
ния винта в плоскости тяги можно использовать для построения и сравнения резуль­
татов более сложных моделей и систем, описывающих динамику винтов.

Степень достоверности полученных результатов обеспечивается: 1) строгим исполь­
зованием классических механических концепций и адекватного математического аппарата, 2)
применением классических аналитических и приближенно-аналитических методов исследо­
вания, 3) использованием математического пакета Maple версии 13.0 (Maple build ID 397624).

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы докладывались и
обсуждались на следующих научных конференциях и научных семинарах: 1) Семинар "Ди­
намические системы и механика"кафедр 803 и 802 (Москва, 2014), 2) Международной конфе­
ренции "Ломоносов-2015"(Москва, 2015), 3) 16-ой международной конференции "Авиация и
космонавтика"(Москва, 2016).

Личный вклад. Автору принадлежат формулировки и доказательства основных тео­
ретических результатов, представленных в диссертационной работе. Также автором реали­
зованы используемые аналитические методы компьютерной алгебры в среде Maple. Выбор
методов анализа, круга рассматриваемых задач и разработка модели, приближенно описы­
вающей движение лопасти винта в плоскости тяги, проводились под руководством П.С. Кра­
сильникова.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 10 печатных
и электронных изданиях, среди которых 3 – в журналах, рекомендованных ВАК РФ для
представления результатов диссертационного исследования на соискание ученых степеней
кандидата и доктора наук [25,27,28], 7 – в тезисах докладов [26,29–34].
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех глав и заключе­
ния. Полный объём диссертации составляет 75 страниц с 20 рисунками и 1 таблицей. Список
литературы содержит 62 наименования.

Диссертационная работа выполнена в Московском авиационном институте (Националь­
ный исследовательский университет) за счет гранта РНФ № 14-21-00068 (2014-2016).

Благодарности. Прежде всего автор хотел бы выразить глубокую благодарность сво­
ему научному руководителю Павлу Сергеевичу Красильникову за многолетнее внимание к
работе и обсуждение кандидатской диссертации на всех этапах ее создания. Огромную при­
знательность автор выражает Александру Евгеньевичу Байкову, советы которого позволили
значительно улучшить часть диссертационной работы, посвященную квадратичным диссипа­
тивным силам, а так же отдельную благодарность выражает за предложение исследования
ряда задач для дальшейшей научной работы. Автор безгранично признателен родителям
Елене Владимировне и Юрию Александровичу за неоценимую моральную поддержку, без
которой диссертационная работа не была бы завершена.
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Глава 1. Влияние линейных диссипативных сил и следящей силы на
устойчивость положения равновесия трехзвенной неконсервативной

механической системы

Как отмечалось во введении, моделирование динамики ракетоносителей (РН) напря­
мую связано с исследованием неконсервативных систем. Наиболее важной задачей в дина­
мике РН является задача о влиянии диссипативных сил на устойчивость движения РН, когда
система находится под воздействием неконсервативных позиционных сил. В данной главе ис­
следуются области устойчивости и неустойчивости равновесной конфигурации трёхзвенного
стержневого механизма, находящегося под действием сосредоточенной следящей силы, ко­
торая приложена к свободному концу третьего стержня. В простейшем случае эта модель
описывает динамику заправочного шланга, находящегося под действием реактивной силы
истечения жидкости. Аналогичная дискретная модель использовалась при исследовании за­
дачи устойчивости в работе [3].

1.1 Устойчивость положения равновесия в отсутствие сил трения
под действием следящей силы

Рассматривается трехзвенный стержневой механизм, состоящий из однородных весо­
мых стержней, и находящийся на гладкой горизонтальной плоскости 𝐴𝑋𝑌 . На свободный
конец стержня 𝐶𝐷 действует следящая сила 𝐹 (рис. 1.1). В процессе движения угол между
−−→
𝐷𝐶 и

−→
𝐹 равен 𝛼(𝛼 ∈ [0, 𝜋]). Твердые стержни, имеющие одинаковую длину 𝑙 и массу 𝑚, со­

единены идеальными сферическими шарнирами. Cтержень 𝐴𝐵 прикреплен таким шарниром
к неподвижной стенке в точке 𝐴. Кроме шарниров, стержни соединены упругими спираль­
ными пружинами с коэффициентом жесткости 𝑐. Спиральные пружины подчинены закону
Гука и создают момент демпфирования, противоположный относительной угловой скоро­
сти, с коэффициентом 𝑏. Формула для проекции 𝑀𝐵𝑍 момента демпфирования спиральной
пружины 𝐵 имеет вид 𝑀𝐵𝑍 = −𝑏(𝜔𝐵𝐶 − 𝜔𝐴𝐵), где 𝜔𝐵𝐶 , 𝜔𝐴𝐵 – угловые скорости стержней
𝐵𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Выражение для проекции 𝑀𝐶𝑍 момента демпфирования спираль­
ной пружины 𝐶 аналогичное. Проекция момента демпфирования пружины 𝐴 находится по
формуле 𝑀𝐴𝑍 = −𝑏𝜔𝐴𝐵. Таким образом, если на систему не действует следящая сила, три­
виальное положение равновесия соответствует расположению стержней вдоль оси 𝐴𝑋. Как
было отмечено во введении, данная механическая система может служить дискретной моде­
лью вязкоупругого стержня, на свободный конец которого действует следящая сила.
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Рис. 1.1. Исследуемая механическая модель

Вначале необходимо составить уравнения движения, обезразмерить их и найти положе­
ние равновесия. Далее для исследования устойчивости равновесия записать уравнения воз­
мущенного движения, линеаризовать их, а затем проивести линейный анализ устойчивости
в двух случаях: при отсутствии трения в пружинах и при наличии трения. Построить в про­
странстве параметров системы область дестабилизации равновесия малыми силами вязкого
трения (область Циглера) и область стабилизации равновесия большими силами трения.

1.1.1 Уравнения движения

Для того, чтобы получить уравнения движения рассматриваемой системы, введят­
ся обобщённые координаты 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3 (углы, которые образуют, соответственно, векторы
−→
𝐴𝐵,

−−→
𝐵𝐶 и

−−→
𝐶𝐷 с осью 𝐴𝑋). С точки зрения аналитической механики, исследуется голоном­

ная механическая система с идеальными стационарными связями и следующими активными
силами: силами упругости в спиральных пружинах 𝐴,𝐵 и 𝐶, силами вязкого трения в пру­
жинах и следящей силой 𝐹 . Движение системы описывается уравнениями Лагранжа второго
рода:

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝑇

𝜕�̇�𝑖

)︂
− 𝜕𝑇

𝜕𝜑𝑖

= −𝜕П
𝜕𝜑𝑖

− 𝜕Ф
𝜕�̇�𝑖

+ 𝑄𝑖, 𝑖 = 1,2,3 (1.1)

Здесь 𝑇 – кинетическая энергия системы, П – потенциальная энергия консервативных сил
упругости, Ф – диссипативная функция Релея сил демпфирования, 𝑄𝜑𝑖

– обобщённые си­
лы, соответствующие следящей силе 𝐹 . Отметим, что следящая сила 𝐹 - неконсервативная
позиционная сила, что легко устанавливается неравенством rot𝑄 ̸= 0.
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Стандартным способом получаются следующие явные выражения для функций 𝑇 , П,
Ф, 𝑄𝜑𝑖:

𝑇 =
7

6
𝑚𝑙2�̇�2

1 +
2

3
𝑚𝑙2�̇�2

2 +
1

6
𝑚𝑙2�̇�2

3 +
3

2
𝑚𝑙2�̇�1�̇�2 cos(𝜑2 − 𝜑1)+

+
1

2
𝑚𝑙2�̇�1�̇�3 cos(𝜑3 − 𝜑1) +

1

2
𝑚𝑙2𝜑2𝜑3 cos(𝜑3 − 𝜑2),

П =
𝑐

2
(𝜑2

1 + (𝜑2 − 𝜑1)
2 + (𝜑3 − 𝜑2)

2),

Ф =
𝑏

2
(�̇�2

1 + (�̇�2 − �̇�1)
2 + (�̇�3 − �̇�2)

2),

𝑄𝜑1 = −𝐹𝑙 sin(𝜑3 − 𝜑1 − 𝛼),

𝑄𝜑2 = −𝐹𝑙 sin(𝜑3 − 𝜑2 − 𝛼),

𝑄𝜑3 = 𝐹𝑙 sin(𝛼)

Подставив полученные выражения в (1.1), можно записать следующую систему дифферен­
циальных уравнений Лагранжа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

7

3
𝑚𝑙2𝜑1 +

3

2
𝑚𝑙2𝜑2 cos(𝜑2 − 𝜑1) +

1

2
𝑚𝑙2𝜑3 cos(𝜑3 − 𝜑1) −

3

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 sin(𝜑2 − 𝜑1)−

−1

2
𝑚𝑙2�̇�2

3 sin(𝜑3 − 𝜑1) = 𝑐(𝜑2 − 2𝜑1) + 𝑏(�̇�2 − 2�̇�1) − 𝐹𝑙 sin(𝜑3 − 𝜑1 − 𝛼)

3

2
𝑚𝑙2𝜑1 cos(𝜑2 − 𝜑1) +

4

3
𝑚𝑙2𝜑2

3 +
1

2
𝑚𝑙2𝜑3 cos(𝜑3 − 𝜑2) +

3

2
𝑚𝑙2�̇�2

1 cos(𝜑2 − 𝜑1)−

−1

2
𝑚𝑙2�̇�2

3 sin(𝜑3 − 𝜑2) = 𝑐(𝜑3 + 𝜑1 − 2𝜑2) + 𝑏(�̇�3 + �̇�1 − 2�̇�2) − 𝐹𝑙 sin(𝜑3 − 𝜑2 − 𝛼)

1

2
𝑚𝑙2𝜑1 cos(𝜑3 − 𝜑1) +

1

2
𝑚𝑙2𝜑2 cos(𝜑3 − 𝜑2) +

1

3
𝑚𝑙2𝜑3 +

1

2
𝑚𝑙2�̇�2

1 sin(𝜑3 − 𝜑1)+

+
1

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 sin(𝜑3 − 𝜑2) = 𝑐(𝜑2 − 𝜑3) + 𝑏(�̇�2 − �̇�3) + 𝐹𝑙 sin(𝛼)

(1.2)

1.1.2 Положение равновесия и линеаризация уравнений движения

Для определения положения равновесия рассматриваемой системы рассматривается
согласно принципу виртуальных перемещений [36], следующуя система уравнений:

−
𝜕П
𝜕𝜑𝑖

+ 𝑄𝜑𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 2, 3,
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или, в развернутом виде: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜑2 − 2𝜑1 =
𝐹𝑙

𝑐
sin(𝜑3 − 𝜑1 − 𝛼)

𝜑3 + 𝜑1 − 2𝜑2 =
𝐹𝑙

𝑐
sin(𝜑3 − 𝜑2 − 𝛼)

𝜑2 − 𝜑3 = −
𝐹𝑙

𝑐
sin(𝛼)

(1.3)

Введём безразмерный параметр
𝛾 =

𝐹𝑙

𝑐

Несмотря на трансцендентность, система (1.3) допускает явное решение. Из третьего урав­
нения системы (1.3) выразим величину 𝜑2 − 𝜑3 и подставим её в аргумент синуса и левую
часть второго уравнения. Эквивалентная система имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜑2 − 𝜑1 − 𝜑1 = 𝛾 sin(𝜑3 − 𝜑1 − 𝛼)

𝛾 sin(𝛼) + 𝜑1 − 𝜑2 = 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼)

𝜑2 − 𝜑3 = −𝛾 sin(𝛼)

Далее, из второго уравнения выражаем величину 𝜑1 −𝜑2 и подставляем в первое уравнение.
Получаем следующую систему:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛾 sin(𝛼) − 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 𝜑1 = 𝛾 sin(𝜑3 − 𝜑1 − 𝛼)

𝜑1 − 𝜑2 = 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 𝛾 sin(𝛼)

𝜑2 − 𝜑3 = −𝛾 sin(𝛼)

Складывая второе и третье уравнение, имеем выражение для разности 𝜑1 − 𝜑3 вида

𝜑1 − 𝜑3 = 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 2𝛾 sin(𝛼)

После подстановки этого выражение в аргумент синуса первого уравнения, и выполнив про­
стейшие преобразования, получаем первый корень системы:

𝜑1 = 𝛾 sin(𝛼) − 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 𝛾 sin(2𝛾 sin(𝛼) − 𝛼− 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼))

Остальные корни системы вычисляются при подстановке выражения для 𝜑1 в соответству­
ющие равенства. Таким образом, трехзвенная стержневая система имеет единственное поло­
жение равновесия. Явные формулы имеют вид:

𝜑*
1 = 𝛾 sin(𝛼) − 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 𝛾 sin(2𝛾 sin(𝛼) − 𝛼− 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼))

𝜑*
2 = 2𝛾 sin(𝛼) − 2𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 𝛾 sin(2𝛾 sin(𝛼) − 𝛼− 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼))

𝜑*
3 = 3𝛾 sin(𝛼) − 2𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼) − 𝛾 sin(2𝛾 sin(𝛼) − 𝛼− 𝛾 sin(𝛾 sin(𝛼) − 𝛼))

(1.4)
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В частности, при 𝛼 = 0 (следящая сила направлена вдоль стержня) имеем 𝜑*
1 = 𝜑*

2 = 𝜑*
3 = 0.

Этот результат соответствует вычислениям, представленным в описании модели системы.
Отметим, что этот случай был рассмотрен Г.Циглером в известной работе [62], но только
для двухзвенной стержневой системы. Далее, для краткости, случай 𝛼 = 0 или 𝛼 = 𝜋 будет
называться случаем Циглера.

Для удобства и упрощения дальнейшего анализа, введём новые параметры 𝑢, 𝑣, связан­
ные с параметрами 𝛾, 𝛼 соотношениями:

𝑢 = 𝛾 cos(𝛼), 𝑣 = 𝛾 sin(𝛼)

Перепишем формулы (1.4) в новых параметрах 𝑢, 𝑣:

𝜑*
1 = 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣) − cos(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 sin(2𝑣) − 𝑣 cos(2𝑣))+

+ sin(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 cos(2𝑣) + 𝑣 sin(2𝑣))

𝜑*
2 = 2𝑣 − 2𝑢 sin(𝑣) + 2𝑣 cos(𝑣) − cos(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 sin(2𝑣) − 𝑣 cos(2𝑣))+

+ sin(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 cos(2𝑣) + 𝑣 sin(2𝑣))

𝜑*
3 = 3𝑣 − 2𝑢 sin(𝑣) + 2𝑣 cos(𝑣) − cos(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 sin(2𝑣) − 𝑣 cos(2𝑣))+

+ sin(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 cos(2𝑣) + 𝑣 sin(2𝑣))

Составим уравнения возмущённого движения в окрестности положения равновесия. Рассмат­
рим возмущения: 𝜑1 = 𝜑*

1+𝛽1, 𝜑2 = 𝜑*
2+𝛽2, 𝜑3 = 𝜑*

3+𝛽3. После подстановки в систему (1.2)
этих выражений и проведения простейших преобразований, имеем уравнения возмущённого
движения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

7

3
𝑚𝑙2𝛽1 +

3

2
𝑚𝑙2𝛽2 cos(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +

1

2
𝑚𝑙2𝛽3 cos(𝛽3 − 𝛽1+

+2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) − 3

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 sin(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣))−

−1

2
𝑚𝑙2�̇�2

3 sin(𝛽3 − 𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) =

= 𝑐(𝛽2 − 2𝛽1 + cos(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 sin(2𝑣) − 𝑣 cos(2𝑣))−
− sin(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (𝑢 cos(2𝑣) + 𝑣 cos(2𝑣)))+

+𝑏(�̇�2 − 2�̇�1) − 𝐹𝑙 sin(𝛽3 − 𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣) − 𝛼)
3

2
𝑚𝑙2𝛽1 cos(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +

4

3
𝑚𝑙2𝛽2

3 +
1

2
𝑚𝑙2𝛽3 cos(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣)+

+
3

2
𝑚𝑙2�̇�2

1 cos(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) − 1

2
𝑚𝑙2�̇�2

3 sin(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣) =

= 𝑐(𝛽3 + 𝛽1 − 2𝛽2 + 𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣))+

+𝑏(�̇�3 + �̇�1 − 2�̇�2) − 𝐹𝑙 sin(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣 − 𝛼)
1

2
𝑚𝑙2𝛽1 cos(𝛽3 − 𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +

1

2
𝑚𝑙2𝛽2 cos(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣)+

+
1

3
𝑚𝑙2𝛽3 +

1

2
𝑚𝑙2�̇�2

1 sin(𝛽3 − 𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣))+

+
1

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 sin(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣) = 𝑐(𝛽2 − 𝛽3) + 𝑏(�̇�2 − �̇�3) + 𝐹𝑙 sin(𝛼)

(1.5)
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Как и должно быть, уравнения возмущённого движения (1.5) имеют тривиальное решение
𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽3 = 0.

Обезразмерим уравнения возмущенного движения (1.5). В качестве единицы измерения
углов рассмотрим единицу размерности, единицы измерения времени – характерное значение

𝑇 * =

√︃
𝑚𝑙2

𝑐
. После всех упрощений обезразмеренные уравнения возмущённого движения

можно записать в виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

7

3
𝛽1 +

3

2
𝛽2 cos(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +

1

2
𝛽3 cos(𝛽3 − 𝛽1+

+2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) − 3

2
�̇�2
2 sin(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) − 1

2
�̇�2
3 sin(𝛽3−

−𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) = 𝛽2 − 2𝛽1 + (1 − cos(𝛽3 − 𝛽1)) · (𝑢 sin(2𝑣−
−𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) − 𝑣 cos(2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣))) − sin(𝛽3 − 𝛽1) · (𝑢 cos(2𝑣−
−𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) + 𝑣 sin(2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣))) + 𝜀(�̇�2 − 2�̇�1)
3

2
𝛽1 cos(𝛽2 − 𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +

4

3
𝛽2
3 +

1

2
𝛽3 cos(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣) +

3

2
�̇�2
1 cos(𝛽2−

−𝛽1 + 𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) − 1

2
�̇�2
3 sin(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣) = 𝛽3 + 𝛽1 − 2𝛽2+

+(𝑢 sin(𝑣) − 𝑣 cos(𝑣)) · (1 − cos(𝛽3 − 𝛽2))−
− sin(𝛽3 − 𝛽2) · (𝑢 cos(𝑣 + 𝑣 sin(𝑣))) + 𝜀(�̇�3 + �̇�1 − 2�̇�2)
1

2
𝛽1 cos(𝛽3 − 𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +

1

2
𝛽2 cos(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣) +

1

3
𝛽3 +

1

2
�̇�2
1 sin(𝛽3−

−𝛽1 + 2𝑣 − 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣)) +
1

2
�̇�2
2 sin(𝛽3 − 𝛽2 + 𝑣) = 𝛽2 − 𝛽3 + 𝜀(�̇�2 − �̇�3)

(1.6)

Здесь 𝜀 =
𝑏

𝑙
√
𝑚𝑐

– безразмерный коэффициента вязкого трения, производная по безразмер­

ному времени снова обозначена точкой.
В данной работе исследование ограничивается линейным анализом устойчивости, де­

лая, где это возможно, выводы об устойчивости по Ляпунову или ассимптотической устой­
чивостии тривиального положения равновесия системы (1.6). Уравнения линейного прибли­
жения для системы (1.6) в векторно-матричной форме имеют вид:

𝐴𝛽 + 𝜀𝐵�̇� + 𝐶𝛽 = 0, (1.7)

где 𝛽 = (𝛽1,𝛽2,𝛽3)
𝑇 , а 𝐴,𝐵,𝐶 – матрицы третьего порядка. Для сокращения записи введен

зависимый параметр 𝛿 = 2𝑣− 𝑢 sin(𝑣) + 𝑣 cos(𝑣). Приведем выражения для матриц линейной
системы:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

7

3

3

2
cos(𝛿 − 𝑣)

1

2
cos(𝛿)

3

2
cos(𝛿 − 𝑣)

4

3

1

2
cos(𝑣)

1

2
cos(𝛿)

1

2
cos(𝑣)

1

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1

⎞⎟⎟⎠

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
2 − 𝑢 cos(𝛿) − 𝑣 sin(𝛿) −1 𝑢 cos(𝛿) + 𝑣 sin(𝛿)

−1 2 − 𝑢 cos(𝑣) − 𝑣 sin(𝑣) −1 + 𝑢 cos(𝑣) + 𝑣 sin(𝑣)

0 −1 1

⎞⎟⎟⎠

1.1.3 Характеристический полином системы с тремя степенями
свободы

В данном разделе проводится исследование устойчивости решения 𝛽 = �̇� = 0 уравне­
ния (1.7) при 𝜀 = 0. Об устойчивости тривиального решения можно судить по характери­
стическому полиному. Если все корни характеристического полинома имеют отрицательные
вещественные части, то положение равновесия системы (1.7) ассимптотически устойчиво.
Следовательно, по теореме Ляпунова об устойчивости по первому приближению, положение
равновесия системы (1.1) также ассимптотически устойчиво.

Для записи характеристического уравнения, воспользуемся подстановкой Эйлера 𝛽 =

𝑒𝜆𝑡ℎ. Тогда уравнение (1.7) принимает вид:

(𝐴𝜆2 + 𝜀𝐵𝜆 + 𝐶)ℎ = 0 (1.8)

где ℎ = (ℎ1, ℎ2, ℎ3)
𝑇 .

Из линейной алгебры известна следующая теорема для решения систем линейных ал­
гебраических уравнений [9].

Теорема 1.1. Система (1.8) тогда и только тогда имеет нетривиальное решение,
когда определитель матрицы системы равен нулю.

Из этой теоремы следует, что характеристическое уравнение определяется как детер­
минант матрицы

𝜃(𝜆; 𝜀) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝜆2 + 𝜀𝐵𝜆 + 𝐶) (1.9)

Для нахождения коэффициентов характеристического полинома (1.9) воспользуемся алго­
ритмом Леверье, описание которого приводится в следующей теореме.

Теорема 1.2. Рассмотрим постоянную матрицу 𝐴 размерности (𝑛×𝑛) с характери­
стическим полином

det(𝑠𝐼 − 𝐴) = 𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠
𝑛−1 + . . . + 𝛼1𝑠 + 𝛼0 (1.10)
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Тогда резольвента матрицы А может быть записана в виде

(𝑠𝐼 − 𝐴)−1 =
1

det(𝑠𝐼 − 𝐴)

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑠𝑖𝑅𝑖,

где матрицы 𝑅𝑖 определяются следующим образом:

𝑅𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝐴
𝑗−𝑖, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛,

а 𝛼𝑛 = 1. Коэффициенты 𝛼𝑖 и матрицы 𝑅𝑖, 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑛 могут быть определены с помощью
следующего итерационного алгоритма. Пусть

𝛼𝑛 = 1, 𝑅𝑛 = 𝐼 (1.11)

где 𝐼 – единичная матрица порядка 𝑛. Тогда

𝛼𝑛−𝑘 = −
1

𝑘
tr(𝐴𝑅𝑛−𝑘+1). (1.12)

𝑅𝑛−𝑘 = 𝛼𝑛−𝑘𝐼 + 𝐴𝑅𝑛−𝑘+1 (1.13)

для 𝑘 = 1,2, . . . ,𝑛. При 𝑘 = 𝑛 имеем
𝑅0 = 0.

Доказательство Теоремы 1.2 приведено в [17].
Чтобы воспользоваться Теоремой 1.2, приведем систему (1.7) к стандартной форме

Коши: {︃
�̇� = 𝑦

𝐴�̇� + 𝜀𝐵𝑦 + 𝐶𝛽 = 0

или после простейших преобразований{︃
�̇� = 𝑦

�̇� = −𝜀𝐴−1𝐵𝑦 − 𝐴−1𝐶𝛽
(1.14)

Запишем систему (1.14)в векторно-матричном виде

�̇� = 𝑀𝑧

где 𝑧 = (𝛽,𝑦)𝑇 , матрица 𝑀 - блочная матрица размерности (6× 6), играющая роль матрицы
𝐴 из Теоремы 1.2 (так как 𝑛 = 2𝑚, где 𝑚 = 3 – количество степеней свободы, и порядок
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системы (1.11) равняется 2). Явный вид матрица 𝑀

𝑀 =

(︃
0 E

−𝐴−1𝐶 −𝜀𝐴−1𝐵

)︃

Здесь 𝐸 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . Для нашей задачи матрица 𝐼 – единичная матрица размерности

(6 × 6).
Установим связь характеристический полинома исходной задачи (1.9) с характеристи­

ческим полиномом (1.10) из Теоремы 1.2.
Пусть 𝜃(𝜆) = det(𝐴𝜆2 + 𝜀𝐵𝜆 + 𝐶) – характеристический полином исходной задачи,̃︀𝜃(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝑀) = 𝜆𝑛 + 𝛼𝑛−1𝜆

𝑛−1 + ... + 𝛼1𝜆 + 𝛼0 – характеристический полином из
Теоремы 1.2. Связь этих полиномов даётся формулой:

𝜃(𝜆) = det(𝐴)̃︀𝜃(𝜆)

Применяя непосредственно формулы алгоритма Леверье (1.11)–(1.13), получим выражения
для коэффициентов полинома ̃︀𝜃(𝜆):

𝛼6 = 1

𝑅6 = 𝐼

𝛼5 = 𝜀𝑡𝑟( ̃︀𝐵)

𝑅5 =

⎛⎝ 𝜀tr( ̃︀𝐵)𝐸 𝐸

− ̃︀𝐶 𝜀
(︁

tr( ̃︀𝐵)𝐸 − ̃︀𝐵)︁
⎞⎠

𝛼4 = tr( ̃︀𝐶) +
1

2
𝜀2
(︁

tr2( ̃︀𝐵) − tr(( ̃︀𝐵)2)
)︁

𝑅4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− ̃︀𝐶 +

⎛⎝tr( ̃︀𝐶) +
1

2
𝜀2
(︁
tr2( ̃︀𝐵)− tr( ̃︀𝐵2)

)︁⎞⎠𝐸 𝜀
(︁
tr( ̃︀𝐵)𝐸 − ̃︀𝐵)︁

𝜀
(︁ ̃︀𝐵 ̃︀𝐶 − ̃︀𝐶tr( ̃︀𝐵)

)︁ − ̃︀𝐶 + tr( ̃︀𝐶)𝐸+

+
1

2
𝜀2
(︁
(tr2( ̃︀𝐵)− tr( ̃︀𝐵2))𝐸 − 2 ̃︀𝐵tr( ̃︀𝐵) + 2 ̃︀𝐵2

)︁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
В силу громоздкости матриц 𝑅𝑘, 𝑘 < 4, в дальнейшем явные выражения для них не выписы­
ваются. Продолжаем:

𝛼3 = 𝜀
(︁

tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)
)︁

+ 𝜀3 det( ̃︀𝐵)

𝛼2 =
1

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶) − tr( ̃︀𝐶2)

)︁
+

𝜀2

2

(︁
tr( ̃︀𝐶)tr2( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵2) + 2tr( ̃︀𝐵2 ̃︀𝐶) − 2tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵)

)︁
+
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+
𝜀4

2

(︁
tr( ̃︀𝐵2)tr2( ̃︀𝐵) − tr2( ̃︀𝐵2) − 2tr( ̃︀𝐵3)tr( ̃︀𝐵) + 2tr( ̃︀𝐵4) − 2tr( ̃︀𝐵) det( ̃︀𝐵)

)︁
Отметим, что коэффициент при 𝜀4 в последнем выражении равен нулю для любых квадрат­
ных матриц третьего порядка. Поэтому выражения для коэффициент 𝛼2 имеет вид

𝛼2 =
1

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶) − tr( ̃︀𝐶2)

)︁
+

𝜀2

2

(︁
tr( ̃︀𝐶)tr2( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵2) + 2tr( ̃︀𝐵2 ̃︀𝐶) − 2tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵)

)︁
Выражения для 𝛼1 имеет вид:

𝛼1 =
𝜀

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐶) + tr( ̃︀𝐶2 ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵)tr( ̃︀𝐶2)

)︁
−

−
𝜀3

5
tr( ̃︀𝐶)

⎛⎝2 det( ̃︀𝐵) −
3

2
tr2( ̃︀𝐵)tr( ̃︀𝐵) + tr( ̃︀𝐵3) +

1

2
tr3( ̃︀𝐵)

⎞⎠+
5

2
tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)

(︁
tr( ̃︀𝐵2) − tr2( ̃︀𝐵)

)︁
+

+5
(︁

tr( ̃︀𝐵2 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵3 ̃︀𝐶)
)︁
−

𝜀5

5

⎛⎝1

2

(︁
tr( ̃︀𝐵3)tr2( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵3)tr( ̃︀𝐵2)

)︁
− tr( ̃︀𝐵4)tr( ̃︀𝐵) +

+ tr( ̃︀𝐵5) − tr( ̃︀𝐵2) det( ̃︀𝐵)
)︁

Здесь коэффициенты при 𝜀3 и 𝜀5 также равны нулю для любых матриц размерности (3× 3).
Следовательно, коэффмцмент 𝛼1 запишется в виде

𝛼1 =
𝜀

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐶) + tr( ̃︀𝐶2 ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵)tr( ̃︀𝐶2)

)︁
Наконец,

𝛼0 = det( ̃︀𝐶)+

+
𝜀2

6

(︁
9tr( ̃︀𝐵2 ̃︀𝐶2) +

3

2

(︁
tr( ̃︀𝐶2)tr2( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐶2)tr( ̃︀𝐵2) − tr2( ̃︀𝐵)tr2( ̃︀𝐶) + tr( ̃︀𝐵2)tr2( ̃︀𝐶)

)︁
−

−6
(︁

tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶2)tr( ̃︀𝐵) + tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵2 ̃︀𝐶) − tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵)
)︁
− 3tr2( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)}+

+
𝜀4

6

(︁
3tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶) det( ̃︀𝐵) − 2tr( ̃︀𝐵2 ̃︀𝐶)tr2( ̃︀𝐵) + 3tr(̃︁𝐵2 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵2) + 5tr( ̃︀𝐵3 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − 6tr( ̃︀𝐵4 ̃︀𝐶)−

−tr( ̃︀𝐵3)tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) + tr( ̃︀𝐵3)tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶) + tr( ̃︀𝐵4)tr( ̃︀𝐶) +
1

2

(︁
tr( ̃︀𝐵2)tr3( ̃︀𝐶) − tr2( ̃︀𝐵2)tr( ̃︀𝐶)

)︁
−

− tr( ̃︀𝐵2)tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵)
)︁

+
𝜀6

12

(︁
tr( ̃︀𝐵4)

(︁
tr2( ̃︀𝐵)− − tr( ̃︀𝐵2)

)︁
− 2tr( ̃︀𝐵5)tr( ̃︀𝐵)+

+2tr( ̃︀𝐵6) − 2tr( ̃︀𝐵3) det( ̃︀𝐵)
)︁
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Коэффициенты при 𝜀2, 𝜀4, 𝜀6 также равны нулю для любых квадратных матриц порядка 3.
Таким образом, 𝛼0 имеет вид

𝛼0 = det( ̃︀𝐶)

При записи коэффициентов использовались следующие обозначения:

̃︀𝐵 := 𝐴−1𝐵, ̃︀𝐶 := 𝐴−1𝐶

При выводе коэффициентов 𝛼𝑘 воспользовалась формула, выражеющая определитель мат­
рицы третьего порядка через её след:

det(𝐵) =
1

6

(︀
tr3(𝐵) − 3tr(𝐵2)tr(𝐵) + 2tr(𝐵3)

)︀
Далее приводятся выражения для коэффициентов характеристического полиннома (1.9).
Для лучшего восприятия каждый коэффициент уравнения записан отдельно. Коэффициент
при 𝜆6:

3

16
cos (−2 𝛿 + 2 𝑣) +

169

432
+

1

48
cos (2 𝛿) −

5

48
cos (2 𝑣) = det(𝐴)

Коэффициент при 𝜆5:

𝜀

⎛⎝3

4
cos (−𝛿 + 𝑣) −

1

4
cos (𝛿 + 𝑣) −

9

8
cos (−2 𝛿 + 2 𝑣)−

−
1

4
cos (2 𝛿) −

1

4
cos (2 𝑣) −

3

4
cos (𝑣 − 2 𝛿) +

19

12
cos (𝑣) +

283

72

⎞⎠
Коэффициент при 𝜆4:

−
13

24
𝑢 +

3

4
cos (−𝛿 + 𝑣) + (cos (𝛿) + 6 + 3 cos (−𝛿 + 𝑣) + 2 cos (𝑣)) 𝜀2−

−
1

4
cos (𝛿 + 𝑣) −

47

72
𝑢 cos (𝑣) −

9

8
cos (−2 𝛿 + 2 𝑣) −

1

4
cos (2 𝛿)−

−
1

4
cos (2 𝑣) +

1

24
𝑣 sin (2 𝛿) −

5

24
𝑣 sin (2 𝑣) +

1

16
𝑢 cos (−𝛿 + 2 𝑣) +

+
1

16
𝑢 cos (𝛿 + 2 𝑣) +

1

16
𝑢 cos (𝑣 − 2 𝛿) +

1

16
𝑢 cos (𝑣 + 2 𝛿) +

+
1

16
𝑣 sin (𝛿 + 2 𝑣) −

1

16
𝑣 sin (−𝛿 + 2 𝑣) +

1

16
𝑣 sin (𝑣 + 2 𝛿) +
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+
1

16
𝑣 sin (𝑣 − 2 𝛿) −

3

4
cos (𝑣 − 2 𝛿) −

23

72
𝑢 cos (𝛿) −

23

72
𝑣 sin (𝛿)−

−
47

72
𝑣 sin (𝑣) +

19

12
cos (𝑣) +

283

72
+

1

24
𝑢 cos (2 𝛿) −

5

24
𝑢 cos (2 𝑣) +

+
3

8
𝑢 cos (−2 𝛿 + 2 𝑣)

Коэффициент при 𝜆3

𝜀3 + (12 − 𝑢− cos (−𝛿 + 𝑣)𝑢 + 6 cos (−𝛿 + 𝑣) − 𝑢 cos (𝛿 + 𝑣)

−𝑣 sin (𝛿 + 𝑣) +
1

2
𝑣 sin (−𝛿 + 𝑣) −

3

4
𝑢 cos (𝑣 − 2 𝛿) −

17

12
𝑢 cos (𝑣)

−
1

2
𝑣 sin (2 𝛿) −

1

2
𝑣 sin (2 𝑣) − 2 𝑣 sin (𝛿) +

3

4
𝑣 sin (𝑣 − 2 𝛿) + 2 cos (𝛿)

−2𝑢 cos (𝛿) −
1

2
𝑢 cos (2 𝑣) −

17

12
𝑣 sin (𝑣) + 4 cos (𝑣) −

1

2
𝑢 cos (2 𝛿)) 𝜀

Коэффициент при 𝜆2:

6 − 𝑢 +
1

3
𝑢𝑣 sin (𝛿 + 𝑣) − cos (−𝛿 + 𝑣)𝑢 + 3 cos (−𝛿 + 𝑣) − 𝑢 cos (𝛿 + 𝑣)

−𝑣 sin (𝛿 + 𝑣) +
1

2
𝑣 sin (−𝛿 + 𝑣) + 3 𝜀2 +

1

4
𝑢2 cos (𝛿)

1

8
𝑢2 cos (−𝛿 + 2 𝑣) +

1

8
𝑢2 cos (𝛿 + 2 𝑣) +

1

4
𝑢2 cos (𝑣)

1

8
𝑢2 cos (𝑣 − 2 𝛿) +

1

8
𝑢2 cos (𝑣 + 2 𝛿) +

1

8
𝑣2 cos (−𝛿 + 2 𝑣)

−
1

8
𝑣2 cos (𝛿 + 2 𝑣) −

1

8
𝑣2 cos (𝑣 + 2 𝛿) +

1

8
𝑣2 cos (𝑣 − 2 𝛿)

1

6
𝑢2 cos (−𝛿 + 𝑣) +

1

6
𝑢2 cos (𝛿 + 𝑣) −

17

12
𝑢 cos (𝑣) +

1

4
𝑢𝑣 sin (𝛿)

−
1

2
𝑣 sin (2 𝛿) −

1

2
𝑣 sin (2 𝑣) −

3

4
𝑢 cos (𝑣 − 2 𝛿) +

3

4
𝑣 sin (𝑣 − 2 𝛿)

cos (𝛿) − 2𝑢 cos (𝛿) − 2 𝑣 sin (𝛿) −
17

12
𝑣 sin (𝑣) +

1

4
𝑢𝑣 sin (𝛿 + 2 𝑣)

1

4
𝑢𝑣 sin (𝑣 + 2 𝛿) + 2 cos (𝑣) −

1

2
𝑢 cos (2 𝛿) −

1

2
𝑢 cos (2 𝑣)
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1

2
𝑣2 cos (−𝛿 + 𝑣) −

1

6
𝑣2 cos (𝛿 + 𝑣) +

1

4
𝑢𝑣 sin (𝑣)

Коэффициент при 𝜆:
3𝜀

Коэффициент при 𝜆0:
1

1.1.4 Условие устойчивости положения равновесия

На первом этапе проводится анализ устойчивости системы (1.1.2) в отсутствие диссипи­
ции. Для этого полагаем 𝜀 = 0 в характеристическом уравнении (1.9). Характеристическое
уравнение в данном случае представляет собой уравнение шестой степени относительно 𝜆,
которое содержит ненулевые коэффициенты только при чётных степенях 𝜆, или иначе би­
кубическое уравнение.

Для получения условий устойчивости в отсутствие диссипатиции, воспользуемся ме­
тодом, изложенным в [10]. Пусть задана обратимая система линейных дифференциальных
уравнений

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑃 )𝑋, 𝑋 = (𝑌, 𝑍)𝑇 , 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑅𝑚 (1.15)

с постоянной матрицей 𝐴(𝑃 ), где 𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) - вектор параметров. Здесь 𝑚 – число
степеней свободы, а 𝑛 – число независимых параметров. Характеристический полином

̃︀𝑓(𝜇) :=
2𝑚∑︁
𝑘=0

̃︀𝑓𝑘(𝑃 )𝜆𝑘, ̃︀𝑓2𝑚 = 1

матрицы 𝐴(𝑃 ) содержит только чётные степени 𝜆, поэтому для анализа его корней вводится
полином от 𝜇 = 𝜆2:

𝑓(𝜇) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓2𝑘(𝑃 )𝜇𝑘, 𝑓2𝑚 = 1 (1.16)

Изолированное положение равновесия 𝑋 = 0 системы (1.15) является устойчивой тогда и
только тогда, когда все корни характеристического полинома (1.16) 𝜇1, . . . , 𝜇𝑚 вещественны
и отрицательны. Другими словами, устойчивость положения равновесия системы возможна
только в критическом случае, когда корни характеритического полинома 𝜆𝑖 являются чисто
мнимыми. В этом случае кратными корнями являются нулевой 𝜇 = 0 и двукратный 𝜇 = −𝜔2,
который соответствует двукратным 𝜆 = ±𝑖𝜔.
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Теорема 1.3 [10] Если 𝑚 = 2 или 𝑚 = 3, то условия

𝑓0(𝑃 ) > 0, 𝑓𝑘(𝑃 ) ≥ 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚− 1

и
𝐷(𝑓) ≥ 0

необходимы и достаточны для устойчивости. Здесь 𝐷(𝑓) – дискриминант полинома.
Рассмотрим случай 𝛼 = 0 (случай Циглера). Тогда параметры системы 𝑢, 𝑣 задаются

формулой:
𝑢 = 𝛾, 𝑣 = 0

Сделаем замену 𝜆 =
√
𝜇 и запишем следующее алгебраическое уравнение

1 +
13

108
𝜇3 +

⎛⎝−
19

18
𝑢 +

131

36

⎞⎠𝜇2 +

⎛⎝12 +
49

6
𝑢 +

4

3
𝑢2

⎞⎠𝜇 = 0

Дискриминант 𝐷 имеет вид:

𝐷(𝑢) =
5693549

5832
−

7492171

3888
𝑢 +

70924849

46656
𝑢2 −

7273067

11664
𝑢3 +

1650937

11664
𝑢4 −

1373

81
𝑢5 +

68

81
𝑢6

и условия Теоремы 1.3 принимают вид

131

36
−

19

18
𝑢 ≥ 0, 12 −

49

6
𝑢 +

4

3
𝑢2 ≥ 0, 𝐷(𝑢) ≥ 0

1.1.5 Графическое построение областей устойчивости положения
равновесия

Решим полученную в предыдущем пункте систему неравенств графически (рис. 1.2) Все
условия Теоремы 1.3 одновременно выполняются в интервале (−∞;𝑢*). Чтобы определить
значение 𝑢* воспользуемся методом Ньютона нахождения корней нелинейных уравнений.
Уравнение, из которого определяется 𝑢*, имеет вид

𝐷(𝑢) = 0
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Рис. 1.2. График коэффициентов и дискриминанта характеристического полинома, если
𝑣 = 0

В качестве начальной точки возьмём 𝑢 = 0.5, а точность 𝛿 = 0.000000001. Метод Нью­
тона сошёлся за 8 итераций к точке 𝑢* = 1.483549109.

Таким образом, получен следующий результат: устойчивость нашей механической
системы в отсутствие сил трения возможна лишь при значении параметра 𝑢 ≤ 𝑢* =

1.483549109.
Рассмотрим также случай, когда |𝑣| ≠ 0, но мало. Построим графики дискриминанта и

коэффициентов полинома частот. Отметим, что для 𝑣 ̸= 0 дискриминант и коэффициенты не
являются полиномами относительно 𝑢, и поэтому могут иметь бесконечное (счётное) число
корней.

Продемонстрируем это на примере, когда 𝑣 принимает значение 𝑣 = 0.001. Построим
графически условия устойчивости для этого случая (рис. 1.3).

Действительно, коэффициенты имеют бесконечное число корней в отрицательной об­
ласти (при 𝑢 < 0). Отсюда имеем неожиданный результат: следящая сила действует почти
вдоль стержня с незначительной поперечной составляющей. Когда 𝑣 = 0, то равновесие
устойчиво при любом отрицательном 𝑢, и это очевидно, поскольку сила 𝐹 растягивает систе­
му. Однако, если 𝑣 ничтожно мало, но не равно нулю, существуют такие значения следящей
силы, растягивающей систему, при которых положение равновесия неустойчиво. Данный ре­
зультат не следует из интуитивных соображений.
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Рис. 1.3. График коэффициентов и дискриминанта характеристического полинома, если
𝑣 = 0.001

1.2 Влияние сил трения на устойчивость положения равновесия

В предыдущем разделе была исследована устойчивость положения равновесия механи­
ческой системы в отсутствие вязких сил трения, т.е. при значении малого параметра 𝜀 = 0.
Получены аналитические и графические условия устойчивости для частного случая значе­
ний параметров системы 𝑢 = 𝛾, 𝑣 = 0 (случай Циглера) и графические условия устойчивости
для значений параметров 𝑢 = 𝛾, 𝑣 = 0,001.

В настоящем разделе исследуется влияние малых и произвольных диссипативных сил
на устойчивость тривиального положения равновесия линеаризованной системы (1.7), т.е.
когда значение параметра 𝜀 > 0. Разумеется, в некритическом случае можно сделать вывод
и об устойчивости положения равновесия системы (1.6).

В первой части раздела с помощью метода возмущений построен критерий устойчи­
вости для систем с тремя степенями свободы. Во второй части предложен эвристический
метод исследования устойчивости, основанный на понятии критического коэффициента дис­
сипации 𝜀*.

28



1.2.1 Метод возмущений для исследования эффекта Циглера в
системах с тремя степенями свободы

Исследование устойчивости, следуя [3], начнем с определения эффекта Циглера.
Определение 1.1 Пусть тривиальное положение равновесия системы уравнений воз­

мущенного движения (1.6) устойчиво в линейном приближении при 𝜀 = 0. Будем говорить,
что в системе имеет место эффект Циглера (эффект дестабилизации малыми диссипа­
тивными силами), если тривиальное положение равновесия уравнения (1.6) неустойчиво
при сколь угодно малом 𝜀 > 0.

В предыдущем параграфе было отмечено, что устойчивость положения равновесия си­
стемы (1.6) при 𝜀 = 0 возможна лишь в критическом случае, когда все корни характеристи­
ческого полинома (1.9) принадлежат вещественной оси (рис.1.4). Пусть 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3 – положи­
тельные корни полинома частот ̃︀∆(𝜔), который получается из полинома 𝜃(𝜆,𝜀) с помощью
замены 𝜆 = 𝑖𝜔. Для системы (1.7) вспомогательный полином ̃︀∆(𝜔) имеет вид:

̃︀∆(𝜔) = det(−𝐴𝜔2 + 𝐶) = 0 (1.17)

При наличии малой диссипации (0 < 𝜀 ≪ 1) эффект Циглера возможен, если существу­
ет корень 𝜆(𝜀) характеристического полинома 𝜃(𝜆; 𝜀) системы (1.7), такой, что 𝑅𝑒𝜆(𝜀) > 0.
При этом 𝜆(𝜀) → 𝑖𝜔𝑗, 𝜀 → +0 при некоторой 𝑗 = 1, 2, 3. В таком случае возможны два
сценария расположения корней 𝜆(𝜀), приведенные в таблице 1.

Рис. 1.4. Расположение корней характеристического полинома
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Таблица 1. Возможные варианты расположения корней 𝜆(𝜀)

Сценарий I (рис.1.5 слева) Сценарий II (рис.1.5 справа)
𝑅𝑒𝜆1(𝜀) < 0 𝑅𝑒𝜆1(𝜀) > 0
𝑅𝑒𝜆2(𝜀) > 0 𝑅𝑒𝜆2(𝜀) < 0
𝑅𝑒𝜆3(𝜀) < 0 𝑅𝑒𝜆3(𝜀) > 0

Рис. 1.5. Бифуркации корней (сценарий I, II)

На основе сделанных рассуждений сформулируем критерий ассимптотической устой­
чивости положения равновесия системы (1.1.2), если диссипативные силы малы.

Теорема 1.4 Пусть положение равновесия системы (1.6) устойчиво в линейном при­
ближении при 𝜀 = 0. Тогда при малых силах трения в невырожденном случае (отсут­
ствуют кратные положительные и нулевые корни полинома ∆(𝜇)) тривиальное равнове­
сие системы (1.6) асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда выполняется
следующая цепочка неравенств:

𝜇1 < 𝜇* < 𝜇2 < 𝜇* < 𝜇3 (1.18)

где 𝜇*, 𝜇
* – корни квадратного уравнения 𝛽5𝜇

2 − 𝛽3𝜇+ 𝛽1 = 0, 𝛽5, 𝛽3, 𝛽1 – производные по ма­
лому параметру в нуле от соответствубщих коэффициентов характеристического урав­
нения

Доказательство. Пусть 𝜆𝑗(𝜀), 𝑗 = 1, 2, 3 корни характеритического полинома 𝜃(𝜆, 𝜀)

уравнения (1.8). При этом параметр 𝜀 является малым (0 < 𝜀 ≪ 1).
Согласно теории возмущений, для анализа бифуркаций корней характеристического

полинома, разложим функцию 𝜆𝑗 = 𝜆𝑗(𝜀) в ряд по степеням 𝜀:

𝜆𝑗(𝜀) = 𝑖𝜔𝑗 + 𝜀𝜆
(1)
𝑗 + 𝜀2𝜆

(2)
𝑗 + . . . , 𝑗 = 1, 2, 3.
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Удержим члены до первого порядка малости по 𝜀 включительно. Подставим вместо 𝜆 вы­
ражение 𝜆 = 𝜆𝑗(𝜀) = 𝑖𝜔𝑗 + 𝜀𝜆

(1)
𝑗 + . . . в характеристический полином 𝜃(𝜆, 𝜀) системы (1.8) и

приравниваем коэффициенты при 𝜀0 и 𝜀1 к нулю:

𝜀0 : det(−𝜔2
𝑗𝐴 + 𝐶) = 0

𝜀1 : 𝐹 (𝜆
(1)
𝑗 ) = 0

Здесь функция 𝐹 (𝜆
(1)
𝑗 ) = 0 линейна относительно 𝜆

(1)
𝑗 , а её коэффициенты зависят от коэф­

фициентов характеристического полинома и частот.
Если решить уравнение 𝐹 (𝜆

(1)
𝑗 ) = 0 относительно 𝜆

(1)
𝑗 , то можно найти выражение для

коэффициентов 𝜆
(1)
𝑗 разложения корней и сделать вывод о стабилизации или дестабилизации

положения равновесия (рис. 1.6).

Рис. 1.6. Бифуркации корней в зависимости от коэффициента 𝜆
(1)
𝑗

Запишем характеристический полином 𝜃(𝜆, 𝜀) системы в общем виде:

𝜃(𝜆, 𝜀) = det(𝐴)𝜆6 + 𝛼5𝜆
5 + 𝛼4𝜆

4 + 𝛼3𝜆
3 + 𝛼2𝜆

2 + 𝛼1𝜆
1 + 𝛼0

Выражение для частотного полинома ̃︀∆(𝜔) имеет вид:

̃︀∆(𝜔) = − det(𝐴)𝜔6 + 𝛼4|𝜀=0 𝜔
4 − 𝛼2|𝜀=0 𝜔

2 + det(𝐶)

или, после подстановки выражений для коэффициентов 𝛼𝑖 и замены 𝜔2 = 𝜇 имеем

∆(𝜇) = − det(𝐴)𝜇3 + tr( ̃︀𝐶)𝜇2 −
1

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶) − tr( ̃︀𝐶2)

)︁
𝜇 + det(𝐶)

С помощью теоремы о неявной функции получим формулу для коэффициентов 𝜆
(1)
𝑗 :

𝜆
(1)
𝑗 = −

𝜕𝜃

𝜕𝜀

⎛⎝𝜕𝜃

𝜕𝜆

⎞⎠−1 ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0,𝜆=𝑖𝜔

, 𝑗 = 1, 2, 3. (1.19)
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Вычислим производную по малому параметру 𝜀 характеристического полинома в нуле:

𝜕𝜃

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

=
𝜕𝛼5

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

𝜆5 +
𝜕𝛼3

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

𝜆3 +
𝜕𝛼1

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

𝜆

Введём следующие обозначения:

𝜕𝛼5

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

= 𝛽5,
𝜕𝛼3

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

= 𝛽3,
𝜕𝛼1

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

= 𝛽1

В новых обозначениях выражение для числителя в формуле (1.19) имеет вид:

𝜕𝜃

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜆=𝑖𝜔,𝜀=0

= 𝑖𝜔
(︀
𝛽5𝜔

4 − 𝛽3𝜔
2 + 𝛽1

)︀
Теперь запишем выражение для знаменателя в формуле (1.19):

𝜕𝜃

𝜕𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0,𝜆=𝑖𝜔

= 6𝑖 det(𝐴)𝜔5 − 4𝑖tr(𝐶)𝜔3 + 𝑖
(︀
tr2(𝐶) − tr(𝐶2)

)︀
𝜔

Так же вычислим производную полинома ∆ по 𝜇 в нуле:

∆′(𝜇) =
𝜕∆

𝜕𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0

= −3 det(𝐴)𝜇2 + 2tr(𝐶)𝜇−
1

2

(︀
tr2(𝐶) − tr(𝐶2)

)︀
Нетрудно заметить, что

𝜕𝜃

𝜕𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0,𝜆=𝑖𝜔

= −2𝑖𝜔
𝜕∆

𝜕𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0,𝜇=𝜔2

= −2𝑖𝜔𝛿′(𝜇)

Таким образом, получен явный вид выражения для коэффициентов 𝜆
(1)
𝑗 :

𝜆
(1)
𝑗 =

𝛽5𝜔
4
𝑗 − 𝛽3𝜔

2
𝑗 + 𝛽1

2∆′(𝜇)|𝜇=𝜔2
𝑗

, 𝑗 = 1, 2, 3. (1.20)
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После подстановки выражений для коэффициентов 𝛽5, 𝛽3, 𝛽1 формула (1.20) принимает вид

𝜆
(1)
𝑗 =

1

2

tr( ̃︀𝐵)𝜔4
𝑗 −

(︁
tr( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)

)︁
𝜔2
𝑗

−3 det(𝐴)𝜔4
𝑗 + 2tr( ̃︀𝐶)𝜔2

𝑗 −
1

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶) − tr( ̃︀𝐶2)

)︁+

+
1

4

(︁
tr2( ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵 ̃︀𝐶)tr( ̃︀𝐶) + tr( ̃︀𝐶2 ̃︀𝐵) − tr( ̃︀𝐵)tr( ̃︀𝐶2)

)︁
−3 det(𝐴)𝜔4

𝑗 + 2tr( ̃︀𝐶)𝜔2
𝑗 −

1

2

(︁
tr2( ̃︀𝐶) − tr( ̃︀𝐶2)

)︁
𝑗 = 1, 2, 3.

Коэффициенты 𝜆
(1)
𝑗 оказываются действительными.

В условиях стабилизации или эффекта Циглера полином третьей степени ∆(𝜇) имеет
три различных вещественных положительных корня 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 (в данной работе не рассмат­
риваются вырожденные случаи, когда есть нулевой корень или кратные положительные кор­
ни). Необходимое и достаточное условие существования положительных корней дает система
неравенств 𝐷 > 0,∆(0) = 𝛼0 = det(𝐶) > 0, где 𝐷 – дискриминант (см. §1.1.3). При этом вы­
полняются следующие неравенства (рис. 1.7):

∆′(𝜇1) < 0, ∆′(𝜇2) > 0, ∆′(𝜇3) < 0 (1.21)

Рис. 1.7. Схематическое изображение графика полинома ∆

Рассмотрим выражение для коэффициентов разложения корней характеристического
полинома:

𝜆
(1)
𝑗 = −

𝜕𝜃

𝜕𝜀

⎛⎝𝜕𝜃

𝜕𝜆

⎞⎠−1 ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜀=0,𝜆=𝑖𝜔

, 𝑗 = 1, 2, 3.

Для асимптотической устойчивости все коэффициенты 𝜆
(1)
𝑗 должны быть отрицательными.

Поэтому, согласно системе неравенств (1.21) и формуле (1.20), для ассимптотической устой­
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чивости необходимо и достаточно, чтобы выражения
𝜕𝜃

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜆=𝑖𝜔𝑗 ,𝜀=0

, 𝑗 = 1, 2, 3 удовлетворяли

следующей системе неравенств:

𝜕𝜃

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜆=𝑖𝜔1,𝜀=0

> 0,
𝜕𝜃

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜆=𝑖𝜔2,𝜀=0

< 0,
𝜕𝜃

𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜆=𝑖𝜔3,𝜀=0

> 0

или, в явном виде ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽5𝜔

4
1 − 𝛽3𝜔

2
1 + 𝛽1 > 0

𝛽5𝜔
4
2 − 𝛽3𝜔

2
2 + 𝛽1 < 0

𝛽5𝜔
4
3 − 𝛽3𝜔

2
3 + 𝛽1 > 0

(1.22)

Для решения неравенств (1.22) рассмотрим квадратное уравнение:

𝛽5𝜇
2 − 𝛽3𝜇 + 𝛽1 = 0 (1.23)

Корни этого уравнение имеют вид:

𝜇* =
𝛽3 −

√︀
𝛽2
3 − 4𝛽1𝛽5

2𝛽5

, 𝜇* =
𝛽3 +

√︀
𝛽2
3 − 4𝛽1𝛽5

2𝛽5

Схематическое изображени графика квадратного уравнения представлено на рисунке 1.8.

Рис. 1.8. Схематическое изображени графика квадратного уравнения

Таким образом, для асимптотической устойчивости необходимо и достаточно выполне­
ние неравенств:

𝜇1 < 𝜇* < 𝜇2 < 𝜇* < 𝜇3, (1.24)

где 𝜇𝑖 – корни полинома ∆(𝜇) = 0, 𝑖 = 1, 2, 3 (рис. 1.9) �.
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Рис. 1.9. Графическое изображение условия устойчивости положения равновесия

Используем сформулированную Теорему 1.4 для получения условий устойчивости трёх­
звенной стержневой системы. Вновь рассмотрим частный случай, когда следящая сила 𝐹

действует вдоль стержня, то есть 𝛼 = 0. Параметры системы имеют вид

𝑢 = 𝛾, 𝑣 = 0

Подставляя значения 𝑢, 𝑣 в выражение для коэффициентов 𝜆
(1)
𝑗 разложения корней характе­

ристического полинома 𝜃(𝜆; 𝜀), получаем формулу

𝜆
(1)
𝑗 =

5𝜔4
𝑗 − (5𝑢− 12)𝜔2

𝑗 + 5𝑢2 − 25𝑢 +
131

4
−3𝜔4

𝑗 + (10 − 4𝑢)𝜔2 − 𝑢2 − 5𝑢− 6

Коэффициенты 𝛽5, 𝛽3, 𝛽1 имеют вид:

𝛽5 =
131

6
, 𝛽3 = 24 −

49

6
𝑢, 𝛽1 = 3

Корни квадратного уравнения (1.23) вычисляются по формулам

𝜇* =
432

131
−

147

131
𝑢 +

3

131

√
19164 − 14112𝑢 + 2401𝑢2

𝜇* =
432

131
−

147

131
𝑢−

3

131

√
19164 − 14112𝑢 + 2401𝑢2

Условия асимптотической устойчивости записываются в виде (1.24).

1.2.2 Построение зоны Циглера

Построим графики зоны асимптотической устойчивости и зоны Циглера, полученные в
предыдущем пункте. Для начала построим график условия асимптотической устойчивости
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для случая 𝛼 = 0. Полином ∆(𝜇) имеет вид:

∆(𝜇) = 1 +
13

108
𝜇3 +

⎛⎝−
19

18
𝑢 +

131

36

⎞⎠𝜇2 +

⎛⎝12 +
49

6
𝑢 +

4

3
𝑢2

⎞⎠𝜇

Графики корней вспомогательного полинома ∆ представлены на рис. 1.10

Рис. 1.10. Корни характеристического полинома

Графики корней квадратного уравнения (1.23) представлены на рисунке 1.11.

Рис. 1.11. Корни квадратного уравнения
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Нас интересует область 𝑢 < 𝑢*, где равновесие системы устойчиво в отсутствие сил тре­
ния, и область, где выполняются условия (1.24). Рассмотрим совместно графики следующих
корней: 𝜇*, 𝜇

*, 𝜇1, 𝜇2.

Рис. 1.12. Совместные графики 𝜇𝑖, 𝜇* и 𝜇*

Как видно из рисунка (1.13), корни удовлетворяют условиям 𝜇2 < 𝜇*, 𝜇1 < 𝜇* в некото­
рой области. Чтобы её определить, необходимо найти точку пересечения корней 𝜇1, 𝜇*. Для
этого воспользуемся методом Ньютона.

Метод Ньютона сошелся за 15 итераций к точке 𝑢** = 0.86897465 с точностью 𝜀 =

0,00000001.
Таким образом получена область асимптотической устойчивости положения равновесия

системы (1.7):
𝑢 ∈ [0;𝑢** = 0.86897465)

Область дестабилизации устойчивого положения равновесия системы (1.7) малыми дис­
сипативными силами или область Циглера в таком случае будет представлена в виде:

0.86897465 = 𝑢** ≤ 𝑢 < 𝑢* = 1.483549109

1.2.3 Устойчивость равновесия системы с тремя степенями
свободы с произвольными силами трения

Опишем метод анализа устойчивости при наличии произвольных сил трения. Для на­
чала, дадим определение критического 𝜀*.
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Определение 1.2 Критический коэффициент – такое значение коэффициента тре­
ния 𝜀, при котором характеристический полином 𝜃(𝜆, 𝜀) имеет по крайней мере один корень
на мнимой оси.

Теперь приступим непосредственно к описанию метода.
Утверждение 1.1 Пусть все параметры системы фиксированы, кроме коэффициента

трения 𝜀. Тогда если 𝜀1, 𝜀2 > 0 – два критических значения, между которыми нет других,
то количество корней 𝑛− характеристического полинома с отрицательной действитель­
ной частью постоянно. В частности, если 𝑛− максимально, то равновесие асимптотиче­
ски устойчиво при 𝜀1 < 𝜀 < 𝜀2.

Доказательство утверждения следует из теоремы о неявной функции.
Анализ устойчивости положения равновесия системы (1.7) при наличии произвольных

сил трения можно проводить двумя способами:
1) Искать критические коэффициенты трения 𝜀*.
2) Искать чисто мнимые корни характеристического полинома 𝜃(𝜆, 𝜀), существующие,

если коэффициент трения принимает критическое значение.
Пусть 𝜃(𝜆; 𝑝, 𝜀) – характеристический полином, где 𝑝 – вектор параметров 𝑢, 𝑣. Сделаем

подстановку 𝜆 = 𝑖𝜔 и перепишем характеристическое уравнение в виде:

𝐴(𝜔2; 𝑝, 𝜀) + 𝑖𝜔𝐵(𝜔2; 𝑝, 𝜀) = 0 (1.25)

Сделаем замену 𝜔2 = 𝜇 и приравниваем действительную и мнимую часть уравне­
ния (1.25) к нулю. Получается следующая система уравнений:⎧⎨⎩𝐴(𝜇; 𝑝, 𝜀) = 0

𝐵(𝜇; 𝑝, 𝜀) = 0
(1.26)

где 𝐴,𝐵 – полиномы относительно 𝜇 и 𝜀.
Если выбрать первый путь, то критический коэффициент трения 𝜀* удовлетворяет урав­

нению:
𝑅𝑒𝑠(𝐴,𝐵;𝜇) = 0 (1.27)

где 𝑅𝑒𝑠 – результант полиномов 𝐴 и 𝐵 относительно 𝜇. Уравнение (1.27) алгебраично отно­
сительно 𝜀.

Соответственно, если выбрать второй способ, то 𝜇 = 𝜔2 определяется из уравнения:

𝑅𝑒𝑠(𝐴,𝐵; 𝜀) = 0, (1.28)

которое так же алгебраично, но теперь относительно 𝜇.
Выбор альтернативы зависит от того, какое из уравнений (1.27) или (1.28) легче ре­

шить.
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1.2.4 Исследование устойчивости равновесия стержневой системы,
если следящая сила направлена вдоль стержня

Ограничимся исследованием случая, когда следящая сила 𝐹 направлена вдоль стержня
(𝛼 = 0). Тогда будем иметь следующие выражения для полиномов 𝐴 и 𝐵:

𝐴 = (12𝜇2 − 3𝜇)𝜀2 + 112𝜇−
13

108
𝜇3 −

4

3
𝑢2𝜇 +

131

36
𝜇2 −

19

18
𝑢𝜇2 +

49

6
𝑢𝜇

𝐵 =
131

36
𝜇2𝜀 +

⎛⎝49

6
𝜀𝑢− 𝜀3 − 24𝜀

⎞⎠𝜇 + 3𝜀

(1.29)

Укажем так же выражение для 𝜀, которые следуют из системы (1.29). Для этого из
первого уравнения системы (1.26) выражаем 𝜀:

𝜀2 =
1

6

√
131𝜔4 + 294𝑢𝜔2 − 864𝜔2 + 108

𝜔

Далее подставляем выражения для 𝜀 во второе уравнение системы (1.29) и делаем
замену 𝜔2 = 𝜇. Получаем следующее кубическое уравнение относительно 𝜇:

−8 +
4703

108
𝜇3 +

⎛⎝−
5315

18
+

1745

18
𝑢

⎞⎠𝜇2 +

⎛⎝−
49

3
𝑢 + 96 −

4

3
𝑢2

⎞⎠𝜇 = 0

Сделаем замену, чтобы упростить выражения для корней получившегося кубического
уравнения:

𝑃 := −
5315

18
+

1745

18
𝑢, 𝑄 := −

49

3
𝑢 + 96 −

4

3
𝑢2

Тогда уравнение примет вид:

−8 +
4703

108
𝜇3 + 𝑃𝜇2 + 𝑄𝜇 = 0

Корни этого уравнения, согласно формуле Кардана, имеют вид:

1 =
6

4703

3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺−

−28218

⎛⎝ 1

4703
𝑄−

36

22118209
𝑃 2

⎞⎠
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺
−

36

4703
𝑃
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𝜇2 = −
3

4703

3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺+

+14109

⎛⎝ 1

4703
𝑄−

36

22118209
𝑃 2

⎞⎠
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺
−

36

4703
𝑃+

+3 𝑖
√

3

(︂
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺 +

+ 4703

⎛⎝ 1

4703
𝑄−

36

22118209
𝑃 2

⎞⎠
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝜇3 =

3

4703

3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺+

+14109

⎛⎝ 1

4703
𝑄−

36

22118209
𝑃 2

⎞⎠
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺
−

36

4703
𝑃−

−3 𝑖
√

3

(︂
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺 +

+ 4703

⎛⎝ 1

4703
𝑄−

36

22118209
𝑃 2

⎞⎠
3

√︁
42327𝑄𝑃 + 44236418 − 216𝑃 3 + 4703

√
𝐺

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Выражение для 𝜀 получается после подстановки в него полученных выражений для

корней 𝜇𝑖, 𝑖 = 1,2,3. Укажем также, что выражения для 𝜀 должны принимать только
положительные значения.

Таким образом, вычисления показывают, что второй способ предпочтительнее.
В этой задаче есть один свободный параметр 𝑢 (не считая 𝜀). Напомним результаты

предыдущих исследований.
1 При −∞ < 𝑢 < 𝑢* и 𝜀 = 0 равновесие системы устойчиво в линейном приближении,

а при 𝑢 > 𝑢*𝜀 = 0 равновесие неустойчиво
2 При −∞ < 𝑢 < 𝑢**, 𝜀 > 0, но мало, равновесие асимптотически устойчиво.
3 При 𝑢** < 𝑢 < 𝑢*, 𝜀 > 0 и мало, равновесие неустойчиво (зона Циглера).
4 При 𝑢 > 𝑢*, 𝜀 > 0 и мало, равновесие неустойчиво.
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На основании этих данных предложим следующий эвристический метод анализа устой­
чивости равновесия при больших 𝜀. Выразим 𝜀 из второго уравнения системы (1.29):

𝜀2 =

131

36
𝜇2 − 𝜇

⎛⎝24 −
49

6
𝑢

⎞⎠+ 3

𝜇

Нас интересует только знак 𝜀, поэтому мы опустили знак радикала в формуле и отбросили
отрицательный корень.

Пусть −∞ < 𝑢 < 𝑢**. Численными испытаниями подтвердим, что асимптотическая
устойчивость имеет место не только при малых 𝜀 > 0, но и при всех положительных 𝜀 > 0

Получаем следующие результаты:
1 При 𝑢 = −5, 𝜇 = 17,75678914, 𝜀 = 49.76726549 (рис. 1.13)
2 При 𝑢 = 0, 𝜇 = 6,48743141, 𝜀 = 9.05280804

Рис. 1.13. График результанта 𝑅𝑒𝑠 полиномов 𝐴 и 𝐵 при 𝑢 = −5

Во всех случаях 𝜀 > 0, что говорит об асимптотической устойчивости.
Теперь пусть 𝑢** < 𝑢 < 𝑢* (параметр 𝑢 принадлежит зоне Циглера). Тогда для каждого

параметра 𝑢 существует единственное критическое значение 𝜀* > 0 такое, что при 0 < 𝜀 < 𝜀*

равновесие системы неустойчиво, а при 𝜀 > 𝜀* равновесие асимптотически устойчиво.
Получаем следующие результаты:
1 При 𝑢 = 1, 𝜇 = 4,15421784, 𝜀 = 0,82222808 (рис.1.14)
2 При 𝑢 = 1,3, 𝜇 = 3,44774911, 𝜀 = 0,03275521

41



Рис. 1.14. График результанта 𝑅𝑒𝑠 полиномов 𝐴 и 𝐵 при 𝑢 = 1

Наконец, пусть 𝑢 > 𝑢*. В этом случае критического значения коэффициента трения
не существует, поскольку уравнение имеет единственный положительный корень 𝜇, но после
подставки его в функцию для 𝜀 получается отрицательно значение.

1 При 𝑢 = 2, 𝜇 = 1,59098144, 𝜀 = −5,70830011 (рис.1.15)
2 При 𝑢 = 5, 𝜇 = 1,32594876, 𝜀 = −6,29582224

Рис. 1.15. График результанта 𝑅𝑒𝑠 полиномов 𝐴 и 𝐵 при 𝑢 = 5

Все значения найдены с помощью метода Ньютона с точностью 𝛿 = 0,00000001.
Данные рассуждения не являются строгим доказательством, поскольку априори коли­

чество критических значений может быть более одного.
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Глава 2. Колебания неконсервативных механических систем в среде
с квадратичным законом сопротивления

В разделе 1.2 главы 1 получены результаты исследования устойчивости изолированно­
го положения равновесия трехзвенной механической системы, при условии, что линейные
диссипативные силы являются малыми. Построены зоны асимптотической устойчивости и
зоны дестабилизации устойчивого в отсутствие дисссипативных сил положения равновесия
или зоны Циглера. Следует отметить, что неустойчивость при малых силах трения тракту­
ется как устойчивость в некоторой области 𝐺. В некоторых литературных источниках её так
же называют "слабой"неустойчивостью [14]. В работах [2, 8] показано, что причиной огра­
ничения фазовых кривых некоторой областью может служить существование глобального
аттрактора, в частности предельного цикла. Целью исследования второй главы настоящей
диссертационной работы является получение условий существования аттрактора в фазовом
пространстве системы, отличного от предельного цикла.

2.1 Исследование механических систем с одной степенью свободы

В первой части второй главы исследуются автоколебания неконсервативной механиче­
ской системы с одной степенью свободы, подверженной потенциальными, неконсервативны­
ми позиционными силами, линейными и квадратичными диссипативными силами. Результа­
ты исследования аналогичных задач хорошо известны, и описаны, например в [7,19,51]. Эти
рузультаты применяются к данной задаче, и служат опорной точкой для анализа и срав­
нения результатов с аналогичной системой с двумя степенями свободы, рассмотренной во
второй части данной главы.

2.1.1 Постановка задачи

Рассматриваются голономные склерономные механические системы, подверженные
действию потенциальных, неконсервативных позиционных и диссипативных сил, линейных и
квадратичных по обобщённым скоростям. Уравнения Лагранжа второго рода, описывающие
движения таких систем, имеют вид

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝜕𝑇

𝜕𝑞

⎞⎠−
𝜕𝑇

𝜕𝑞
= −∇П −

𝜕Φ

𝜕𝑞
−

𝜕Ψ

𝜕𝑞
+ 𝑄𝑖 (2.1)

Здесь 𝑞 = (𝑞1, 𝑞2)
𝑇 – вектор обобщенных координат, 𝑇 = 1

2
(𝐴(𝑞)𝑞, 𝑞) – кинетическая энергия

системы, 𝐴(𝑞) = (𝑎𝑖𝑗(𝑞))2𝑖,𝑗=1 – матрица кинетической энергии, П = П(𝑞) – потенциальная энер­
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гия консервативных сил, 𝑄 = (𝑄1, 𝑄2)
𝑇 , 𝑄𝑗 = 𝑄𝑗(𝑞) (𝑗 = 1, 2) – вектор неконсервативных

позиционных обобщенных сил, Φ,Ψ – диссипативные функции Рэлея, квадратические и куби­
ческие по обобщенным скоростям соответственно. Выражения для диссипативных функций
для систем с двумя степенями свободы имеют вид

Φ =
𝜀

2
(�̄�𝑞, 𝑞)

Ψ =
𝛿

3
𝐹 (|𝑞|) =

𝛿

3
(𝑑30|𝑞1|3 + 𝑑21|𝑞1|2|𝑞2| + 𝑑12|𝑞1||𝑞2|2 + 𝑑03|𝑞2|3)

(2.2)

где 𝜀, 𝛿 – положительные малые параметры, �̄� – симметрическая положительно определенная
матрица, 𝑑𝑖𝑗, (𝑖 + 𝑗 = 3) – положительные параметры.

Для аналогичных механических систем с одной степень свободы, выражения для дис­
сипативных функций, как известно записываются в виде [24]:

Φ =
𝜀

2
𝛽𝑞2

Ψ =
𝛿

3
𝐹 (|𝑞|) =

𝛿

3
(𝑑|𝑞|3)

(2.3)

Будем считать, что в формулах (2.2), (2.3) малые параметры 𝜀 и 𝛿 связаны степенным со­
отношением 𝛿 = 𝜀𝛽 для некоторого 𝛽 > 0. Также предполагается, что система (2.1) имеет
изолированное положение равновесия 𝑞 = 0, 𝑞 = 0.

2.1.2 Исследование системы с одной степенью свободы

В данном параграфе исследуется движение системы (2.1) для одной степени свободы.
Уравнение движения можно записать в виде

�̈� + Ω2𝑄 + 𝐵�̇� + 𝐴�̇�|�̇�| = 0 (2.4)

Обезразмерим уравнение (2.4) и введем малый параметр 𝜀 за счет относительной ма­
лости параметров 𝐴 и 𝐵. 𝑄 = 𝑞 · 𝑄*, 𝑇 = 𝑡 · 𝑇*, Ω = 𝜎 · Ω*, 𝐴 = 𝜀 · 𝑎 · 𝐴*, 𝐵 = 𝜀 · 𝑏 · 𝐵*, где
𝑇 * = Ω*

−1, 𝐵* = 𝑇*
−1, 𝐴* = 𝑄*

−1.
После проведения соответствующих преобразований имеем обезразмеренное уравнение

движения
𝑞 + 𝜎2𝑞 + 𝜀𝑞(𝑏 + 𝑎|𝑞|) = 0 (2.5)

Введем новое время по формуле 𝜏 = 𝑡𝜎. Для упрощения будем использовать в качестве
времени старое обозначение 𝑡.
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Получаем следующее уравнение квазилинейных колебаний:

𝑞 + 𝑞 = 𝜀𝑓(𝑞,𝑞), где 𝑓(𝑞,𝑞) = − 1

𝜎
𝑞(𝑏 + 𝑎𝜎|𝑞|) (2.6)

Колебания уравнений (2.11) будем исследовать с помощью метода усреднения [7, 19].
Заметим, что результаты исследования похожих механических систем методом усреднения
хорошо известны и подробно описаны, например в [51]. Поэтому далее укажем только ос­
новные выводы и результаты применения метода усреднения к исследуемой системе с одной
степенью свободы.

С помощью известной замены переменных 𝑞 = 𝜌 cos(𝜙), 𝑞1 = 𝑞 = −𝜌 sin(𝜙) уравнение
движения преобразуется к виду⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�̇� = −𝜀𝑓(𝜌 cos(𝜙),−𝜌 sin(𝜙)) sin(𝜙)

�̇� = 1 −
𝜀

𝜌
𝑓(𝜌 cos(𝜙),−𝜌 sin(𝜙)) cos(𝜙)

(2.7)

Система (2.12) есть одночасточная система, в которой быстрой переменной является 𝜙, а
медленной переменной 𝜌. Усреднив систему (2.12) по быстрой переменной 𝜙, приведем её к
стандартному по Боголюбову виду: {︃

�̇� = 𝜀𝑅(𝜌)

�̇� = 1 − 𝜀Φ(𝜌)
(2.8)

Здесь выражения для 𝑅(𝜌) и Φ(𝜌) вычисляются по формулам:

𝑅(𝜌) = −
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝜌 cos(𝜉),−𝜌 sin(𝜉)) sin(𝜉)𝑑𝜉

Φ(𝜌) =
1

2𝜋𝜌

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝜌 cos(𝜉),−𝜌 sin(𝜉)) cos(𝜉)𝑑𝜉

Явное выражение для 𝑅(𝜌) можно записать в виде:

𝑅(𝜌) = −𝜀

⎛⎝4

3

𝑎𝜌2

𝜋
+

1

2

𝜌𝑏

𝜎

⎞⎠ (2.9)

Найдем корни первого уравнения системы (2.8): 𝜌*1 = 0, 𝜌*2 = −
3

8

𝑏𝜋

𝑎𝜎
. Теперь составив урав­

нения возмущенного движения с помощью замены 𝜌 = 𝑢 + 𝜌*2 и отбросив члены выше 1-го
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порядка малости по 𝑢, получаем линеаризованные уравнения движения в окрестности 𝜌 = 𝜌*2

�̇� = 𝜖
1

2

𝑏

𝜎
𝑢 (2.10)

Анализируя уравнение (2.10), заключаем, что стационарный режим 𝜌*2 асимптотически устой­
чив при 𝑏 < 0 и неустойчивым при 𝑏 > 0. Таким образом, когда на систему действуют ли­
нейные и квадратичные силы трения, тривиальное положение равновесия асимптотически
устойчиво и глобально притягивает. Если же в системе действуют линейные ускоряющие и
квадратичные силы трения, то положение равновесия неустойчиво. Примеры механических
систем с одной степенью свободы, подверженных действию ускоряющих сил, малоизвестны.

Рассмотрим фазовые кривые усредненных уравнений (2.10) на плоскости переменных
𝑞, 𝑞. В случае, когда стационарный режим 𝜌* = 𝜌*2 асимптотически устойчив (𝑏 < 0), суще­
ствует орбитально устойчивый предельный цикл, притягивающий все траектории фазовой
плоскости, кроме положения равновесия (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Предельный цикл и траектории, которые притягиваются к нему

Итак, совместное действие линейных ускоряющих сил и квадратичных сил трения де­
стабилизирует положение равновесия и порождает автоколебательный режим.

2.2 Исследование системы с двумя степенями свободы

Во второй части второй главы, как было отмечено ранее, исследуются колебания некон­
сервативных механических систем с двумя степенями свободы в окрестности тривиального
положения равновесия. На систему помимо потенциальных и неконсервативных позицион­

46



ных сил действуют линейные и квадратичные диссипативные силы, задаваемые с помощью
квадратичной и кубической диссипативных функций Рэлея соответственно.

2.2.1 Предварителньные замечания и вычисления

Исследование колебаний уравнений (2.1) проводятся на основе результатов, получен­
ных в работе [2].

Уравнения (2.1) можно записать в явном виде следующим образом [24]:

𝑞𝑗 + (Г(𝑗)𝑞, 𝑞) =

⎛⎝𝛼𝑗,−∇П + 𝑄𝑗 − 𝜖�̄�𝑞 −
𝛿

3
𝐷(𝑗)(|𝑞|)

⎞⎠ , 𝑗 = 1, 2. (2.11)

Здесь 𝛼(𝑗) – 𝑗-й столбец матрицы 𝐴(𝑞)−1 (𝑗 = 1, 2),Г(𝑗) – симметрическая матрица, элементы
которой суть символы Кристоффеля второго рода матрицы 𝐴(𝑞):

Г(𝑗)
𝑘𝑙 =

1

2

2∑︁
𝑠=1

𝛼𝑠𝑗

⎛⎝𝜕𝑎𝑘𝑠

𝜕𝑞𝑙
+

𝜕𝑎𝑠𝑙

𝜕𝑞𝑘
−

𝜕𝑎𝑙𝑘

𝜕𝑞𝑠

⎞⎠
Выражения для однородных функций второй степени 𝐷(1) и 𝐷(2) имеют вид:

𝐷(1) =
𝜕Ψ1

𝜕𝑞1
= 3𝑑30𝑞1|𝑞1| + 2𝑑21𝑞1|𝑞2| + 𝑑12|𝑞2|2𝑠𝑔𝑛(𝑞1)

𝐷(2) =
𝜕Ψ2

𝜕𝑞2
= 3𝑑03𝑞2|𝑞2| + 2𝑑12𝑞2|𝑞1| + 𝑑21|𝑞1|2𝑠𝑔𝑛(𝑞2)

Разложим матрицу кинетической энергии и позиционные силы по степеням координат:

𝐴(𝑞) = 𝐴 + 𝐴(1)𝑞1 + 𝐴(2)𝑞2 + 𝑜(|𝑞|), −∇П + 𝑄(𝑞) = 𝐶𝑞 + 𝑄(2)(𝑞) + 𝑜(|𝑞|2) (2.12)

Вектор 𝑄(2)(𝑞) состоит из квадратичных по координатам форм. Умножением на матрицу 𝐴

уравнения (2.11) преобразуется к виду

𝐴𝑞 + 𝜀�̄�𝑞 + 𝐶𝑞 + 𝐹 (2)(𝑞, 𝑞) + 𝜀�̄�(2)(𝑞, 𝑞) +
𝛿

3
𝐷(2) + . . . = 0 (2.13)

𝐷(2) = (𝐷1, 𝐷2)
𝑇 . Отметим, что система подвежена действию неконсервативных сил, поэтому

матрица 𝐶 является несимметричной. Выражение для 𝐹 (2) и 𝐺(2) имеют вид

𝐹 (2) = −𝑄(2) + (𝐴(1)𝑞1 + 𝐴(2)𝑞2)𝐴
−1𝐶𝑞 + 𝐹 (2)

𝐺(2) = −(𝐴(1)𝑞1 + 𝐴(2)𝑞2)𝐴
−1�̄�𝑞,
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где вектор 𝐹 (2) состоит из некоторых квадратичных форм по обобщенным скоростям

𝐹 (2) = (�̃�(𝑗)𝑞, 𝑞)

при этом явные выражения для симметричных матриц �̃�(𝑗) имеют вид

�̃�(1) =
1

2

(︃
𝑎
(1)
11 𝑎

(2)
11

𝑎
(2)
11 2𝑎

(1)
12 − 𝑎

(2)
22

)︃
, �̃�(2) =

1

2

(︃
2𝑎

(1)
12 − 𝑎

(2)
11 𝑎

(1)
22

𝑎
(1)
22 𝑎

(2)
22

)︃
(2.14)

Далее сделаем масштабирующую замену в системе (2.13) по формулам

𝑞 = 𝜀𝛼𝑞′, 𝑞 = 𝜀𝛼𝑞′, где 𝛼 > 0.

Предположим, что параметры линейных и квадратичных сил вязкого трения связаны между
собой степенным отношением 𝛿 = 𝜀𝛽. В этом случае система (2.13) преобразуется в квазили­
нейную систему вида

𝐴𝑞′ + 𝜀�̄�𝑞′ + 𝐶𝑞′ + 𝜀𝛼𝐹 (2) + 𝜀𝛼+1�̄�(2) + 𝜀𝛼+𝛽
1

3
𝐷(2) + . . . = 0 (2.15)

Положим 𝛽 = 1 − 𝛼 и 𝛼 =
1

2
. Отбрасывая в уравнении (2.15) все члены выше порядка 𝜀,

получим систему вида

𝐴𝑞′ + 𝜀�̄�𝑞′ + 𝐶𝑞′ + 𝜀
1
2𝐹 (2) +

𝜀

3
𝐷(2) + . . . = 0 (2.16)

Порождающая система
𝐴𝑞′ + 𝐶𝑞′ = 0

обратима, поэтому, как было отмечено в первой главе диссертации, устойчивость тривиально­
го положения равновесия возможна только в критическом случае, когда характеристическое
уравнение имеет чисто мнимые корни.

Пусть уравнение частот
det
(︀
−𝜔2𝐴 + 𝐶

)︀
= 0

имеет положительные простые корни 𝜔1, 𝜔2, которые не находятся в резонансе. Приведем
систему (2.16) к главным координатам с помощью неособенного линейного преобразования
𝑞′ = 𝑆𝑥, где 𝑆 = {𝑠𝑖𝑗} 2

𝑖,𝑗=1. Отбросим члены порядка выше 𝜀 и перейдем к укороченной
системе

�̈� + Ω2𝑥 + 𝜀𝐵�̇� + 𝜀
1
2𝐹 (2) +

𝜀

3
𝐷(2) = 0, Ω2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜔2

1, 𝜔
2
1}, 𝐵 = 𝑆−1�̄�𝑆 (2.17)
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Функция 𝐹 (2) имеет структуру аналогичную 𝐹 :

𝐹 (2) = (𝐹1, 𝐹2)
𝑇 , 𝐹 =

(︀
𝑃 (𝑗)𝑥, 𝑥

)︀
+
(︀
𝑅(𝑗)�̇�, �̇�

)︀
, 𝑗 = 1, 2,

а симметричные матрицы �̃�(𝑗) имеют вид (2.14).

2.2.2 Нормализация уравнений движения

Дальнейший анализ уравнений (2.17) будем проводить с помощью метода нормализа­
ции Хори-Кэмила [36, 55]. Согласно методу Хори-Кэмила, рассмотривается система диффе­
ренциальных уравнений

𝑑𝑥𝑘

𝑑𝑡
= 𝑓𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑘 = 1, ...,𝑛, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)𝑇 . (2.18)

Функции 𝑓𝑘 содержат малый параметр 𝜀 и представляются в виде:

𝑓𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜀) = 𝑓𝑘,0(𝑥, 𝑡) + 𝜀𝑓𝑘,1(𝑥, 𝑡) +
𝜀

2!
𝑓𝑘,2(𝑥, 𝑡) + . . . (2.19)

Ищем замену переменных 𝑥 ↦→ 𝑦, представляемую в виде рядов

𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 + 𝜀𝑦
(1)
𝑘 (𝑦, 𝑡) +

𝜀2

2!
𝑦
(2)
𝑘 (𝑦, 𝑡) + . . . (2.20)

В результате такой замены система (2.17) преобразуется в систему

𝑑𝑦𝑘

𝑑𝑡
= 𝑔𝑘(𝑦, 𝑡; 𝜀) = 𝑔𝑘,0(𝑦, 𝑡) + 𝜀𝑔𝑘,1(𝑦, 𝑡) +

𝜀2

2!
𝑔𝑘,2(𝑦, 𝑡) + . . . (2.21)

Производящую векторную функцию 𝑊 (𝑦, 𝑡; 𝜀) = (𝑊1, ...,𝑊𝑛)𝑇 , с помощью которой опреде­
лятся вид нашей замены переменных, задаём в виде

𝑊𝑘(𝑦, 𝑡; 𝜀) = 𝑊𝑘,1(𝑦, 𝑡) + 𝜀𝑊𝑘2(𝑦, 𝑡) + . . . (2.22)

Нулевое приближение : полагаем

𝑔𝑘,0 = 𝑓𝑘,0 = 𝑓
(0)
𝑘 , 𝑦

(0)
𝑘 = 𝑦𝑘 (2.23)

Первое приближение : задаем

𝑦
(1)
𝑘 = 𝑊𝑘,1, 𝑓

(1)
𝑘 = 𝑓𝑘,1(𝑦, 𝑡) + 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓𝑘,0 ·𝑊 (2.24)
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(градиент берется по 𝑦). Составляем уравнение

𝑔𝑘,1 +
𝜕𝑦

(1)
𝑘

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦(1)

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝑗,0 = 𝑓

(1)
𝑘 (𝑦, 𝑡) (2.25)

Зная структуру функции 𝑔𝑘,1, получим 𝑛 линейных дифференциальных уравнений в частных
производных для определения функций 𝑊𝑘,1. Решая эти уравнения, определяем 𝑦

(1)
𝑘 и 𝑓

(1)
𝑘 по

формуле (2.22).
Второе приближение : задаем

𝑦
(1)
𝑘1 = 𝑊𝑘,2, 𝑦2𝑘 = 𝑦

(1)
𝑘1 +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦
(1)
𝑘

𝜕𝑦𝑗
𝑊𝑗,1

𝑓
(1)
𝑘1 = 𝑓𝑘,2(𝑦, 𝑡) +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑓𝑘,1(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝑗
𝑊𝑗,1 +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑓𝑘,0(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝑗
𝑊𝑗,2

𝑓
(2)
𝑘 = 𝑓

(1)
𝑘1 (𝑦, 𝑡) +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑓
(1)
𝑘 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝑗
𝑊𝑗,1

Для определения 𝑊𝑘,2 составляем уравнения

𝑔𝑘,2 +
𝜕𝑦

(2)
𝑘

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦
(2)
𝑘

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝑗,0 + 2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦
(1)
𝑘

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝑗,1 = 𝑓

(2)
𝑘 (𝑦, 𝑡) (2.26)

Подставляя сюда требуемый вид функции 𝑔𝑘,2, решая эти уравнения, находим 𝑊𝑘,2. Далее
вычисляя 𝑦

(2)
𝑘 и 𝑓

(2)
𝑘 , при необходимости переходим к следующему шагу.

Применим данный метод нормализации к системе с одной степень свободы. В данном
случае уравнения (2.18) запишутся в виде:{︃

𝑞1 = 𝑞2

𝑞2 = −𝜔𝑞1 −
√
𝜀(𝑓𝑞1

2 + 𝑓𝑞2
2) − 𝜀𝑑𝑞2|𝑞2| + ...,

(2.27)

где 𝑓, 𝑓 , 𝑑 – некоторые константы.
Метод нормализации Хори-Кэмила позволит избавиться от члена порядка

√
𝜀. Ищем

замену
𝑞𝑘 = 𝑦𝑘 +

√
𝜀𝑦

(1)
𝑘 (𝑦1, 𝑦2) +

𝜀

2
𝑦
(2)
𝑘 (𝑦1, 𝑦2) + ..., 𝑘 = 1,2,

используя которую, исходная система преобразуется к виду:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔𝑘(𝑦; 𝜀) = 𝑔𝑘,0(𝑦) +

√
𝜀𝑔𝑘,1(𝑦) + ...
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Запишем производящий вектор:

𝑊𝑘 = 𝑊𝑘,1(𝑦1, 𝑦2) +
√
𝜀𝑊𝑘,2(𝑦1, 𝑦2) + ...

Нулевое приближение. Обозначим:

𝑔1,0 = 𝑓1,0 = 𝑓
(0)
1 = 𝑦2; 𝑦

(0)
1 = 𝑦1

𝑔2,0 = 𝑓2,0 = 𝑓
(0)
2 = −𝜔2𝑦1; 𝑦

(0)
2 = 𝑦2

Первое приближение. Обозначим:

𝑦
(1)
1 = 𝑊1,1; 𝑓

(1)
1 = 𝑓1,1 + (𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓1,0),𝑊 ) = 𝑊2,1

𝑦
(1)
2 = 𝑊2,1; 𝑓

(1)
2 = 𝑓2,1 + (𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓2,0),𝑊 ) = −𝑓𝑦21 − 𝑓𝑦22 − 𝜔2𝑊1,1,

где 𝑊 = (𝑊1,1 𝑊2,1)
𝑇

Далее, согласно алгоритму метода Хори-Кэмила, записываем уравнения для определения
𝑊𝑘,1:

2∑︁
𝑗=1

𝜕𝑦
(1)
𝑘

𝜕𝑦𝑗
𝑔𝑗,0 = 𝑓

(1)
𝑘

или в развернутом виде⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑊1,1

𝜕𝑦1
𝑦2 +

𝜕𝑊1,1

𝜕𝑦2
(−𝜔2𝑦1) = 𝑊2,1

𝜕𝑊2,1

𝜕𝑦1
𝑦2 +

𝜕𝑊2,1

𝜕𝑦2
(−𝜔2𝑦1) = −𝑓𝑦21 − 𝑓𝑦22 − 𝜔2𝑊1,1

(2.28)

𝑊𝑘,1 ищется в виде квадратичных форм:

𝑊1,1 = 𝑎11𝑦
2
1 + 2𝑎12𝑦1𝑦2 + 𝑎22𝑦

2
2

𝑊1,2 = 𝑏11𝑦
2
1 + 2𝑏12𝑦1𝑦2 + 𝑏22𝑦

2
2

Подставляя выражения в уравнение (2.28) получаем систему уравнений, в которой прирав­
няв коэффициенты при одинаковых степенях 𝑦𝑘, получаем систему для определения коэф­
фициентов 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗. Решая полученную систему, получаем следующие выражения для 𝑊𝑘,1:

𝑊1,1 = −
1

3

⎛⎝2𝑓 +
𝑓

𝜔2

⎞⎠ 𝑦21 −
1

3

⎛⎝ 𝑓

𝜔2
+ 2

𝑓

𝜔4

⎞⎠ 𝑦22

𝑊2,1 = −
2

3

⎛⎝𝑓 −
𝑓

𝜔2

⎞⎠ 𝑦1𝑦2
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В итоге имеем:

𝑦
(1)
1 = −

1

3

⎛⎝2𝑓 +
𝑓

𝜔2

⎞⎠ 𝑦21 −
1

3

⎛⎝ 𝑓

𝜔2
+ 2

𝑓

𝜔4

⎞⎠ 𝑦22

𝑓
(1)
1 = −

2

3

⎛⎝𝑓 −
𝑓

𝜔2

⎞⎠ 𝑦1𝑦2

𝑦
(1)
2 = −

2

3

⎛⎝𝑓 −
𝑓

𝜔2

⎞⎠ 𝑦1𝑦2

𝑓
(1)
2 =

2

3

(︁
𝑓𝜔2 − 𝑓

)︁
𝑦21 +

2

3

⎛⎝−𝑓 +
𝑓

𝜔2

⎞⎠ 𝑦22

Далее рассматриваем Второе приближение:

𝑦
(1)
11 = 𝑊1,2 = 0, 𝑦

(1)
21 = 𝑊2,2 = 0

𝑦21 =
𝜕𝑊1,1

𝜕𝑦1
𝑊1,1 +

𝜕𝑊1,1

𝜕𝑦2
𝑊2,1

𝑦22 =
𝜕𝑊2,1

𝜕𝑦1
𝑊1,1 +

𝜕𝑊2,1

𝜕𝑦2
𝑊2,1

𝑓
(1)
11 = 0; 𝑓

(2)
1 =

𝜕𝑓
(1)
1

𝜕𝑦1
𝑊1,1 +

𝜕𝑓
(1)
1

𝜕𝑦2
𝑊2,1

𝑓
(1)
21 = 𝑓22 +

𝜕𝑓21

𝜕𝑦1
𝑊1,1 +

𝜕𝑓21

𝜕𝑦2
𝑊2,1; 𝑓

(2)
2 = 𝑓

(1)
21 +

⎛⎝𝜕𝑓
(1)
2

𝜕𝑦1
𝑊1,1 +

𝜕𝑓
(1)
2

𝜕𝑦2
𝑊2,1

⎞⎠
Подставляя в приведенные формулы все известные выражения, получаем явный вид для
𝑓
(2)
1 , 𝑓

(2)
2 и 𝑦

(2)
1 , 𝑦

(2)
2 . В силу громоздкости этих выражений, явны вид для них опускаем.

В результате, после применения метода Хори-Kэмила получаем следующую систему
уравнений:

𝑦 = Ω2𝑦 + 𝜀(𝐵�̇� + 𝐷(�̇�, |�̇�|) + 𝑁 (3)(𝑦, �̇�)), (2.29)

где 𝑁 (3)(𝑦, �̇�) - форма третьей степени относительно координат и скоростей, а 𝐵 и 𝐷 извест­
ные функции, причем 𝐷 – однородная векторная функция второго порядка.

Покажем, что для системы с двумя степенями свободы, нормализованное уравнение
будет иметь ту же структуру, что и уравнение (2.29). Следует отметить, что для систем с
двумя степенями свободы, выражения, получающиеся в ходе применения метода Хори-Кэми­
ла, имеют достаточно громоздкий вид, поэтому далее приводится неявный метод вычисления
производящей функции 𝑊 (𝜉, 𝜀). а так же остальных искомых значений.
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Пусть 𝑧 = (𝑥1, 𝑥2)
𝑇 — фазовый вектор системы (2.17). Рассмотрим близкую к тожде­

ственной замену переменных 𝑧 ↦→ 𝜉 = (𝑦1, 𝑦2) вида

𝑧 = 𝜉 +
√
𝜀𝜉(1)(𝜉) +

𝜀

2
𝜉(2)(𝜉)

с производящей векторной функции 𝑊 (𝜉; 𝜀) = 𝑊 (1)(𝜉) +
√
𝜀𝑊 (2)(𝜉). Отсутствие резонансов

позволяет уничтожить квадратичные члены 𝐹 (2) в системе (2.17). В методе Хори-Кэмила
𝜉(1) = 𝑊 (1). Для определения векторной функции 𝑊 (1) имеем систему(︁

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊
(1)
1 , 𝑃 𝜉

)︁
= 𝑊

(1)
3 ,

(︁
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊

(1)
2 , 𝑃 𝜉

)︁
= 𝑊

(1)
4(︁

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊
(1)
3 , 𝑃 𝜉

)︁
= −𝐹

(2)
1 − 𝜔2

1𝑊
(1)
1(︁

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑊
(1)
4 , 𝑃 𝜉

)︁
= −𝐹

(2)
2 − 𝜔2

2𝑊
(1)
2

(2.30)

где введено обозначение

𝑃 =

(︃
0 𝐼

−Ω2 0

)︃

Частное решение системы (2.30) ищем среди векторных квадратичных форм 𝑊
(1)
𝑘 (𝜉) =(︁

𝑊
(1)
𝑘 𝜉,𝜉

)︁
(𝑘 = 1, . . . ,4). Обозначим 𝐹

(2)
𝑗 =

(︁
𝐹

(2)
𝑗 𝜉,𝜉

)︁
(𝑗 = 1,2) и перепишем систему (2.30)

следующим образом:(︁
2𝑊

(1)
1 𝜉, 𝑃𝜉

)︁
=
(︁
𝑊

(1)
3 𝜉,𝜉

)︁
,
(︁

2𝑊
(1)
2 𝜉, 𝑃𝜉

)︁
=
(︁
𝑊

(1)
4 𝜉,𝜉

)︁
(︁

2𝑊
(1)
3 𝜉, 𝑃𝜉

)︁
= −

(︁
𝐹

(2)
1 𝜉,𝜉

)︁
− 𝜔2

1

(︁
𝑊

(1)
1 𝜉,𝜉

)︁
(︁

2𝑊
(1)
4 𝜉, 𝑃𝜉

)︁
= −

(︁
𝐹

(2)
2 𝜉,𝜉

)︁
− 𝜔2

2

(︁
𝑊

(1)
2 𝜉,𝜉

)︁
По определению, матрицы 𝑊

(1)
𝑘 симметрические. Введем вспомогательные несимметрические

матрицы ̃︁𝑊 (1)
𝑘 , симметрическая часть которых — искомые матрицы 𝑊

(1)
𝑘 . Между ними суще­

ствуют соотношения ̃︁𝑊 (1)
3 = 2𝑃 𝑇̃︁𝑊 (1)

1 , ̃︁𝑊 (1)
4 = 2𝑃 𝑇̃︁𝑊 (1)

2 , а ̃︁𝑊 (1)
1 , ̃︁𝑊 (1)

2 – решения матричных
уравнений (︀

4(𝑃 𝑇 )2 + 𝜔2
1𝐼
)︀̃︁𝑊 (1)

1 = −𝐹
(2)
1(︀

4(𝑃 𝑇 )2 + 𝜔2
2𝐼
)︀̃︁𝑊 (1)

2 = −𝐹
(2)
2

(2.31)

Матрицы 4(𝑃 𝑇 )2 + 𝜔2
1𝐼, 4(𝑃 𝑇 )2 + 𝜔2

1𝐼 невырожденные, т.к. 𝜔1 ̸= 2𝜔2, 𝜔2 ̸= 2𝜔1. Следователь­
но, система (2.30) имеет единственное решение среди квадратичных форм, и таким образом
получен коэффициент 𝑊 (1) производящей векторной функции. Явные выражения для коэф­
фициентов форм 𝑊

(1)
𝑘 опускаем.

Нормализация системы (2.17) также уничтожила квадратичный член
√
𝜀𝐹 (2). Получен­

ную таким образом систему можно представить в виде (2.29), учитывая, что в данном случае
Ω2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜔2

1, 𝜔
2
2}, 𝑁 (3)(𝑦, �̇�) = (𝑁

(3)
1 (𝑦, �̇�), 𝑁

(3)
2 (𝑦, �̇�))𝑇 , 𝐵 = (𝐵1.𝐵2)

𝑇 .

53



2.2.3 Исследование усредненной системы в специальном случае
функции Рэлея

C помощью замены переменных

𝑦 = 𝜌1𝑒1 cos(𝜑1) + 𝜌2𝑒2 cos(𝜑2), �̇� = −𝜔1𝜌1𝑒1 sin(𝜑1) − 𝜔2𝜌2𝑒2 sin(𝜑2) (2.32)

𝑒1 = (1, 0)𝑇 , 𝑒2 = (0, 1)𝑇 , 𝜌1 > 0, 𝜌2 > 0

система (2.29), полученная в предудущем пункте, преобразуется к двухчастотной системе
вида ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = −
𝜀

𝜔1

𝑓1 sin(𝜑1)

�̇�2 = −
𝜀

𝜔2

𝑓2 sin(𝜑2)

�̇�1 = 𝜔1 −
𝜀

𝜔1𝜌1
𝑓1 cos(𝜑1)

�̇�2 = 𝜔2 −
𝜀

𝜔2𝜌2
𝑓2 cos(𝜑2)

(2.33)

где (𝑓1, 𝑓2)
𝑇 = 𝐵�̇� sin(𝜑) + 𝐷(2) + 𝑁 (3), а выражения для 𝐷(2) теперь имеют вид:

𝐷1 = 2|𝑠21𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠22𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑1)𝑠11𝑑21𝜌1𝜔1+

+3|𝑠11𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠12𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑1)𝑠11𝑑30𝜌1𝜔1+

+2|𝑠21𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠22𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑2)𝑠12𝑑21𝜌2𝜔2+

+3|𝑠11𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠12𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑2)𝑠12𝑑30𝜌2𝜔2+

+𝑠𝑔𝑛(𝑠11𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠12𝜔2𝜌2 sin(𝜑2))|𝑠21𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠22𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)|2𝑑12

𝐷2 = 2|𝑠11𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠12𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑1)𝑠21𝑑12𝜌1𝜔1+

+3|𝑠21𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠22𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑1)𝑠21𝑑03𝜌1𝜔1+

+2|𝑠11𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠12𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑2)𝑠22𝑑12𝜌2𝜔2+

+3|𝑠21𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠22𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)| sin(𝜑2)𝑠22𝑑03𝜌2𝜔2+

+𝑠𝑔𝑛(𝑠21𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠22𝜔2𝜌2 sin(𝜑2))|𝑠11𝜔1𝜌1 sin(𝜑1) + 𝑠12𝜔2𝜌2 sin(𝜑2)|2𝑑21

(2.34)

где 𝑠𝑖𝑗 — элементы матрицы 𝑆 перехода к главным координатам.
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Усредним первые два уравнения системы (2.33) по быстрым переменным 𝜑𝑗 в отсут­
ствие резонанса. Усредненные уравнения для медленных переменных имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = −𝜀𝑏11𝜌1 − 𝜀
1

𝜔1

(2𝑐𝑑21𝐹 (𝑎, 𝑏) + 3𝑐𝑑30𝐹 (𝑐, 𝑑)+

+2𝑎𝑑21𝐺(𝑎, 𝑏) + 3𝑎𝑑30𝐺(𝑐, 𝑑) + 𝑑12𝐻(𝑐, 𝑑, 𝑎, 𝑏)

�̇�2 = −𝜀𝑏22𝜌2 − 𝜀
1

𝜔2

(3𝑏𝑑03𝐹 (𝑎, 𝑏) + 2𝑏𝑑12𝐹 (𝑐, 𝑑)+

3𝑎𝑑03𝐺(𝑎, 𝑏) + 2𝑎𝑑12𝐺(𝑐, 𝑑) + 𝑑21𝐻(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑))

(2.35)

где

𝐹 (𝑎, 𝑏) =
1

4𝜋2

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

|𝑎 sin(𝜑1) + 𝑏 sin(𝜑2)| sin2(𝜑1)𝑑𝜑1𝑑𝜑2

𝐺(𝑎, 𝑏) =
1

4𝜋2

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

|𝑎 sin(𝜑1) + 𝑏 sin(𝜑2)| sin(𝜑1) sin(𝜑2)𝑑𝜑1𝑑𝜑2

𝐻(𝑐, 𝑑, 𝑎, 𝑏) =
1

4𝜋2

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑠𝑔𝑛(𝑐 sin(𝜑1) + 𝑑 sin(𝜑2))|𝑎 sin(𝜑1) + 𝑏 sin(𝜑2)|2 sin(𝜑1)𝑑𝜑1𝑑𝜑2

и также введены обозначения

𝑎 = 𝑠21𝜔1𝜌1, 𝑏 = 𝑠22𝜔2𝜌2, 𝑐 = 𝑠11𝜔1𝜌1, 𝑑 = 𝑠12𝜔2𝜌2

Выражения для 𝐹 (𝑐, 𝑑) и 𝐺(𝑐, 𝑑) аналогичные.
К сожалению, получить в явном виде выражения для функций 𝐹,𝐺 и 𝐻 не удалось. По­

этому, исследовать систему (2.19) на данном этапе работы затруднительно. Однако, в одном
специальном, но важном случае, который приводится ниже, удаётся исследовать динамику
усреднённой системы до конца.

Пусть квадратичные диссипативные силы действуют независимо вдоль вдоль осей глав­
ных координат, т.е. диссипативная функция Рэлея имеет вид:

Ψ =
𝛿

3
𝑑30|𝑞1|3 +

𝛿

3
𝑑03|𝑞2|3

Тогда выражения для функций 𝐹,𝐺,𝐻 можно представить в явном виде без квадратур, а
уравнения для медленных переменных усреднённой системы примут вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = −𝜀

⎛⎝1

2
𝑏11𝜌1 +

4

3

𝑑30𝜌
2
1𝜔1

𝜋

⎞⎠
�̇�2 = −𝜀

⎛⎝1

2
𝑏22𝜌2 +

4

3

𝑑03𝜌
2
2𝜔2

𝜋

⎞⎠ (2.36)
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Полученная усредненная система имеет четыре особые точки

𝜌*1 = 𝜌*2 = 0

𝜌*1 = −
3

8

𝜋𝑏11

𝑑30𝜔1

, 𝜌*2 = 0

𝜌*1 = 0, 𝜌*2 = −
3

8

𝜋𝑏22

𝑑03𝜔12

𝜌*1 = −
3

8

𝜋𝑏11

𝑑30𝜔1

, 𝜌*2 = −
3

8

𝜋𝑏22

𝑑03𝜔12

Наибольший интерес представляет последняя особая точка. Составим уравнения возмущен­
ного движения, для чего введем возмущения по формуле 𝑢𝑖 = 𝜌𝑖 − 𝜌*𝑖 .

При подстановке этой замены в уравнение (2.36) и отбрасывании членов выше первого
порядка малости по переменной 𝑢 имеем следующие уравнения возмущенного движения⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

�̇�1 =
𝜀

2
𝑏11𝑢1

�̇�2 =
𝜀

2
𝑏22𝑢2

(2.37)

Можно сделать вывод о том, что особая точка асимптотически устойчива, если 𝑏11 > 0 и 𝑏22 >

0, и неустойчива, если 𝑏11𝑏22 < 0 [2, 62] или 𝑏11 < 0, 𝑏22 < 0.
В нашей системе неравенства 𝑏11 < 0, 𝑏22 < 0 не могут быть одновременно выполненны­

ми. Тем не менее, рассмотрим проекцию фазового портрета на двумерное конфигурационное
пространство 𝑦1, 𝑦2.

Выражения для быстрых переменных 𝜑𝑖(𝑖 = 1, 2) имеют вид

𝜑1 = 𝜔1𝑡 + 𝜑0
1, 𝜑2 = 𝜔2𝑡 + 𝜑0

2

и согласно замене (2.32), фазовые переменные 𝑦𝑖(𝑖 = 1, 2) представляются в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦1 = 𝜌*1 cos(𝜑1)

𝑦2 = 𝜌*2 cos(𝜑2)

�̇�1 = −𝜔1𝜌
*
1 sin(𝜑1)

�̇�2 = −𝜔2𝜌
*
2 sin(𝜑2)

(2.38)

Без ограничения общности считаем, что 𝜑0
2 = 0. Тогда проекция фазовой кривой на конфи­

гурационное пространство описывается следующей системой{︃
𝑦1 = 𝜌*1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜑0

1)

𝑦2 = 𝜌*2 cos(𝜔2𝑡)
(2.39)
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Каждая траектория получается выбором начального угла 𝜑0
1 и всюду плотна на инвари­

антном торе. Последний состоит из семейства траекторий (2.38) в фазовом пространстве
усредненной системы (рис. 2.2).

Пусть 𝑏11𝑑30 < 0, 𝑏22𝑑03 < 0. Из теории усреднения [7] следует, что точная система (2.1)
имеет инвариантный тор. Если 𝑏11𝑏22 < 0 или 𝑏11 > 0, 𝑏22 > 0, то тор неустойчивый. Однако
при 𝑏11 < 0, 𝑏22 < 0, инвариантный тор является предельным при 𝑡 → +∞. Тем не менее,
последующий случай не может быть реализован в рассматриваемой механической системе.

Рис. 2.2. Проекция фазовых кривых на конфигурационное пространство
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Глава 3. Устойчивость одной механической системы со следящими и
нелинейными диссипативными силами

В главе 2 представлено исследование колебаний механических систем с двумя степе­
нями свободы. Для частного случая, когда линейные диссипативные силы направлены неза­
висимо вдоль осей главных координат, получены достаточные условия существования пре­
дельного инвариантного тора. В настоящей главе диссертации рассматривается модель такой
системы, разработанная специально для проверки результатов, представленных в частном
случае распределения квадратичных диссипативных сил. В рамках данной диссертационной
работы описано двухпараметрическое семейство стационарных решений модели, проведено
исследование их устойчивости по первому приближению в двух случаях: в отсутствие дисси­
пативных сил в системе и при наличие линейных сил трения. Для второго случая построены
зоны Циглера.

3.1 Линейный анализ в отсутствие сил трения

Рассматривается голономная неконсервативная механическая система с двумя степе­
нями свободы, моделирующая движения лопасти на упругой втулке несущего или рулевого
винта вертолета в плоскости тяги [40,41]. В системе учитываются потенциальные и неконсер­
вативные позиционные силы, а так же линейные и квадратичные диссипативные силы, моде­
лирующие воздействие внутреннего трения при деформации лопасти и воздействие внешней
среды. В первой части главы 3 исследуется положение равновесия системы в отсутствие сил
трения на основе методов, использованных в главе 1.

3.1.1 Постановка задачи

Рассматривается голономная склерономная неконсервативная механическая система с
двумя степенями свободы, представляющую собой двухзвенный стержневой механизм из
двух однородных весомых стержней, и находящийся на гладкой горизонтальной плоскости
𝑂𝑋𝑌 . На свободный конец стержня 𝑂𝐴 действует следящая сила 𝐹 (рис.3.1). Твердые стерж­
ни, имеющие одинаковую длину 𝑙 и массу 𝑚, соединены идеальным сферическим шарниром
О и упругой спиральной пружиной с коэффициентом жесткости 𝑐2. Считается, что неиде­
альная спиральная пружина создает момент сил трения, противоположный относительной
угловой скорости вращенияя стержня 𝑂𝐴 с коэффициентом демпфирования 𝑏2. Стержень
𝐶𝐵 закреплен на плоскости с помощью двух неподвижных цилиндров, наполненных вяз­
кой жидкостью, и может совершать движение только вдоль оси 𝑂𝑌 . Предполагается, что
сила трения в цилиндрах пропорциональна квадрату линейной скорости с одинаковым ко­
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эффициентом вязкости 𝑘. Помимо этого, стержень 𝐶𝐵 закреплен к стенкам поверхности с
помощью двух пружин с коэффициентами жесткости 𝑐1 и коэффициентами линейного вязко­
го трения 𝑏1. Данная механическая система может служить упрощенной дискретной моделью
движений лопасти на упругой втулке несущего или рулевого винта вертолета. Движение ло­
пасти рассматривается в плоскости тяги без учета качения втулки несущего или рулевого
винта [40,41].

Рис. 3.1. Исследуемая система

Для того, чтобы получить уравнения движения системы и исследовать ее стационарные
режимы на устойчивость, введём обобщённые координаты 𝑦, 𝜙. Уравнения Лагранжа второго
рода, описывающие движения такой системы, в общем случае имеют вид:

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝜕𝑇

𝜕𝑞

⎞⎠−
𝜕𝑇

𝜕𝑞
= −∇П −

𝜕Φ

𝜕𝑞
−

𝜕Ψ

𝜕𝑞
+ 𝑄𝑖, (3.1)

Здесь 𝑞 = (𝑦, 𝜙)𝜏 - вектор обобщенных координат, 𝑇 =
1

2
(𝐴(𝑞)𝑞, 𝑞) - кинетическая энергиясистемы, П = П(𝑞) - потенциальная энергия консервативных сил, 𝑄 = (𝑄1(𝑞), 𝑄2(𝑞))𝜏 - век­

тор неконсервативных позиционных обобщенных сил, Φ,Ψ - диссипативные функции Релея.
Здесь:
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𝑇 = 𝑚�̇�2 +
1

6
𝑚𝑙2�̇�2 +

1

2
𝑚𝑙�̇��̇� cos𝜙, П = 𝑐1𝑦

2 +
𝑐2𝜙

2

2

𝑄𝑦 = 𝐹 sin(𝛼− 𝜙), 𝑄𝜙 = 𝐹𝑙 sin𝛼

Φ = 𝑏1�̇�
2 +

𝑏2�̇�
2

2
, Ψ =

1

3
𝑘|�̇�|3

Уравнения Лагранжа 2-го рода исследуемой механической системы имеют вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑚𝑦 +

1

2
𝑚𝑙𝜙 cos𝜙− 1

2
𝑚𝑙�̇�2 sin𝜙 = −2𝑐1𝑦 − 2𝑏1�̇� − 𝑘|�̇�|2𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�)+

+𝐹 sin(𝛼− 𝜙)
1

3
𝑚𝑙2𝜙 +

1

2
𝑚𝑙𝑦 cos𝜙 = −𝑐2𝜙− 𝑏2�̇� + 𝐹𝑙 sin𝛼

(3.2)

Положения равновесия находятся из системы уравнений{︃
−2𝑐1𝑦 + 𝐹 sin(𝛼− 𝜙) = 0

−𝑐2𝜙 + 𝐹𝑙 sin𝛼 = 0
(3.3)

и представимы в виде

𝑦* =
𝐹

2𝑐1
sin

⎛⎝𝛼−
𝐹𝑙

𝑐2
sin𝛼

⎞⎠ , 𝜙* =
𝐹𝑙

𝑐2
sin𝛼 (3.4)

Итак, исследуемая механическая система имеет единственное положение равновесия. Введем
обозначения:

𝐹𝑙

𝑐2
= 𝛾, и 𝑢 = 𝛾 sin𝛼

Для исследования устойчивости равновесия (3.4) составим уравнения возмущённого движе­
ния в его окрестности. Рассмотрим возмущения 𝜉1, 𝜉2:

𝑦 = 𝑦* + 𝜉1, 𝜙 = 𝜙* + 𝜉2,

После подстановки их в систему уравнений (3.2) и проведения простейших преобразований,
получим уравнения возмущённого движения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑚𝜉1 +
𝑚𝑙

2
𝜉2 cos(𝑢 + 𝜉2) −

𝑚𝑙

2
𝜉2 sin(𝑢 + 𝜉2) = −2𝑐1𝜉1 − 2𝑏1𝜉1−

−𝑘|𝜉1|2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉1) − 𝐹 sin(𝛼− 𝑢) + 𝐹 sin(𝛼− 𝑢− 𝜉2)

𝑚𝑙2

3
𝜉2 +

𝑚𝑙

2
𝜉1 cos(𝑢 + 𝜉2) = −𝑐2𝜉2 − 𝑏2𝜉2

(3.5)

Введем характерные значения по времени и фазовым координатам: 𝑇 * =
√︀
𝑚/𝑐1, 𝜉

*
1 =

𝑙, 𝜉*2 = 1 рад. Тогда новое время 𝜏 и фазовые переменные 𝜃1, 𝜃2 определятся по формулам
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𝑡 = 𝜏𝑇 *, 𝜉1 = 𝜃1𝜉
*
1 , 𝜉2 = 𝜃2𝜉

*
2 . Уравнения колебаний примут вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝜃1 +
1

2
𝜃2 cos(𝑢 + 𝜃2) −

1

2
𝜃2 sin(𝑢 + 𝜃2) = −2𝜃1 − 𝜀𝛽1𝜃1−

−𝛿|𝜃1|2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜃1) − 𝐹 * sin(𝛼− 𝑢) + 𝐹 * sin(𝛼− 𝑢− 𝜃2)

1

3
𝜃2 +

1

2
𝜃1 cos(𝑢 + 𝜃2) = −𝜎𝜃2 − 𝜀𝛽2𝜃2

(3.6)

Здесь введены следующие обозначения:

𝜎 =
𝑐2
𝑐1𝑙2

, 𝐹 * =
𝐹

𝑐1𝑙
, 𝛿 =

𝑘𝑙

𝑚
, 𝜀𝛽1 =

2𝑏1√
𝑚𝑐1

, 𝜀𝛽2 =
𝑏2√
𝑚𝑐1𝑙2

(3.7)

Здесь 𝜀 и 𝛿 имеют смысл безразмерных коэффициентов линейного и квадратичного вязкого
трений соответственно, а точкой теперь обозначена производная по безразмерному времени
𝜏 . Все параметры в (3.7) могут принимать только положительные значения. Для упрощения
дальнейшего изложения символ звездочка опускаем. Уравнения линейного приближения в
векторно-матричной форме имеют следующий вид:

𝐴𝜃 + 𝜀 ̃︀𝐵𝜃 + ̃︀𝐶𝜃 = 0, 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2)
𝜏 (3.8)

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝ 2
1

2
cos𝑢

1

2
cos𝑢

1

3

⎞⎟⎟⎟⎠ , ̃︀𝐵 =

(︃
𝛽1 0

0 𝛽2

)︃
, ̃︀𝐶 =

(︃
2 𝐹 cos(𝛼− 𝑢)

0 𝜎

)︃
(3.9)

Отметим, что это уравнение не зависит от сил вязкого трения, квадратичного по скоростям.
Характеристическое уравнение

det(𝐴𝜆2 + 𝜀 ̃︀𝐵𝜆 + ̃︀𝐶) = 0 (3.10)

приводится к виду

𝜆4 +
4𝛽1𝜀 + 24𝛽2𝜀

8 − 3 cos2 𝑢
𝜆3 +

12𝛽1𝛽2𝜀
2 − 6𝐹 cos𝑢 cos(𝛼− 𝑢) + 24𝜎 + 8

8 − 3 cos2 𝑢
𝜆2+

+
12𝛽1𝜀𝜎 + 24𝛽2𝜀

8 − 3 cos2 𝑢
𝜆 +

24𝜎

8 − 3 cos2 𝑢
= 0

(3.11)

3.1.2 Исследование системы в отсутствие сил трения

Анлогично исследованию трехзвенной стержневой системы, проведенного в главе 1,
здесь и далее исследуется случай Циглера [62], когда следящая сила 𝐹 направлена вдоль
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стержня (𝛼 = 0,𝜋). Тогда 𝑢 = 0, при этом положение равновесия в исходных переменных
тривиально: 𝑦* = 𝜙* = 0. Положим 𝜀 = 0 (силы трения отсутсвуют). При таких условиях
характеристическое уравнение является биквадратным:

𝜆4 +

⎛⎝24

5
𝜎 +

8

5
−

6

5
𝐹

⎞⎠𝜆2 +
24

5
𝜎 = 0 (3.12)

Система (3.8) при 𝜀 = 0 является обратимой, поэтому асимптотическая устойчивость равно­
весия 𝜃1 = 𝜃2 = 0 невозможна [20], устойчивость по Ляпунову имеет место только в критиче­
ском случае чисто мнимых корней уравнения (3.12), т.е. при 𝜆2

1,2 < 0 [37]. Для нахождения
областей устойчивости в первом приближении воспользуемся Теоремой 1.3 [10], которая была
использована в главе 1 для исследования трехзвенного стержневого механизма.
Дискриминант уравнения (3.12) имеет вид

25

4
𝐷(𝐹, 𝜎) = 9𝐹 2 − 72𝐹𝜎 + 144𝜎2 − 24𝐹 − 24𝜎 + 16

Тогда условия Теоремы 1.3 можно записать в виде следующих неравенств:

𝑓2(𝐹, 𝜎) ≡
24

5
𝜎 +

8

5
−

6

5
𝐹 ≥ 0, 𝐷(𝐹, 𝜎) ≡ 36

25
(𝐹 − 𝐹1(𝜎)) (𝐹 − 𝐹2(𝜎)) ≥ 0 (3.13)

Здесь

𝐹1(𝜎) =
4

3
+ 4𝜎 −

2

3

√
30𝜎, 𝐹2(𝜎) =

4

3
+ 4𝜎 +

2

3

√
30𝜎

есть вещественные корни полинома 𝐷. Построим зоны устойчивости в плоскости параметров
𝐹 и 𝜎. Для этого запишем неравенства (3.13) в форме

4𝜎 +
4

3
≥ 𝐹, 𝐹 ≤ 𝐹1(𝜎) и 𝐹 ≥ 𝐹2(𝜎) (3.14)

На рисунке (3.2) представлены графики для корней дискриминанта и коэффициента
𝑓2(𝐹, 𝜎) = 0. Графики прямой 𝑓2 и корней 𝐹𝑖(𝜎) имеет одну общую точку (𝐹 *, 𝜎*) = (4/3, 0).
Таким образом, из рис. 3.2 следует, что условия устойчивости в линейном приближении име­
ют вид

𝐹 ≤ 4𝜎 +
4

3
−

2

3

√
30𝜎 (3.15)
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Рис. 3.2. Области устойчивости в отсутствии сил трения

3.2 Исследование влияния диссипативных сил

Во второй части третьей главы проводится линейный анализ устойчивости положения
равновесия системы при наличии малых диссипативных сил. Исследование проводится на
основе результатов работы [3]. Построена область устойчивости и область зоны Циглера в
двухпараметрическом пространстве параметров системы. Так же для частных случаев значе­
ний коэффициентов диссипативных сил области устойчивости и дестабилизации построены
графически.

3.2.1 Приведение дифференциальных уравнений к главным
координатам

Исследуем устойчивость системы (3.2) по первому приближению, удерживая линейные
диссипативные силы вязкого трения (𝜀 ̸= 0) и отбрасывая квадратичные силы трения. Будем
считать, что выполняются условия (3.15), обеспечивающие устойчивость в первом прибли­
жении. Пусть 𝜔1, 𝜔2 - частоты системы, удовлетворяющие уравнению частот

𝜔4 −

⎛⎝24

5
𝜎 +

8

5
−

6

5
𝐹

⎞⎠𝜔2 +
24

5
𝜎 = 0,

которое следует из характеристического уравнения (3.12) на основе подстановки 𝜆 = ±𝑖𝜔.
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Исследуем влияние малых сил трения на устойчивость тривиального равновесия в от­
сутствии кратных частот (𝜔1 ̸= 𝜔2).

С этой целью разложим матрицу ̃︀𝐶 на симметричную ( ̃︀𝐶1) и кососимметричную ( ̃︀𝐶2)
слагаемые пор формулам ̃︀𝐶1 = 1

2
( ̃︀𝐶 + ̃︀𝐶𝑇 ) и ̃︀𝐶2 = 1

2
( ̃︀𝐶 − ̃︀𝐶𝑇 ), где

̃︀𝐶1 =
1

2

(︃
4 𝐹

𝐹 2𝜎

)︃
, ̃︀𝐶2 =

1

2

(︃
0 𝐹

−𝐹 0

)︃

Тогда система (3.8) запишется в виде

𝐴𝜃 + 𝜀 ̃︀𝐵𝜃 + ̃︀𝐶1𝜃 + ̃︀𝐶2𝜃 = 0, (3.16)

Приведем уравнения линейных колебаний к нормальным координатам 𝑥 по формуле
𝜃 = 𝑆𝑥, где 𝑆 – неособенная ортогональная матрица, удовлетворяющая условиям 𝑆𝑇𝐴𝑆 =

𝐼, 𝑆𝑇 ̃︀𝐶1𝑆 = 𝐶, где 𝐶 – диагональная матрица вида 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜇1, 𝜇2} [52]. Положим также 𝐵 =

𝑆𝑇 ̃︀𝐵𝑆, 𝑃 = 𝑆𝑇 ̃︀𝐶2𝑆.
Матрицу линейного преобразования 𝑆, будем искать в виде 𝑆 = 𝑆1𝑆2𝑆3, где матрицы

𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 определяются следующим образом:
1. 𝑆1 - ортогональная матрица, такая, что 𝑆𝑇

1 𝐴𝑆1 = Λ, где Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜂1, 𝜂2} и 𝜂𝑖 -
собственные значения матрицы 𝐴.

2. 𝑆2 - диагональная матрица, ненулевые элементы которой определяются по формулам

𝑆2𝑖𝑖 =
1

√
𝜂𝑖

.

3. 𝑆3 - ортогональная матрица, такая, что 𝑆𝑇
3 𝑆

𝑇
2 𝑆

𝑇
1
̃︀𝐶1𝑆1𝑆2𝑆3 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜇1, 𝜇2}, где 𝜇𝑖 -

собственные значения матрицы 𝑆𝑇
2 𝑆

𝑇
1
̃︀𝐶1𝑆1𝑆2.

Переход к главным координатам в системе уравнений (3.16) можно выполнить, пооче­
редно проводя три линейные замены переменных 𝜃 → 𝑧 → 𝜌 → 𝑥 с соответствующими
матрицами линейного преобразования 𝑆𝑖.

Столбцы матрицы 𝑆1 можно определить как фундаментальное решение системы линей­
ных однородных уравнений 𝑆𝑇

1 𝐴 = Λ𝑆𝑇
1 . Для того, чтобы частное решение, и следователь­

но значения неизвестных системы линейных уравнений, являлось столбцами ортогональной
матрицы, векторы фундаментальной системы решений должны быть ортогональными и нор­
мированными. Используя эти свойства можно найти элементы матрицы преобразования 𝑆1.
Элементы матрицы 𝑆3 находятся аналогично. Для данной задачи:

𝑆1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
3√︀

−10
√

34 + 68
−

3√︀
10
√

34 + 68√
34 − 5√︀

−10
√

34 + 68

√
34 + 5√︀

10
√

34 + 68

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Λ =

⎛⎜⎜⎜⎝
7

6
+

1

6

√
34 0

0
7

6
−

1

6

√
34

⎞⎟⎟⎟⎠
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,

𝑆2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√︃
7

6
+

1

6

√
34

0

0
1√︃

7

6
−

1

6

√
34

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝜇1 = −
3

5
𝐹 +

12

5
𝜎 +

4

5
+

2

5

√
6𝐹 2 − 18𝐹𝜎 + 36𝜎2 − 6𝐹 − 6𝜎 + 4

𝜇2 = −
3

5
𝐹 +

12

5
𝜎 +

4

5
−

2

5

√
6𝐹 2 − 18𝐹𝜎 + 36𝜎2 − 6𝐹 − 6𝜎 + 4

Из-за громоздкости матрицы преобразования 𝑆3, а так же искомой матрицы 𝑆, выражения
для них опускаем.

После применения указанной цепочки преобразований, уравнения (3.16) линейных ко­
лебаний в главных координатах примут вид

�̈� + 𝜀𝐵�̇� + 𝐶𝑥 + 𝑃𝑥 = 0, (3.17)

В силу громоздкости матриц 𝐵 и 𝑃 , выражения для них также опускаем.

3.2.2 Влияние вязких сил трения на устойчивость положения
равновесия системы

Введем обозначение: ℎ = tr𝐵tr𝐶 − tr(𝐵𝐶), где 𝐵,𝐶 - квадратные матрицы систе­
мы (3.17).

Исследование устойчивости положения равновесия при наличии малых диссипативных
сил будум проводить с помощью

Теорема 3.1. [3] Пусть выполнены условия, гарантирующие устойчивость в первом
приближении точки покоя уравнений (3.1) при 𝜀 = 0. Если параметр ℎ удовлетворяет
неравенствам

𝜔2
1tr𝐵 ≤ ℎ ≤ 𝜔2

2tr𝐵, (3.18)

то существует 𝜀1 > 0, такое, что равновесие 𝑞 = 𝑞 = 0 уравнений (3.1) асимптотически
устойчиво при 𝜀 ∈ (0, 𝜀1], тогда как при

ℎ < 𝜔2
1tr𝐵, или ℎ > 𝜔2

2tr𝐵 (3.19)
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имеет место неустойчивость, когда 𝜀 ∈ (0, 𝜀1]. Если равновесие неустойчиво в первом
приближении при 𝜀 = 0, то имеет место неустойчивость положения равновесия 𝑞 = 𝑞 = 0

системы (3.1) при 𝜀 ∈ (0, 𝜀1].
В силу этой теоремы сколь угодно малые линейные диссипативные силы могут, при

определённых условиях (см. неравенства (3.19)), дестабилизировать положение равновесия,
устойчивое в их отсутствие(эффект Циглера [62]). Построим области Циглера в плоскости
параметров 𝐹, 𝜎.

Заметим, что tr(𝐵), tr(𝐶), tr(𝐵𝐶), частоты 𝜔1, 𝜔2 являются инвариантами ортогонально­
го преобразования. Инвариантно также выражение det(𝐶 +𝑃 ), от которого зависят частоты
невозмущенной системы [3]. Таким образом, все функции параметров задачи, представлен­
ные в неравенствах (3.18) – (3.19), являются инвариантами ортогональных преобразований
с матрицами 𝑆1 и 𝑆3.

Поэтому, для использоваения Теоремы 3.1 нет необходимости вычислять матрицу 𝑆3 и,
следовательно, матрицы 𝐵 = 𝑆𝑇 ̃︀𝐵𝑆, 𝐶 = 𝑆𝑇 ̃︀𝐶1𝑆, 𝑃 = 𝑆𝑇 ̃︀𝐶2𝑆 преобразованного уравнения
линейных колебаний (3.17); достаточно вычислить матрицы 𝑆1 и 𝑆2. Так как линейное преоб­
разование с матрицей 𝑆2 не является ортогональным, то в неравенствах (3.18- 3.19) матрицы
𝐵,𝐶, 𝑃 следует вычислять по формулам 𝐵 = 𝑆𝑇

2
̃︀𝐵𝑆2, 𝐶 = 𝑆𝑇

2
̃︀𝐶1𝑆2 и 𝑃 = 𝑆𝑇

2
̃︀𝐶2𝑆2.

Несложно видеть, что tr(𝐵) = 4/5𝛽1 + 24/5𝛽2, ℎ = 12/5𝛽1𝜎 + 24/5𝛽2, при этом

𝜔2
1 =

12𝜎 + 4 − 3𝐹

5
−

1

2

√︀
𝐷(𝐹,𝜎), 𝜔2

2 =
12𝜎 + 4 − 3𝐹

5
+

1

2

√︀
𝐷(𝐹,𝜎)

Тогда неравенство ℎ < 𝜔2
1tr(𝐵), задающее первую связную компоненту зоны Циглера, пред­

станет в виде
15(𝛽1𝜎 + 2𝛽2)

𝛽1 + 6𝛽2

− (12𝜎 + 4 − 3𝐹 ) < −5

2

√︀
𝐷(𝐹,𝜎) (3.20)

В свою очередь, неравенство (3.20) можно записать в виде совокупности неравенств

15(𝛽1𝜎 + 2𝛽2)

𝛽1 + 6𝛽2

− (12𝜎 + 4 − 3𝐹 ) < 0,

(︂
15(𝛽1𝜎 + 2𝛽2)

𝛽1 + 6𝛽2

− (12𝜎 + 4 − 3𝐹 )

)︂2

−
25

4
𝐷(𝐹, 𝜎) > 0

Первое из этих условий задает ограничение на область изменения силы 𝐹 сверху, в то время
как второе – снизу:

𝐹 < 𝐹 <
4𝛽1 − 6𝛽2 − 3𝛽1𝜎 + 72𝛽2𝜎

3(𝛽1 + 6𝛽2)
(3.21)

Здесь

𝐹 =
9𝛽2

1𝜎
2 + 144𝛽1𝛽2𝜎

2 − 60𝛽1𝛽2𝜎 + 16𝛽1𝛽2 + 36𝛽2
2

6(𝛽1 + 6𝛽2)(𝛽1𝜎 + 2𝛽2)

66



В случае неравенства ℎ > 𝜔2
2tr(𝐵), определяющего вторую связную компоненту зоны Цигле­

ра, имеем

𝐹 > 𝐹, 𝐹 >
4𝛽1 − 6𝛽2 − 3𝛽1𝜎 + 72𝛽2𝜎

3(𝛽1 + 6𝛽2)
(3.22)

Неравенства (3.21), (3.22) следует дополнить условием устойчивости равновесия в первом
приближении в отсутствии сил трения (3.15). Исследуем области (3.21),(3.22) при разных зна­
чениях параметров 𝛽1, 𝛽2. Рассмотрим предельный случай 𝛽1 = 0. Неравенства (3.21),(3.15)
приводятся к виду

1

2
< 𝐹 < 4𝜎 −

1

3
, 𝐹 6 4𝜎 +

4

3
−

2

3

√
30𝜎

Элементарный анализ показывает, что эти условия совместны только при 𝜎 > 5/24, при этом

4𝜎 +
4

3
−

2

3

√
30𝜎 < 4𝜎 −

1

3

Следовательно, при 𝛽1 = 0 зона Циглера описывается неравенствами

1

2
< 𝐹 6 4𝜎 +

4

3
−

2

3

√
30𝜎

Отсюда следует, в силу непрерывности, что при любых 𝛽2 ̸= 0, достаточно малых 𝛽1 ̸= 0 и
𝜎 > 5/24 зона Циглера имеет вид

𝐹 < 𝐹 6 4𝜎 +
4

3
−

2

3

√
30𝜎 (3.23)

Аналогичный вывод справедлив и для второй компоненты области Циглера (неравенства
(3.22), (3.15), при этом 0 < 𝜎 < 5/24. Таким образом, при малых значениях коэффициен­
та трения 𝛽1 зона Циглера определяется неравенствами (3.23) для любых положительных
значений параметра 𝜎.

Анализ показывает, что неравенства (3.23) задают также область Циглера при произ­
вольных значениях 𝛽1 и 𝛽2, при этом кривая 𝐹 = 𝐹 всегда лежит ниже границы, отделяющей
область устойчивости от неустойчивости в отсутствии сил трения, касаясь этой границы в
одной единственной точке.При увеличении 𝛽1 и уменьшении 𝛽2 точка касания этих кривых
сдвигается вдоль границы устойчивости влево пока не достигнет крайней левой точки с ко­
ординатами (0,4/3) (случай 𝛽2 = 0). В этой точке происходит разрыв кривых и появляется
новая ветвь кривой 𝐹 = 𝐹 , уравнение которой имеет вид 𝐹 = 3/2𝜎. Эта прямая касается
границы в некоторой точке с абсциссой 𝜎 = 8/15.

На рис. (3.3) изображены области Циглера при 𝛽1 = 1.5, 𝛽2 = 1.0 (левый рисунок) и
𝛽1 = 1.5, 𝛽2 = 0 (правый рисунок). Зона Циглера расположена между сплошной кривой,
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задающей границу области устойчивости в отсутствие сил трения, и пунктирной кривой,
описиваемой равенством 𝐹 = 𝐹 .

Рис. 3.3. Области Циглера при разных значениях 𝛽1, 𝛽2

Заметим, что область Циглера максимальна в случае идеальности спиральной пружины
(𝛽2 = 0). Это неизбежно ведет в появлению паразитных автоколебаний, так как неустойчи­
вость в зонах Циглера слабая [2].

Итак, на основании Теоремы 3.1, имеем неустойчивость по Ляпунову при любых зна­
чениях малых коэффициентов трения 𝜀𝛽1, 𝜀𝛽2, если параметры 𝐹,𝜎 нарушают неравенство
(3.15). Неустойчивость по Ляпунову имеет место и в зонах Циглера (см. (3.23)), когда нера­
венство (3.15) выполняется. В остальной части пространства параметров малые силы трения
стабилизируют тривиальное равновесие, делая его асимптотически устойчивым.
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Заключение

В диссертационной работе исследовалась устойчивость неконсервативных механиче­
ских систем, находящихся под действием потенциальных, неконсервативных позиционных
сил, линейных и квадратичных диссипативных сил. В первой главе диссертации получены
условия устойчивости положения равновесия трехзвенной стержневой системы в отсутствие
диссипативных сил, при значения угла действия следящей силы 𝛼 = 0 (случай Циглера).
Эти условия устойчивости представлены в диссертаци в двух видах: аналитическом и графи­
ческом представлениях. Так же в работе для малого значения угла 𝛼 был получен эффект,
возникающий при изменении направления действия следящей силы, а именно чередование об­
ластей устойчивости и неустойчивости в на плоскости параметров системы при условии, что
следящая сила действует вдоль третьего стержня растягивая систему с небольшой попереч­
ной составляющей (𝛼 > 0, но мало). Данный эффект не является тривиальным и представля­
ет особый интерес для его дальнейшего исследования в аналогичных стержневых системах.

Во второй части первой главы диссертации с помощью метода возмущений получен
критерий асимптотической устойчивости положения равновесия и критерий существования
эффекта Циглера для трехзвенной стержневой системы при наличии малых сил трения. Кри­
терий сформулирован в предположении, что характеристический полином системы ∆(𝜇) не
содержит кратные положительные или нулевой корни. Таким образом, в рамках рассматри­
ваемой в диссертационной работе проблеме, открытыми остаются два вопроса:

1. Формулировка критерия асимптотической устойчивости и эффекта Циглера для
трехзвенной стержневой системы при любых значениях корней характеристического
полинома системы ∆(𝜇).

2. Построение критерия асимптотической устойчивости трехзвенной стержневой систе­
мы при наличии больших линейных диссипативных сил, т.е. исследовать влияние
больших сил трения на устойчивость положения равновесия стержневой системы.

Второй пункт из открытых задач можно решить, например, основываясь на результатах
иследования влияния больших сил трения на устойчивость двухзвенных стержневых систем,
представленных в работе [3].

Решение всех указанных выше задач позволяет расширить использование критерия
эффекта Циглера для проведения оценки устойчивости поперечных колебаний РН или за­
правочного шланга летательного аппарата, моделируемых трехзвенными стрежневыми си­
стемами при наличии линейных сил трения.

Во второй главе диссертации с помощью метода нормализации Хори-Кэмила и метода
усреднения исследовались малые колебания возмущенных уравнений движения неконсерва­
тивных механических систем с двумя степенями свободы в окрестности тривиального поло­
жения равновесия. Использование кубической диссипативной функции Рэлея специального
вида для квадратичных диссипативных сил позволило полностью провести анализ рассмат­
риваемых малых колебаний. В предположении, что квадратичные диссипативные силы дей­
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ствуют независимо вдоль осей главных координат, получены условия существования инвари­
антного тора в фазовом пространстве систем с двумя степенями свободы. Этими условиями
являются отрицательность произведений коэффициентов линейных и квадратичных дисси­
пативных сил 𝛽1𝑑30 < 0, 𝛽2𝑑03 < 0. Одним из направлений дальнейшего развития данной
задачи является получение явного вида усредненных уравнений движения для полной дис­
сипативной функции Рэлея. Предполагается, что инвариантный тор будет существовать и
для полной структуры кубической функции Рэлея.

Другим важным направлением в исследовании данной задачи является анализ малых
колебаний механических систем при наличии резонанса. В работе [2] представлены резуль­
таты исследования резонанса 1:2 для неконсервативных систем с двумя степенями свободы,
подверженных действию только линейных диссипативных сил. Основываясь на результатах
этой статьи, можно провести анализ малых колебаний в резонансном случае при наличии
квадратичных диссипативных сил.

В качестве примера, для испытания результатов, полученных во второй главе диссер­
тации, для частного случая кубической функции Рэлея разработана механическая система
с двумя степенями свободы, моделирующая движение лопасти винта на упругой втулке в
плоскости тяги. Получены условия устойчивости изолированного положения равновесия рас­
сматриваемой механической системы в линейном приближении в отсутствие сил трения. Так
же построены области асимптотической устойчивости и зоны дестабилизации (зоны Цигле­
ра) при наличие малых сил трения в системе. В дальнейшем, но уже вне рамок настоящей
диссертационной работы, будет проведен нелинейный анализ устойчивости рассматриваемой
модели, согласно результатам, представленным во второй главе настоящей диссертации.

Несмотря на то, что разработанная система является приближенной и дастаточно упро­
щенной моделью движения винта в плоскости тяги, результаты линейного и нелинейного
анализа устойчивости можно использовать для построения и сравнения результатов более
сложных моделей и систем, описывающих динамику винтов.
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