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Введение

Актуальность задачи. Последние десятилетия характеризуются бур­

ным развитием робототехнических систем. Одним из актуальных направлений

в этой области является разработка и создание мобильных роботов, которые мо­

гут использоваться для решения широкого круга задач. В частности, для осво­

ения космического пространства требуется создание автономных мобильных

устройств, которые могут работать в ближнем и дальнем космосе. Развитие ме­

дицины достигло такого уровня, на котором возможно применение мобильных

роботов как в диагностике, так и при лечении. Перспективным представляется

использование роботов в агрессивных средах, в ближайшем будущем мобиль­

ные роботы также могут иметь решающее значение для изучения и освоения

подводного мира. Таким образом, перед робототехникой ставятся новые амби­

циозные задачи [10], для решения которых необходимо проведение теоретиче­

ских исследований в данной области: построения адекватных математических

моделей роботов, их численный и аналитический анализ, поиск оптимального

управления движением мобильных устройств, и др.

Среди большого числа робототехнических устройств, можно выделить

класс устройств, движение которых осуществляется без участия внешних дви­

жетелей (колес, гусениц, ног, и т.д.). Такие устройства имеют значительные

преимущества перед мобильными системами других типов. Они просты в кон­

струировании, не требуется создания механизмов для передачи движения от

приводов к движетелям и могут быть выполнены в форме запаянных капсул.

Это делает их устойчивыми к внешним воздействиям, поэтому вибрационные

роботы могут оказаться весьма перспективными для работы в агрессивных сре­

дах как на твердых поверхностях, так и в жидкостях. В частности, они могут

использоваться для исследования космических тел и ремонта труднодоступных

для человека участков космических аппаратов. Кроме того, благодаря простоте
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конструкции, данный тип мобильных устройств легко поддается масштабирова­

нию, в частности, в сторону уменьшения размеров, что делает перспективным

их использование в медицине для проведения диагностических обследований

внутри тела человека и доставки медикамента точно к пораженному участку.

Применение мобильных роботов будет несомненно перспективным для ремонта

и профилактики инженерных систем, например инспекции технического состо­

яния тонких труб. Движение робота без внешних движетелей может осуществ­

ляться благодаря перемещению внутренних элементов под действием сил тре­

ния, возникающих при взаимодействии между системой и опорной плоскостью.

К системам, перемещение которых возможно без внешних движетелей от­

носятся многозвенные роботы, состоящие из двух и более элементов. Работы

[6, 43, 49, 52, 69, 71–73, 94, 97, 98] посвящены изучению динамики и поиску

оптимального управления данных систем. В частности, в статье [98] изучается

прямолинейное движение системы двух тел, связанных пружиной на шерохо­

ватой горизонтальной плоскости. В работе [73] получены оптимальные зако­

ны управления, которые максимизируют среднюю скорость основного тела. В

статье [6] рассматривается периодическое прямолинейное движение по горизон­

тальной шероховатой плоскости системы двух тел, управляемых изменением

силы взаимодействия между ними, получены условия, необходимые и достаточ­

ные для возможности безреверсного движения системы, при котором ни одно

из тел не меняет направления своего движения.

Частным случаем многозвенных механических систем являются системы,

в которых одно или несколько тел не взаимодействуют с внешней средой, то есть

являются внутренними по отношению к основному телу (корпусу). Строгое тео­

ретическое исследование задач динамики и оптимального управления движени­

ем механических систем, состоящих из корпуса (несущего тела) и внутренних

подвижных масс, было начато в работах [53] и [54]. Статья [1] посвящена иссле­

дованию движения неоднородного цилиндра перемещающегося по шероховатой
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плоскости за счет перемещения внутренней массы. В работе [33] рассматрива­

ется динамика сфероробота, проводящегося в движение расположенной внутри

платформой с омниколесами. Исследовались также движения несущего тела

при наличии вязкого трения [46] и по наклонной плоскости [47, 48]. В рабо­

те [20, 60] представлена математическая модель плавающего робота, переме­

щающегося по криволинейной траектории в жидкой среде за счет движения

двух внутренних масс и внешней силы вязкого сопротивления. В серии тру­

дов [16–19, 84, 92] на основе совместного численного решения уравнений На­

вье–Стокса и уравнений движения проведено исследование характеристик дви­

жения твердого тела с переменным распределением внутренних масс в вязкой

жидкости. В статье [41] также представлены численные исследования выявив­

шие определяющее влияние вязких сил и моментов на траекторию движения те­

ла. Работа [34] посвящена исследованию движения твердого тела и находящейся

внутри тела материальной точки в безграничном объеме идеальной жидкости,

совершающей безвихревое движение и покоящейся на бесконечности.

В [32, 44, 45, 55, 76, 87, 88, 96] представлены результаты исследования дву­

мерного движения. В частности, исследованы вращательные движения корпуса

относительно центра масс в результате поворота горизонтального диска внутри

устройства, или движения двух точечных масс в противофазе. Во втором слу­

чае численно определены оптимальные параметры закона управления массами,

доставляющие средней угловой скорости корпуса максимум в установившемся

режиме поворота. Кроме того изучены способы перемещения несущего тела из

исходного положения в заданное. В работах [2, 35, 42], рассматривается дви­

жение корпуса с отрывом от горизонтальной поверхности, в частности, в [2]

представлен анализ безударных прыжков тела, несущего две подвижные мас­

сы, по горизонтальной плоскости, а в [35] получены уравнения, описывающие

движение системы в фазе полета. Работа [42] посвящена рассмотрению вопросов

составления алгоритма решения дифференциальных уравнений, описывающих
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динамику движения мобильной двухмассовой механической системы, движу­

щейся с отрывом от опорной поверхности.

Ряд работ посвящён анализу динамики и построению оптимального управ­

ления двухмассовой системой, состоящей из твёрдого тела и материальной точ­

ки, перемещающейся внутри тела по некоторой траектории. В [5] исследовалась

динамика несущего тела в предположении, что внутренняя масса перемеща­

ется внутри него в вертикальной плоскости прямолинейно, а координаты её

относительного движения меняются по гармоническому закону. В [79] иссле­

довались режимы движения несущего тела, при которых оно совершает оста­

новки, покоится в течении конечного интервала времени, а затем продолжает

скольжение по горизонтальной плоскости, проведен анализ бифуркации указан­

ных режимов. Построению оптимального управления движением корпуса при

прямолинейном относительном движении внутренней массы посвящены работы

[7, 8, 11–13, 29, 74, 75]. В частности, в [9, 13, 29] получены оптимальные пери­

одические движения внутренних тел, при которых периодическое по скорости

движение корпуса робота относительно среды происходит с максимальной сред­

ней скоростью для широкого класса законов сопротивления среды движению

корпуса. В [9, 13], в частности, рассмотрены три типа законов сопротивления

движению корпуса робота в среде: кусочно-линейное трение, квадратичное тре­

ние и сухое кулоново трение. В работах [12, 75] определены оптимальные пара­

метры относительного движения, при которых достигается максимальная сред­

няя скорость движения тела в случае наличия сухого трения между корпусом

и поверхностью и с учетом ограничений, наложенных на смещение, скорость

и ускорение относительного движения подвижной массы. Исследование систе­

мы, состоящего из корпуса и внутреннего тела, которое может перемещаться

относительно корпуса вдоль прямолинейной направляющей и соединено с кор­

пусом пружиной было проведено в [7, 11]. В серии статей [77, 78] рассматривает­

ся прямолинейное движение вибрационно-механической системы, состоящей из
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двух идентичных модулей, соединенных упругим элементом. Каждый модуль

состоит из основного тела и внутренней массы, которая может перемещаться

внутри основного корпуса. Исследуется стационарное движение системы в це­

лом.Работа [30] посвящена задаче об оптимальном по быстродействию тормо­

жении вращений свободного твердого тела, содержащего вязкоупругий элемент,

моделируемый подвижной точечной массой.

Задачи оптимального управления движением корпуса в случае кругово­

го относительного движения внутренней массы при некоторых ограничениях,

наложенных на ее ускорение, рассматривались в [23–26, 56, 81]. В [57] постро­

ены траектории относительного движения внутренней массы, обеспечивающие

оптимальное управление корпусом.

Работы [4, 14, 15, 36, 70] посвящены качению и скольжению твердых тел

за счет перемещения внутренних элементов по шероховатой поверхности. В

частности, в [14, 36] исследуется динамика шара Чаплыгина и вопросы поис­

ка оптимального управления внутренними элементами системы. В [4, 15, 70]

рассматривается движение саней Чаплыгина, движущихся за счет перемеще­

ния внутренних масс.

Прикладным задачам динамики, математического моделирования движе­

ния, а также вопросам конструирования мобильных роботов, способных пере­

двигаться по поверхности благодаря перемещению внутренних масс посвящено

много работ [21, 22, 27, 28, 58, 61–65, 89–91, 93, 95]. В работе [59], в частности,

разработана математическая модель движения вибрационного робота по вер­

тикальной металлической поверхности за счет переменного прижатия корпуса

к поверхности с помощью электромагнита и вращения встроенных дебаланс­

ных масс. Труды [80, 82, 83, 85, 86] посвящены капсульным роботам - классу

мобильных систем с вибрационным возбуждением, которые представляют со­

бой систему твердых тел, взаимодействующих в общем случае между собой и

с внешней средой и совершающих колебательные движения друг относительно
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друга.

В данной диссертационной работе рассматривается движение механиче­

ской системы, состоящей из твердого тела (корпуса) и материальной точки,

движущейся внутри него по окружности, центр которой совпадает с центром

масс тела, причем угловая скорость радиуса-вектора точки, задающего ее отно­

сительное движение, постоянна. Предполагается, что тело находится на плос­

кой горизонтальной поверхности, сила трения между корпусом и поверхностью

описывается комбинированной моделью сухого кулонова и вязкого трения.

Целью данной диссертационной работы является полное качественное ис­

следование динамики описанной выше механической системы при всех допусти­

мых значениях параметров и начальных условий.

В первой главе описана математическая модель рассматриваемой механи­

ческой системы и получены уравнения движения. Рассмотрен случай движения

корпуса с нулевой начальной скоростью. Установлено, что в зависимости от

значений параметров задачи корпус может либо совершать периодическое воз­

вратно-поступательное движение, либо двигаться с периодически меняющейся

скоростью, либо его движение будет асимптотически приближаться к движе­

нию с периодически меняющейся скоростью. На плоскости параметров задачи

определены области, для которых характерны качественно различные режимы

движения, аналитически получены выражения, определяющие границы этих

областей. Результаты, полученные в главе 1 опубликованы в [3, 37, 38, 67]

Во второй главе проведено качественное исследование движения корпуса

с произвольной начальной скоростью в случае, когда между корпусом и поверх­

ностью действует сила сухого кулонова трения, а сила вязкого трения отсутсву­

ет. На основе подробного анализа поведения интегральных кривых уравнения

движения установлено, что при любой начальной скорости корпус выходит на

некоторый периодический режим. В зависимости от значений параметров вы­

ход на периодический режим движения возможен либо в течение конечного
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промежутка времени, либо он имеет асимптотический характер. Результаты,

полученные в главе 2 опубликованы в [39, 66, 68]

В третьей главе рассмотрен случай движения с произвольной начальной

скоростью в случае, когда между корпусом и поверхность действует как сила

сухого кулонова трения, так и сила вязкого трения. Показано, что в этом слу­

чае как и при отсутствии вязкого трения движение имеет предельный харак­

тер, т.е. всегда корпус переходит в периодический режим движения. Характер

выхода на периодический режим движения зависит от параметров задачи и мо­

жет иметь либо асимптотический характер, либо осуществляться за конечный

интервал времени. Для всех качественно различных типов движения корпуса

построены, соответсвующие им плоскости интегральных кривых. Результаты,

полученные в главе 3 опубликованы в [40]

Основные результаты данной диссертационной работы докладывались на

научных семинарах, российских и международных конференциях, а также были

опубликованы в научных журналах, рекомендованных ВАК [3, 40, 66–68]
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Глава 1

Исследование динамики корпуса в случае

нулевой начальной скорости

1.1. Уравнения движения

Рассмотрим механическую систему, состоящую из корпуса – твердого тела

массой 𝑀 , находящегося на горизонтальной шероховатой плоскости, и внут­

ренней массы – материальной точки массой 𝑚, движущейся внутри тела по

окружности радиуса 𝑅, центр которой совпадает с центром масс корпуса. Во

все время движения внутренняя масса с внешней средой не взаимодействует, а

угловая скорость 𝜔 радиуса-вектора, задающего положение внутренней массы

относительно корпуса, постоянна.

Рис. 1. Механическая система

Движение системы будем рассматривать в вертикальной плоскости, в ко­
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торой введем абсолютную систему координат 𝑂𝑥𝑦; 𝑥, 𝑦 – координаты центра

масс 𝑂1 корпуса в этой системе. С корпусом жестко свяжем подвижную систе­

му координат 𝑂1𝜉𝜂 (Рис. 1). Между корпусом и плоскостью опоры действуют

силы сухого (кулонова) и вязкого трения; 𝑘 – коэффициент сухого трения, 𝜈

– коэффициент вязкого трения. Положение внутренней массы в системе 𝑂1𝜉𝜂

задается углом 𝜑, а ее координаты изменяются по закону

𝜉 = 𝑅 sin(𝜔𝑡+ 𝜑0), 𝜂 = −𝑅 cos(𝜔𝑡+ 𝜑0), (1.1)

где 𝜑0 – значение угла 𝜑 при 𝑡 = 0. Мы предполагаем, что параметры системы

выбраны так, что в момент начала движения и после него корпус движется

поступательно без отрыва от горизонтальной плоскости. Тогда положение кор­

пуса полностью задается координатами его центра масс, а уравнения движения

запишутся следующим образом

𝑀𝑥̈+𝑚(𝑥̈+ 𝜉) = 𝐹𝑐 − 𝑥̇𝜈,

𝑀𝑦 +𝑚(𝑦 + 𝜂) = −(𝑀 +𝑚)𝑔 +𝑁.
(1.2)

При этом координаты 𝜉, 𝜂 внутренней массы в подвижной системе задаются

формулами (1.1). Модель сухого трения можно записать так [31]

𝐹𝑐 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−𝑘𝑁sign 𝑥̇, если 𝑥̇ ̸= 0,

𝑚𝜉, если 𝑥̇ = 0 и |𝑚𝜉| ≤ 𝑘𝑁 ,

𝑘𝑁sign(𝑚𝜉), если 𝑥̇ = 0 и |𝑚𝜉| > 𝑘𝑁 .

(1.3)

Будем считать, что в момент времени 𝑡 = 0 корпус находится в покое, а внут­

ренняя масса занимает свое нижнее положение на вертикальной оси 𝑂1𝜂, т.е. в

(1.1) далее полагаем 𝜑0 = 0, тогда подставляя (1.1) в (1.2) имеем

𝑀𝑥̈+𝑚(𝑥̈−𝑅𝜔2 sin𝜔𝑡) = 𝐹𝑐 − 𝑥̇𝜈,

𝑀𝑦 +𝑚(𝑦 +𝑅𝜔2 cos𝜔𝑡) = −(𝑀 +𝑚)𝑔 +𝑁.
(1.4)
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Введем безразмерные координаты 𝑥′, 𝑦′ и время 𝑡′

𝑥 =
𝑅𝑚𝑥′

𝑀 +𝑚
, 𝑦 =

𝑅𝑚𝑦′

𝑀 +𝑚
, 𝑡 =

𝑡′

𝜔
. (1.5)

Отметим, что новое время 𝑡′ играет роль угловой координаты, определяющей

положение внутренней массы на окружности.

Сохраняя для новых (безразмерных) координат и времени прежние обо­

значения и учитывая (1.1), перепишем уравнения (1.4) в виде

𝑥̈− sin 𝑡 = 𝑓𝑐 − 𝛼𝑥̇,

𝑦 + cos 𝑡 = −𝜇+ 𝑛,
(1.6)

где безразмерные параметры 𝜇 и 𝛼 введены по формулам

𝜇 =
(𝑀 +𝑚)𝑔

𝑅𝑚𝜔2
, 𝛼 =

𝜈

(𝑀 +𝑚)𝜔
. (1.7)

Через 𝑓𝑐 и 𝑛 обозначены величины

𝑓𝑐 =
𝐹𝑐

𝑅𝑚𝜔2
, 𝑛 =

𝑁

𝑅𝑚𝜔2
. (1.8)

Далее, будем рассматривать поступательное движение корпуса по горизон­

тальной плоскости. Предположим, что выполняются два условия:

1. Корпус может начать движение из состояния покоя.

2. Корпус будет двигаться без отрыва от горизонтальной плоскости.

Тогда положив 𝑢 = 𝑥̇, приходим к следующему уравнению, описывающему

движение корпуса по горизонтальной плоскости без отрыва

𝑢̇ = sin 𝑡+ 𝑓𝑐 − 𝛼𝑢. (1.9)

Указанные выше условия накладывают ограничения на параметры зада­

чи. Действительно, первое условие будет выполнено, если существует такой мо­

мент времени, что горизонтальная составляющая силы инерции, приложенная
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к внутренней массе, равна по абсолютной величине предельному значению силы

сухого трения, т.е. если уравнение

sin 𝑡 = ±𝑘(𝜇+ cos 𝑡) (1.10)

имеет решения. Нетрудно показать, что последнее возможно лишь при выпол­

нении неравенства

𝑘2 <
1

𝜇2 − 1
. (1.11)

Для выполнения второго условия необходимо, чтобы во время движения

вертикальная составляющая силы инерции, приложенная к внутренней массе,

по абсолютной величине не превосходила силы тяжести, приложенной в центре

масс системы. Для этого нужно потребовать, чтобы уравнение

𝜇+ cos 𝑡 = 0 (1.12)

не имело решений, т.е. положить 𝜇 > 1.

Найдем корни уравнения (1.10) на интервале 𝑡 ∈ (0, 2𝜋), для этого приме­

ним формулы двойного угла и преобразуем (1.10) к следующему эквивалентно­

му виду

𝑘(𝜇− 1)tg2
(︂
𝑡

2

)︂
− 2tg

(︂
𝑡

2

)︂
+ 𝑘(𝜇+ 1) = 0. (1.13)

Полученное уравнение (1.13) имеет следующие корни

𝑡1 = 2arctg

(︃
1−

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘(𝜇− 1)

)︃
,

𝑡2 = 2arctg

(︃
1 +

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘(𝜇− 1)

)︃
,

𝑡3 = 2𝜋 − 𝑡2, 𝑡4 = 2𝜋 − 𝑡1.

(1.14)

Моменты времени 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4) являются граничными точками интерва­

лов (𝑡2, 𝑡3) и (𝑡4, 𝑡1), на которых ускорение тела противоположно направлению
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Рис. 2. Зоны замедления

скорости или равно нулю. При прохождении первого из указанных интервалов

внутренняя масса находится в верхней части траектории движения, при прохож­

дении второго – в нижней части. Указанные интервалы назовем соответственно

верхней и нижней зонами замедления (Рис. 2). Зоны замедления играют важ­

ную роль для анализа характера движения корпуса. В частности, если корпус

остановится в момент прохождения внутренней массой зоны замедления, то он

будет оставаться в покое до тех пор, пока она не покинет зону замедления.

Такое явление называют залипанием корпуса.

Далее в качестве начального момента времени примем момент 𝑡 = 𝑡1. Как

будет показано ниже, для исследования общего характера движения рассмат­

риваемой механической системы существенную роль играют результаты анали­

за движения корпуса при нулевой начальной скорости. Поэтому в следующем

параграфе мы отдельно остановимся на исследовании этого важного частного

случая.
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1.2. Движение при отсутствии вязкого трения

В данном параграфе будем полагать, что в начальный момент времени

корпус находится в состоянии покоя, т.е. 𝑢(𝑡1) = 0, а вязкое трение в системе

отсутствует 𝛼 = 0. Тогда уравнение (1.9) примет вид

𝑢̇ = sin 𝑡+ 𝑓𝑐. (1.15)

В частности, движение в положительном направлении будет описываться урав­

нением

𝑢̇ = sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡), (1.16)

а в отрицательном

𝑢̇ = sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡). (1.17)

В зависимости от значений параметров задачи движение корпуса может

иметь качественно различный характер. Далее мы подробно рассмотрим каж­

дый из возможных режимов движения.

1.2.1. Движение с залипанием в верхней и в нижней зонах

замедления

Пусть первая остановка корпуса происходит в некоторый момент време­

ни 𝑡1 + Δ𝑡𝐼*. Поскольку на интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + Δ𝑡𝐼*) скорость корпуса

не меняет знака и является положительной, то движение корпуса на данном

интервале будет описываться уравнением (1.16). Если корпус не остановится

при прохождении верхней зоны замедления, то его скорость сохранит положи­

тельное значение, т.е. будет выполняться неравенство 𝑢(𝑡3) > 0. Интегрируя

уравнение (1.16) с начальным условием 𝑢(𝑡1) = 0 последнее неравенство можно
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записать в виде

𝑡3∫
𝑡1

[sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡 > 0. (1.18)

Если же на интервале (𝑡2, 𝑡3) произойдет остановка корпуса, то будет выполнять­

ся неравенство противоположное неравенству (1.18). Это неравенство является

необходимым и достаточным условием залипания в верхней зоне замедления и

имеет следующий явный вид

−(cos 𝑡3 − cos 𝑡1)− 𝑘𝜇(𝑡3 − 𝑡1)− 𝑘(sin 𝑡3 − sin 𝑡1) 6 0. (1.19)

Учитывая, что 𝑡3 = 2𝜋 − 𝑡2, неравенство (1.19) можно переписать так

cos 𝑡1 − cos 𝑡2 + 𝑘𝜇(𝑡1 + 𝑡2 − 2𝜋) + 𝑘(sin 𝑡1 + sin 𝑡2) 6 0. (1.20)

В предельной ситуации, когда неравенство (1.20) обращается в равенство, пара­

метры задачи 𝑘 и 𝜇, таковы, что 𝑢(𝑡3) = 0. В этом случае корпус остановится

в момент времени 𝑡3, когда внутренняя масса проходит левую границу верхней

зоны замедления. Равенство (1.20) можно переписать в более удобной форме не

содержащей 𝑡1 и 𝑡2. Для этого введем обозначения

𝑎1 = tg2
𝑡1
2
; 𝑎2 = tg2

𝑡2
2
. (1.21)

И, используя формулы

cos 𝑡𝑖 =
1− tg2 𝑡𝑖2
1 + tg2 𝑡𝑖2

, sin 𝑡𝑖 =
2tg2 𝑡𝑖2

1 + tg2 𝑡𝑖2
, (𝑖 = 1, 2) (1.22)

вычислим

cos 𝑡1 − cos 𝑡2 =
2(𝑎22 − 𝑎21)

(1− 𝑎1𝑎2)2 + (𝑎1 + 𝑎2)2
,

sin 𝑡1 + sin 𝑡2 =
2(𝑎1 + 𝑎2)(1 + 𝑎1𝑎2)

(1− 𝑎1𝑎2)2 + (𝑎1 + 𝑎2)2
.

(1.23)
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Величины 𝑎1 и 𝑎2 являются корнями уравнения (1.13), поэтому по теореме Ви­

ета имеем

𝑎1 + 𝑎2 =
2

𝑘(𝜇− 1)
,

𝑎1𝑎2 =
𝜇+ 1

𝜇− 1
.

(1.24)

Кроме того из (1.24) нетрудно получить

𝑎2 − 𝑎1 =
2
√︀

1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘(𝜇− 1)
,

1 + 𝑎1𝑎2 =
2𝜇

𝜇− 1
, 1− 𝑎1𝑎2 =

−2

𝜇− 1
.

(1.25)

Подставив теперь (1.24) и (1.25) в (1.23), имеем

cos 𝑡1 − cos 𝑡2 =
2
√︀

1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘2 + 1
,

sin 𝑡1 + sin 𝑡2 =
2𝜇𝑘

𝑘2 + 1
.

(1.26)

Поскольку 𝑎1 > 0 и 𝑎2 > 0, то имеет место тождество

arctg𝑎1 + arctg𝑎2 = arcctg
1− 𝑎1𝑎2
𝑎1 + 𝑎2

. (1.27)

Используя (1.27), нетрудно показать, что

𝑡1 + 𝑡2 = 2𝜋 − 2arcctg𝑘. (1.28)

Подставив (1.26) и (1.28) в (1.20) имеем следующее неравенство

−arcctg𝑘 +

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 𝜇𝑘2

𝜇𝑘(𝑘2 + 1)
6 0. (1.29)

Неравенство (1.29), вместе с неравенством 𝜇 > 1 и неравенством (1.11), опреде­

ляет в плоскости 𝑘, 𝜇 область I (Рис. 3). Если параметры задачи 𝑘 и 𝜇 лежат в

этой области, то имеет место остановка и залипание корпуса при прохождении

внутренней массой верхней зоны замедления.
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Рис. 3. Области возможных режимов движения

Исследуем характер движения корпуса в области I. В момент времени 𝑡1

корпус начинает движение и, перемещаясь в положительном направлении оси

𝑂𝑥, остановится в некоторый момент времени 𝑡1 + Δ𝑡𝐼*. Движение корпуса на

интервале времени от 𝑡1 до 𝑡1 + Δ𝑡𝐼* описывается уравнением (1.16). На интер­

вале времени от 𝑡1 +Δ𝑡𝐼* до 𝑡3 корпус будет находиться в покое, а затем начнет

движение в противоположном (отрицательном) направлении. С момента вре­

мени 𝑡3 до следующей остановки движение корпуса описывается уравнением

(1.17). Покажем, что для значений параметров из области I движение корпуса

в положительном и отрицательном направлениях происходит в течении равных

промежутков времени. Более того, перемещения корпуса в положительном и

отрицательном направлениях равны по абсолютной величине. Действительно,

заметим сначала, что имеет место тождество

cos 𝑡1 + 𝑘 sin 𝑡1 = −(cos 𝑡2 + 𝑘 sin 𝑡2) =
√︀

1− 𝑘2(𝜇2 − 1), (1.30)

которое можно доказать на основании формул (1.22)-(1.26). Используя тожде­

ство (1.30), нетрудно показать, что для произвольного 𝜏 выполняется равенство

sin(𝑡1 + 𝜏)− 𝑘(𝜇+ cos(𝑡1 + 𝜏)) = − sin(𝑡3 + 𝜏)− 𝑘(𝜇+ cos(𝑡3 + 𝜏)). (1.31)
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Учитывая равенство (1.31) и сравнивая уравнения (1.16) и (1.17), приходим к

равенству

𝑢̇(𝑡1 + 𝜏) = −𝑢̇(𝑡3 + 𝜏). (1.32)

Отметим, что равенство (1.32) выполняется только в том случае, если величины

𝑢(𝑡1 + 𝜏) и 𝑢(𝑡3 + 𝜏) имеют противоположные знаки или одновременно обраща­

ются в ноль. При движении с остановкой в верхней зоне замедления это имеет

место при 𝜏 ∈ [0, 𝑡3 − 𝑡1]. Интегрируя по 𝜏 левую и правую часть равенства

(1.32) с начальными условиями 𝑢(𝑡1) = 𝑢(𝑡3) = 0, имеем

𝑢(𝑡1 + 𝜏) = −𝑢(𝑡3 + 𝜏). (1.33)

В частности, из равенства (1.33) следует, что 𝑢(𝑡3+Δ𝑡𝐼*) = −𝑢(𝑡1+Δ𝑡𝐼*) = 0. Это

означает, что при 𝑡 = 𝑡3+Δ𝑡𝐼* корпус остановится, т.е. как в положительном, так

и в отрицательном направлении корпус движется в течение одного и того же

периода времени Δ𝑡𝐼*. Величина Δ𝑡𝐼* определяется из уравнения 𝑢(𝑡1+Δ𝑡𝐼*) = 0,

которое имеет следующий явный вид

(cos 𝑡1 + 𝑘 sin 𝑡1)(1− cosΔ𝑡𝐼*) + 𝑘𝜇(sinΔ𝑡𝐼* −Δ𝑡𝐼*) = 0. (1.34)

С учетом (1.30) последнее уравнение можно переписать так

Δ𝑡𝐼* − sinΔ𝑡𝐼*
1− cosΔ𝑡𝐼*

=

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘𝜇
. (1.35)

В момент остановки корпуса внутренняя масса будет находиться нижней зоне

замедления, поэтому на интервале времени от 𝑡3 +Δ𝑡𝐼* до 𝑡1 + 2𝜋 корпус будет

находиться в покое. Поскольку 𝑢 = 𝑥̇, то интегрируя обе части равенства (1.33)

по 𝜏 на интервале времени от 0 до Δ𝑡𝐼* имеем

𝑥(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*)− 𝑥(𝑡1) = −𝑥(𝑡3 +Δ𝑡𝐼*) + 𝑥(𝑡3). (1.36)
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Последнее равенство означает, что перемещения корпуса в положительном и

отрицательном направлениях равны по абсолютной величине. Таким образом,

для значений параметров из области I корпус совершает 2𝜋-периодическое воз­

вратно-поступательное движение.

1.2.2. Движение с залипанием только в нижней зоне замедления

Выше было показано, что если корпус остановится при прохождении внут­

ренней массой верхней зоны замедления, то он также остановится и при прохож­

дении ею нижней зоны замедления. Пусть теперь условие (1.29) не выполнено,

т.е. имеет место неравенство

−arcctg𝑘 +

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 𝜇𝑘2

𝜇𝑘(𝑘2 + 1)
> 0. (1.37)

В этом случае корпус остановится в некоторый момент времени 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼* , т.е.

уже после того как внутренняя масса пройдет верхнюю зону замедления. При

этом будет выполняться неравенство 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* < 𝑡4, которое означает, что оста­

новка корпуса произойдет еще до попадания внутренней массы в нижнюю зо­

ну замедления. Это нетрудно доказать от противного. Действительно, пусть

𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* > 𝑡4, тогда 𝑢(𝑡4) > 0. С другой стороны, интегрируя уравнение (1.16)

на интервале (𝑡1, 𝑡4) и учитывая, что 𝜇 > 1, имеем

𝑢(𝑡4) =

𝑡4∫
𝑡1

[sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡 = −𝑘
𝑡4∫
𝑡1

(𝜇+ cos 𝑡)𝑑𝑡 < 0. (1.38)

Таким образом, если корпус не остановится при прохождении внутренней

массой верхней зоны замедления, то остановка обязательно произойдет на ин­

тервале времени (𝑡3, 𝑡4). Величина Δ𝑡𝐼𝐼* определяется из уравнения

cos 𝑡1 − cos(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* )− 𝑘𝜇(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* − 𝑡1)− 𝑘(sin(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* )− sin 𝑡1) = 0.

(1.39)
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При 𝑡 = 𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* корпус остановится, а затем, изменив направление движе­

ния, начнет перемещаться в отрицательном направлении до новой остановки.

Выясним, при каких условиях на параметры задачи 𝑘 и 𝜇 эта остановка про­

изойдет на интервале прохождения внутренней массой нижней зоны замедле­

ния. От момента времени 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* до новой остановки корпус будет двигаться

с отрицательной скоростью, величина которой определяется в результате реше­

ния уравнения (1.17) с начальным условием 𝑢(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* ) = 0, т.е.

𝑢(𝑡) =

𝑡∫
𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*

[sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡. (1.40)

В момент времени 𝑡4 величина 𝑢(𝑡) достигнет своего минимального значения, а

затем будет монотонно возрастать. Следовательно, для того чтобы выражение

(1.40) обратилось в ноль на интервале (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋), необходимо и достаточно,

чтобы при 𝑡1 + 2𝜋 это выражение было неотрицательным, т.е. было выполнено

неравенство

𝑡1+2𝜋∫
𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*

[sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡 > 0. (1.41)

При выполнении неравенства (1.41) корпус остановится в некоторый момент

времени 𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼** на интервале (𝑡4, 𝑡1+2𝜋) при прохождении внутренней массой

нижней зоны замедления и будет оставаться в покое до момента времени 𝑡1+2𝜋,

после чего снова начнет движение в положительном направлении. Учитывая

(1.39), неравенство (1.41) можно переписать в следующей эквивалентной форме

cos 𝑡1 + cos

[︃
𝑡1 +

sin 𝑡1 +
√︀

1− (cos 𝑡1 − 𝜋𝑘𝜇)2

𝜇

]︃
6 𝜋𝑘𝜇, (1.42)

где величина 𝑡1 определяется по формуле (1.14).

Неравенства (1.37) и (1.42) определяют в плоскости 𝑘, 𝜇 область II (Рис.

3). Если параметры 𝑘 и 𝜇 принадлежат этой области, то, в момент времени
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𝑡1 корпус начнет движение в положительном направлении, пройдет без оста­

новки верхнюю зону замедления и остановится в некоторый момент времени

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* ∈ [𝑡3, 𝑡4]. Затем корпус изменит направление движения и будет переме­

щаться до новой остановки, которая произойдет в некоторый момент времени

(𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**) на интервале [𝑡4, 𝑡1+2𝜋], когда внутренняя масса будет находиться в

нижней зоне замедления. После остановки корпус будет оставаться в покое до

момента времени 𝑡1+2𝜋. В момент времени 𝑡1+2𝜋 корпус вновь начнет переме­

щаться в положительном направлении и все описанные выше этапы движения

повторятся. Это означает, что при значениях параметров из области II корпус

будет совершать движение с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью.

Покажем теперь, что за один период корпус совершает перемещение в

положительном направлении. Заметим сначала, что, как и при движении с

остановкой в верхней зоне замедления, в рассматриваемом случае имеет ме­

сто равенство (1.32), которое выполняется, если величины 𝑢(𝑡1 + 𝜏) и 𝑢(𝑡3 + 𝜏)

имеют противоположные знаки или одновременно обращаются в ноль. Нетруд­

но заметить, что для выполнения указанного условия необходимо положить

𝜏 > Δ𝑡𝐼𝐼* . Интегрируя по 𝜏 левую и правую часть равенства (1.32) и учитывая,

что 𝑢(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* ) = 0, имеем

𝑢(𝑡1 + 𝜏) = −𝑢(𝑡3 + 𝜏) + 𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* ) (1.43)

Из (1.43), в частности, следует, что 𝑢(𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**) = 𝑢(𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼* ) > 0. Это означает,

что 𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼** < 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* . Таким образом, Δ𝑡𝐼𝐼** −Δ𝑡𝐼𝐼* < Δ𝑡𝐼𝐼** < 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* − 𝑡1,

т.е. время движения корпуса в положительном направлении превосходит время

движения корпуса в отрицательном направлении. Вычислим теперь перемеще­

ние корпуса на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋]. Учитывая, что на интервале времени
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[𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼**, 𝑡1 + 2𝜋] корпус находится в покое, имеем

𝑥(𝑡1 + 2𝜋)− 𝑥(𝑡1) =

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 (1.44)

Используя равенство (1.43), выражение (1.44) можно переписать в виде

𝑥(𝑡1 + 2𝜋)− 𝑥(𝑡1) =

𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* )(Δ𝑡𝐼𝐼** −Δ𝑡𝐼𝐼* )

(1.45)

Поскольку величина 𝑢(𝑡) на интервалах времени [𝑡1, 𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* ] и [𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼**, 𝑡3 +

Δ𝑡𝐼𝐼* ] принимает только положительные значения (корпус движется в положи­

тельном направлении), то правая часть выражения (1.45) положительна.

Таким образом, в области II залипание корпуса происходит только при про­

хождении материальной точкой нижней зоны замедления, при этом скорость

корпуса меняется 2𝜋-периодически и за каждый период перемещение корпуса

будет положительным.

Отметим, что при движении в положительном направлении скорость кор­

пуса принимает наибольшее значение при 𝑡 = 𝑡2. Вычисления показали, что

𝑢(𝑡2) = 2
√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)− 2𝑘𝜇arcctg(

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘𝜇
). (1.46)

При движении в отрицательном направлении модуль скорости корпуса будет

наибольшим при 𝑡 = 𝑡4. Можно показать, что

𝑢(𝑡4) = 2 cos(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* )− 2
√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 2𝑘𝜇(𝜋 − 𝑡1). (1.47)

1.2.3. Движение без залипания

Если неравенство (1.42) выполняется с противоположным знаком, т.е. вы­

полняется условие

cos 𝑡1 + cos

[︃
𝑡1 +

sin 𝑡1 +
√︀
1− (cos 𝑡1 − 𝜋𝑘𝜇)2

𝜇

]︃
> 𝜋𝑘𝜇 (1.48)
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то тело не остановится ни в нижней, ни в верхней зонах замедления, поэтому

в этом случае корпус будет двигаться без залипания. В плоскости параметров

𝑘 и 𝜇 неравенство (1.48) определяет область III (см. Рис. 3). Для значений

параметров из области III движение не будет периодическим. В следующей

главе будет строго аналитически доказано, что это движение носит предельный

характер асимптотически приближаясь к некоторому режиму движения без

интервалов залипания с периодически меняющейся скоростью.

В рассматриваемом случае корпус за период времени равный 2𝜋 дважды

меняет направление движения на противоположное. Изменение направления

движения с положительного на отрицательное происходит в моменты времени

2𝜋𝑛+𝑡
(𝑛)
* , а с отрицательного на положительное – в моменты времени 2𝜋𝑛+𝑡

(𝑛)
** ,

𝑛 = 0, 1, 2, . . . . При заданных 𝑘 и 𝜇 величины 𝑡
(𝑛)
* и 𝑡(𝑛)** могут быть определены

численно путем последовательного решения систем уравнений.

cos 𝑡(𝑛)* − cos 𝑡(𝑛)** + 𝑘𝜇(𝑡(𝑛)* − 𝑡(𝑛)** ) + 𝑘(sin 𝑡(𝑛)* − sin 𝑡(𝑛)** ) = 0,

cos 𝑡(𝑛)** − cos 𝑡(𝑛+1)
* + 𝑘𝜇(𝑡(𝑛+1)

* − 𝑡(𝑛)** ) + 𝑘(sin 𝑡(𝑛+1)
* − sin 𝑡(𝑛)** ) = 0,

𝑛 = 0, 1, 2, ...

(1.49)

При этом следует положить 𝑡
(0)
* = 𝑡1 , где величина 𝑡1 определяется по фор­

муле (1.14). В предельном периодическом режиме движения скорость корпу­

са изменяется 2𝜋-периодически таким образом, что на интервалах времени

[2𝜋𝑛+ 𝑡*, 2𝜋𝑛+ 𝑡**],(𝑛 = 0, 1, 2, . . . ) корпус движется в положительном направ­

лении, а на интервалах времени [2𝜋𝑛 + 𝑡**, 2𝜋𝑛 + 𝑡*] – в отрицательном, при

этом за один период перемещение корпуса будет положительным. Выражения

для вычисления 𝑡* и 𝑡** приведены в главе 2 (см. формулы (2.25)).
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1.3. Движение корпуса при наличии сухого и вязкого

трения

Теперь рассмотрим случай, когда между корпусом и поверхностью дей­

ствуют как сила сухого, так и сила вязкого трения 𝛼 ̸= 0. При движении в

положительном направлении уравнение движения (1.9) примет вид

𝑢̇+ 𝛼𝑢 = sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡), (1.50)

а в отрицательном

𝑢̇+ 𝛼𝑢 = sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡). (1.51)

Как и в случае отсутствия в системе вязкого трения, полагая, что в началь­

ный момент времени скорость корпуса была равна нулю будем классифициро­

вать типы движения в зависимости от поведения корпуса в зонах замедления.

Далее для указания моментов остановок корпуса будем использовать те же обо­

значения, что и в параграфе 1.2.

1.3.1. Движение с залипанием в верхней и нижней зонах замедления

Найдем условие остановки корпуса в верхней зоне замедления. Пусть эта

остановка происходит в некоторый момент времени 𝑡1+Δ𝑡𝐼* ∈ (𝑡2, 𝑡3). Поскольку

функция 𝑢(𝑡), полученная как решение уравнения (1.50), убывает на всем интер­

вале (𝑡2, 𝑡3], то для того, чтобы она обращалась в ноль на указанном интервале,

ее значение на его правой границе 𝑡 = 𝑡3 должно быть либо отрицательным,

либо обращаться в ноль, т.е. для остановки корпуса на интервале (𝑡2, 𝑡3] необхо­

димо выполнение неравенства

𝑒−𝛼𝑡3

𝑡3∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡[sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡 6 0. (1.52)
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Введем функции 𝐺1 и 𝐺2

𝐺1(𝑡) = −𝛼2𝑓1(𝑡) + 𝛼𝑓 ′1(𝑡) + 𝑘𝜇,

𝐺2(𝑡) = −𝛼2𝑓2(𝑡) + 𝛼𝑓 ′2(𝑡)− 𝑘𝜇,
(1.53)

где 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) определяются по формулам

𝑓1(𝑡) = sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡),

𝑓2(𝑡) = sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡).
(1.54)

Тогда неравенство (1.52) можно переписать в виде

−𝐺1(𝑡3) + 𝑒𝛼(𝑡1−𝑡3)𝐺2(𝑡1) 6 0. (1.55)

Напомним, что 𝑡1 и 𝑡3 выражаются через 𝑘 и 𝜇 по формулам (1.14), поэтому

левая часть неравенства (1.55) представляет собой функцию параметров 𝑘, 𝜇 и

𝛼. Таким образом, если параметры задачи 𝑘, 𝜇 и 𝛼 удовлетворяют неравенствам

(1.55) и (1.11), то корпус будет совершать движение с остановкой в верхней зоне

замедления.

Итак, в момент времени 𝑡1 корпус начинает движение и, перемещаясь в

положительном направлении оси 𝑂𝑥, останавливается в некоторый момент вре­

мени 𝑡1 + Δ𝑡𝐼*. Далее на промежутке (𝑡1 + Δ𝑡𝐼*, 𝑡3) корпус будет находиться в

состоянии покоя, а затем начнет движение в противоположном (отрицательном)

направлении. С момента времени 𝑡3 до следующей остановки движение корпуса

описывается уравнением (1.51). Покажем, что, как и в случае отсутствия вяз­

кого трения между корпусом и поверхностью, так и в рассматриваемой случае

будет справедливо следующее утверждение: если корпус остановится в верх­

ней зоне замедления, то далее при движении в отрицательном направлении он

также остановится и в нижней зоне замедления, причем перемещение корпуса

за период будет нулевым. Интегрируя уравнение (1.50) с начальным условием

𝑢(𝑡1) = 0, имеем

𝑢(𝑡1 + 𝜏) = −𝐺1(𝑡1 + 𝜏) + 𝑒−𝛼𝜏𝐺1(𝑡1). (1.56)
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Аналогично, интегрируя уравнение (1.51) с нулевым начальным условием

𝑢(𝑡3) = 0, получаем

𝑢(𝑡3 + 𝜏) = −𝐺2(𝑡3 + 𝜏) + 𝑒−𝛼𝜏𝐺2(𝑡3). (1.57)

Используя тождество (1.30) и явные выражения (1.56), (1.57), можно по­

казать, что

𝑢(𝑡1 + 𝜏) = −𝑢(𝑡3 + 𝜏). (1.58)

В частности, имеет место равенство

𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*) = −𝑢(𝑡3 +Δ𝑡𝐼*) = 0. (1.59)

Последнее означает, что корпус совершит остановки в верхней и нижней зонах

замедления в моменты времени 𝑡 = 𝑡1 + Δ𝑡𝐼* и 𝑡 = 𝑡3 + Δ𝑡𝐼*, т.е. как в положи­

тельном так и в отрицательном направлении корпус будет двигаться в течение

одного и того же периода времени Δ𝑡𝐼*. Величина Δ𝑡𝐼* определяется из уравне­

ния 𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*) = 0, которое имеет следующий явный вид

𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*) = −𝐺1(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*) + 𝑒−𝛼Δ𝑡𝐼*𝐺1(𝑡1) = 0. (1.60)

Поскольку 𝑢 = 𝑥̇, то, интегрируя обе части равенства (1.58) по 𝜏 на интер­

вале времени от 0 до Δ𝑡𝐼*, имеем

𝑥(𝑡1 +Δ𝑡𝐼*)− 𝑥(𝑡1) = −𝑥(𝑡3 +Δ𝑡𝐼*) + 𝑥(𝑡3). (1.61)

Равенство (1.61) означает, что перемещения корпуса в положительном и отри­

цательном направлениях равны по абсолютной величине, т.е. корпус совершает

2𝜋-периодическое возвратно-поступательное движение.

Таким образом, неравенства (1.11) и (1.55) определяют в пространстве

параметров 𝑘, 𝜇 и 𝛼 область, в которой корпус совершает периодическое воз­

вратно-поступательное движение с залипаниями в верхней и нижней зонах за­

медления. При таком движении перемещение корпуса за время полного оборота
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внутренней массы по окружности будет равно нулю. Указанную область, как и

в случае отсутствия вязкого трения, будем называть областью I.

1.3.2. Движение с залипанием только в нижней зоне замедления

В предыдущем параграфе было показано, что если корпус остановится в

верхней зоне замедления, то он обязательно остановится и в нижней зоне замед­

ления. Пусть теперь условие (1.55) не выполнено, т.е. имеет место неравенство

−𝐺1(𝑡3) + 𝑒𝛼(𝑡1−𝑡3)𝐺2(𝑡1) > 0. (1.62)

В этом случае корпус остановится в некоторый момент времени 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼* ∈

(𝑡3, 𝑡4), т.е. после того как внутренняя масса пройдет верхнюю зону замедле­

ния и до её попадания в нижнюю зону замедления. Это нетрудно доказать от

противного. Действительно, пусть 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* > 𝑡4, тогда 𝑢(𝑡4) > 0. С другой сто­

роны, интегрируя уравнение (1.50) на интервале (𝑡1, 𝑡4) с нулевым начальным

условием, имеем

𝑢(𝑡4) = 𝑒−𝛼𝑡4

𝑡4∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡[sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡. (1.63)

или

𝑢(𝑡4) = 𝑒−𝛼𝑡4

⎡⎣𝑡4∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡[−𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡+

𝑡4∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡

⎤⎦ . (1.64)

Очевидно, что первое слагаемое в квадратных скобках правой части (1.64) будет

отрицательным. Учитывая, что 𝑡4 = 2𝜋 − 𝑡1, второе слагаемое можно предста­

вить в следующем виде

𝑡4∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡 =

𝜋∫
𝑡1

𝑒−𝛼𝑡
(︀
𝑒2𝛼𝑡 − 𝑒2𝜋𝛼

)︀
sin 𝑡𝑑𝑡 (1.65)
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Подинтегральное выражение в правой части равенства (1.65) на интервале

(𝑡1, 𝜋) может принимать только отрицательные значения, поэтому и второе сла­

гаемое в квадратных скобках правой части (1.64) будет отрицательным. Из

этого следует, что 𝑢(𝑡4) < 0, т.е., если корпус не остановится при прохождении

внутренней массой верхней зоны замедления, то остановка обязательно произой­

дет на интервале времени (𝑡3, 𝑡4). Величина Δ𝑡𝐼𝐼* определяется из уравнения

𝐺1(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* )− 𝑒𝛼(𝑡1−(𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* ))𝐺2(𝑡1) = 0. (1.66)

После остановки в момент времени 𝑡 = 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼* корпус, изменив направле­

ние, будет двигаться с отрицательной скоростью до новой остановки. Выяс­

ним, каким условиям должны удовлетворять параметры задачи 𝑘, 𝜇 и 𝛼, чтобы

эта остановка произошла в нижней зоне замедления. На интервале времени от

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* до новой остановки скорость корпуса определяется в результате реше­

ния уравнения (1.51) с начальным условием 𝑢(𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* ) = 0. В момент времени

𝑡4, скорость корпуса принимает отрицательное значение. Заметит теперь, что

любое решение уравнения (1.51) является непрерывной и возрастающей функ­

цией на интервале (𝑡4, 𝑡1+2𝜋). Если эта функция принимает отрицательное зна­

чение на левой границе указанного интервала, то для ее обращения в ноль на

данном интервале необходимо и достаточно, чтобы на правой границе интерва­

ла (при 𝑡1+2𝜋) она принимала неотрицательное значение, т.е. было выполнено

неравенство

𝑢(𝑡1 + 2𝜋) = 𝑒−𝛼(𝑡1+2𝜋)

𝑡1+2𝜋∫
𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*

𝑒𝛼𝑡[sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡)]𝑑𝑡 > 0. (1.67)

Используя введенные выше обозначения, последнее неравенство можно пе­

реписать в виде

𝐺2(𝑡1)− 𝑒𝛼(𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* −𝑡1−2𝜋)𝐺2(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* ) 6 0, (1.68)
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где Δ𝑡𝐼𝐼* зависит от параметров задачи и находится из уравнения (1.66). Таким

образом, если параметры 𝑘, 𝜇 и 𝛼, удовлетворяют неравенствам (1.62) и (1.68),

то в момент времени 𝑡1 корпус начнет движение в положительном направлении,

пройдет без остановки верхнюю зону замедления и остановится в некоторый мо­

мент времени 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* ∈ (𝑡3, 𝑡4]. Затем корпус изменит направление движения

и будет перемещаться до новой остановки, которая произойдет в некоторый

момент времени 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼** ∈ (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋], когда внутренняя масса будет нахо­

диться в нижней зоне замедления. После остановки корпус будет оставаться

в состоянии покоя до момента времени 𝑡1 + 2𝜋. Это означает, что при движе­

нии корпуса с остановкой только в нижней зоне замедления, его скорость будет

2𝜋-периодически меняющейся функцией времени. В пространстве параметров

𝑘, 𝜇 и 𝛼 неравенства (1.62) и (1.68) задают неограниченную область, которую,

как и в случае отсутствия вязкого трения, будем называть областью II.

Покажем теперь, что в области II корпус за один период изменения ско­

рости, т.е. за время полного оборота внутренней массы по окружности, пере­

мещается в положительном направлении. Действительно, из выражения (1.31),

следует, что при 𝜏 > Δ𝑡𝐼𝐼* справедливо равенство

𝑢̇(𝑡1 + 𝜏) + 𝛼𝑢(𝑡1 + 𝜏) = −𝑢̇(𝑡3 + 𝜏)− 𝛼𝑢(𝑡3 + 𝜏). (1.69)

Введем обозначение

𝑔(𝜏) = 𝑢(𝑡1 + 𝜏) + 𝑢(𝑡3 + 𝜏). (1.70)

Тогда равенство (1.69) перепишется в следующей эквивалентной форме

𝑔̇ = 𝛼𝑔. (1.71)

Интегрируя уравнение (1.71) при 𝜏 > Δ𝑡𝐼𝐼* получим

𝑔(𝜏) = 𝑔(Δ𝑡𝐼𝐼* )𝑒𝛼(𝜏−Δ𝑡𝐼𝐼* ). (1.72)
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Или, учитывая обозначения (1.70),

𝑢(𝑡1 + 𝜏) + 𝑢(𝑡3 + 𝜏) = 𝑒𝛼(𝜏−Δ𝑡𝐼𝐼* )𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* ). (1.73)

Полагая в (1.73) 𝜏 = Δ𝑡𝐼𝐼** имеем

𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼**) = 𝑒𝛼(Δ𝑡𝐼𝐼**−Δ𝑡𝐼𝐼**)𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼**) > 0. (1.74)

Таким образом, в момент времени 𝑡1 + Δ𝑡𝐼𝐼* скорость корпуса положительна,

т.е. первая остановка корпуса произойдет после указанного момента времени,

т.е. будет справедливым неравенство 𝑡1 + Δ𝑡𝐼𝐼** < 𝑡3 + Δ𝑡𝐼𝐼* , которое можно

переписать так

Δ𝑡𝐼𝐼** < 𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* − 𝑡1. (1.75)

Нетрудно заметить, что выражение в правой части неравенства (1.75) задает

время движения корпуса в положительном направлении. Поскольку в отрица­

тельном направлении корпус будет двигаться в течение промежутка времени

Δ𝑡𝐼𝐼** −Δ𝑡𝐼𝐼* , то из неравенства (1.75) сразу следует, что время движения в по­

ложительном направлении превосходит время движения в отрицательном на­

правлении. Вычислим путь, пройденный корпусом за период 2𝜋.

𝑥(𝑡1 + 2𝜋)− 𝑥(𝑡1) = 𝑥(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼**)− 𝑥(𝑡1) =

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡− 𝑥(𝑡1). (1.76)

Без ограничения общности можно положить 𝑥(𝑡1) = 0. Преобразуем интеграл
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в правой части (1.76)

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =

=

𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼*

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =

=

𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

Δ𝑡𝐼𝐼**∫
Δ𝑡𝐼𝐼*

𝑢(𝑡+ 𝑡1)𝑑𝑡+

Δ𝑡𝐼𝐼**∫
Δ𝑡𝐼𝐼*

𝑢(𝑡+ 𝑡3)𝑑𝑡.

(1.77)

Учитывая (1.73), последнее выражение можно переписать так

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**∫
𝑡1

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼*∫
𝑡1+Δ𝑡𝐼𝐼**

𝑢(𝑡)𝑑𝑡+

+ 𝑢(𝑡1 +Δ𝑡𝐼𝐼* )
𝑒𝛼(Δ𝑡𝐼𝐼**−Δ𝑡𝐼𝐼* ) − 1

𝛼
> 0

(1.78)

Все слагаемые в правой части (1.78), очевидно, положительны, поэтому в обла­

сти II корпус будет совершать периодическое движение с залипанием только в

нижней зоне замедления, а перемещение корпуса за период будет положитель­

ным.

1.3.3. Движение с остановками вне зон замедления

Теперь предположим, что условие (1.68) не выполнено, т.е. справедливо

следующее неравенство

−𝐺2(𝑡1) + 𝑒𝛼(𝑡3+Δ𝑡𝐼𝐼* −𝑡1−2𝜋)𝐺2(𝑡3 +Δ𝑡𝐼𝐼* ) < 0 . (1.79)

Тогда тело начав движение в момент времени 𝑡1 с положительной скоростью

остановится на промежутке (𝑡3, 𝑡4) и сразу начнет движение в отрицательном

направлении до остановки на промежутке (𝑡1 + 2𝜋, 𝑡2 + 2𝜋). В этом случае дви­

жение корпуса не будет периодическим. В главе 3 будет строго аналитически



34

доказано, что это движение носит предельный характер асимптотически при­

ближаясь к некоторому режиму движения без интервалов залипания с перио­

дически меняющейся скоростью. В рассматриваемом случае корпус за период

времени 2𝜋 дважды меняет направление движения на противоположное. Изме­

нение направления движения с положительного на отрицательное происходит в

моменты времени 2𝜋𝑛+ 𝑡
(𝑛)
* , а с отрицательного на положительное – в моменты

времени 2𝜋𝑛 + 𝑡
(𝑛)
** , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . При заданных 𝑘, 𝜇 и 𝛼 величины 𝑡

(𝑛)
* и 𝑡

(𝑛)
**

определяются численно путем последовательного решения уравнений системы.

𝐺1(𝑡*)𝑒
𝛼𝑡* −𝐺1(𝑡**)𝑒

𝛼𝑡** = 0,

𝐺2(𝑡**)𝑒
𝛼𝑡** −𝐺2(𝑡*)𝑒

𝛼(𝑡*+2𝜋) = 0.
(1.80)

Таким образом, при выполнении неравенства (1.79) движение корпуса не будет

периодическим ни по скорости, ни по координате. В этом случае движение будет

асимптотически приближаться к некоторому единственному периодическому

режиму движения без остановок в зонах замедления трением, а перемещение

корпуса за период будет положительным. Область, заданную в пространстве

параметров 𝑘, 𝜇 и 𝛼 неравенством (1.79), будем называть областью III.
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Глава 2

Исследование общего характера движения

корпуса при наличии сухого трения

2.1. О существовании, единственности и непрерывной

зависимости решений уравнения движения от

начальных условий и параметров задачи

Уравнение (1.15), описывающее движение корпуса, имеет при 𝑢 = 0 раз­

рыв в правой части и не удовлетворяет условию Липшица, поэтому к нему не

применимы классические теоремы теории обыкновенных дифференциальных

уравнений. Общие выводы о существовании, единственности и непрерывности

решения уравнения (1.15) можно получить на основании теории, развитой для

систем с разрывной правой частью [50, 51]. Приведем основные результаты ука­

занных работ. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡, 𝑥), (2.1)

правая часть которого удовлетворяет следующему условию.

Условие А. Функция 𝐹 (𝑡, 𝑥) – вещественная измеримая функция, определен­

ная почти всюду в открытой или замкнутой области 𝑄 пространства (𝑡, 𝑥); для

любой замкнутой ограниченной области 𝐷 ⊆ 𝑄 существует такая почти всюду

конечная функция 𝐴(𝑡), что почти всюду в 𝐷

|𝐹 (𝑡, 𝑥)| < 𝐴(𝑡). (2.2)

Приведем общие теоремы о существовании, единственности и непрерывной за­

висимости решений уравнения движения от начальных условий, которые были

доказаны в [50] при следующем условии, наложенном на правую часть (2.1).
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Условие В. Будем говорить, что уравнение (2.1) удовлетворяет условию 𝐵 в

открытой или замкнутой области 𝑄 пространства (𝑡, 𝑥), если функция 𝑓(𝑡, 𝑥)

определена почти всюду в области 𝑄, измерима, и для любой ограниченной

замкнутой области 𝐷 ⊆ 𝑄 существует такая суммируемая функция 𝐵(𝑡), что

почти всюду в 𝐷

|𝐹 (𝑡, 𝑥)| 6 𝐵(𝑡) (2.3)

Теорема 1. (О существовании решения) Пусть в области 𝐺 правая часть

уравнения (2.1) измерима и почти всюду удовлетворяет условию 𝐵, где функ­

ция 𝐵(𝑡) суммируема. Тогда при любых начальных условиях 𝑥(𝑡0) = 𝑎, где

(𝑡0, 𝑎) ∈ 𝐺, существует решение уравнения (2.1), удовлетворяющее этим на­

чальным условиям и определенное на отрезке |𝑡0 − 𝑑, 𝑡0 + 𝑑|, где 𝑑 - таково,

что область

|𝑡− 𝑡0| 6 𝑑, |𝑥− 𝑎| 6 |
𝑡0±𝑑∫
𝑡0

𝐵(𝑡)𝑑𝑡| (2.4)

находится целиком внутри 𝐺.

Теорема 2. Если уравнение (2.1) удовлетворяет условию 𝐵, то предел любой

равномерно сходящейся последовательности его решений есть решение того

же уравнения.

Определение 1. Для уравнения (2.1) в области 𝐺 имеет место правосторон­

няя единственность решения, если для любой точки (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐺 существует в

области 𝐺 при 𝑡 > 𝑡0 не более одного решения, удовлетворяющего начальному

условию 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.

Определение 2. Для уравнения (2.1) в области 𝐺 имеет место правосторонняя

непрерывная зависимость решения от начальных условий, если для любого

решения 𝑥(𝑡) и любого конечного отрезка [𝑡0, 𝑡1], 𝑡1 > 𝑡0, на котором это реше­

ние существует и проходит внутри области 𝐺, каждому 𝜀 > 0 соответствует

такое 𝛿 > 0, что для любого решения 𝑥̃(𝑡) уравнения (2.1) из неравенства
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|𝑥̃(𝑡0) − 𝑥(𝑡0)| < 𝛿 следует, что это решение при 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡1 существует и

удовлетворяет неравенству |𝑥̃(𝑡)− 𝑥(𝑡)| < 𝜀.

Теорема 3. (О единственности решения) Для уравнения (2.1), удовлетво­

ряющего условию 𝐵, имеет место правосторонняя единственность, если для

почти всех (𝑡, 𝑥) и (𝑡, 𝑧), где |𝑥− 𝑧| < 𝜀0, 𝜀0 > 0, имеем

(𝑥− 𝑧)(𝐹 (𝑡, 𝑥)− 𝐹 (𝑡, 𝑧)) 6 𝐾|𝑥− 𝑧|2, 𝐾 = const. (2.5)

Теорема 4. (О непрерывной зависимости решения от начальных усло­

вий) Если уравнение (2.1) удовлетворяет условию 𝐵 и при начальном условии

𝑥(𝑡0) = 𝑎 имеет на отрезке [𝑡0, 𝑡1] лишь одно решение 𝑥(𝑡), то на этом отрез­

ке это решение непрерывно зависит от начальных условий и от правой части

уравнения, т.е. решение изменяется меньше, чем на 𝜀, если к правой части

уравнения прибавить такую функцию 𝑔(𝑡, 𝑥), что |𝑔(𝑡, 𝑥)| 6 𝜓(𝑡),
∫𝑡1
𝑡0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡 <

𝛿(𝜀).

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что правые части урав­

нения движения (1.9) удовлетворяют условиям 𝐴 и 𝐵. Действительно, в каче­

стве функции 𝐵(𝑡) можно выбрать, например, функцию

𝐵(𝑡) = 𝛼𝑀𝐷 + |𝑓1(𝑡)|+ |𝑓2(𝑡)|, (2.6)

где 𝑀𝐷 = max𝑢∈𝐷 |𝑢|, а 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) определяются формулыми (1.54). Таким

образом, правые части уравнения движения (1.9) удовлетворяют теоремам 1 и

2 существования решения. Покажем также, что для уравнения движения (1.9)

выполнено условие правосторонней единственности решения. С этой целью про­

верим условие (2.5). Пусть |𝑢1−𝑢2| < 𝜀0, где 𝜀0 - некоторое положительное чис­

ло. Рассмотрим сначала случай, когда 𝑢1 и 𝑢2 имеют одинаковые знаки, тогда
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условие (2.5) для уравнения движения (1.9) запишется в виде

(𝑢1 − 𝑢2)[−𝛼𝑢1 + sin 𝑡− sign(𝑢1)𝑘(𝜇+ cos 𝑡) + 𝛼𝑢2 − sin 𝑡+

+ sign(𝑢2)𝑘(𝜇+ cos 𝑡)] 6 𝐾|𝑢1 − 𝑢2|2
(2.7)

или

− 𝛼(𝑢1 − 𝑢2)
2 6 𝐾|𝑢1 − 𝑢2|2 (2.8)

последнее неравенство, очевидно, выполнено при любом действительном𝐾 > 0.

Пусть теперь 𝑢1 и 𝑢2 имеют разные знаки, тогда условие (2.5) для уравнения

движения (1.9) запишется в виде

− 𝛼(𝑢1 − 𝑢2)
2 − 2sign(𝑢1)(𝑢1 − 𝑢2)𝑘(𝜇+ cos 𝑡) 6 𝐾|𝑢1 − 𝑢2|2 (2.9)

или еще так

− 𝛼(𝑢1 − 𝑢2)
2 − 2|𝑢1 − 𝑢2|𝑘(𝜇+ cos 𝑡) 6 𝐾|𝑢1 − 𝑢2|2 (2.10)

Неравенство (2.10) также выполнено при любом действительном 𝐾 > 0. Та­

ким образом, на основании теоремы 3 правосторонняя единственность решения

уравнения (1.9) доказана.

Поскольку уравнение движения (1.9) удовлетворяет условию 𝐵, то по тео­

реме 4 имеет место также непрерывная зависимость решений от начальных

условий и параметров задачи.

2.2. Свойства решений уравнения движения

Предполагая, что системе вязкое трение отсутствует (𝛼 = 0) установим

некоторые общие свойства решений уравнения (1.15), которые будут использо­

ваны ниже при анализе движения корпуса с произвольной начальной скоро­

стью.
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Покажем сначала, что если функция 𝑢(𝑡) является решением уравнения

(1.15), то последовательность ее значений 𝑢(𝑡 + 2𝜋𝑛), 𝑛 ∈ N обладает свой­

ством монотонности. С этой целью рассмотрим два решения 𝑢(1)(𝑡) и 𝑢(2)(𝑡)

уравнения (1.15). Эти решения являются непрерывными функциями 𝑡 и при

𝑡 > 𝑡1 однозначно определяются своими начальными условиями 𝑢(1)(𝑡1) = 𝑢
(1)
0

и 𝑢(2)(𝑡1) = 𝑢
(2)
0 .

Пусть 𝑢(1)0 < 𝑢
(2)
0 , тогда возможны два случая: либо 𝑢(1)(𝑡) ̸= 𝑢(2)(𝑡) при

всех 𝑡 > 𝑡1 и из непрерывности функций 𝑢(1)(𝑡) и 𝑢(2)(𝑡) сразу следует, что

𝑢(1)(𝑡) < 𝑢(2)(𝑡); либо существует такой момент времени 𝑡*, что 𝑢(1)(𝑡*) =

𝑢(2)(𝑡*) = 0 и 𝑢(1)(𝑡) ̸= 𝑢(2)(𝑡) при 𝑡1 6 𝑡 < 𝑡*. В последнем случае из непре­

рывности 𝑢(1)(𝑡) и 𝑢(2)(𝑡) следует, что 𝑢(1)(𝑡) < 𝑢(2)(𝑡) при 𝑡1 6 𝑡 < 𝑡*, а из

единственности решения уравнения (1.15) с начальным условием 𝑢(𝑡*) = 0 сле­

дует, что при 𝑡 > 𝑡* выполняется тождественное равенство 𝑢(1)(𝑡) ≡ 𝑢(2)(𝑡).

Таким образом, если 𝑢
(1)
0 < 𝑢

(2)
0 , то при всех 𝑡 > 𝑡1 имеет место неравенство

𝑢(1)(𝑡) 6 𝑢(2)(𝑡) и, в частности,

𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋) 6 𝑢(2)(𝑡1 + 2𝜋) . (2.11)

Предположим теперь, что 𝑢(1)(𝑡1) < 𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋). В этом случае, выбирая

начальное условие, определяющее решение 𝑢(2)(𝑡) так, что 𝑢(2)(𝑡1) = 𝑢(1)(𝑡1+2𝜋),

в силу правосторонней единственности решения уравнения (1.15) приходим к

тождественному равенству 𝑢(2)(𝑡) ≡ 𝑢(1)(𝑡+2𝜋), которое выполняется при всех

𝑡 > 𝑡1, что позволяет переписать неравенство (2.11) в виде

𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋) 6 𝑢(1)(𝑡1 + 4𝜋) . (2.12)

Продолжая далее по индукции, имеем

𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋𝑛) 6 𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋(𝑛+ 1)), 𝑛 ∈ N . (2.13)

Таким образом, последовательность значений 𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋𝑛) является неубыва­

ющей.
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Аналогично можно показать, что в случае 𝑢(1)(𝑡1) > 𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋), будет

выполнено неравенство 𝑢(1)(𝑡1 +2𝜋𝑛) > 𝑢(1)(𝑡1 +2𝜋(𝑛+1)), 𝑛 ∈ N, т.е. после­

довательность значений 𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋𝑛) будет невозрастающей.

В предельном случае 𝑢(1)(𝑡1) = 𝑢(1)(𝑡1 + 2𝜋) начальные условия решений

𝑢(1)(𝑡) и 𝑢(2)(𝑡) совпадают, поэтому в силу единственности решения уравнения

(1.15) тождественно равны и сами эти решения 𝑢(1)(𝑡) ≡ 𝑢(2)(𝑡). С другой сто­

роны, как было показано выше 𝑢(2)(𝑡) ≡ 𝑢(1)(𝑡 + 2𝜋), поэтому при всех 𝑡 > 𝑡1

справедливо равенство

𝑢(1)(𝑡) = 𝑢(1)(𝑡+ 2𝜋), (2.14)

которое означает, что 𝑢(1)(𝑡) является периодической функцией при 𝑡 > 𝑡1.

Приведенные выше рассуждения остаются в силе если в качестве началь­

ного момента времени выбрать не 𝑡1, а любое произвольное значение 𝑡* > 𝑡1.

Таким образом, мы приходим к следующему утверждению.

Лемма 1. Пусть функция 𝑢(𝑡), заданная на промежутке [𝑡1; +∞), является

решением уравнения (1.15), тогда ее значения 𝑢(𝑡*+2𝜋𝑛), где 𝑛 ∈ N, образуют

монотонную последовательность при любом 𝑡* > 𝑡1.

Рассмотрим теперь более подробно предельный случай, когда решение

уравнения (1.15) является 2𝜋-периодическим. Как было указано выше, в об­

ластях параметров I и II существуют периодические решения, которые опре­

деляются нулевыми начальными условиями и описывают движение корпу­

са с залипанием в зонах замедления. Исследуем вопрос о существовании

2𝜋-периодических решений, описывающих движение корпуса без залипания.

Предположим, что уравнение (1.15) допускает 2𝜋-периодическое реше­

ние 𝑢*(𝑡), описывающие движение корпуса без залипания, тогда на интерва­

ле [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋] функция 𝑢*(𝑡) дважды обращается в ноль и меняет свой знак.

Действительно, рассуждая от противного, будем считать, что 𝑢*(𝑡) ̸= 0 на ин­

тервале [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋] и для определенности положим 𝑢*(𝑡) > 0. Тогда интегри­
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руя уравнение (1.16), имеем 𝑢*(𝑡1 + 2𝜋) = 𝑢*(𝑡1) + 2𝜋𝑘𝜇, что противоречит

условию периодичности 𝑢*(𝑡). Поэтому функция 𝑢*(𝑡) обязательно обратиться

в ноль и поменяет знак на интервале [𝑡1; 𝑡1+2𝜋]. Кроме того, из непрерывности

и 2𝜋-периодичности 𝑢*(𝑡) следует, что на указанном интервале 𝑢*(𝑡) изменит

свой знак четное число раз. Заметим теперь, что поскольку функция 𝑢*(𝑡) опи­

сывает движение корпуса без залипания, то она может обратиться в ноль лишь

на интервалах [𝑡1; 𝑡2] и [𝑡3; 𝑡4]. Правая часть уравнения (1.15) положительна на

интервале [𝑡1; 𝑡2] и отрицательна на интервале [𝑡3; 𝑡4], поэтому функция 𝑢*(𝑡) воз­

растает на интервале [𝑡1; 𝑡2] и убывает на интервале [𝑡3; 𝑡4]. Это означает, что на

каждом из указанных интервалов 𝑢*(𝑡) может обратиться в ноль только один

раз. Таким образом, функция 𝑢*(𝑡) ведет себя следующим образом: она обраща­

ется в ноль в некоторые моменты времени 𝑡* ∈ [𝑡1; 𝑡2) и 𝑡** ∈ [𝑡3; 𝑡4); на проме­

жутке (𝑡*; 𝑡**) она положительна и сначала возрастает до своего максимального

значения 𝑢(𝑡2), а затем убывает до нуля; на промежутке (𝑡**; 𝑡* + 2𝜋) она от­

рицательна и сначала убывает до своего минимального значения 𝑢(𝑡1 + 2𝜋), а

затем возрастает до нуля.

Выясним теперь при каких значениях параметров 𝑘 и 𝜇, уравнение (1.15)

допускает периодическое решение, обладающее описанными выше свойствами.

С этой целью, проинтегрируем уравнения (1.16) и (1.17) с начальными услови­

ями 𝑢(𝑡*) = 0 и 𝑢(𝑡**) = 0 на интервалах [𝑡*; 𝑡**] и [𝑡**; 𝑡* + 2𝜋] соответственно.

В результате приходим к следующей системе уравнений относительно 𝑡* и 𝑡**.

cos 𝑡* − cos 𝑡** − 𝑘𝜇(𝑡** − 𝑡*)− 𝑘(sin 𝑡** − sin 𝑡*) = 0,

cos 𝑡** − cos 𝑡* + 𝑘𝜇(2𝜋 + 𝑡* − 𝑡**) + 𝑘(sin 𝑡* − sin 𝑡**) = 0 ,
(2.15)

которую нужно решать с учетом ограничений

𝑡1 6 𝑡* < 𝑡2, 𝑡3 6 𝑡** < 𝑡4 . (2.16)

Складывая и вычитая уравнения (2.15), а затем применяя известные триго­
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нометрические формулы, приходим к следующей эквивалентной системе урав­

нений

2 sin
𝑡* − 𝑡**

2
cos

𝑡** + 𝑡*
2

= 𝜇(𝑡** − 𝑡* − 𝜋),

2 sin
𝑡** − 𝑡*

2
sin

𝑡** + 𝑡*
2

= 𝜋𝑘𝜇
(2.17)

Введем обозначения

𝑥 = 𝑡** − 𝑡* − 𝜋, 𝑦 = 𝑡** + 𝑡* , (2.18)

в которых система уравнений (2.17) примет вид

−2 cos
𝑥

2
cos

𝑦

2
= 𝜇𝑥,

2 cos
𝑥

2
sin

𝑦

2
= 𝜋𝑘𝜇

(2.19)

Решения системы (2.19) должны удовлетворять ограничениям

𝜋 − 2𝑡2 < 𝑥 < 𝜋 − 2𝑡1, 2𝜋 + 𝑡1 − 𝑡2 < 𝑦 < 2𝜋 + 𝑡2 − 𝑡1 . (2.20)

Поскольку 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝜋, то при выполнении неравенств (2.20) будут иметь

место также и неравенства

− 𝜋 < 𝑥 < 𝜋, 𝜋 < 𝑦 < 3𝜋 , (2.21)

из которых следует, что cos 𝑥
2 > 0, cos 𝑦

2 < 0. Поэтому на решениях, удовле­

творяющих ограничениям (2.20), левая часть первого уравнения системы (2.19)

положительна, а значит будет положительна и его правая часть. Последнее

означает, что ограничениям (2.20) будут удовлетворять только такие решения

(𝑥0, 𝑦0) системы (2.19), для которых 𝑥0 > 0.

Возведем обе части уравнений системы (2.19) в квадрат и сложим полу­

ченные равенства. После элементарных преобразований имеем следующее урав­

нение для величины 𝑥

2(1 + cos 𝑥) = 𝜇2𝑥2 + 𝜋2𝑘2𝜇2 . (2.22)
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Несложный анализ уравнения (2.22) показал, что при 𝜋𝑘𝜇 < 2 оно имеет ровно

два действительных корня, один из которых отрицательный, а другой – поло­

жительный. Полагая далее, что неравенство 𝜋𝑘𝜇 < 2 выполнено и разделив

почленно первое уравнение системы (2.19) на ее второе уравнение, получаем

уравнение для нахождения величины 𝑦

ctg
𝑦

2
= − 𝑥0

𝜋𝑘
, (2.23)

где 𝑥0 – положительны корень уравнения (2.22).

Уравнение (2.23) имеет единственное решение

𝑦0 = 2𝜋 − arcctg
𝑥0
𝜋𝑘

, (2.24)

удовлетворяющее ограничению (2.20)

Подставляя теперь (2.24) в (2.18), имеем следующие выражения для 𝑡* и

𝑡**

𝑡* =
𝜋

2
− 𝑥0

2
− 1

2
arcctg

𝑥0
𝜋𝑘

,

𝑡** =
3𝜋

2
+
𝑥0
2

− 1

2
arcctg

𝑥0
𝜋𝑘

,
(2.25)

Таким образом, из всех возможных решений системы (2.15) ограничениям

(2.16) может удовлетворить только решение (2.25). Однако, и данное решение

удовлетворяет ограничениям (2.16) не при всех значениях параметров 𝑘 и 𝜇.

Рассмотрим этот вопрос более подробно.

Отметим сначала, что неравенство 𝑡* < 𝑡2 на решении (2.25) всегда вы­

полнено, т.к. 𝑡* < 𝜋
2 и 𝑡2 >

𝜋
2 . Кроме того, используя выражения (1.14) можно

показать, что 𝑡1 + 𝑡2 = 2𝜋 − 2arcctg𝑘, поэтому 𝑡1 + 𝑡2 > 𝜋. Теперь заметим, что

если на решении (2.25) выполнено неравенство 𝑡1 6 𝑡*, то с учетом 𝑡1 + 𝑡2 > 𝜋

также будут выполнены и неравенства 𝑡3 < 𝑡** < 𝑡4. Последнее сразу следует

из двух следующих цепочек неравенств

𝑡3 < 𝑡1 + 𝜋 6 𝑡* + 𝜋 < 𝑡* + 𝜋 + 𝑥0 = 𝑡** (2.26)
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и

𝑡4 = 2𝜋−𝑡1 > 2𝜋−𝑡* =
3𝜋

2
+
𝑥0
2
+
1

2
arcctg

𝑥0
𝜋𝑘

>
3𝜋

2
+
𝑥0
2
−1

2
arcctg

𝑥0
𝜋𝑘

= 𝑡** . (2.27)

Таким образом, если выполнено неравенство 𝑡1 6 𝑡*, то решение (2.25)

будет удовлетворять всем ограничениям (2.16) и уравнение (1.15) имеет перио­

дическое решение, описывающее движение корпуса без залипания.

Величины 𝑡1 и 𝑡*, заданные формулами (1.14) и (2.25), являются непре­

рывными функциями параметров 𝑘 и 𝜇, поэтому неравенство 𝑡1 6 𝑡* задает

в плоскости параметров некоторую область, на границе которой выполняется

равенство 𝑡* = 𝑡1. Полагая в уравнениях (2.15) 𝑡* = 𝑡1, а затем исключая из них

𝑡**, приходим к следующему равенству

cos 𝑡1 + cos

[︃
𝑡1 +

sin 𝑡1 +
√︀

1− (cos 𝑡1 − 𝜋𝑘𝜇)2

𝜇

]︃
= 𝜋𝑘𝜇 , (2.28)

которое и задает границу указанной области.

С другой стороны, сравнивая (2.28) с (1.37) и (1.49), можно заметить, что

уравнение (2.28) задает границу, разделяющую области II и III (см. Рис. 3).

В силу непрерывной зависимости 𝑡* от параметров 𝑘 и 𝜇, неравенство 𝑡* > 𝑡1

либо выполняется во всех точках области II, либо не выполняется ни в одной

точке этой области. Тоже самое верно и для области III. Поэтому достаточно

проверить справедливость неравенства 𝑡* > 𝑡1 в одной (произвольной) внутрен­

ней точке каждой из подобластей II и III. Численная проверка показала, что

данное неравенство выполнено в области III и не выполняется в области II, а

как следствие, и в области I. Таким образом, доказано следующее утверждение.

Лемма 2. В области III, заданной неравенствами (1.49), уравнение (1.15) име­

ет единственное периодическое решение 𝑢*(𝑡), описывающее движение корпу­

са без залипания. Это решение однозначно определяется начальным условием

𝑢*(𝑡*) = 0, где момент времени 𝑡* вычисляется по формуле (2.25). Вне обла­
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сти III, периодических решений, описывающих движение корпуса без залипа­

ния, не существует.

Отметим еще свойства монотонности решений уравнения (1.15) на интер­

вале [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋]. Несложный анализ показывает, что правая часть уравнения

(1.16) положительна на промежутке (𝑡1; 𝑡2) и отрицательна на промежутке

(𝑡2; 𝑡1 + 2𝜋) , а правая часть уравнения (1.17) положительна на промежутках

[𝑡1; 𝑡3), (𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋) и отрицательна на промежутке (𝑡3; 𝑡4). Поэтому справедли­

во следующее, важное для исследования общего характера движения корпуса,

утверждение.

Лемма 3. Пусть функция 𝑢(𝑡), заданная на интервале [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋], является

решением уравнения (1.15), тогда значения 𝑡𝑖 (𝑖 = 2, 3, 4) делят интервал

[𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋] на промежутки монотонности так, что:

1. Функция 𝑢(𝑡) возрастает на промежутке [𝑡1; 𝑡2] и убывает на проме­

жутке [𝑡3; 𝑡4].

2. Если 𝑢(𝑡2) > 0, то функция 𝑢(𝑡) либо убывает на всем промежутке

[𝑡2; 𝑡3] до значения 𝑢(𝑡3) > 0, либо она убывает и обращается в ноль в

некоторой внутренней точке промежутка [𝑡2; 𝑡3], а затем сохраняет

нулевое значение до конца указанного промежутка.

3. Если 𝑢(𝑡2) < 0, то функция 𝑢(𝑡) либо возрастает на всем промежутке

[𝑡2; 𝑡3] до значения 𝑢(𝑡3) 6 0, либо она возрастает до нулевого значения,

которое принимает в некоторой внутренней точке промежутка [𝑡2; 𝑡3],

а затем остается тождественно равной нулю до конца указанного про­

межутка.

4. Если 𝑢(𝑡4) > 0, то функция 𝑢(𝑡) либо убывает на всем промежутке

[𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋] до значения 𝑢(𝑡1 + 𝜋) > 0, либо она убывает и обращается в
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ноль в некоторой внутренней точке промежутка [𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋], а затем

сохраняет нулевое значение до конца указанного промежутка.

5. Если 𝑢(𝑡4) < 0, то функция 𝑢(𝑡) либо возрастает на всем промежутке

[𝑡4; 𝑡1+2𝜋] до значения 𝑢(𝑡1+𝜋) 6 0, либо она возрастает до нулевого зна­

чения, которое принимает в некоторой внутренней точке промежутка

[𝑡4; 𝑡1+2𝜋], а затем остается тождественно равной нулю до конца ука­

занного промежутка.

Замечание. Из леммы 3 следует, что решения уравнения (1.15) не меняют

своего знака на промежутках [𝑡2; 𝑡3] и [𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋].

2.3. Анализ движения корпуса в области I

Полагая, что 𝛼 = 0, а параметры 𝑘 и 𝜇 принимают значения из области I,

исследуем характер движения корпуса при отличной от нуля начальной скоро­

сти. Предположим сначала, что в момент времени 𝑡1 тело имеет положительную

скорость 𝑢(𝑡1) > 0, тогда до момента первой остановки корпуса, движение будет

описываться уравнением (1.16), интегрируя которое имеем

𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡1) +

𝑡∫
𝑡1

[sin 𝜏 − 𝑘(𝜇+ cos 𝜏)]𝑑𝜏

= 𝑢(𝑡1) + cos 𝑡1 − cos 𝑡− 𝑘𝜇(𝑡− 𝑡1)− 𝑘(sin 𝑡− sin 𝑡1).

(2.29)

Заметим, что функция 𝑢(𝑡) на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] имеет две экстремальные

точки 𝑡 = 𝑡2 и 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋. В точке 𝑡 = 𝑡2 функция 𝑢(𝑡) достигает максимума,

а в точке 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 минимума. Таким образом, 𝑢(𝑡) возрастает на промежут­

ке (𝑡1, 𝑡2) принимает наибольшее значение 𝑢(𝑡2), затем монотонно убывает на

промежутке (𝑡2, 𝑡1 + 2𝜋). Поскольку из (2.29) следует, что

𝑢(𝑡1 + 2𝜋) = 𝑢(𝑡1)− 2𝜋𝑘𝜇, (2.30)
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то при 𝑢(𝑡1) > 2𝜋𝑘𝜇, на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] скорость корпуса, сохраняя

положительное значение, уменьшается на 2𝜋𝑘𝜇.

Рассмотрим теперь случай отрицательной начальной скорости, т.е. будем

считать, что 𝑢(𝑡1) < 0. Тогда интегрируя уравнение (1.17), имеем

𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡1) +

𝑡∫
𝑡1

[sin 𝜏 + 𝑘(𝜇+ cos 𝜏)]𝑑𝜏

= 𝑢(𝑡1) + cos 𝑡1 − cos 𝑡+ 𝑘𝜇(𝑡− 𝑡1) + 𝑘(sin 𝑡− sin 𝑡1).

(2.31)

В этом случае функция 𝑢(𝑡) возрастает на промежутках (𝑡1, 𝑡3), (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋) и

убывает на промежутке (𝑡3, 𝑡4). Таким образом, на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] она

имеет две экстремальные точки: точку максимума 𝑡 = 𝑡3 и точку минимума 𝑡 =

𝑡4. Свое наибольшее значение 𝑢(𝑡) может принять либо в точке максимума 𝑡 =

𝑡3, либо на границе рассматриваемого интервала в точке 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋. Покажем,

что 𝑢(𝑡1 + 2𝜋) является максимальным значением функции 𝑢(𝑡) на интервале

(𝑡1, 𝑡1+2𝜋]. Действительно, в подобласти I существует периодическое движение

корпуса с залипанием как в верхней, так и в нижней зонах замедления, которое

описывается решением 𝑢0(𝑡) уравнения (1.15) с начальным условием 𝑢0(𝑡1) = 0.

На этом решении выполняется равенство 𝑢0(𝑡3) = 𝑢0(𝑡) = 0, где 𝑡 – момент

остановки корпуса в нижней зоне замедления, т.е. 𝑡 ∈ (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋). Учитывая

теперь, что на промежутке [𝑡3, 𝑡] функция 𝑢0(𝑡) является решением уравнения

(1.17) с начальным условием 𝑢(𝑡3) = 0, равенство 𝑢0(𝑡) = 0 можно переписать

в виде
𝑡∫
𝑡3

[sin 𝜏 + 𝑘(𝜇+ cos 𝜏)]𝑑𝜏 = 0 . (2.32)

Интегрируя теперь уравнение (1.17) на промежутке [𝑡3, 𝑡1 + 2𝜋] с некоторым

отличным нуля начальным условием (𝑢(𝑡3) ̸= 0) и учитывая равенство (2.32),
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имеем

𝑢(𝑡1 + 2𝜋) = 𝑢(𝑡3) +

𝑡1+2𝜋∫
𝑡3

[sin 𝜏 + 𝑘(𝜇+ cos 𝜏)]𝑑𝜏

= 𝑢(𝑡3) +

𝑡1+2𝜋∫
𝑡

[sin 𝜏 + 𝑘(𝜇+ cos 𝜏)]𝑑𝜏.

(2.33)

Поскольку sin 𝜏 + 𝑘(𝜇 + cos 𝜏) > 0 при 𝜏 ∈ (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋), то интеграл в правой

части последнего равенства положителен, поэтому будет выполнено неравен­

ство 𝑢(𝑡1 + 2𝜋) > 𝑢(𝑡3), которое, очевидно, и означает, что 𝑢(𝑡1 + 2𝜋) является

максимальным значением функции 𝑢(𝑡) на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋].

С другой стороны, если на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] скорость корпуса отри­

цательна, то, как следует из (2.31), 𝑢(𝑡1 + 2𝜋) = 𝑢(𝑡1) + 2𝜋𝑘𝜇. Поэтому при

𝑢(𝑡1) < −2𝜋𝑘𝜇 на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] скорость корпуса, сохраняя отрица­

тельное значение, возрастет на величину 2𝜋𝑘𝜇.

Таким образом, начав движение в момент времени 𝑡 = 𝑡1 со скоростью

|𝑢(𝑡1)| > 2𝜋𝑘𝜇 и двигаясь без остановки, корпус момент времени 𝑡1 + 2𝜋𝑛 бу­

дет иметь скорость, удовлетворяющую неравенству |𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛)| < 2𝜋𝑘𝜇, где

𝑛 =

[︂
|𝑢(𝑡1)|
2𝜋𝜇𝑘

]︂
, а квадратными скобками обозначена операция взятия целой ча­

сти числа. Поэтому, без ограничения общности, далее будем предполагать, что

|𝑢(𝑡1)| < 2𝜋𝑘𝜇.

Для получения выводов о движении корпуса в области I исследуем пове­

дение интегральных кривых уравнения (1.9) на интервале времени (𝑡1, 𝑡1+2𝜋].

Важную роль здесь играют интегральные кривые, которым соответствует дви­

жение корпуса с остановкой на одной из границ верхней или нижней зоны замед­

ления. Они разделяют пространство решений (𝑡, 𝑢) уравнения (1.9) на области,

в которых интегральные кривые, а значит и соответствующие им движения

корпуса, имеют качественно различный вид.

Обозначим через 𝑢(2)(𝑡) решение, которое описывает движение корпуса с
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остановкой в момент времени 𝑡 = 𝑡2. Сразу заметим, что, как следует из лем­

мы 3, 𝑢(2)(𝑡) возрастает на промежутке [𝑡1, 𝑡2], поэтому остановка в момент

времени 𝑡 = 𝑡2 возможна лишь при движении корпуса в отрицательном на­

правлении. Следовательно, внутри промежутка (𝑡1, 𝑡2] функция 𝑢(2)(𝑡) прини­

мает только отрицательные значения и обращается в ноль на его границе. На

промежутке (𝑡2, 𝑡3] функция 𝑢(2)(𝑡) тождественно обращается в ноль. Поэтому

𝑢(2)(𝑡3) = 𝑢0(𝑡3) = 0 и, следовательно, при всех 𝑡 > 𝑡3 выполняется тождествен­

ное равенство 𝑢(2)(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).

Интегрируя уравнение (1.17) на промежутке (𝑡1, 𝑡2] и учитывая формулы

(1.14), можно показать, что решение 𝑢(2)(𝑡) удовлетворяет следующему началь­

ному условию

𝑢(2)(𝑡1) = −2 ·
√︀

1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 2𝑘𝜇 arctg(

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘𝜇
) . (2.34)

Обозначим через 𝑢(3)+ (𝑡) и 𝑢(3)− (𝑡) – решения уравнения (1.15), описывающие

движение корпуса, при котором он, двигаясь в положительном и отрицатель­

ном направлениях соответственно, совершит остановку в момент времени 𝑡3.

Начальные условия этих решений должны удовлетворять очевидным неравен­

ствам 𝑢
(3)
+ (𝑡1) > 𝑢0(𝑡1) = 0 и 𝑢

(3)
− (𝑡1) < 𝑢(2)(𝑡1), поэтому на основании леммы

3 функция 𝑢
(3)
+ (𝑡) возрастает на промежутке (𝑡1, 𝑡2] и убывает на промежутке

(𝑡2, 𝑡3] обращаясь в ноль на его правой границе, а функция 𝑢−3 (𝑡) возрастает

на всем промежутке (𝑡1, 𝑡3] и принимает нулевое значение на его правой гра­

нице. При всех 𝑡 > 𝑡3 выполняются тождественные равенства 𝑢
(3)
+ (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡)

и 𝑢
(3)
− (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡). Можно показать, что решения 𝑢

(3)
+ (𝑡) и 𝑢

(3)
− (𝑡) определяются

начальными условиями

𝑢
(3)
+ (𝑡1) = 2𝑘𝜇 arctg 𝑘 − 2 ·

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 𝑘2𝜇

𝑘2 + 1
, (2.35)

𝑢
(3)
− (𝑡1) = −

2
√︀

1− 𝑘2(𝜇2 − 1) + 2𝜇𝑘2

𝑘2 + 1
− 2𝑘𝜇 arctg(𝑘) . (2.36)
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Пусть теперь 𝑢−(𝑡) и 𝑢+(𝑡) – решения уравнения (1.15) с начальными

условиями, удовлетворяющими неравенствам 𝑢
(3)
− (𝑡1) < 𝑢−(𝑡1) < 𝑢(2)(𝑡1) и

𝑢(2)(𝑡1) < 𝑢+(𝑡1) < 𝑢
(3)
+ (𝑡1) соответственно. Тогда по лемме 3 функция 𝑢−(𝑡)

возрастает на промежутке (𝑡1, 𝑡2] и принимает на его правой границе отрица­

тельное значение 𝑢−(𝑡2) < 𝑢(2)(𝑡2) = 0, на промежутке (𝑡2, 𝑡3] она также воз­

растает, обращается в ноль в некоторой внутренней точке этого промежутка

и сохраняет нулевое значение до его правой границы. Аналогично, по лемме

3 функция 𝑢+(𝑡) возрастает на промежутке (𝑡1, 𝑡2] и принимает на его правой

границе положительное значение 𝑢+(𝑡2) > 𝑢(2)(𝑡2) = 0, на промежутке (𝑡2, 𝑡3]

она убывает, обращается в ноль в некоторой внутренней точке этого проме­

жутка, а затем сохраняет нулевое значение до его правой границы. Поскольку

𝑢−(𝑡3) = 𝑢+(𝑡3) = 𝑢0(𝑡3) = 0, то при всех 𝑡 > 𝑡3 выполняются тождественные

равенства 𝑢−(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) и 𝑢+(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).

В пространстве решений уравнения (1.15) интегральные кривые 𝑢−(𝑡) ле­

жат в области ограниченной кривыми 𝑢(2)(𝑡) и 𝑢(3)− (𝑡), а интегральные кривые

𝑢+(𝑡) лежат в области ограниченной кривыми 𝑢(2)(𝑡) и 𝑢
(3)
+ (𝑡). При 𝑡 > 𝑡3 эти

области вырождаются в кривую 𝑢0(𝑡). Таким образом, если в момент времени

𝑡 = 𝑡1 скорость корпуса находится в диапазоне значений от 𝑢(3)− (𝑡1) до 𝑢(3)+ (𝑡1), то

корпус останавливается в верхней зоне замедления [𝑡2, 𝑡3] и остается в покое до

момента времени 𝑡 = 𝑡3, а затем начинает совершать периодическое движение,

которое описывается решением 𝑢0(𝑡), т.е. при 𝑡 > 𝑡3 корпус движется возвратно

поступательно с залипанием в верхней и нижней зонах замедления.

Рассуждая аналогично можно показать следующее. Решения с начальны­

ми условиями, удовлетворяющими неравенству −2𝜋𝑘𝜇 < 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1), снача­

ла возрастают возрастают на промежутке (𝑡1, 𝑡3], потом убывают на промежутке

(𝑡3, 𝑡4], а затем снова возрастают на промежутке (𝑡4, 𝑡1+2𝜋], обращаются в ноль

в некоторой его внутренней точке и сохраняют нулевое значение до его правой

границы. Решения с начальными условиями, удовлетворяющими неравенству
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𝑢
(3)
+ (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) < 𝑢

(4)
+ (𝑡1), где

𝑢
(4)
+ (𝑡1) = 4𝑘𝜇 arcctg

(︃
1−

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

𝑘(𝜇− 1)

)︃
−

2𝑘2(𝜇− 1)
(︁
1−

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

)︁
𝑘2 − 𝑘2𝜇+ 1−

√︀
1− 𝑘2(𝜇2 − 1)

(2.37)

возрастают на промежутке (𝑡1, 𝑡2], потом убывают на промежутке (𝑡2, 𝑡4], а за­

тем снова возрастают на промежутке (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋], обращаются в ноль в неко­

торой его внутренней точке и сохраняют нулевое значение до его правой гра­

ницы. Решения же с начальными условиями, удовлетворяющими неравенству

𝑢
(4)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) < 2𝜋𝑘𝜇 возрастают на промежутке (𝑡1, 𝑡2], потом убывают и

обращаются в ноль в некоторой внутренней точке промежутка (𝑡4, 𝑡1 + 2𝜋], а

затем сохраняют нулевое значение до его правой границы.

Таким образом, если в начальный момент выполнено неравенство

−2𝜋𝑘𝜇 ≤ 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1) или неравенство 𝑢(3)+ (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) ≤ 2𝜋𝑘𝜇, то корпус

остановится в нижней зоне замедления и будет оставаться в покое до ее правой

границы, а затем начнет совершать периодические возвратно поступательные

движения с залипанием в верхней и нижней зонах замедления.

На Рис. 1a представлено пространство решений уравнения (1.15), постро­

енное на основе проведенного выше анализа и позволяющее получить полную

качественную картину движения корпуса для значений параметров из подоб­

ласти I. Жирными линиями изображены интегральные кривые, разделяющие

пространство решений на области, для которых движение корпуса имеет ка­

чественно различный характер. В частности, интегральные кривые 𝑢
(1)
− (𝑡) и

𝑢
(1)
+ (𝑡), заданные начальными условиями 𝑢

(1)
− (𝑡1) = −2𝜋𝑘𝜇 и 𝑢

(1)
+ (𝑡1) = 2𝜋𝑘𝜇,

ограничивают область, соответствующую движению корпуса, при котором он

на интервале времени [𝑡1; 𝑡1+2𝜋] свершит остановку в зоне замедления и выйдет

на периодический режим. На Рис. 1b в увеличенном масштабе показана часть

Рис. 1a, ограниченная горизонтальными пунктирными прямыми линиями.
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a) b)

Рис. 1. Пространство решений уравнения (1.15) в подобласти I (𝑘 = 0.7, 𝜇 = 1.5).
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Суммируя результаты данного параграфа, можно сделать следующий вы­

вод. Если параметры задачи принимают значения из подобласти I, то при

любой начальной скорости корпус за конечный промежуток времени перей­

дет в периодический режим, т.е. будет двигаться возвратно поступательно

с залипанием в верхней и нижней зонах замедления.

2.4. Анализ движения корпуса в области II

Пусть теперь 𝛼 = 0, а параметры 𝑘 и 𝜇 принимают значения из области

II. В этом случае анализ движения корпуса на интервале [𝑡1, 𝑡1+2𝜋] можно вы­

полнить также, как это было сделано в предыдущем параграфе для значений

параметров из области I. Не останавливаясь на деталях этого анализа, опишем

его основные результаты. Прежде всего отметим, что в области II, в отличие от

области I, решение уравнения (1.17) на интервале [𝑡1, 𝑡1+2𝜋] может принимать

свое наибольшее значение как при 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋, так и при 𝑡 = 𝑡3. Характер дви­

жения корпуса на этом интервале будет зависеть от того какой из этих случаев

реализуется. Если выполняется неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) > −2𝜋𝑘𝜇, где величина

𝑢
(1)
− (𝑡1) вычисляется по формуле (3.25), то имеет место первый случай, т.е. ре­

шение уравнение (1.17) на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] принимает свое наибольшее

значение при 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋. В этом случае качественный характер движения кор­

пуса будет мало отличаться от его движения и для значений параметров из

области I. В частности, если начальная скорость такова, что |𝑢(𝑡1)| > 2𝜋𝑘𝜇,

то на всем интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без остановки, а его

скорость на указанном интервале уменьшится по модулю на 2𝜋𝑘𝜇. Если же в

|𝑢(𝑡1)| 6 2𝜋𝑘𝜇, то на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус совершит остановку в зоне

замедления и будет оставаться в покое до конца этого интервала, после чего он

начнет двигаться 2𝜋-периодически, останавливаясь и залипая только в нижней

зоне замедления.
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a) b)

Рис. 2. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти IIа (𝑘 = 0.35, 𝜇 = 1.5).

Область II разделяется кривой 𝑢
(3)
− (𝑡1) = −2𝜋𝑘𝜇 на две подобласти IIa и

IIb (см. Рис. 3). Неравенство 𝑢(3)− (𝑡1) > −2𝜋𝑘𝜇 выполняется в подобласти IIа.

На Рис. 2a представлено пространство решений уравнения (1.9), которое дает

полную характеристику движения корпуса на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] в описан­

ном выше случае. На Рис. 2b в увеличенном масштабе показан прямоугольный

участок Рис. 2a, ограниченный пунктирными линиями.

В подобласти IIb выполнено неравенство 𝑢(3)− (𝑡1) < −2𝜋𝑘𝜇. В этом случае

решение уравнения (1.17) принимает на интервале [𝑡1, 𝑡1 +2𝜋] свое наибольшее

значение при 𝑡 = 𝑡3. Из этого следует, что 𝑢(3)− (𝑡1)(𝑡1+2𝜋) = 𝑢
(3)
− (𝑡1)+2𝜋𝑘𝜇 < 0,

т.е. на интервале [𝑡1, 𝑡1+2𝜋] решение 𝑢(3)− (𝑡) описывает движение корпуса в отри­
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Рис. 3. Подобласти IIa и IIb.

цательном направлении с остановкой в момент времени 𝑡 = 𝑡3 и без остановки

в нижней зоне замедления. Поэтому при начальной скорости 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1)

корпус на всем интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋], будет двигаться в отрицательном направ­

лении, без остановок и за время движения его скорость по модулю уменьшится

на 2𝜋𝑘𝜇. В пространстве решений, представленном на Рис. 4, такому движению

соответствуют интегральные кривые, расположенные ниже кривой 𝑢(3)− (𝑡).

При 𝑢(𝑡1) > 2𝜋𝑘𝜇 корпус на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в по­

ложительном направлении без остановок, а его скорость уменьшится на 2𝜋𝑘𝜇.

Этому движению соответствует область пространства решений, расположенная

выше интегральной кривой 𝑢
(1)
+ (𝑡) (см. Рис. 4 ), которая задается начальным

условием 𝑢
(1)
+ (𝑡1) = 2𝜋𝑘𝜇.

Предположим теперь, что в начальный момент выполнено неравенство

𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) 6 2𝜋𝑘𝜇. Для описания характера движения корпуса в этом слу­

чае важную роль играет интегральная кривая 𝑢(1)− (𝑡). На интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋]

ей соответствует движение корпуса с тремя остановками: в моменты времени

𝑡
(1)
* и 𝑡(1)** на промежутках [𝑡1, 𝑡2] и [𝑡3, 𝑡4] соответственно, а также в момент вре­

мени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 на правой границе нижней зоны замедления. После каждой
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a) b)

Рис. 4. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти IIb (𝑘 = 0.22, 𝜇 = 1.5).

остановки корпус начинает движение в противоположном направлении. Можно

показать, что при значениях параметров из подобласти IIb такая интегральная

кривая существует и единственна, она задается начальным условием

𝑢
(1)
− (𝑡1) = cos 𝑡(1)* − cos 𝑡1 − 𝑘𝜇(𝑡(1)* − 𝑡1)− 𝑘(sin 𝑡(1)* − sin 𝑡1), (2.38)

где величина 𝑡(1)* определяется в результате решения системы уравнений

cos 𝑡(1)* − cos 𝑡(1)** − 𝑘
[︁
𝜇(𝑡(1)** − 𝑡(1)* ) + sin 𝑡(1)** − sin 𝑡(1)*

]︁
= 0 ,

cos 𝑡(1)** − cos 𝑡1 + 𝑘
[︁
𝜇(𝑡1 + 2𝜋 − 𝑡(1)** ) + sin 𝑡1 − sin 𝑡(1)**

]︁
= 0 ,

(2.39)

относительно 𝑡(1)* и 𝑡(1)** .

Отметим, что при 𝑡 > 𝑡1+2𝜋 интегральная кривая 𝑢(1)− (𝑡) описывает перио­

дическое движение с залипанием в нижней зоне замедления, т.е. 𝑢(1)− (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡),



57

где как и ранее через 𝑢0(𝑡) обозначено периодическое решение уравнения (1.15),

заданное начальным условием 𝑢0(𝑡1) = 0.

На основе анализа поведения интегральных кривых (см. Рис. 4) приходим

к следующим выводам.

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(1)− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) < 2𝜋𝑘𝜇,

то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совершит оста­

новку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до момента

времени 𝑡 = 𝑡1 +2𝜋, после чего начнет двигаться 2𝜋-периодически с зали­

панием только в нижней зоне замедления. На Рис. 4a такому движению

соответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢
(1)
− (𝑡) и

𝑢
(1)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 она вырождается в кривую 𝑢0(𝑡).

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение в от­

рицательном направлении со скоростью 𝑢
(3)
− (𝑡). На Рис. 4a такому движе­

нию соответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(3)− (𝑡)

и 𝑢(3)+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡))

и данная область вырождается в одну интегральную кривую.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус будет двигаться без остано­

вок зонах замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 он будет иметь

ненулевую (отрицательную) скорость. На Рис. 4a такому движению соот­

ветствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(1)− (𝑡) и 𝑢(3)+ (𝑡),

она выделена серым цветом.

Докажем теперь, что для значений параметров из подобласти IIb незави­

симо от величины начальной скорости корпус через конечное время выйдет на



58

периодический режим движения, соответствующий интегральной кривой 𝑢0(𝑡).

Для этого достаточно показать, что если 𝑢(3)− 6 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(1)
− , то через конечный

промежуток времени корпус остановится в нижней зоне замедления.

Покажем сначала, что для значений параметров из подобласти IIb всегда

существует такое натуральное число 𝑁 , что 𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁 .

В области II интегральной кривой 𝑢(3)+ (𝑡) соответствует движение корпуса, при

котором он, двигаясь в момент времени 𝑡 = 𝑡1 в отрицательном направлении,

совершит остановку на промежутке (𝑡1, 𝑡2) в некоторый момент времени 𝑡 = 𝑡
(3)
* .

Интегральная кривая 𝑢
(3)
+ (𝑡) в области II (в отличие от области I) задается

начальным условием

𝑢
(3)
+ (𝑡1) = cos 𝑡(3)* − cos 𝑡1 − 𝑘𝜇(𝑡(3)* − 𝑡1)− 𝑘(sin 𝑡(3)* − sin 𝑡1), (2.40)

где величина 𝑡(3)* определяется в результате решения уравнения

cos 𝑡3 − cos 𝑡(3)* + 𝑘
[︁
𝜇(𝑡3 − 𝑡(3)* ) + sin 𝑡3 − sin 𝑡(3)*

]︁
= 0 . (2.41)

Непосредственным интегрированием уравнения (1.9) получаем

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋) = cos 𝑡3 − cos 𝑡1 + 𝑘𝜇(𝑡1 + 2𝜋 − 𝑡3) + 𝑘(sin 𝑡1 − sin 𝑡3) . (2.42)

Теперь, учитывая (2.40), (2.41) и (2.42) вычислим разность

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋)− 𝑢

(3)
+ (𝑡1) = 2𝑘𝜇(𝜋 + 𝑡(3)* − 𝑡3) + 2𝑘(sin 𝑡(3)* − sin 𝑡3) . (2.43)

В силу очевидной цепочки неравенств 𝜋 + 𝑡
(3)
* > 𝜋 + 𝑡1 > 𝑡3 первое слагаемое

в правой части (2.43) положительно. Второе слагаемое в правой части (2.43)

также положительно, т.к. 𝜋 < 𝑡3 < 2𝜋 и 0 < 𝑡
(3)
* < 𝜋. Таким образом, разность

(2.43) положительна и, следовательно, выполняется неравенство 𝑢(3)+ (𝑡1+2𝜋) >

𝑢
(3)
+ (𝑡1).

На основании леммы 1 значения 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛), 𝑛 ∈ N образуют монотон­

ную последовательность, а в силу последнего неравенства эта последователь­
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ность является неубывающей. Рассуждая от противного, покажем, что эта по­

следовательность является ограниченной, а именно 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) 6 0. Пусть

𝑢
(3)
+ (𝑡1+2𝜋𝑛*) > 0, где 𝑛* – некоторое натуральное число. Тогда, учитывая, что

полученные выше выводы о движении корпуса на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будут

также верны на интервале [𝑡1 + 2𝜋𝑛*, 𝑡1 + 2𝜋(𝑛* + 1)], приходим к следующе­

му заключению: либо 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋(𝑛* + 1)) = 0, либо 𝑢

(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋(𝑛* + 1)) =

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛*) − 2𝜋𝑘𝜇. В обоих случаях 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋(𝑛* + 1)) < 𝑢

(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛*),

что противоречит свойству монотонности.

В силу монотонности и ограниченности последовательность 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛)

имеет предел. Покажем, что этот предел равен нулю. Действительно, если это

не так, то существует предельный режим движения корпуса с 2𝜋-периодически

изменяющейся скоростью, при котором корпус не останавливается ни в нижней,

ни в верхней зоне замедления, т.е. движется без залипания. Последнее противо­

речит лемме 4, на основании которой указанного режима движения корпуса в

области II не существует, поэтому lim
𝑛→∞

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) = 0. Более того, начиная

с некоторого 𝑛 = 𝑁*, все члены последовательности 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) обращаются

в ноль, так как в противном случае существует предельный 2𝜋-периодический

режим движения с остановкой корпуса на правой границе нижней зоны замедле­

ния, что невозможно в силу существования периодического режима движения с

остановкой внутри нижней зоны замедления. Следовательно, существует такое

натуральное число 𝑁*, что 𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁*.

Напомним теперь, что если начальная скорость удовлетворяет неравенству

𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) < 𝑢

(3)
+ (𝑡1), то при 𝑡 > 𝑡3 корпус будет двигаться со скоростью

𝑢
(3)
+ (𝑡). Это означает, что в этом случае при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁 корпус выйдет на

режим движения с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью 𝑢0(𝑡).

Если же начальная скорость корпуса лежит в интервале значений

𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) < 𝑢

(1)
− (𝑡1), то, как следует из результатов анализа, проведенного

в параграфе 3.1, при 𝑡 > 𝑡1 будет выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡) 6 𝑢(𝑡) 6 𝑢
(1)
− (𝑡).
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Поэтому 𝑢(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁 , где 𝑁 – некоторое натуральное число

(1 6 𝑁 6 𝑁*). Следовательно, и в этом случае корпус за конечный промежуток

времени выйдет на режим движения с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью

𝑢0(𝑡).

На основании результатов данного параграфа, приходим к следующему

выводу. Если параметры задачи принимают значения из области II, то при

любой начальной скорости корпус за конечный промежуток времени перейдет

в 2𝜋-периодический режим, т.е. будет двигаться с 2𝜋-периодически меняю­

щейся скоростью, залипая только в нижней зоне замедления и перемещаясь

за период в положительном направлении.

2.5. Исследование предельного характера движения

корпуса в области III

Характер движения корпуса для значений параметров из области III при

отсутствии вязкого трения (𝛼 = 0) можно исследовать также как это было сде­

лано для областей I и II. В частности, при начальной скорости 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1)

(где величина 𝑢
(3)
− (𝑡1) вычисляется по формуле (3.25)) корпус на интервале

(𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋], будет двигаться в отрицательном направлении и за время движе­

ния его скорость по модулю уменьшится на 2𝜋𝑘𝜇, а при 𝑢(𝑡1) > 2𝜋𝑘𝜇 корпус

на указанном интервале будет двигаться в положительном направлении и его

скорость уменьшится на 2𝜋𝑘𝜇. Если же начальная скорость корпуса лежит в

диапазоне 𝑢(3)− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) 6 2𝜋𝑘𝜇, то на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] он будет совер­

шать остановки меняя направление движения на противоположное или залипая

в зонах замедления. Рассмотрим этот случай более подробно.

Пространство решений уравнения (1.15), построенное для значений пара­

метров из области III, представлено на Рис. 5. Как и в области II определяю­

щую роль здесь играют интегральные кривые 𝑢(1)− (𝑡), 𝑢(3)+ (𝑡) и 𝑢
(3)
− (𝑡), которые
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a) b)

Рис. 5. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти III (𝑘 = 0.15, 𝜇 = 1.5).

на Рис. 5a выделены жирными линиями. Заметим только, что в отличие от

области II в области III интегральной кривой 𝑢
(1)
− (𝑡) соответствует движение

корпуса с двумя остановками: в момент времени 𝑡
(1)
* на промежутке [𝑡3, 𝑡4] и

в момент времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 на правой границе нижней зоны замедления. В

области III эта интегральная кривая задается начальным условием

𝑢
(1)
− (𝑡1) = cos 𝑡(1)* − cos 𝑡1 + 𝑘𝜇(𝑡(1)* − 𝑡1) + 𝑘(sin 𝑡(1)* − sin 𝑡1), (2.44)

где 𝑡(1)* – корень уравнения

cos 𝑡(1)* − cos 𝑡1 + 𝑘
[︁
𝜇(𝑡1 + 2𝜋 − 𝑡(1)* ) + sin 𝑡1 − sin 𝑡(1)*

]︁
= 0 , (2.45)

принадлежащий промежутку [𝑡3, 𝑡4]. Начальное условие, определяющее инте­
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гральную кривую 𝑢
(3)
+ (𝑡) вычисляется, как и в области II, по формулам (2.40) и

(2.41)

Напомним еще, что основании леммы 4 для значений параметров из обла­

сти III уравнение (1.15) допускает 2𝜋-периодическое решение 𝑢*(𝑡), оно задается

начальным условием

𝑢*(𝑡1) = cos 𝑡* − cos 𝑡1 − 𝑘𝜇(𝑡* − 𝑡1)− 𝑘(sin 𝑡* − sin 𝑡1) , (2.46)

где 𝑡* вычисляется по формуле (2.25). На Рис. 5 интегральная кривая 𝑢*(𝑡)

выделена жирной линией.

На основе анализа поведения интегральных кривых уравнения (1.15) мож­

но сделать следующие утверждения о движении корпуса на интервале времени

(𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋].

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(𝑡1) > 2𝜋𝑘𝜇, то корпус

на всем интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в положительном

направлении, а его скорость на указанном интервале времени уменьшить­

ся на 2𝜋𝑘𝜇. При выполнении неравенства 𝑢(𝑡1) 6 𝑢
(3)
− (𝑡1) корпус на всем

интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в отрицательном направ­

лении, а его скорость на указанном интервале времени уменьшиться по

модулю на 2𝜋𝑘𝜇.

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(1)− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) < 2𝜋𝑘𝜇,

то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совершит оста­

новку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до момента

времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋. На Рис. 5a такому движению соответствует область,

ограниченная интегральными кривыми 𝑢
(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋

эти интегральные кривые совпадают (𝑢(1)− (𝑡) ≡ 𝑢
(1)
+ (𝑡)) и данная область

вырождается в одну интегральную кривую.



63

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение в от­

рицательном направлении со скоростью 𝑢
(3)
− (𝑡). На Рис. 5a такому движе­

нию соответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(3)− (𝑡)

и 𝑢(3)+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡))

и данная область вырождается в одну интегральную кривую.

4. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋] корпус будет двигаться без остановки

в нижней зоне замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋 он будет иметь

ненулевую (отрицательную) скорость. На Рис. 5a такому движению соот­

ветствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(1)− (𝑡) и 𝑢(3)+ (𝑡),

она выделена серым цветом. В этой области лежит и интегральная кривая

𝑢*(𝑡), которой соответствует движение корпуса с 2𝜋-периодически меняю­

щейся скоростью без остановок в зонах замедления.

Сформулированные выше утверждения позволяют сделать важные выво­

ды о движении корпуса на бесконечном интервале времени. В частности, если

в начальный момент времени 𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
− (𝑡1), то при некотором натуральном

𝑛, либо будет выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛) 6 2𝜋𝑘𝜇 и при

𝑡 > 𝑡1+2𝜋(𝑛+1) движение корпуса будет описываться решением 𝑢(1)− (𝑡), либо бу­

дет выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡) < 𝑢(𝑡1+2𝜋𝑛) < 𝑢
(1)
− (𝑡1+2𝜋𝑛). Последний слу­

чай будет рассмотрен ниже. Если же 𝑢(𝑡1) 6 𝑢
(3)
− (𝑡1), то при некотором некото­

ром натуральном 𝑚, либо будет выполнено неравенство 𝑢(3)− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1+2𝜋𝑚) 6

𝑢
(3)
+ (𝑡1) и при 𝑡 > 𝑡1+2𝜋(𝑚+1) движение корпуса будет описываться решением

𝑢
(3)
+ (𝑡), либо будет выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡) < 𝑢(𝑡1+2𝜋𝑛) < 𝑢

(1)
− (𝑡1+2𝜋𝑛).

Докажем теперь, что для значений параметров из подобласти III незави­

симо от величины начальной скорости движение корпуса асимптотически при­
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ближается к периодическому режиму движения, соответствующему интеграль­

ной кривой 𝑢*(𝑡). Учитывая сказанное выше, достаточно показать, что если

𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) 6 𝑢

(1)
− (𝑡1), то lim

𝑛→∞
𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛) = 𝑢*(𝑡1).

Заметим сначала, что lim
𝑛→∞

𝑢
(3)
+ (𝑡1+2𝜋𝑛) = 𝑢*(𝑡1). Действительно, как было

показано в параграфе 3.3, имеет место неравенство 𝑢(3)+ (𝑡1) < 𝑢
(3)
+ (𝑡1+2𝜋). Поэто­

му, на основании леммы 1, значения 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛), 𝑛 ∈ N образуют монотонно

возрастающую последовательность. Эта последовательность, очевидно, ограни­

чена сверху величиной 𝑢*(𝑡1), поэтому она имеет некоторый предел, который

обозначим 𝑢̃. Тогда решение уравнения (1.15) заданное начальным условием

𝑢(𝑡1) = 𝑢̃ будет 2𝜋-периодическим. С другой стороны, по лемме 4 уравнение

(1.15) в области III имеет единственное 2𝜋-периодическое решение 𝑢*(𝑡), поэто­

му 𝑢̃ = 𝑢*(𝑡1).

Рассуждая аналогично, нетрудно показать, что lim
𝑛→∞

𝑢
(1)
− (𝑡1+2𝜋𝑛) = 𝑢*(𝑡1).

Действительно, в области III на решении 𝑢0(𝑡) (c начальным условием 𝑢0(𝑡1) =

0) выполнено неравенство 𝑢0(𝑡1 + 2𝜋) < 0. Поэтому, учитывая, что 𝑢
(1)
− (𝑡1 +

2𝜋) = 0, имеем 𝑢
(1)
− (𝑡1 + 2𝜋) > 𝑢0(𝑡1 + 2𝜋). Следовательно 𝑢(1)− (𝑡1) > 𝑢0(𝑡1) = 0,

а значит 𝑢
(1)
− (𝑡1) > 𝑢

(1)
− (𝑡1 + 2𝜋). Поэтому, на основании леммы 1, значения

𝑢
(1)
− (𝑡1+2𝜋𝑛), 𝑛 ∈ N образуют монотонно убывающую последовательность. Эта

последовательность ограничена снизу и имеет предел равный 𝑢*(𝑡1).

Пусть теперь 𝑢(𝑡) – решение уравнения (1.15), для которого в начальный

момент времени 𝑡 = 𝑡1 выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(1)
− (𝑡1), тогда

при любом натуральном 𝑛 будет выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡1+2𝜋𝑛) < 𝑢(𝑡1+

2𝜋𝑛) < 𝑢
(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛) и, следовательно lim

𝑛→∞
𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛) = 𝑢*(𝑡1).

Таким образом, в области III все решения уравнения (1.15) асимптотически

приближаются к 2𝜋-периодическому решению 𝑢*(𝑡) при 𝑡→ ∞.
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Глава 3

Исследование общего характера движения

корпуса при учете как сухого, так и вязкого

трения

3.1. О свойствах решений уравнения движения при учете

вязкого трения

Многие общие свойства решений уравнения движения корпуса, доказанные

в параграфе 2.2 для случая, когда вязкое трение отсутствует, имеют место и при

наличии вязкого трения. В частности, решения уравнения (1.9), описывающего

движение корпуса с учетом сил сухого и вязкого трения удовлетворяют лемме

1 (см. параграф. 2.2). Доказательство этого факта здесь не приводится, т.к.

оно практически дословно совпадает с доказательством леммы 1, приведенном

в параграфе 2.2. Вопрос же о периодических режимах движения корпуса при

наличии в системе вязкого трения требует более детального анализа, поэтому

остановимся на этом подробнее.

Как было показано в параграфе 1.3, при наличии вязкого трения возмож­

но периодическое возвратно поступательное движение корпуса, а также дви­

жение корпуса с периодически меняющейся скоростью. В первом случае кор­

пус за один период обращения внутренней массы по окружности совершает

две остановки, после которых в течении конечных интервалов времени остает­

ся в состоянии покоя (залипает). После каждого такого интервала залипания,

корпус меняет направление движения на противоположное. Указанный режим

движения задается решением уравнения (1.9) с нулевым начальным условием

и существует только при значениях параметров из области I, заданной нера­
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венствами (1.11) и (1.55). Во втором случае корпус за один период обращения

внутренней массы по окружности также совершает две остановки, но залипание

имеет место только один раз. Такой режим движения также задается решением

уравнения (1.9) с нулевым начальным условием, но существует при значениях

параметров из области II, заданной неравенствами (1.62) и (1.68).

Исследуем теперь вопрос о существовании 2𝜋-периодических движе­

ний корпуса без залипания. Предположим, что уравнение (1.9) допускает

2𝜋-периодическое решение 𝑢*(𝑡), описывающие движение корпуса без залипа­

ния, тогда на интервале [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋] функция 𝑢*(𝑡) дважды обращается в ноль

и меняет свой знак. Действительно, рассуждая от противного, будем считать,

что 𝑢*(𝑡) ̸= 0 на интервале [𝑡1; 𝑡1+2𝜋] и для определенности положим 𝑢*(𝑡) > 0.

Тогда из уравнения (1.50) имеем

𝑢*(𝑡1 + 2𝜋) = 𝑒−𝛼(𝑡1+2𝜋)

𝑡1+2𝜋∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡 · (sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡+ 𝑒−2𝜋𝛼 · 𝑢*(𝑡1) (3.1)

Учитывая, что функция sin 𝑡−𝑘(𝜇+cos 𝑡) принимает положительные значения

при 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2) и отрицательные при 𝑡 ∈ (𝑡2, 𝑡1 + 2𝜋) оценим интеграл в правой

части (3.1).

𝑡1+2𝜋∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡 · (sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡 =

=

𝑡2∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡(sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡+

𝑡1+2𝜋∫
𝑡2

𝑒𝛼𝑡(sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡 <

<

𝑡2∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡2(sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡+

𝑡1+2𝜋∫
𝑡2

𝑒𝛼𝑡2(sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝑒𝛼𝑡2

𝑡1+2𝜋∫
𝑡1

(sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡 = −2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼𝑡2

(3.2)
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Таким образом, имеет место неравенство

𝑡1+2𝜋∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡 · (sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡 < −2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼𝑡2 (3.3)

Из (3.1) и (3.3), учитывая, что 𝑒−2𝜋𝛼 < 1, приходим к неравенству

𝑢*(𝑡1 + 2𝜋) < 𝑢*(𝑡1)− 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). (3.4)

Последнее противоречит условию 2𝜋-периодичности 𝑢*(𝑡). Поэтому функция

𝑢*(𝑡) обязательно обратиться в ноль и поменяет знак на интервале [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋].

Кроме того, из непрерывности и 2𝜋-периодичности 𝑢*(𝑡) следует, что на указан­

ном интервале 𝑢*(𝑡) изменит свой знак четное число раз.

Поскольку функция 𝑢*(𝑡) описывает движение корпуса без залипания, то

она может обратиться в ноль лишь на интервалах [𝑡1; 𝑡2] и [𝑡3; 𝑡4]. Покажем, что

на каждом из этих интервалов она может обратиться в ноль только один раз.

Пусть в момент времени 𝑡0 ∈ [𝑡1, 𝑡2] корпус двигался в положительном

направлении, тогда на интервале от 𝑡 = 𝑡0 до первой остановки его скорость

определяется в результате решения уравнения (1.50) и имеет следующий явный

вид

𝑢(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡

𝑡∫
𝑡0

𝑒𝛼𝑡 · (sin 𝑡− 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡+ 𝑒−𝛼(𝑡−𝑡0) · 𝑢(𝑡0) (3.5)

Поскольку по предположению 𝑢(𝑡0) > 0, то выражение (3.5) положительно

на всем интервале [𝑡1, 𝑡2], т.е. двигаясь в момент времени 𝑡0 с положительной

скоростью , корпус на интервале [𝑡1, 𝑡2] сохранит направление своего движения,

а его скорость не обратиться в ноль.

Предположим теперь, что в момент времени 𝑡0 ∈ [𝑡1, 𝑡2] корпус двигался в

отрицательном направлении. В этом случае на интервале времени от 𝑡 = 𝑡0 до

первой остановки его скорость находится из уравнения (1.51). Правая часть это­
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го уравнения на интервале положительна [𝑡1, 𝑡2], поэтому его решения являют­

ся возрастающими функциями времени и при подходящем выборе начального

условия 𝑢(𝑡0) < 0 обращаются в ноль на указанном интервале.

Из сказанного выше следует, в частности, что периодическое решение 𝑢*(𝑡)

уравнения (1.9) может обратиться в ноль на интервале [𝑡1, 𝑡2] только один раз,

причем будет выполнено условие 𝑢*(𝑡1) < 0. Аналогично можно показать, что и

на интервале [𝑡3, 𝑡4] периодическое решение 𝑢*(𝑡) уравнения (1.9) также может

обратиться в ноль только один раз и в этом случае выполняется условие 𝑢*(𝑡3) >

0.

Моменты времени 𝑡* ∈ [𝑡1, 𝑡2] и 𝑡** ∈ [𝑡3, 𝑡4], при которых периодическое

решение 𝑢*(𝑡) обращается в ноль находятся из условий
𝑡**∫
𝑡*

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0 ,

𝑡*+2𝜋∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 = 0 .

(3.6)

Условия (3.6) можно переписать явно в виде системы из двух следующих урав­

нений относительно 𝑡* и 𝑡**

𝐺1(𝑡*)𝑒
𝛼𝑡* −𝐺1(𝑡**)𝑒

𝛼𝑡** = 0 ,

𝐺2(𝑡**)𝑒
𝛼𝑡** −𝐺2(𝑡*)𝑒

𝛼(𝑡*+2𝜋) = 0 ,
(3.7)

где функции 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), 𝐺1(𝑡), 𝐺2(𝑡) определяются формулами (1.53), (1.54). Си­

стема уравнений (3.7) имеет решение не при всех допустимых значениях пара­

метров 𝑘, 𝜇, 𝛼. Найдем необходимое условие существования решения системы

(3.7), а именно, покажем от противного, что система (3.7) может иметь реше­

ние только для значений параметров из области III.

Пусть при значениях параметров 𝑘, 𝜇, 𝛼 из области I система уравнений

(3.7) имеет решение, тогда величины 𝑡* и 𝑡** однозначно определяют периоди­

ческое движение корпуса без залипания в зонах замедления. Наряду с этим
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периодическим движением рассмотрим движение корпуса с нулевой начальной

скоростью 𝑢(𝑡1) = 0. Ранее в параграфе 1.3 было показано, что в этом случае

корпус начав движение в положительном направлении, останавливается либо в

верхней зоне замедления, либо на интервале (𝑡3, 𝑡4). Момент 𝑡 остановки корпу­

са определится из условия

𝑡∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0 (3.8)

Функция 𝑓1(𝑡) положительна на интервале (𝑡1, 𝑡2) и отрицательна на интервале

(𝑡2, 𝑡1 + 2𝜋), поэтому функция

𝐹1(𝑡) =

𝑡∫
𝑡1

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏

возрастает на интервале (𝑡1, 𝑡2) и убывает на интервале (𝑡2, 𝑡1+2𝜋). Аналогично

функция

𝐹 *
1 (𝑡) =

𝑡∫
𝑡*

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏

возрастает на интервале (𝑡*, 𝑡2) и убывает на интервале (𝑡2, 𝑡1 + 2𝜋).

Принимая во внимание равенство

𝐹1(𝑡) = 𝐹 *
1 (𝑡) +

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏,

и учитывая, что, в силу (3.8), 𝐹1(𝑡) = 0, приходим к неравенству

𝐹 *
1 (𝑡) = −

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 < 0,

из которого следует, что на интервале (𝑡2, 𝑡) функция 𝐹 *
1 (𝑡) непрерывна моно­

тонна и принимает значения противоположных знаков на границах этого ин­

тервала. Следовательно, она обращается в ноль в единственной точке данного
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интервала. С другой стороны, в силу (3.6), выполняется равенство 𝐹 *
1 (𝑡**) = 0,

поэтому 𝑡** ∈ (𝑡2, 𝑡), Таким образом, 𝑡2 < 𝑡** < 𝑡 < 𝑡3, т.е. корпус, начав движе­

ние в момент времени 𝑡 = 𝑡* остановится в верхней зоне замедления. Последнее

противоречит предположению о существовании периодического режима движе­

ния без залипания. Из данного противоречия следует, что в области I система

(3.7) не имеет решений и периодического режима движения корпуса без зали­

паний не существует.

Предположим теперь, что система уравнений (3.7) имеет решение для зна­

чений параметров задачи из области II. Напомним, что в этой области существу­

ет периодический режим движения с залипанием в нижней зоне замедления,

т.е. корпус, начав движение с нулевой начальной скоростью, остановится в неко­

торый момент времени 𝑡 на интервале [𝑡3, 𝑡4]. Ранее было показано (см. (1.67)),

что в этой области

𝑡1+2𝜋∫
𝑡

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 ≥ 0 . (3.9)

Знак равенства в (3.9) имеет место на границе, разделяющей области II и III.

Учитывая неравенства 𝑡** < 𝑡 < 𝑡1+2𝜋, второе уравнение системы (3.6) можно

переписать в виде

𝑡∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡1+2𝜋∫
𝑡

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡*+2𝜋∫
𝑡1+2𝜋

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 = 0 (3.10)

или в виде

𝑡1+2𝜋∫
𝑡

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 = −
𝑡∫

𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡−
𝑡*+2𝜋∫
𝑡1+2𝜋

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 . (3.11)

Оценим теперь знак правой части (3.11). С этой целью перепишем условие (3.8)
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в виде

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡**∫
𝑡*

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0 . (3.12)

С учетом первого из уравнений (3.6), последнее равенство принимает вид

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0 . (3.13)

Заметим, теперь, что при любом 𝑡 выполняется неравенство 𝑓2(𝑡) > 𝑓1(𝑡), по­

этому

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 >

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0 . (3.14)

Учитывая теперь очевидное неравенство

𝑡*+2𝜋∫
𝑡1+2𝜋

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 >

𝑡*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡, (3.15)

имеем
𝑡*+2𝜋∫
𝑡1+2𝜋

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡∫
𝑡**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 > 0 . (3.16)

В силу (3.15) и (3.16) приходим к следующему неравенству

𝑡1+2𝜋∫
𝑡

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 < 0 . (3.17)

Таким образом, для существования решения системы (3.6) необходимо выполне­

ние неравенства (3.17), что невозможно в силу (3.9). Следовательно, в области

II система (3.6) действительных решений не имеет и периодического режима

движения без залипания не существует. На основании проведенного исследова­

ния можно сформулировать следующее утверждение.
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Лемма 4. Для значений параметров вне подобласти III периодических реше­

ний уравнения (1.9), описывающих движение корпуса без залипания, не суще­

ствует.

Отметим, что в области III неравенство (3.17) выполняется. Численный

анализ системы уравнений (3.6) показал, что в области III она имеет действи­

тельное решение. Аналитически этот факт будет установлен ниже в параграфе

3.4. Здесь же покажем единственность указанного решения.

Пусть система (3.6) имеет два различных решения, т.е. существуют две

пары 𝑡
(1)
* , 𝑡(1)** и 𝑡(2)* , 𝑡(2)** , удовлетворяющие равенствам

𝑡
(1)
**∫

𝑡
(1)
*

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0,

𝑡
(1)
* +2𝜋∫
𝑡
(1)
**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (3.18)

и

𝑡
(2)
**∫

𝑡
(2)
*

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0,

𝑡
(2)
* +2𝜋∫
𝑡
(2)
**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (3.19)

Далее для определенности положим 𝑡
(2)
* > 𝑡

(1)
* . Тогда, очевидно, будет вы­

полнено неравенство 𝑡(1)** > 𝑡
(2)
** , а из условий (3.18) и (3.19) имеем

𝑡
(2)
*∫

𝑡
(1)
*

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡
(1)
**∫

𝑡
(2)
**

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0,

𝑡
(1)
**∫

𝑡
(2)
**

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡
(2)
* +2𝜋∫

𝑡
(1)
* +2𝜋

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

(3.20)

Вычитая первое равенство из второго, получаем

𝑡
(1)
**∫

𝑡
(2)
**

𝑒𝛼𝑡[𝑓2(𝑡)− 𝑓1(𝑡)]𝑑𝑡+

𝑡
(2)
* +2𝜋∫

𝑡
(1)
* +2𝜋

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡−
𝑡
(2)
*∫

𝑡
(1)
*

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0 . (3.21)
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После несложных преобразований последнее равенство можно представить в

виде

2

𝑡
(1)
**∫

𝑡
(2)
**

𝑒𝛼𝑡𝑘(𝜇+ cos 𝑡)𝑑𝑡+ (𝑒2𝜋𝛼 − 1)

𝑡
(2)
*∫

𝑡
(1)
*

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+

𝑡
(2)
*∫

𝑡
(1)
*

𝑒𝛼𝑡[𝑓2(𝑡)− 𝑓1(𝑡)]𝑑𝑡 = 0 .

(3.22)

Все слагаемые выражения (3.22) всегда неотрицательны. Причем, обра­

титься в ноль они могут только при 𝑡
(1)
* = 𝑡

(2)
* и 𝑡

(1)
** = 𝑡

(2)
** , что и доказывает

единственность решения системы уравнений (3.6)

Таким образом, имеет место следующее утверждение

Лемма 5. Уравнение (1.9) может иметь периодическое решение, описываю­

щее движение корпуса без залипания, только при значениях параметров из

области III. Если такое решение существует, то оно единственно.

Отметим, еще свойства монотонности решений уравнения (1.9). При нали­

чии в системе вязкого трения имеет место следующая

Лемма 6. Пусть функция 𝑢(𝑡), заданная на интервале [𝑡1; 𝑡1 + 2𝜋], является

решением уравнения (1.9), тогда:

1. Если 𝑢(𝑡1) < 0, то функция 𝑢(𝑡) либо возрастает на всем промежутке

[𝑡1; 𝑡2] до значения 𝑢(𝑡2) ≤ 0, либо она возрастает и обращается в ноль в

некоторой внутренней точке промежутка [𝑡1; 𝑡2], а затем принимает

только положительные значения до конца указанного промежутка.

2. Если 𝑢(𝑡2) > 0, то функция 𝑢(𝑡) либо убывает на всем промежутке

[𝑡2; 𝑡3] до значения 𝑢(𝑡3) ≥ 0, либо она убывает и обращается в ноль в

некоторой внутренней точке промежутка [𝑡2; 𝑡3], а затем сохраняет

нулевое значение до конца указанного промежутка.



74

3. Если 𝑢(𝑡2) < 0, то функция 𝑢(𝑡) либо возрастает на всем промежутке

[𝑡2; 𝑡3] до значения 𝑢(𝑡3) ≤ 0, либо она возрастает до нулевого значения,

которое принимает в некоторой внутренней точке промежутка [𝑡2; 𝑡3],

а затем остается тождественно равной нулю до конца указанного про­

межутка.

4. Если 𝑢(𝑡3) > 0, то функция 𝑢(𝑡) либо убывает на всем промежутке

[𝑡3; 𝑡4] до значения 𝑢(𝑡4) ≥ 0, либо она убывает и обращается в ноль в

некоторой внутренней точке промежутка [𝑡3; 𝑡4], а затем принимает

только отрицательные значения до конца указанного промежутка.

5. Если 𝑢(𝑡4) > 0, то функция 𝑢(𝑡) либо убывает на всем промежутке

[𝑡4; 𝑡1+2𝜋] до значения 𝑢(𝑡1+2𝜋) ≥ 0, либо она убывает и обращается в

ноль в некоторой внутренней точке промежутка [𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋], а затем

сохраняет нулевое значение до конца указанного промежутка.

6. Если 𝑢(𝑡4) < 0, то функция 𝑢(𝑡) либо возрастает на всем промежутке

[𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋] до значения 𝑢(𝑡1 + 2𝜋) ≤ 0, либо она возрастает до нулево­

го значения, которое принимает в некоторой внутренней точке проме­

жутка [𝑡4; 𝑡1 + 2𝜋], а затем остается тождественно равной нулю до

конца указанного промежутка.

3.2. Исследование движения корпуса в области I

Исследуем характер движения корпуса при отличной от нуля начальной

скорости, полагая, что параметры задачи 𝑘, 𝜇 и 𝛼 принимают значения из об­

ласти I. Далее будем использовать те же обозначения, что и в главе 2. В част­

ности, обозначим через 𝑢0(𝑡) решение уравнения (1.9) с начальным условием

𝑢0(𝑡1) = 0, которому соответствует периодическое движение корпуса с залипа­

нием как в верхней, так и в нижней зонах замедления.
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Для получения качественных выводов о движении корпуса при ненулевой

начальной скорости исследуем поведение интегральных кривых уравнения (1.9)

на интервале времени (𝑡1, 𝑡1+2𝜋]. Определяющую роль здесь играют интеграль­

ные кривые, которым соответствует движение корпуса с остановкой на одной

из границ верхней или нижней зоны замедления. В пространстве решений (𝑡, 𝑢)

уравнения (1.9) эти кривые являются границами областей, в которых решения

имеют качественно различный характер.

Исследуем решение 𝑢(2)(𝑡), которое описывает движение корпуса с оста­

новкой в момент времени 𝑡 = 𝑡2. В параграфе 3.1 было показано, что двигаясь

в некоторый момент времени 𝑡0 ∈ [𝑡1, 𝑡2] с положительной скоростью корпус

на интервале [𝑡1, 𝑡2] сохранит направление своего движения. Это означает, что

остановка на интервале [𝑡1, 𝑡2] возможна только при движении корпуса в от­

рицательном направлении. Таким образом, внутри промежутка (𝑡1, 𝑡2] функ­

ция 𝑢(2)(𝑡) принимает только отрицательные значения и обращается в ноль на

его границе. На промежутке (𝑡2, 𝑡3] функция 𝑢(2)(𝑡) тождественно обращается

в ноль, поэтому 𝑢(2)(𝑡3) = 𝑢0(𝑡3) = 0. Поскольку для уравнения (1.9) имеет ме­

сто правосторонняя единственность решений, то при всех 𝑡 > 𝑡3 выполняется

тождественное равенство 𝑢(2)(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).

Учитывая, что 𝑢(2)(𝑡2) = 0 нетрудно найти начальное условие, определяю­

щее решение 𝑢(2)(𝑡)

𝑢(2)(𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡2[𝑒𝛼𝑡2(𝐺2(𝑡2))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺2(𝑡1)] . (3.23)

Используя свойство монотонности решений на интервале [𝑡2, 𝑡3] (см. Лем­

му 6), можно показать, что остановка корпуса в момент времени 𝑡3 возможна

как при движении в положительном направлении, так и при движении в от­

рицательном направлении. В первом случае движение описывается решением
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𝑢
(3)
+ (𝑡) уравнения (1.9) с начальным условием

𝑢
(3)
+ (𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡3[𝑒𝛼𝑡3(𝐺1(𝑡3))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)] , (3.24)

а во втором случае – решением 𝑢
(3)
− (𝑡) с начальным условием

𝑢
(3)
− (𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡3[𝑒𝛼𝑡3(𝐺2(𝑡3))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺2(𝑡1)] . (3.25)

В силу правосторонней единственности решений уравнения (1.9), на интер­

вале [𝑡1, 𝑡3) выполняются очевидные неравенства 𝑢(3)+ (𝑡) > 𝑢0(𝑡) и 𝑢(3)− (𝑡) < 𝑢2(𝑡),

поэтому функция 𝑢(3)+ (𝑡1) положительна на всем указанном интервале, а функ­

ция 𝑢(3)− (𝑡1) – отрицательна. При всех 𝑡 > 𝑡3 имеют место тождественные равен­

ства 𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) и 𝑢(3)− (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).

Обозначим через 𝑢−3 (𝑡) и 𝑢+3 (𝑡) решения уравнения (1.9), заданные началь­

ными условиями, удовлетворяющими неравенствам 𝑢
(3)
− (𝑡1) < 𝑢−3 (𝑡1) < 𝑢(2)(𝑡1)

и 𝑢(2)(𝑡1) < 𝑢+3 (𝑡1) < 𝑢
(3)
+ (𝑡1) соответственно. Поскольку 𝑢−3 (𝑡1) < 0, то, как бы­

ло показано в параграфе 3.1 решение 𝑢−3 (𝑡) возрастает на промежутке (𝑡1, 𝑡2], и

принимает на его правой границе отрицательное значение, по лемме 6 это реше­

ние также возрастает и на промежутке (𝑡2, 𝑡3] , обращается в ноль в некоторой

его внутренней точке и сохраняет нулевое значение до его правой границы.

Начальное значение решения 𝑢+3 (𝑡) может быть как положительным так и от­

рицательным. Если 𝑢+3 (𝑡1) > 0, то, как было показано в параграфе 3.1 решение

𝑢+3 (𝑡) положительно всем на промежутке (𝑡1, 𝑡2]. Если же 𝑢+3 (𝑡1) < 0, то решение

𝑢+3 (𝑡) возрастает и обращается в ноль в некоторой внутренней точке промежут­

ка [𝑡1, 𝑡2], а затем до конца этого промежутка принимает только положительные

значения. По лемме 6 решение 𝑢+3 (𝑡) убывает на промежутке (𝑡2, 𝑡3], обращается

в ноль в некоторой его внутренней точке и сохраняет нулевое значение до его

правой границы. В силу правосторонней единственности решений уравнения

(1.9), при всех 𝑡 > 𝑡3 выполняются тождественные равенства 𝑢−3 (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) и

𝑢+3 (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).
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В пространстве решений уравнения (1.9) интегральные кривые 𝑢−(𝑡) ле­

жат в области ограниченной кривыми 𝑢(2)(𝑡) и 𝑢(3)− (𝑡), а интегральные кривые

𝑢+(𝑡) лежат в области ограниченной кривыми 𝑢(2)(𝑡) и 𝑢
(3)
+ (𝑡). При 𝑡 > 𝑡3 эти

области вырождаются в кривую 𝑢0(𝑡). Таким образом, если в момент времени

𝑡 = 𝑡1 скорость корпуса находится в диапазоне значений от 𝑢(3)− (𝑡1) до 𝑢(3)+ (𝑡1),

то, как и при отсутствии вязкого трения, корпус останавливается в верхней

зоне замедления [𝑡2, 𝑡3] и остается в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, а затем

начинает совершать периодическое движение, которое описывается решением

𝑢0(𝑡), т.е. при 𝑡 > 𝑡3 корпус движется возвратно поступательно с залипанием в

верхней и нижней зонах замедления.

Решение 𝑢(4)(𝑡) уравнения (1.9) описывает движение корпуса с останов­

кой в момент времени 𝑡4. Покажем, что 𝑢(4)(𝑡) > 0 при 𝑡 < 𝑡4, т.е. остановка

корпуса в момент времени 𝑡 = 𝑡4 возможна лишь при движении корпуса в

положительном направлении. Действительно, рассуждая от противного пред­

положим сначала, что при некотором 𝑡* < 𝑡3 выполняется 𝑢(4)(𝑡*) < 0. Тогда,

если 𝑢(3)− (𝑡*) < 𝑢(4)(𝑡*) < 0, то, как показано выше, при всех 𝑡 > 𝑡3 выполняется

тождественное равенство 𝑢(4)(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) и, в частности, 𝑢(4)(𝑡4) ≡ 𝑢0(𝑡4) < 0.

Если же 𝑢(4)(𝑡*) < 𝑢
(3)
− (𝑡*), то при всех 𝑡 > 𝑡* выполняется неравенство

𝑢(4)(𝑡) ≤ 𝑢
(3)
− (𝑡), а значит 𝑢(4)(𝑡4) ≤ 𝑢

(3)
− (𝑡4) = 𝑢0(𝑡4) < 0. В обоих случаях

приходим к противоречию с условием 𝑢(4)(𝑡4) = 0. Пусть теперь 𝑡3 < 𝑡* < 𝑡4

и 𝑢(4)(𝑡*) < 0, тогда, интегрируя уравнение (1.51) на интервале от 𝑡* до 𝑡4 с

начальным условием 𝑢(𝑡*) = 𝑢(4)(𝑡*) < 0, имеем

𝑢(4)(𝑡4) = −𝑒𝛼𝑡4
𝑡4∫
𝑡*

𝑒𝛼𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑒−𝛼(𝑡4−𝑡*)𝑢(4)(𝑡*) . (3.26)

Правая часть выражения (3.26) отрицательна, следовательно и в этом случае

приходим к противоречию с условием 𝑢(4)(𝑡4) = 0.

Таким образом, функция 𝑢(4)(𝑡) > 0 на интервале 𝑡1, 𝑡4 и, поэтому, является
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решением уравнения (1.50) на указанном интервале. Несложные вычисления

показывают, что это решение задается следующим начальным условием

𝑢(4)(𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡4[𝑒𝛼𝑡4(𝐺1(𝑡4))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)] . (3.27)

Обозначим через 𝑢+4 (𝑡) решения уравнения (1.9) с начальными значения­

ми из диапазона от 𝑢(3)+ (𝑡1) до 𝑢(4)(𝑡1). На интервале [𝑡1, 𝑡3] для этих решений

выполнено неравенство 𝑢+4 (𝑡) > 𝑢
(3)
+ (𝑡) и, в частности, 𝑢+4 (𝑡3) > 0. Поэтому

по Лемме 6 решение 𝑢+4 (𝑡) сначала убывает на интервале [𝑡3, 𝑡4], обращается

в ноль в некоторой внутренней точке и сохраняет отрицательное значение до

конца этого интервала, т.е. 𝑢+4 (𝑡4) < 0. Следовательно, снова применяя по Лем­

му 6, приходим в заключению, что решения 𝑢+4 (𝑡) возрастают при 𝑡 > 𝑡4 и,

в силу неравенства 𝑢+4 (𝑡) > 𝑢
(3)
+ (𝑡) с учетом непрерывности и правосторонней

единственности, обращаются в ноль в некоторой внутренней точке интервала

(𝑡4, 𝑡1+2𝜋), а затем остаются тождественно равными нулю до момента времени

𝑡1 + 2𝜋. Таким образом, при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 справедливо тождественное равенство

𝑢+4 (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).

Из сказанного выше следует что, если в момент времени 𝑡1 скорость кор­

пуса имела значение из диапазона от 𝑢(3)+ (𝑡1) до 𝑢(4)(𝑡1), то двигаясь в положи­

тельном направлении корпус остановится на интервале (𝑡3, 𝑡4) и сразу начнет

движение в отрицательном направлении до остановки в нижней зоне замедле­

ния, после чего он будет оставаться в покое до момента времени 𝑡1 + 2𝜋, т.е.

выйдет на периодический режим движения.

Рассмотрим теперь решения 𝑢(1)+ (𝑡) и 𝑢(1)− (𝑡) уравнения (1.9), описывающие

движение корпуса, при котором он, двигаясь положительном и отрицательном

направлениях соответственно, совершит остановку в момент времени 𝑡1 + 2𝜋.

Как было показано ранее, решения 𝑢(4)+ (𝑡) и 𝑢
(3)
− (𝑡) не меняют знака на проме­

жутке (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋], поэтому в силу очевидных неравенств 𝑢
(4)
+ (𝑡1) < 𝑢

(1)
+ (𝑡) и

𝑢
(3)
− (𝑡) > 𝑢

(1)
− (𝑡), решения 𝑢(1)+ (𝑡) и 𝑢(1)− (𝑡) также не меняют знака на промежутке
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(𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋]. Таким образом, на всем интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] функции 𝑢
(1)
+ (𝑡) и

𝑢
(1)
− (𝑡) являются решениями уравнений (1.50) и (1.51) соответственно. Можно

показать, что 𝑢(1)+ (𝑡) и 𝑢(1)− (𝑡) определяются начальными условиями

𝑢
(1)
+ (𝑡1) = 𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)[𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)(𝐺1(𝑡1 + 2𝜋))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)], (3.28)

𝑢
(1)
− (𝑡1) = 𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)[𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)(𝐺2(𝑡1 + 2𝜋))− 𝑒𝛼𝑡1𝐺2(𝑡1)]. (3.29)

Поскольку обе функции 𝑢(1)+ (𝑡) и 𝑢(1)− (𝑡) обращаются в ноль в момент време­

ни 𝑡 = 𝑡1+2𝜋, то 𝑢(1)+ (𝑡1+2𝜋) = 𝑢
(1)
− (𝑡1+2𝜋) = 𝑢0(𝑡1+2𝜋) = 0 и, следовательно,

при всех 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 выполняются тождественные равенства 𝑢(1)+ (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) и

𝑢
(1)
− (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡).

Обозначим через 𝑢+1 (𝑡) и 𝑢−1 (𝑡) решения с начальными условиями, удовле­

творяющими 𝑢(4)(𝑡1) < 𝑢+1 (𝑡1) < 𝑢
(1)
+ (𝑡1) и 𝑢(1)− (𝑡1) < 𝑢−1 (𝑡1) < 𝑢

(3)
− (𝑡1). В силу пра­

восторонней единственности решения уравнения (1.9) будут справедливы следу­

ющие неравенства 𝑢(4)(𝑡) 6 𝑢+1 (𝑡) 6 𝑢
(1)
+ (𝑡) и 𝑢(1)− (𝑡) 6 𝑢−1 (𝑡) 6 𝑢

(3)
− (𝑡). Учитывая

теперь, что при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 выполняются равенства 𝑢(4)(𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡) ≡ 𝑢

(1)
+ (𝑡) ≡

𝑢
(1)
− (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡), приходим к тождественным равенствам 𝑢+1 (𝑡) ≡ 𝑢−1 (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡),

которые также будут справедливы при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋.

Таким образом, если начальная скорость корпуса лежит в диапазоне от

𝑢
(1)
− (𝑡1) до 𝑢(3)− (𝑡1) или от 𝑢(4)(𝑡1) до 𝑢(1)+ (𝑡1), то корпус двигаясь в отрицательном

или положительном направлениях соответственно, остановится в нижней зоне

замедления и будет оставаться в покое до ее правой границы, а затем начнет

совершать периодические возвратно поступательные движения с залипанием в

верхней и нижней зонах замедления.

Объединяя результаты, проведенного исследования можно утверждать,

что, если начальная скорость принадлежит диапазону от 𝑢
(1)
− (𝑡1) до 𝑢

(1)
+ (𝑡1),

то в течение промежутка времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋) корпус выйдет вышеуказанный

периодический режим движения.
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Остается рассмотреть случай движения корпуса, когда его начальная ско­

рость лежит вне диапазона 𝑢
(1)
− (𝑡1) до 𝑢

(1)
+ (𝑡1). Пусть 𝑢(𝑡1) > 𝑢

(1)
+ (𝑡1), тогда в

силу правосторонней единственности решения уравнения (1.9) функция 𝑢(𝑡) бу­

дет сохранять положительный знак на промежутке (𝑡1, 𝑡1+2𝜋). Как следует из

неравенства (3.4), в этом случае скорость корпуса за один оборот точки умень­

шится по модулю на величину, превосходящую константу 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). Можно

показать, что аналогичное утверждение справедливо и для случая движения

без остановок в отрицательном направлении.

Таким образом, если в начальный момент 𝑡 = 𝑡1 скорость корпуса меньше

𝑢
(1)
− (𝑡1) или больше 𝑢(1)+ (𝑡1), то через конечное число оборотов точки по окружно­

сти значение скорости попадет в диапазон от 𝑢(1)− (𝑡1) до 𝑢(1)+ (𝑡1). Следовательно,

в течение конечного промежутка времени движение корпуса выйдет на перио­

дический режим, который описывается решением 𝑢0(𝑡).

На Рис. 1 представлено пространство решений уравнения (1.9), построен­

ное на основе проведенного выше анализа и позволяющее получить полную

качественную картину движения корпуса для значений параметров из области

I.

Суммируя результаты данного параграфа, можно сделать следующий вы­

вод. Если параметры задачи принимают значения из области I, то при лю­

бой начальной скорости корпус за конечный промежуток времени перейдет

в периодический режим, т.е. будет двигаться возвратно поступательно с

залипанием в верхней и нижней зонах замедления.

3.3. Исследование движения корпуса в области II

Движение корпуса на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] для значений параметров из

области II можно исследовать тем же методом, что и в предыдущем параграфе.

Как и при отсутствии вязкого трения, здесь возможны два качественно различ­
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Рис. 1. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти I (𝑘 = 0.7, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.3).
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Рис. 2. Области возможных режимов движения.

ных случая: 𝑢(3)− (𝑡1) > 𝑢
(1)
− (𝑡1) и 𝑢

(3)
− (𝑡1) < 𝑢

(1)
− (𝑡1). Уравнение 𝑢(3)− (𝑡1) = 𝑢

(1)
− (𝑡1)

разделяет область II на две подобласти 𝐼𝐼𝑎 и 𝐼𝐼𝑏. При 𝛼 = 0.25 они изображены

на Рис. 2.

Если выполняется неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) > 𝑢

(1)
− (𝑡1), где величины 𝑢

(3)
− (𝑡1),

𝑢
(1)
− (𝑡1) вычисляются по формулам (3.25), (3.29), то как и для значений пара­

метров из области I, при начальной скорости 𝑢(𝑡1) /∈ [𝑢
(1)
− (𝑡1), 𝑢

(1)
+ (𝑡1)], корпус

на всем интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться без остановки, а его скорость

на указанном интервале уменьшится по модулю на константу, значение кото­

рой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). Если же 𝑢(𝑡1) ∈ [𝑢
(1)
− (𝑡1), 𝑢

(1)
+ (𝑡1)], то на

интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] корпус совершит остановку в нижней зоне замедления и

будет оставаться в покое до конца этого интервала, после чего начнет двигаться

2𝜋-периодически, останавливаясь и залипая только в нижней зоне замедления.

На Рис.3 представлено пространство решений уравнения (1.9), которое да­

ет полную характеристику движения корпуса на интервале [𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] в опи­

санном выше случае.
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Рис. 3. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти IIа (𝑘 = 0.35, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.3).

Если выполнено неравенство 𝑢(3)− (𝑡1) < 𝑢
(1)
− (𝑡1), т.е. значения параметров

принадлежат подобласти IIb, то решение 𝑢(3)− (𝑡) описывает движение корпуса в

отрицательном направлении с остановкой в момент времени 𝑡 = 𝑡3 и без останов­

ки в нижней зоне замедления. Поэтому при начальной скорости 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1)

корпус на всем интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋], будет двигаться в отрицательном направ­

лении, без остановок и за время движения его скорость по модулю уменьшится

на константу, значение которой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). В простран­

стве решений уравнения (1.9), представленном на Рис. 4, такому движению со­

ответствуют интегральные кривые, расположенные ниже кривой 𝑢(3)− (𝑡).

При 𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
+ (𝑡1) корпус на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в

положительном направлении, также без остановок, а его скорость уменьшит­

ся на константу, значение которой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). Этому
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Рис. 4. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти IIb (𝑘 = 0.225, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.25).

движению соответствует область пространства решений, расположенная выше

интегральной кривой 𝑢(1)+ (𝑡) (см. Рис. 4).

Предположим теперь, что в начальный момент выполнено неравенство

𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) 6 𝑢

(1)
+ (𝑡1). Этому неравенству, в частности, удовлетворяет ре­

шение 𝑢(1)− (𝑡), которое на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] описывает движение корпуса с

тремя остановками: в моменты времени 𝑡(1)* и 𝑡(1)** на промежутках [𝑡1, 𝑡2] и [𝑡3, 𝑡4]

соответственно, а также в момент времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋 на правой границе нижней

зоны замедления. После каждой остановки корпус начинает движение в проти­

воположном направлении. Можно показать, что при значениях параметров из

подобласти IIb решение 𝑢(1)− (𝑡) задается начальным условием

𝑢
(1)
− (𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡

(1)
* [𝑒𝛼𝑡

(1)
* (𝐺1(𝑡

(1)
* )− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1))], (3.30)
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где величина 𝑡(1)* определяется в результате решения системы уравнений

𝑒𝛼𝑡
(1)
** [𝑒𝛼𝑡

(1)
** (𝐺1(𝑡

(1)
** )− 𝑒𝛼𝑡

(1)
* 𝐺1(𝑡

(1)
* ))] = 0,

𝑒𝛼(𝑡
(1)
* +2𝜋)[𝑒𝛼(𝑡

(1)
* +2𝜋)(𝐺2(𝑡

(1)
* + 2𝜋)− 𝑒𝛼𝑡

(1)
**𝐺2(𝑡

(1)
** ))] = 0

(3.31)

относительно 𝑡(1)* и 𝑡(1)** .

Отметим, что при 𝑡 > 𝑡1+2𝜋 интегральная кривая 𝑢(1)− (𝑡) описывает перио­

дическое движение с залипанием в нижней зоне замедления, т.е. 𝑢(1)− (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡),

где как и ранее через 𝑢0(𝑡) обозначено периодическое решение уравнения (1.9),

заданное начальным условием 𝑢0(𝑡1) = 0.

На основе анализа поведения интегральных кривых (см. Рис. 4) можно сде­

лать вывод, что наличие вязкого трения не изменяет качественного характера

движения корпуса. Влияние вязкого трения на динамику системы выражается

в том, что выход на периодический режим движения происходит за меньшее

время, чем при его отсутствии.

Как и в случае отсутствия вязкого трения, имеют место следующие утвер­

ждения.

1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
+ (𝑡1), то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совер­

шит остановку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до

момента времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋, после чего начнет двигаться 2𝜋-периодически

с залипанием только в нижней зоне замедления. На Рис. 4 такому движе­

нию соответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(1)− (𝑡)

и 𝑢(1)+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 она вырождается в кривую 𝑢0(𝑡).

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢(2)(𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение в

отрицательном направлении со скоростью 𝑢
(3)
− (𝑡). На Рис. 4 такому движе­

нию соответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(3)− (𝑡)
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и 𝑢(2)(𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(2)(𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡))

и данная область вырождается в одну интегральную кривую.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋] корпус будет двигаться без остановки

в нижней зоне замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋 он будет иметь

ненулевую (отрицательную) скорость. На Рис. 4 такому движению соот­

ветствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(1)− (𝑡) и 𝑢(3)+ (𝑡),

она выделена серым цветом.

Докажем теперь, что для значений параметров из подобласти IIb незави­

симо от величины начальной скорости, корпус за конечное время выйдет на

периодический режим движения, соответствующий интегральной кривой 𝑢0(𝑡).

Для этого достаточно показать, что если 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) < 𝑢

(1)
− (𝑡1), то через

конечный промежуток времени корпус остановится в нижней зоне замедления.

Рассмотрим функцию, зависящую от 𝑘, 𝜇 и 𝛼

Δ(𝑘, 𝜇, 𝛼) = 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋)− 𝑢

(3)
+ (𝑡1) =

𝑡1+2𝜋∫
𝑡3

𝑒𝛼𝑡(sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡− 𝑢
(3)
+ (𝑡1).

(3.32)

На границе, разделяющей область II на подобласти IIa и IIb, выполнено

равенство 𝑢(3)− (𝑡1) = 𝑢
(1)
− (𝑡1). Нетрудно показать, что данное равенство можно

записать в следующей эквивалентной форме 𝑢(3)− (𝑡1+2𝜋) = 0. Интегрируя урав­

нение (1.51) на интервале [𝑡3, 𝑡1+2𝜋] с нулевым начальным условием, последнее

же равенство можно представить в виде
𝑡1+2𝜋∫
𝑡3

𝑒𝛼𝑡(sin 𝑡+ 𝑘(𝜇+ cos 𝑡))𝑑𝑡 = 0 (3.33)

и записать явно

𝑒𝛼𝑡3[𝛼2𝑓2(𝑡3)− 𝛼𝑓2(𝑡3) + 𝑘𝜇] + 𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)[𝛼2𝑓2(𝑡1) + 𝛼𝑓2(𝑡1) + 𝑘𝜇] = 0 (3.34)
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С другой стороны, если выполнено условие (3.33), то корпус, начав движение

с отрицательной скоростью 𝑢
(3)
+ (𝑡1) в момент времени 𝑡1, совершит остановку в

некоторый момент времени 𝑡* и сразу же начнет движение в положительном

направлении до остановки в момент времени 𝑡3, после которой вновь продолжит

движение в отрицательном направлении и остановится в момент времени 𝑡1 +

2𝜋, т.е. из условия (3.33) следует, что 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋) = 0. Следовательно, если

параметры 𝑘, 𝜇 и 𝛼 лежат на границе, разделяющей подобласти IIa и IIb, то

Δ(𝑘, 𝜇, 𝛼) = −𝑢(3)+ (𝑡1) > 0, (3.35)

т.е. функция Δ(𝑘, 𝜇, 𝛼) принимает только положительные значения. Покажем,

что в самой подобласти IIb она не может принимать отрицательные значения.

Действительно, Δ(𝑘, 𝜇, 𝛼) непрерывно зависит от своих аргументов 𝑘, 𝜇 и 𝛼,

поэтому, если она в подобласти IIb при некоторых значениях 𝑘, 𝜇̃, 𝛼̃ примет

отрицательное значение, то в подобласти IIb должен существовать такой набор

значений 𝑘0, 𝜇0, 𝛼0 при котором функция Δ(𝑘, 𝜇, 𝛼) обращается в ноль. Это

означает, что в данном случае будет выполнено условие

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋) = 𝑢

(3)
+ (𝑡1) (3.36)

Условие (3.37) задает периодический режим движения без залипаний, но как бы­

ло показано ранее, в области II такого режима движения не существует. Данное

противоречие доказывает положительность функции Δ(𝑘, 𝜇, 𝛼) во всей подоб­

ласти IIb и, как следствие, выполнение неравенства

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋) > 𝑢

(3)
+ (𝑡1) (3.37)

На основании леммы 1 значения 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛), 𝑛 ∈ N образуют моно­

тонную последовательность, а в силу последнего неравенства эта последова­

тельность является неубывающей. Рассуждая от противного, покажем, что

эта последовательность является ограниченной, а именно 𝑢
(3)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛) 6 0.
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Пусть 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛*) > 0, где 𝑛* – некоторое натуральное число. Тогда на

основании выводов, полученных выше, либо 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋(𝑛* + 1)) = 0, ли­

бо 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋(𝑛* + 1)) < 𝑢

(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛*) − 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). В обоих случаях

𝑢
(3)
− (𝑡1+2𝜋(𝑛*+1)) < 𝑢

(3)
− (𝑡1+2𝜋𝑛*), что противоречит свойству монотонности.

В силу монотонности и ограниченности последовательность 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛)

имеет предел. Покажем, что этот предел равен нулю. Действительно, если это

не так, то существует предельный режим движения корпуса с 2𝜋-периодически

изменяющейся скоростью, при котором корпус не останавливается ни в нижней,

ни в верхней зоне замедления, т.е. движется без залипания. Последнее противо­

речит лемме 4, на основании которой указанного режима движения корпуса в

области II не существует, поэтому lim
𝑛→∞

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) = 0. Более того, начиная

с некоторого 𝑛 = 𝑁 , все члены последовательности 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) обращаются

в ноль, так как в противном случае существует предельный 2𝜋-периодический

режим движения с остановкой корпуса на правой границе нижней зоны замедле­

ния, что невозможно в силу существования периодического режима движения

с остановкой внутри нижней зоны замедления. Следовательно, 𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡)

при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁 .

Напомним теперь, что, если начальная скорость удовлетворяет неравен­

ству 𝑢(3)− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
+ (𝑡1), то при 𝑡 > 𝑡3 корпус будет двигаться со скоро­

стью 𝑢
(3)
+ (𝑡). Это означает, что в этом случае при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁 корпус выйдет

на режим движения с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью 𝑢0(𝑡).

Если же начальная скорость корпуса лежит в интервале значений

𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) < 𝑢

(1)
− (𝑡1), то как следует из результатов анализа, проведенного

в параграфе 3.1, при 𝑡 > 𝑡1 будет выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡) 6 𝑢(𝑡) 6 𝑢
(1)
− (𝑡).

Поэтому 𝑢(𝑡) ≡ 𝑢0(𝑡) при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑁*, где 𝑁* – некоторое натуральное число

(1 6 𝑁* 6 𝑁). Следовательно, и в этом случае корпус за конечный промежуток

времени выйдет на режим движения с 2𝜋-периодически меняющейся скоростью

𝑢0(𝑡).
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На основании результатов данного параграфа, приходим к следующему

выводу. Если параметры задачи принимают значения из области II, то при

любой начальной скорости корпус за конечный промежуток времени перейдет

в 2𝜋-периодический режим, т.е. будет двигаться с 2𝜋-периодически меняю­

щейся скоростью, залипая только в нижней зоне замедления и перемещаясь

за период в положительном направлении.

3.4. О предельном характере движения в области III

Характер движения корпуса для значений параметров из области III мож­

но исследовать также как это было сделано для областей I и II. В частности,

при начальной скорости 𝑢(𝑡1) < 𝑢
(3)
− (𝑡1) корпус на интервале (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋], бу­

дет двигаться в отрицательном направлении и за время движения его скорость

по модулю уменьшится на константу, значение которой превосходит величину

2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1), а при 𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
+ (𝑡1) корпус на указанном интервале будет дви­

гаться в положительном направлении и его скорость уменьшится на константу,

значение которой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1). Если же начальная ско­

рость корпуса лежит в диапазоне 𝑢(3)− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) 6 𝑢
(1)
+ (𝑡1), то на интервале

(𝑡1, 𝑡1+2𝜋] он будет совершать остановки, меняя направление движения на про­

тивоположное или залипая в зонах замедления. Рассмотрим этот случай более

подробно.

На Рис. 5 изображено пространство решений уравнения (1.9), построенное

для значений параметров из области III. Как и в области II определяющую

роль здесь играют интегральные кривые 𝑢(1)− (𝑡), 𝑢(3)+ (𝑡), 𝑢(3)− (𝑡). На Рис. 5 они

выделены жирными линиями. Заметим только, что в отличие от области II

в области III интегральной кривой 𝑢
(1)
− (𝑡) соответствует движение корпуса с

двумя остановками: в момент времени 𝑡
(1)
* на промежутке [𝑡3, 𝑡4] и в момент

времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋 на правой границе нижней зоны замедления. В области III
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Рис. 5. Пространство решений уравнения (1.9) в подобласти III (𝑘 = 0.15, 𝜇 = 1.5, 𝛼 = 0.25).

эта интегральная кривая задается начальным условием.

𝑢
(1)
− (𝑡1) = 𝑒𝛼𝑡

(1)
* [𝑒𝛼𝑡

(1)
* 𝐺1(𝑡

(1)
* )− 𝑒𝛼𝑡1𝐺1(𝑡1)], (3.38)

где 𝑡(1)* - корень уравнения

𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)[𝑒𝛼(𝑡1+2𝜋)𝐺2(𝑡1 + 2𝜋)− 𝑒𝛼𝑡
(1)
* 𝐺2(𝑡

(1)
* )] = 0, (3.39)

принадлежащий промежутку [𝑡3, 𝑡4]. Начальные условия, определяющие инте­

гральные кривые 𝑢(3)+ (𝑡) и 𝑢(3)− (𝑡) вычисляются, как и в области II, по формулам

(3.24) и (3.25) соответственно.

На основе анализа поведения интегральных кривых (1.9) можно сделать

следующие выводы о движении корпуса на интервале времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋].
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1. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
+ (𝑡1), то кор­

пус на всем интервале времени (𝑡1, 𝑡1+2𝜋] будет двигаться в положитель­

ном направлении, а его скорость на указанном интервале времени умень­

шится на константу, значение которой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1).

При выполнении неравенства 𝑢(𝑡1) 6 𝑢
(3)
− (𝑡1) корпус на всем интервале

времени (𝑡1, 𝑡1 + 2𝜋] будет двигаться в отрицательном направлении, а его

скорость на указанном интервале времени уменьшится по модулю на кон­

станту, значение которой превосходит величину 2𝜋𝑘𝜇𝑒𝛼(𝑡2−𝑡1)

2. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(1)
− (𝑡1) < 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
+ (𝑡1), то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совер­

шит остановку в нижней зоне замедления и будет находиться в покое до

момента времени 𝑡 = 𝑡1 + 2𝜋. На Рис. 5 такому движению соответству­

ет область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢
(1)
− (𝑡) и 𝑢

(1)
+ (𝑡), при

𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(1)− (𝑡) ≡ 𝑢
(1)
+ (𝑡)) и дан­

ная область вырождается в одну интегральную кривую.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
− (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(3)
+ (𝑡1), то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет нахо­

диться в покое до момента времени 𝑡 = 𝑡3, затем он начнет движение в

отрицательном направлении со скоростью 𝑢
(3)
− (𝑡). На Рис. 5 такому движе­

нию соответствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(3)− (𝑡)

и 𝑢(3)+ (𝑡), при 𝑡 > 𝑡3 эти интегральные кривые совпадают (𝑢(3)+ (𝑡) ≡ 𝑢
(3)
− (𝑡))

и данная область вырождается в одну интегральную кривую.

4. Если в начальный момент выполнено неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡1) 6 𝑢(𝑡1) <

𝑢
(1)
− (𝑡1), то на интервале (𝑡1, 𝑡1+2𝜋] корпус будет двигаться без остановки

в нижней зоне замедления и в момент времени 𝑡 = 𝑡1+2𝜋 он будет иметь

ненулевую (отрицательную) скорость. На Рис. 5 такому движению соот­
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ветствует область, ограниченная интегральными кривыми 𝑢(1)− (𝑡) и 𝑢(3)+ (𝑡),

она выделена серым цветом.

Сформулированные выше утверждения позволяют сделать важные выводы о

движении корпуса на бесконечном интервале времени. В частности, если в на­

чальный момент времени 𝑢(𝑡1) > 𝑢
(1)
− (𝑡1), то при некотором натуральном 𝑛, либо

будет выполнено равенство 𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛) = 𝑢
(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛), т.е. при 𝑡 > 𝑡1 + 2𝜋𝑛

движение корпуса будет описываться решением 𝑢
(1)
− (𝑡), либо будет выполнено

неравенство 𝑢
(3)
+ (𝑡) < 𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛) < 𝑢

(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛). Последний случай будет

рассмотрен ниже.

Аналогично, если 𝑢(𝑡1) 6 𝑢
(3)
+ (𝑡1), то при некотором целом неотрицатель­

ном 𝑚, либо будет выполнено равенство 𝑢(𝑡3 + 2𝜋𝑚) = 𝑢
(1)
− (𝑡3 + 2𝜋𝑚), т.е. при

𝑡 > 𝑡3+2𝜋𝑚 движение корпуса будет описываться решением 𝑢
(3)
+ (𝑡), либо будет

выполнено неравенство 𝑢(3)+ (𝑡) < 𝑢(𝑡1 + 2𝜋𝑛) < 𝑢
(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛).

Таким образом, чтобы получить выводы о предельном характере движения

корпуса необходимо исследовать поведение решений уравнения (1.9), заданных

условиями из интервала 𝑢(3)+ (𝑡) < 𝑢(𝑡1+2𝜋𝑛) < 𝑢
(1)
− (𝑡1+2𝜋𝑛) на неограниченном

интервале времени. Исследуем сначала свойства монотонности решений 𝑢(3)+ (𝑡).

В частности, покажем, что выполняется неравенство

𝑢
(3)
+ (𝑡1) < 𝑢

(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋). (3.40)

Решение 𝑢(3)+ (𝑡) описывает движение при котором корпус в некоторый момент

времени 𝑡(3)* > 𝑡1 начинает движение в положительном направлении и движется

до остановки в момент времени 𝑡3. Затем сразу начинает движение в противопо­

ложном направлении. Покажем, что следующая остановка корпуса произойдет

в некоторый момент времени 𝑡(3)** < 𝑡
(3)
* + 2𝜋. Поскольку на интервале времени

(𝑡
(3)
* , 𝑡3) функция 𝑢(3)+ (𝑡) определяется в результате решения уравнения (1.50) с
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нулевым начальным условием, то условие остановки при 𝑡 = 𝑡3 имеет вид
𝑡3∫
𝑡
(3)
*

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 = 0. (3.41)

Скорость движения корпуса в отрицательном направлении при 𝑡 > 𝑡3 определя­

ется в результате решения уравнения (1.51) с нулевыми начальными условиями

и имеет вид

𝑢
(3)
+ (𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡

𝑡∫
𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓2(𝜏)𝑑𝜏. (3.42)

Покажем, что интеграл в правой части (3.42), вычисленный при 𝑡 = 𝑡
(3)
* + 2𝜋

больше нуля. С этой целью воспользуемся тождеством (1.31), которое перепи­

шем в виде

𝑓1(𝑡+ 𝜏) = −𝑓2(𝑡3 + 𝜏). (3.43)

Используя соотношение (3.43), нетрудно показать, что имеет место следующая

цепочка равенств

𝑡
(3)
* +2𝜋∫
𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓2(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3∫

0

𝑒𝛼(𝜏+𝑡3)𝑓2(𝑡3 + 𝜏)𝑑𝜏 =

= −𝑒𝛼𝑡3
𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3∫

0

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝑡1 + 𝜏)𝑑𝜏 = −𝑒𝛼(𝑡3−𝑡1)

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝜏)𝑑𝜏.

(3.44)

Нетрудно показать, что имеют место неравенства

2𝜋 + 𝑡(3)* + 𝑡1 − 𝑡3 > 𝜋 + 𝑡(3)* > 𝑡3. (3.45)

Поэтому интеграл в выражении (3.44) можно представить в виде

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡
(3)
*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡3∫
𝑡
(3)
*

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏,

(3.46)
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а учитывая (3.41) его можно переписать так

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡1

𝑒𝛼𝑡𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡
(3)
*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏. (3.47)

Поскольку имеют место неравенства

𝑡3 < 𝑡1 + 𝜋 < 𝑡(3)* + 𝜋 < 𝑡(3)* + 2𝜋 − 𝑡3 + 𝑡1, (3.48)

то второе слагаемое можно представить в виде

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡1+𝜋∫
𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡
(3)
* +𝜋∫
𝑡1+𝜋

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡
(3)
* +𝜋

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏.

(3.49)

Учитывая теперь, что
∫𝑡(3)* +𝜋

𝑡1+𝜋 𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 =
∫𝑡(3)*
𝑡1
𝑒𝛼(𝜋+𝜏)𝑓1(𝜋 + 𝜏)𝑑𝜏 и подставляя

(3.49) в (3.47) имеем

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡1

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡1+𝜋∫
𝑡3

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡
(3)
* +2𝜋−𝑡3+𝑡1∫

𝑡
(3)
* +𝜋

𝑒𝛼𝜏𝑓1(𝜏)𝑑𝜏+

+

𝑡
(3)
*∫
𝑡1

𝑒𝛼𝜏 [(𝑒𝛼𝜋 − 1)𝑓1(𝜏 + 𝜋) + (𝑓1(𝜏 + 𝜋) + 𝑓1(𝜏))]𝑑𝜏.

(3.50)

Заметим теперь, что функция 𝑓1(𝑡) на интервалах [𝑡3, 𝑡1 + 𝜋] и [𝑡
(3)
* + 𝜋, 𝑡

(3)
* +

2𝜋− 𝑡3+ 𝑡1] отрицательна, поэтому первые два слагаемых в (3.50) меньше нуля.

Принимая во внимание, что 𝑓1(𝜏 + 𝜋) принимает только отрицательные зна­

чения при 𝜏 ∈ (𝑡1, 𝑡
(3)
* ) и учитывая, что 𝑓1(𝜏 + 𝜋) + 𝑓1(𝜏) = −2𝑘𝜇, приходим

к выводу, что третье слагаемое в (3.50) также отрицательно. Следовательно,

интеграл в левой части (3.50) строго меньше нуля. Последнее и означает, что

интеграл в правой части (3.42), вычисленный при 𝑡 = 𝑡
(3)
* + 2𝜋 больше нуля.
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Из этого следует, что решение 𝑢(3)+ (𝑡) уравнения (1.9) обращается в ноль внутри

интервала (𝑡3, 𝑡
(3)
* + 2𝜋), т.е. 𝑡(3)** < 𝑡

(3)
* + 2𝜋.

Из условий 𝑢
(3)
+ (𝑡

(3)
** ) = 0 и 𝑢

(3)
+ (𝑡

(3)
* ) = 0 интегрируя уравнение (1.9) на

интервалах [𝑡1 + 2𝜋, 𝑡
(3)
** ] и [𝑡1, 𝑡

(3)
* ] и выполнив несложные алгебраические пре­

образования получаем

𝑢
(3)
+ (𝑡1) = −𝑒−𝛼(𝑡1+2𝜋)

𝑡
(3)
* +2𝜋∫
𝑡1+2𝜋

𝑒𝛼𝜏𝑓2(𝜏)𝑑𝜏,

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋) = −𝑒−𝛼(𝑡1+2𝜋)

𝑡
(3)
**∫

𝑡1+2𝜋

𝑒𝛼𝜏𝑓2(𝜏)𝑑𝜏.

(3.51)

Сравнивая последние два выражения, приходим к справедливости неравенства

𝑢
(3)
+ (𝑡1) < 𝑢

(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋). Поэтому на основании Леммы 1 значения 𝑢(3)+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛)

образуют монотонно возрастающую последовательность. С другой стороны, в

области III значения 𝑢
(1)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) образуют монотонно убывающую последо­

вательность. Последнее доказывается аналогично тому, как это было сделано в

параграфе 3.4.

Поскольку 𝑢(1)− (𝑡1 + 2𝜋𝑛) > 𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) то последовательность значений

𝑢
(3)
+ (𝑡1 + 2𝜋𝑛) ограничена сверху, а последовательность 𝑢

(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛) ограни­

чена снизу. Следовательно каждая из указанных последовательностей должна

иметь предел. Т.е. решение 𝑢(3)+ (𝑡) асимптотически приближается к некоторо­

му периодическому режиму, тот же вывод можно сделать и о решении 𝑢
(1)
− (𝑡).

В силу единственности периодического режима движения, указанные последо­

вательности имеют один и тот же предел, соответствующий периодическому

движению корпуса без залипаний в верхней и нижней зонах замедления.

Поскольку решение 𝑢(3)+ (𝑡) и 𝑢(1)− (𝑡) в пространстве решений ограничивают

область интегральных кривых, заданных начальным условием из интервала

𝑢
(3)
+ (𝑡1) < 𝑢(𝑡1 + 2𝜋) < 𝑢

(1)
− (𝑡1 + 2𝜋𝑛), то все интегральные кривые из этой
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области асимптотически приближаются к интегральной кривой, отвечающей

периодическому режиму движения.

На основании результатов данного параграфа, приходим к следующему

выводу. В подобласти III существует периодический режим движения без

остановок в зонах замедления трением, и при произвольной начальной скоро­

сти движение корпуса будет асимптотически приближаться к этому пери­

одическому режиму
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Заключение

В заключении сформулируем основные результаты диссертационной рабо­

ты.

1. Выполнено исследование периодических движений корпуса. Установле­

но, что при любых допустимых значениях параметров задачи всегда существует

единственный режим движения с периодически меняющейся скоростью. Пери­

одом является время полного оборота внутренней массы по окружности. По­

казано, что в зависимости от значений параметров возможны три следующих

качественно различных типа такого периодического движения.

I. Корпус дважды за период останавливается, покоится на плоскости в те­

чении конечного интервала времени (залипает), а затем начинает движе­

ние в противоположном направлении. Залипание корпуса имеет место при

прохождении внутренней массой зон замедления. Перемещение корпуса за

один период равно нулю, т.е. периодически меняется как скорость, так и

координата центра масс корпуса.

II. Корпус дважды за период меняет направление своего движения, но зали­

пание происходит один раз, когда внутренняя масса находится в нижней

зоне замедления. При таком движении корпус совершает не нулевое пере­

мещение за один период.

III. Корпус двигается без интервалов залипания, дважды за период останав­

ливаясь и изменяя направление своего движения. Остановки корпуса про­

исходят в моменты времени, когда внутренняя масса находится вне зон

замедления. Перемещение корпуса за один период отлично от нуля.

Показано, что пространство параметров задачи разделяется на три обла­

сти (I, II, III), в каждой из которых реализуется один из указанных выше пери­
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одических режимов движения. Уравнения для границ этих областей получены

в явной аналитической форме.

2. Проведено полное качественное исследование динамики корпуса при от­

сутствии сил вязкого трения. Сформулированы и доказаны утверждения о свой­

ствах монотонности решений уравнения движения. На этой основе выполнен

полный качественный анализ поведения интегральных кривых данного уравне­

ния. В пространстве решений указаны области с различным характером пове­

дения интегральных кривых. Начальные условия для интегральных кривых,

разделяющих пространство решений на указанные области, получены в явной

аналитической форме. Проведенный анализ позволил получить строгие выводы

о движении корпуса на произвольном интервале времени. В частности, показа­

но, что периодическое движение является предельным режимом движения, т.е.

при любой начальной скорости корпус перейдет в режим движения с периоди­

чески меняющейся скоростью. Установлено, что динамика системы существен­

но зависит от того какой из указанных выше типов периодического движения

реализуется. В области I, где реализуется периодическое движение с залипани­

ем как в верхней, так и в нижней зонах замедления, выход на периодический

режим имеет место на конечном интервале времени. За конечный интервал вре­

мени корпус выйдет на предельный периодический режим и в области II, где

имеет место периодическое движение с залипанием лишь в нижней зоне замед­

ления. При приближении параметров задачи к границе области III временной

интервал выхода на периодический режим неограниченно возрастает. В обла­

сти III движение корпуса при любых начальных скоростях имеет предельный

характер, приближаясь к движению с периодически меняющейся скоростью без

интервалов залипания.

3. Проведено полное качественно исследование динамики корпуса для слу­

чая, когда между корпусом и поверхностью действуют как силы сухого, так и

силы вязкого трения. Для каждой их областей I,II,III был проведен детальный
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анализ поведения интегральных кривых уравнения движения и на его основе

строго показано, что многие утверждения о характере движения корпуса, по­

лученные при наличии в системе только сил сухого трения, справедливы и в

общем случае, когда на корпус действуют и силы сухого, и силы вязкого тре­

ния. В частности, при любой начальной скорости корпус либо за конечное время

выйдет на периодический режим движения с интервалами залипания, либо его

движение будет асимптотически приближаться к периодическому режиму без

интервалов залипаний. Показано, что наличие вязкого трения сокращает вре­

мя перехода в диапазон скоростей, при которых корпус начинает совершать

реверсивное движение, в некоторые моменты времени останавливаясь и изме­

няя направление скорости на противоположное.
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