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Аннотация. В работе исследуется механическая система со сферическим 

маятником, моделирующая нелинейные колебания границы раздела двух 

жидкостей, полностью заполняющих подвижную цилиндрическую ёмкость. 

Демонстрируется, что если в качестве обобщённых координат выбрать 

направляющие косинусы, задающие положение сферического маятника, то 

уравнения движения эквивалентной механической системы точно соответствуют 

уравнениям динамики твёрдого тела с двумя жидкостями в приближении до 

второго порядка малости. Для анализа более высоких порядков малости и 

сравнения поведения механической модели с реальной системой необходимо 

привлекать амплитудно-частотные зависимости. Также в работе выведены 

численные расчеты линейных и нелинейных коэффициентов уравнений 

движений при различных глубинах заполнения каждой жидкости. В результате 

построены амплитудно-частотные характеристики и области неустойчивости 

вынужденных угловых колебаний поверхности раздела жидкостей в 

цилиндрическом сосуде и механической модели со сферическим маятником, 

соответствующей уровням жидкостей. 
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Abstract. The paper studies a mechanical system with a spherical pendulum that models 

nonlinear oscillations of the interface between two liquids that completely fill a movable 

cylindrical container. It is demonstrated that if the direction cosines that define the 

position of the spherical pendulum are chosen as generalized coordinates, the equations 

of motion of the equivalent mechanical system exactly correspond to the equations of the 

dynamics of a rigid body with two liquids in the approximation up to the second order of 

smallness. To analyze higher orders of smallness and compare the behavior of the 

mechanical model with the real system, it is necessary to involve amplitude-frequency 

dependences. The paper also derives numerical calculations of the linear and nonlinear 

coefficients of the equations of motion for different filling depths of each liquid. As a 

result, the amplitude-frequency characteristics and instability regions of forced angular 

oscillations of the interface between liquids in a cylindrical vessel and a mechanical 

model with a spherical pendulum corresponding to the liquid levels are constructed. 

Keywords: instability regions, parametric resonance, spherical bearing, pendulum, 
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Введение 

В работе Г.Н. Микишева и Б.И. Рабиновича [1] предложена механическая 

модель твердого тела с полостью, содержащей жидкость (частично или 

полностью), для случая малых колебаний. Данная модель представляет собой 

эквивалентное твердое тело с системой математических маятников. 

Особый подход был предложен в работе [2] для цилиндрического 

резервуара: здесь жидкость моделируется пружиной с нелинейной жесткостью и 

массой, движущейся по параболической поверхности, причем два параметра 

системы определяются экспериментальным путем. 

В исследованиях [3-5] для плоского случая применяется модель 

математического маятника, остающаяся справедливой даже при значительных 

углах отклонения. Работа [6] посвящена анализу пространственного движения 

маятниковой модели жидкости в сферическом сосуде, где принято допущение о 

сохранении плоской формы свободной поверхности при колебаниях. Аналогичная 

гипотеза, но для плоского движения в полости произвольной формы, 

использована в исследованиях [7-8], где разработана модель маятника с 

переменной длиной, определяемой поверхностью "метацентров".  

Анализ нелинейных колебаний твердого тела с жидкостью сопряжен со 

значительным усложнением уравнений движения. В связи с этим различные 

исследователи предпринимали попытки изучения данной проблемы с помощью 

наглядных механических моделей. Однако сложность физического явления и 

громоздкий характер уравнений [9-11] вынуждали ограничиваться 

рассмотрением частных случаев и введением дополнительных допущений. 

Ранее в работах [12-13] авторы предложили механическую модель малых 

колебаний границы раздела двух жидкостей.  

Предложенная модель состоялась из двух масс, соединённых невесомым 

стержнем и закреплённых в точке О посредством цилиндрического шарнира, и 

представлена на рисунке 1. 
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Рисунок 1 - Маятниковой аналог двух жидкостей, целиком заполняющих 

цилиндрический бак  

 

Для случая немалых колебаний системы двух жидкостей цилиндрический 

шарнир механической модели заменяется сферическим. При этом нелинейная 

динамика поверхности раздела жидкостей описывается уравнениями, 

аналогичными уравнениям движения сферического математического маятника. 

В исследовании [14] проведен анализ колебаний сферического 

математического маятника, где разработана система дифференциальных 

уравнений в обобщенных координатах для данной механической системы. 

В работе [15] освещены наиболее важные аспекты составления 

динамической системы пространственного движения летательного аппарата, 

которая представляется системой нелинейных дифференциальных уравнений. 

Получены необходимые и достаточные условия устойчивости стационарных 

движений летательных аппаратов, содержащих жидкое топливо. 

Работа [16] посвящена изучению нелинейных аспектов динамики 

однородной жидкости, находящейся в резервуарах сложной (нецилиндрической) 

геометрической формы. 
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В публикации [17] решается задача создания системы управления для 

нелинейной динамической модели сферического маятника, при этом в качестве 

основного метода используется подход компенсации нелинейных эффектов. 

Среди зарубежных исследований следует выделить работы [18-21], 

посвященные анализу нелинейных колебаний двухслойной жидкости со 

свободной поверхностью. В данных статьях представлены не только 

теоретические разработки, но и результаты экспериментальных исследований, 

проведенных на специальной установке с колеблющимся резервуаром, 

содержащим два слоя несмешивающихся жидкостей. 

Отдельного внимания заслуживают исследования [22-23], в которых 

комплексно изучены (как теоретически, так и экспериментально) колебания 

двухслойной жидкости в закрытой емкости квадратного сечения. 

Анализ рассмотренных исследований показывает, что в ряде случаев авторы 

ограничивались предположением о малых гармонических перемещениях 

твердого тела, учитывая при этом нелинейность колебаний поверхности раздела 

жидкостей с точностью до кубических членов. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим динамическую систему, состоящую из осесимметричного 

твердого тела со следующими характеристиками: масса тела 0m  и главные 

моменты инерции 0 0 0, ,x y zJ J J . На продольной оси симметрии тела, отстоящей на 

расстоянии ( )c l  от центра масс, расположен сферический шарнир, в котором 

закреплен математический маятник со следующими параметрами: точечная масса 

m  и длина невесомого стержня l (см. рисунок 1). 

Введем некоторую систему координат Oxyz , в которой поле массовых сил, 

действующих на твердое тело с жидкостью, имеет потенциальную функцию U , 

,U g r                                                                                               (1) 

где g - вектор ускорения свободного падения; r - радиус-вектор, проведенный из 

некоторой характерной точки O , связанной с телом.  
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Тело находится в поле массовых сил, определяемых формулой (1), а его 

движение относительно введенной в работах [9-10] системы координат O x y z     

будет определяться векторами скоростей 0V  и  .  

 

 
 

Рисунок 2 - Основные параметры механической модели в виде сферического маятника 

 

Рассматривается устойчивость немалых движений механического аналога 

твердого тела с двумя жидкостями. При составлении уравнений движений 

механического аналога в качестве колеблющихся масс жидкостей использовался 

сферический маятник, закрепленный в некоторой точке, расположенный на 

продольной оси симметрии твёрдого тела. Подробный вывод уравнений 

нелинейных движений механического аналога со сферическим маятником, 

заменяющим две несжимаемые жидкости приведен в работе авторов [14] и имеет 

вид: 
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Уравнения изменения момента количества движения механического 

аналога со сферическим маятником  
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Уравнения для обобщенных координат-направляющих косинусов, 

определяющих положения сферического маятника в любой момент времени  
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Уравнения движения тела с жидкостями в инвариантной форме 

Система линейных уравнений, а, следовательно, и система нелинейных 

уравнений [14], имеет тот недостаток, что гидродинамические коэффициенты и 

обобщенные координаты волнового движения жидкостей определяются с 

точностью до нормированных коэффициентов. На рисунке 3 представлена схема 

бака с двумя жидкостями. 

 

 
 

Рисунок 3 - Цилиндрический бак с двумя жидкостями и основные обозначения 
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Система уравнений может быть приведена к инвариантному виду и 

непосредственно сопоставлена с уравнениями модели маятника, коэффициенты 

которых определяются инвариантными гидродинамическими свойствами. 
 

Уравнения силы твердого тела с жидкостями  
2

0 2 2 2 0

2

1
( ) ( ) (2 ) ;

2

y

y x

dd d
m m j N P

dt dt dt


                                                  (10) 

 

2
0 2 2 2 2 2 2 0

2

1
( ) ( ) [2 ( ) ( ) ] .

2

yz
y y z

ddV d d
m m N P

dt dt dt dt


                              (11) 

 

Уравнение моментов относительно главной центральной оси OY   можно 

представить образом 
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( 2 ) 2 ( ) ) ( )

( 3 ) 0;

y

y y

d d d d d
gN

dt dt dt dt dt

dd d d d d

dt dt dt dt dt dt

d
J

dt

    
      

    
       


     

     

      

   

              (14) 
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где        2 (2)2 (1)2);(N N N  (2) (1)λ (λ λ );   (2) (1)( );J J J   подобные 

формулы для решения были приведены в работах [9-10]. 

Вместо координат   и  , представляющих линейное отклонение 

поверхности раздела жидкостей на стенке полости, вводим новые координаты 2  

и 2 , представляющие собой поворот поверхности раздела жидкостей, по 

следующим формулам: 

2 2; .k k                                                                                           (15) 

Нормирующий коэффициент k  выбирается таким образом, чтобы 

коэффициенты системы уравнений в инвариантном виде были представлены 

параметрами механической модели. 

Приравнивая коэффициенты уравнений движения твёрдого тела с двумя 

жидкостями соответствующим коэффициентам уравнений движения твёрдого 

тела со сферическим маятником, получаем параметры механической модели 

твёрдого тела маятником, выраженные через гидродинамические коэффициенты 

2 2

0/ ; 1 / / ; / ; /k l N m c            ,                                                (16) 

 

0 * 2

0 /m m m     ; 0 2

0 0 /y yJ J J     ; 
0 2

0 0 /z zJ J J     ,                                    (17) 

где l - длина, m - масса маятника, c - расстояние от центра вращения до массы 

маятника, 0m - масса твёрдого тела, и 0 yJ - момент инерции эквивалентного тела. 

Достаточно рассмотреть только нелинейные уравнения, описывающие 

колебания сферического маятника. 

Система уравнений обобщенных координат   и   поверхности раздела 

жидкостей (13-14) после умножения коэффициента k  и введения новых 

координат (15) описывается следующим образом 

2 2 2 2 2
2 2 22 2 2 2

2 2 2 22 2 2

2
22 2 2 2 2

2 2 2 2 22

1 ( )
( ) {[ ] [ (

2

) 2( ) ]} ( 3 ) ] ( ) 0;

yz

y y

dd dV d d
ml ml mlc ml A B

dt dt dt dt dt

d d d d d
E D ml c l F

dt dt dt dt dt

   
    

    
      


     

       

        (18) 
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2 2 2 2 2 2
2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 22 2 2 2

22 2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 ( )
( ) { [ ( )

2

2( ) ]} ( ) ( 3 ) 0.
y

y y

d d d d
ml ml A B

dt dt dt dt

dd d d d
E D E D mlcG

dt dt dt dt dt

    
     

   
       


   

       

     (19) 

 

Здесь введены новые безразмерные коэффициенты и используются 

удобные обозначения 

21 ( )A
 

 
 , 22 ( )B

 

 
 ; 

 
2

2 N
j j 


  , 1E

 

 
 , 2D

 

 
 , 1 ;

( )

J
F

c l



                                                         (20) 

 2 .
J

G
c

     

  

Положив 1, 0A B   в уравнения (18)-(19) тела с жидкостями, то все члены 

данного уравнения будут соответствовать аналогичным членам уравнений (8)-

(9). В уравнениях (8)-(25) для сферического маятника имеются слагаемые 

третьего порядка малости, пропорциональные кажущемуся ускорению j , эти 

слагаемые будем считать равно нулю в виду отсутствия аналогичных слагаемых в 

уравнениях жидкостей (18)-(19). 

 

В таблице 1 на основании данных полученных коэффициентов [10] для 

цилиндрической полости в зависимости от безразмерной глубины жидкости 

0 0 0/h h r  1 1 0/h h r , 2 2 0/h h r  и 1 2/ 0.82   , из которой видно количественное и 

качественное отличие нелинейных характеристик колеблющейся жидкости A  и 

B  от аналогичных характеристик механической модели, для которой 1, 0A B   и 

имеется дополнительный нелинейный член с характеристикой 1K  . 
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Таблица 1 

Значения гидродинамических коэффициентов 

№ 
1h  2h  

  A  B  D  E  F  G  

1 0.2 2 0.098 2.76 1.327 0.65 0.38 1.872 6.683 

2 0.4 1.8 0.143 0.805 -0.015 0.868 0.498 1.984 2.42 

3 0.6 1.6 0.163 0.52 -0.21 0.968 0.548 3.079 3.39 

4 0.8 1.4 0.173 0.443 -0.262 1.014 0.569 3.756 4.636 

5 1 1.2 0.176 0.42 -0.277 1.035 0.578 4.159 5.904 

6 1.2 1 0.175 0.423 -0.275 1.049 0.582 4.416 7.057 

7 1.4 0.8 0.171 0.452 -0.255 1.065 -0.588 4.615 7.961 

8 1.6 0.6 0.16 0.545 -0.193 1.112 -0.61 4.85 8.418 

9 1.8 0.4 0.137 0.875 0.032 1.284 -0.702 5.374 8.148 

10 2 0.2 0.091 3.043 1.521 2.083 -1.142 7.581 6.958 

 

Случай вынужденных угловых колебаний механической модели, 

соответствующих колебаниям поверхности раздела жидкостей 

 
 

Рисунок 4 - Механическая модель, совершающей вращательное движение 

 

Исследования нелинейных колебаний механической модели (рисунок 4) до 

настоящего времени ограничивались анализом вынужденных поступательных 

движений [14], в ходе которого были идентифицированы специфические 

нелинейные коэффициенты только A  и B . Для комплексной оценки влияния 

остальных нелинейных параметров , , ,D E F G  на динамические характеристики 

при конечных движениях сферического маятника целесообразно рассмотреть 
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альтернативный частный случай - систему с вынужденными угловыми 

колебаниями. 

Проекции ускорения и угловых скоростей на оси связанной системы 

координат будут равны  

0 cosx
x

dV
j g

dt
  , 0

y

y

dV
g

dt
  , 0 sinz

z

dV
g g

dt
  ,                                                (21) 

0x  , y  , 0z  .                                                                       (22) 

 

Вследствие исходных предпосылок величин угловых скоростей будем 

считать величинами первого порядка малости и пренебрегать величиной 
3 . В 

связи с этим квадрат парциальной частоты 2 , пропорциональный g , и боковое 

ускорение можно с точностью до малых высшего порядка представить в 

следующем виде  

 

2 2 2

0 (1 / 2)    ; 0zg g ,                                                                         (23) 

 

 

 

2

2 2

0

1

2 1

nm

nmf


  

 




  , 2

1thnm nm nmgk k h  , 1 2 t /h thnm nm nmf k h k h .                               (24) 

 

Для дальнейшего исследования используем обобщённую систему уравнений 

с некоторыми параметрами, при частных значениях которых будем получать обе 

системы 

2
2 2 2 2 2 2 2

1

2 2 2

( , ) [1 ( ) ] ( ) ( )
2 2

( 2 2 ) ( 3 ) ( ) 0;

K
L A E D

B E D x c l F xc


                

            

           

          

   (25) 

 

2
2 2 2 2

2

2 2 2

( , ) [1 ( ) ] ( ) ( )
2 2

( 2 2 ) ( 3 ) 0.

K
L A E D

B E D xcG


            

       

           

       

  (26) 
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Если задается 0K  , то система уравнений (25), (26) описывает нелинейные 

колебаний жидкостей, причем коэффициенты , , , , ,A B D E F G  находятся из 

решения соответствующей краевой задачи нелинейной гидродинамики [9-10]. 

Положив в уравнениях (25), (26) 

1;K A F G     1/ 2;E D   0B  ,                                                         (27) 

получим уравнения (25), (26) в виде, которые являются уравнениями нелинейных 

колебаний сферического маятника: 

2
2 2 2 2 2

2 2 2

1
[1 ( ) ] ( )

2 2

1
( ) 2 ( ) 0;

2
x c l xc


           

       

        

       

                                     (28) 

 

2
2 2 2 2

2

1
[1 ( ) ] ( )

2 2

2 0.xcG


          

 

         

  

                         (29) 

 

Рассмотрим частный случай вынужденных угловых колебаний жидкостей в 

сосуде, совершающего вращательное движение относительно оси yO  по закону 

0 0 0 0 0( ) cos cos ; / .t t t                                                                   (30) 

 

При этом параметрический резонанс будет отсутствовать в системе 0  , 

вынужденные угловые колебания определяются амплитудно-частотной 

характеристикой  

2 0
0 1 1 0 0 1 2 3 0 0(1 3 3 ) { [1 ( )] }.

2
k p a p p c


                                      (31) 

где коэффициенты 1k , 1a , 1p , 2p , 3p , 0c  могут быть записаны в виде:  

2

1 0

1

8
k K , 2

1 0

1

2
a A , 2

1 0

1

8
p  , 2 03p E , 3 0 0( 1)p c F  ; 0c xc .                        (32) 

Пусть амплитуда 0 0  , в этом случае приходим к амплитудно-частотной 

характеристике системы, совершающей свободные колебания (скелетная линия) 

2

1 1(1 3 ) (1 ).k a                                                                                        (33) 
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Области неустойчивости колебаний системы в плоскости возбуждения и 

области возможного параметрического возбуждения колебаний системы в 

поперечной плоскости ( 0  ) после интегрирования методом 

Бубнова-Галеркина [14], получаем следующие соотношения 

2 0
1 1 1 2 3(1 9 3 ) [1 3 (2 )];

4
k p a p p


                                                                  (34) 

2 0
1 1 1 2 3(1 3 ) [1 (2 3 )];

12
k p a p p


                                                             (35) 

2 0
1 1 1 2 5 0(1 3 3 ) [1 (2 3 )];

12
k p a p p


                                                        (36) 

2 0
1 1 1 1 4 2 5 0(1 ) [1 4 (24 2 9 )]

12
k p b a p p p


         ,                                      (37) 

где 4 0;p D 5 0 ;p c G  2

1 0

1

2
b B , которые исследуют из общей системы 

уравнений (25). 

Пусть в рассматриваемой системе возбуждаются параметрические 

колебания ( 0  ), то амплитудно-частотная характеристика в области главного 

резонанса имеет вид 

4 2

1 2 3 0,R R R                                                                              (38) 

где коэффициенты бигармонического уравнения выражаются следующим 

образом  

0 0
1 0 0 0 1 1 1 2 4

5 0 0 2 3 2 4 5 0

1
( 2 )(1 4 ) {( 4 )[1 4 (2 24

2 4 12

1
9 )] [ ( ) (4 )(2 24 9 ]};

2 6

R Ac A B b E D a b p p

A
p p p B A p p p

 
 

  

           

      

 (39) 

 

0
2 0 0 0 1 1 0 1 1

0 0
2 3 4 5 0 1 1

1 3
[ (1 2 2 )] ( 2 ) 2( )( )

4 2 4

[ (7 9 24 9 ) ( 4 )(1 )];
4 24

R c a b A B B A p k

K
p p p p E D k p


  

 


           

       

              (40) 

 

3 0 1 1 0

3
[ (1 4 4 ) ].

4 2

K
R k p                                                                   (41) 
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В частном случае 0K   свободный член в (38) обращается в нуль и 

уравнение приобретает вид 

2

0 0 1 0

1
[ ( 2 )(1 4 )] ( 2 ).
2

A A B b A B                                                                    (42) 

 

Если учесть в деформации поверхности раздела жидкостей и в колебаниях 

сферического маятника слагаемые до второго порядка малости включительно, 

используя при этом в качестве обобщенных координат вместо углов маятника, 

направляющие косинусы, то уравнения немалых движений твердого тела с 

жидкостями будут полностью совпадать с уравнениями движения 

эквивалентного тела со сферическим маятником. 

 

 
а 

 
б 

 

 

Рисунок 5 - Амплитудно-частотные характеристики вынужденных угловых колебаний 

поверхности раздела жидкостей в цилиндрическом сосуде: 1 0 2 0/ / 1h r h r  , 1 2/ 0.82   ,  

а - 0.01  , б - 0.05   

 

На рисунке 5 показаны АЧХ твердого тела с жидкостями, заполняющими 

цилиндрическую полость до относительной высоты 0 0 1 0 2 0/ / / 1h r h r h r   , 

(рисунок 5а) угловое амплитудное значение ( 0.01  ), (рисунок 5б) угловое 

амплитудное значение ( 0.05  ). Подобное описание областей устойчивости 

вынужденных колебаний поверхности раздела жидкостей в цилиндрическом 

сосуде рисунка 5 приведены в работе [14]. 
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а 

 
б 

 

 

Рисунок 6 - Амплитудно-частотные характеристики и области неустойчивости вынужденных 

колебаний механической модели, соответствующей уровням жидкостей:  

1 0 2 0/ / 1h r h r  , 1 2/ 0.82   , а - 0.01  , б - 0.05   

 

На рисунке 6 приведены АЧХ эквивалентного тела со сферическим 

маятником, соответствующего уровням жидкостей 0 0 1 0 2 0/ / / 1h r h r h r   , 

(рисунок 6а) угловое амплитудное значение ( 0 0.01  ), (рисунок 6б) угловое 

амплитудное значение ( 0 0.05  ). Здесь по аналогии с предыдущей работой для 

амплитудно-частотных характеристик [14] принята следующая нормировка: 

1/3

0 0 0( / )u r   ; 
2/3

0 0( 1)( / )u r    .                                                                     (43) 

 

При построении указанных характеристик в координатной плоскости 

параметров 0  и   возникают сложности с сопоставлением из-за их 

значительного различия в масштабах (на порядок величины). Однако при 

переходе к плоскости параметров    и    сохраняется единый масштаб, что 

обеспечивает корректное сравнение характеристик. 

Сравнение амплитудно-частотных характеристик (АЧХ) для двух случаев 

1 2/ 0.82    - твердого тела с жидкостями и его механического аналога с 
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маятником - показывает их качественное соответствие. Однако в области 

резонанса наблюдается небольшое расхождение количественных показателей. 

На рисунках 5 и 6 сплошные линии FGQ обозначают появление устойчивых 

изменений координаты β (t), которые взаимодействуют с основной формой и 

вызывают вращение узлового диаметра на поверхности раздела жидкостей. 

Сплошные линии RNM и KLD представляют собой плоские линейные устойчивые 

колебания, а линии AMO и ADE обозначают правые и левые границы областей 

неустойчивых режимов возникновения параметрических колебаний. 

При малых значения (см. рисунок 6а 0 0.01  ) амплитудно-частотные 

характеристики угловых колебаний мало отличаются от аналогичных 

характеристик поступательных перемещений сосуда [14]. Однако области I и II 

уже не имеют общей границы AV и AJ находятся с разных стороны от скелетной 

линии. При уменьшении амплитуды 0  область II становится меньше, 

уменьшается расстояние между устойчивой и неустойчивой ветвями кривой 

параметрического резонанса FGQ и PST (см. рисунок 6б). На рисунках 6а и 6б 

отчетливо видно, что точка S пересечения ветви PST и границы ADSE области не 

совпадает с точкой D пересечения ветви KLD и этой же границы ADSE. Левая ветвь 

RNM с ростом амплитуды 0  не меняется, а правая ветвь DLK снижается, причем 

точка D практически тоже незначительно уменьшается. Устойчивая весть FGQ с 

увеличением 0  несколько поднимается. Таким образом, учет нелинейных членов 

с коэффициентами приводит к некоторому количественному изменению, но не 

вносит никаких новых качественных свойств в динамическую систему.  

 

Заключение 

Использование направляющих косинусов в качестве обобщенных координат 

сферического маятника значительно упрощает структуру выражений и делает 

анализ систем более удобным и эффективным при сравнении с уравнениями, 

соответствующих колебаниям цилиндрического сосуда с двухслойной 

жидкостью. 
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При учете кубических членов относительно обобщенных координат можно 

увидеть, как некоторое совпадение, так и различие в структуре уравнений и 

значениях коэффициентов. Поэтому сравнение следует проводить по 

амплитудно-частотным характеристикам (АЧХ) вынужденных колебаний 

цилиндрического бака с жидкостями и соответствующей механической модели. 
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