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Аннотация. Настоящая статья рассматривает контактную задачу мембраны с 

ударником в нестационарной постановке. Особенностью подхода, предложенного в 

этой статье, является общность алгоритма, применяемого при решении 

нестационарных контактных задач в различных постановах – плоской и 

осесимметричной. В качестве результатов исследования представлены графики, 

иллюстрирующие зависимость от времени глубины внедрения ударника, изменение 

области контакта, а также скорость изменения области контакта на разных режимах 

взаимодействия. 
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Abstract. This paper presents an algorithm for solving problems of contact interaction 

between an indenter and a membrane at various speeds. A distinctive feature of the 

algorithm proposed for consideration is its applicability to both axisymmetric and flat 

problems. This approach significantly simplifies solving contact problems by reducing 

various settings to a generalized solution. The second feature of the algorithm is its 

applicability to various speed modes of interaction, namely, at speeds above the speed of 

sound and at subsonic speeds. The paper introduces two hypotheses that take into account 
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the features of the subsonic mode of contact interaction. Based on these hypotheses, the 

paper applies the thesis that the membrane outside the contact area has the form of a linear 

function, and in the contact area the shape of the membrane coincides with the shape of the 

indenter itself. Due to the introduction of the above hypotheses, determining the position of 

the boundaries of the contact area of the stamp and the membrane at any time, with a known 

displacement of the frontal point of the stamp, becomes mathematically possible. 

Determining the position of the boundaries of the contact area is the first step in the proposed 

algorithm. The next step determines the displacement of membrane points under the action 

of contact pressure from the indenter, as well as the contact pressure itself under the indenter. 

In the course of solving the problem, the presence of distributed and concentrated loads was 

revealed, which is reflected in the obtained expression for the contact pressure. It is worth 

noting that concentrated loads arise only if the rate of expansion of the contact area coincides 

with the speed of sound. The article first considers the formulation of the problem in the 

subsonic interaction mode, and after obtaining the first results, moves on to consider the 

problem in the supersonic interaction mode. In this case, the problem statement will be 

similar to the subsonic mode. Taking into account the features of contact interaction in the 

supersonic mode, it is assumed that the deflection of the membrane when the indenter moves 

at speeds above the speed of sound will be determined by the shape of the indenter itself and 

the depth of its penetration. The next step of the algorithm determines the pressure under 

the stamp. The information on the structure of distributed loads under the stamp in the 

supersonic contact interaction mode obtained during the solution coincides with the results 

obtained for the subsonic mode. The paper presents an example of calculating the problem 

of interaction between a convex indenter and a membrane in a flat formulation, and presents 



graphs of the obtained results for determining the depth of indenter penetration and the 

expansion of the contact area depending on time. 
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Введение 

Настоящая статья посвящена разработке алгоритма для решения 

нестационарных контактных задач, предполагающий обобщенный метод решения, 

который можно использовать как для задач в плоской постановке, так и в 

осесимметричной. Такой подход является уникальным в области исследования 

нестационарных контактных задач. Если обратиться к работам [1] – [7], то можно 

отследить тенденцию в исследованиях контактных задач в конкретной постановке и 

разработке алгоритма их решения в рамках выбранных условий. Разработанный и 

представленный в данной статье алгоритм существенно расширяет рамки 

исследования контактного взаимодействия, позволяя выбрать наиболее корректную 

модель описания контактного взаимодействия для заданных условий, рассмотрев 

одну и ту же задачу в различных подходах.  

Опираясь на особенности плоской и осесимметричной постановок, а именно – 

симметрия плоской задачи и область исследования осесимметричной ( 0r  ), введем 

обобщенную координату [0, )  , которая в случае плоской постановки задачи 
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будет принимать значение x = , а в случае осесимметричной принимает вид

2 2r x y = = +  ( Ory   –  система координат на плоскости). При этом, в случае 

осесимметричной постановки задачи уравнение перемещений точек мембраны будет 

определяться только координатой и временем.  

Стоит также отметить, что нестационарные контактные задачи имеют ряд 

особенностей на различных режимах взаимодействия – сверхзвуковом и дозвуковом. 

Ряд работ [7]-[10] посвящен исследованию одного из названных режимов. В данной 

статье представлен подход, позволяющий объединить решение задачи на обоих 

этапах. Однако, рассматривать их без учета особенностей каждого будет 

некорректно, в следствие чего рассмотрим задачу последовательно на каждом из 

этапов. 

Постановка задачи 

Как сказано выше, нестационарные контактные задачи имеют два скоростных 

этапа контактного взаимодействия: сверхзвуковой и дозвуковой. Учитывая ряд 

особенностей, связанных со скоростью погружения ударника в мембрану, будем 

решать задачу в два этапа. Рассмотрим дозвуковой режим внедрения. 

 

Рис. 1. Постановка задачи 



Введем две системы координат: неподвижную – O z , которая связана с 

состоянием мембраны, находящейся в покое, и подвижную – 1 1O z  связанную с 

лобовой точкой ударника 1O , которая движется по нормали к плоскости мембраны. 

( )f   – функция, описывающая форму штампа в системе координат 1 1O z , при этом 

( )0 0f = . Движение лобовой точки ударника 1O  направлено вдоль нормали к 

мембране по некоторому закону ( )h t  со скоростью 
( )dh t

dt
. Ударник в момент 

контакта выводит мембрану из состояния покоя. Изменение положения точек 

мембраны, отстоящих от состояния покоя, обозначим функцией ( ),w t . При 

постоянной координате   , функция ( ),w w t=  будет определять закон движения 

точек мембраны.  Из этого следует, что кинематические характеристики ударника –

скорость и ускорение, определяются частными производными 
w

t
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соответственно. Если же значение t  остается неизменным, то функция ( ),w w t=  

будет определять распределение прогиба мембраны в указанный момент времени t .  

Опираясь на вышеописанное, уравнение поперечных колебаний мембраны в 

плоскости O z   можно представить в следующем виде:  
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где    – плотность материала мембраны,  T  – натяжение мембраны,  p  – давление на 

мембрану,   – оператор Лапласа, определяемый для плоской и осесимметричной 

постановок в соответствии с уравнениями (1) и (2) соответственно. 

Далее, введем систему безразмерных величин (штрихом обозначены размерные 

параметры): 

'
, , ,

ct p L
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
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где L  – некоторый линейный характерный размер,   – безразмерное время, 
T

c =


 

– скорость распространения колебаний в мембране. Таким образом, уравнение 

колебаний мембраны в безразмерном виде будет выглядеть согласно формулами (5) 

и (6) для плоской и осесимметричной постановки соответственно: 
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Где 
2

2
L


= − 


 – дифференциальный оператор. Здесь и далее точкой обозначена 

производная функции по безразмерному времени  , штрихом – по безразмерной 

координате   . 

Контактное давление ( ),cp    на мембрану будет распределено по области 

контакта c . Свойства p , содержащейся в выражениях (0), (4) и (5), описываются 

следующим образом: 

( ) ( ), , ,c cp p  =          (6) 

Со стороны мембраны на ударник будет действовать сила, которую будем 

идентифицировать как реакцию мембраны: 

( ) ( ) ( ),

c

с cR p J d


 = −          (7) 

Уравнение (7) содержит множитель ( ) ( )1,2J J =  учитывающий якобиан, 

принимающий значения ( )1 1J =  для плоской задачи и ( )2 2J =  для 

осесимметричной. 

Уравнение движения ударника под действием внешних сил описывается 

следующим образом: 

( )сmh R=         (8) 

где ( )h  – перемещение лобовой точки ударника. 



Решение задачи будет строится из предположения, что в начальный момент 

времени 0 =  мембрана находится в состоянии покоя (10), а ударник имеет 

некоторую начальную скорость отличную от нуля ( 0 0V  ). Начальный зазор между 

ударником и мембраной отсутствует (11): 
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Решение данной задачи предполагает, что точки мембраны, находящиеся на 

достаточном удалении от области контакта с ударником, находятся в не 

деформируемом состоянии, что описывается следующими граничными условиями: 

lim ( ; ) 0
r

w
→

  =      (11) 

Условие контакта определяется как равенство перемещений точек ударника и 

мембраны при наличие контактного давления больше нуля: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

: , , , , 0, ,

, ,

c c c c

c

w w p r

w h f

   =      

  =  + 
   (12) 

где ( ),cw    функция определяет распределение перемещений точек ударника по 

координате   в момент времени  , ( )c   – граница области контакта в момент 

времени  , которая неявно определяется из уравнения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ): , 0, , 0cс w c h f с p c  +  + =  =    (13) 



В области контакта c  предполагается отсутствие касательных напряжений: 

( )( )0, ,
T

p r =p       (14) 

Таким образом, уравнения (0)-(2) и (4)-(14) описывают постановку задачи и 

процесс протекания нестационарного контакта ударника и мембраны. 

Решение задачи 

Для решения задачи введем предположение, что область контакта мембраны и 

ударника является непрерывной: 

( ): 0,c с           (15) 

Границу области контакта, учитывая отсутствие зазора между ударником и 

мембраны в начальный момент времени, будем определять согласно формуле (13).  

Таким образом, учитывая предположение (15), представляется возможным 

связать прогиб мембраны ( ),w    с глубиной внедрения ударника ( )h   и его формой 

( )f   в области контакта следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0,cw h f c  =  +          (16) 

Далее, для решения задачи на дозвуковом этапе контактного взаимодействия 

( )( )1с   , представим возможным существование следующих гипотез:  

Гипотеза 1. На режиме дозвукового контактного взаимодействия вне зоны 

контакта отклонения точек мембраны от состояния покоя имеют вид линейной 

функции. Носитель данной функции полностью определяется скоростью 

распространения волн в мембране.  



Принимая во внимание данную гипотезу, перемещения точек мембраны на 

дозвуковом режиме взаимодействия можно описать согласно следующему 

выражению: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) , ., ,c Mww w HH c cH    − =    − − +   −           (17) 

Второе слагаемое в данном выражении описывает перемещения мембраны за 

пределами зоны контакта исследуемых тел. Помимо этого, гипотеза 1, позволяет 

определить перемещение точек мембраны в любой точке области определения с 

точностью до неизвестной границы контакта. 

Чтобы определить границу области контакта, предлагается воспользоваться 

гипотезой 2, представленной ниже. 

Гипотеза 2. Производная функции формы ударника равна производной 

нормальных перемещений мембраны на границе контакта в этой же точке: 

( ) ( )c c

w f

=  = 

 
=

 
     (18) 

Таким образом, допущение существования гипотез 1 и 2 позволяет при 

известном значении перемещения лобовой точки ударника ( ( )h  ) найти положение 

границы ( )с =   в любой момент времени. 



 

Рис. 2.  Механический контакт ударника и мембраны. 

Исследуя случай только вертикального внедрения ударника, представляется 

достаточным определить только ( )с   из уравнения, полученного графическим путем 

(Рис. 2) из геометрических соотношений: 

 ( )
( ) ( )

f с
с

h f с +
 = −

 −
      (20) 

Учитывая возможность множества решений уравнения (20), необходимо 

учесть: 

( )с           (21) 

Это условие вытекает из особенностей дозвукового режима контактного 

взаимодействия ударника с мембраной. 



Также, опираясь на гипотезы 1 и 2, появляется возможность определить 

функцию ( ),Mw   : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .Mw f c c h f c  =   −  +  +               (22) 

Принимая во внимание структуру функции, описывающей перемещение точек 

мембраны (17), (20)-(22), а также структуру контактного давления, действующего на 

мембрану согласно (6),  запишем выражение (5) как представлено ниже: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

, , ,  ;

, 0,  .

с

с

Lw p H с

Lw p c

Lw c

  =    −    

   =     
 

  =   

    (23) 

Для дальнейшего решения задачи определяются производные функций ( ),сw    

и ( ),Mw    по координате и по времени, входящие в (23), для плоского и 

осесимметричного случая.  

Далее, найденные производные подставляются в выражение (23), что позволяет 

записать выражение для контактного давления  и  для плоского и осесимметричного 

случаев соответственно. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , , ,с с c Mp w w H c w c   =   −   −  +    −    (24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , ,с c c c Mp w w w H c w c
 

    =   −   −   −  +    −  
 

  (25) 

Приняв во внимание свойства функции ( ),cw   запишем уравнения (24) и (25) 

в следующем виде: 



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

, ,

,

сp Q H c

Q h f

  =   − 

  =  − 
    (26) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

, ,

,

сp Q H c

f
Q h f

  =   − 

  
  =  −  − 

 

   (27) 

Обратим внимание, что из выражений (24) и (25) следует, что на границах 

ударника образуются сосредоточенные силы в том случае, когда скорость 

расширения области контакта совпадает со скоростью звука. Приняв во внимание 

указанную особенность, соответствующее слагаемое будет выглядеть согласно 

выражению (29). 

( ) ( ) ( )( ),сP f c с  =   −      (28) 

Характер контактного взаимодействия ударника и мембраны на сверхзвуковом 

режиме ( ( ) 1с   ) дает возможность говорить о наличии таких сосредоточенных 

нагрузок. Скорость расширения пятна контакта на сверхзвуковом режиме 

значительно выше, чем скорость распределения возмущений в мембране. Такие 

рассуждения дают возможность предположить, что перемещение точек мембраны на 

сверхзвуковом режиме контактного взаимодействия будет зависеть толь от формы 

ударника. При этом, появляется равенство носителей контактного давление ( ),сp    

и перемещений точек мембраны ( ),w   . 

Далее рассмотрим задачу о взаимодействии ударника с мембраной на 

сверхзвуковом режиме взаимодействия, в которой необходимо определить 



контактное давление ( ),сp   . При решении задачи будем учитывать 

предположения, изложенные выше. 

Постановка такой задачи описывается аналогично соотношениям для 

дозвукового этапа контактного взаимодействия: (0)-(2) и (4)-(14). 

В этом случае границу контакта будем определять в соответствии с 

выражением (30), а перемещения точек мембраны в области контакта – в 

соответствии с выражением (31). 

( ) ( )( )

( ) ( )1

0h f c

c f h−

 +  =

 = −
     (29) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

, , 0,

, ,c

w h f c

w w H c

  =  +     

  =    − 
    (30) 

Затем, как и в случае дозвукового режима, необходимо определить частные 

производные для ( ),сw    и ( ),Mw    по координате и по времени, а после перейти к 

определению ( ),сp   , опираясь на равенство носителей прогиба мембраны и 

контактного давление ( ) ( )( ),сp r H c r  − . Выражение описывает плоскую 

постановку задачи, а – осесимметричную.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , ,

, , , .

с с

c c

с c c

p Q H c P c

Q w w h f

P w c c w c h c f c

  =   −  +    − 

   =   −   =  − 

   =   +  =   +

   (31) 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, ,

, .

с с

с

p Q H c P c

f
Q h f

P h c f c

  =   −  +    − 

 
  =  −  −



  =   +

    (32) 

Как видно из выражений (31)-(32) – структура нагрузки ( ),Q    совпадает с 

нагрузкой, полученной для дозвукового режима контактного взаимодействия (26)-

(27). 

Если в уравнениях (31)-(32) пренебречь ускорением ( )( )0с  = , то получится 

слагаемое аналогичное выражению (28). 

Таким образом, приходим к выводу, что структура распределенного давления 

на сверхзвуковом и дозвуковом режимах контактного взаимодействия не меняется. 

При этом, контактное давление на границе области контакта при сверхзвуковом 

режиме взаимодействия содержит сосредоточенные нагрузки. 

 

Метод и алгоритм решения нестационарных контактных задач 

В данном разделе представлен разработанный подход к решению контактных 

задач мембраны и ударника, предполагающих нестационарную постановку 

осесимметричных и плоских задач. Алгоритм, рассматривающий только 

осесимметричную постановку нестационарных контактных задач подробно 

рассмотрен в работе [5]. В данной работе будет рассмотрен случай, учитывающий оба 

возможных режима контактного взаимодействия: сверхзвуковой и дозвуковой. 

Предполагается, что механический контакт начинается на сверхзвуковом режиме, а 

затем, с течением времени переходит на дозвуковой. 



Найдем реакцию мембраны ( )cR   из уравнения (7) для плоского случая: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

0

0

,

2 , 2

2 , 2

c Q P

с

Q

P

R R R

R Q d h c f c

R P c d h c f c





 =  + 

 = −    = −   − 

 = −     −   = −   + 





      (33) 

Таким образом, уравнение движения ударника и краевая задача Коши, при 

учете структуры ( )cR  , принимает вид для плоского случая согласно (35)-(38). 

– сверхзвуковой режим (плоский случай) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2

2

cR h c h

mh

c h c

h c


 = −   +   = −  



 =




−  



  (34) 

 Проинтегрировав нижнее уравнение из (34) с учетом (10), получаем: 

( )( ) ( ) ( )0 2m h h cV− = −        (35) 

 Тогда для ударника задача Коши принимает вид: 

( )
( )

( )

0

2

0 0

mV
h

m c

h

 =
+ 

=

      (36) 

– дозвуковой режим (плоский случай) 



( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )0

2

2

.

2

0 0

,

, 0

,

cR f c h c

f c
m

h

V h

c

h

 =  −  

 
+ 

 =

= =

    (37) 

Аналогичным образом определим реакцию мембраны ( )cR   для 

осесимметричного случая: 

( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

,

2
2

2

c Q P

Q

P

R R R

h c
R f c c

R h c f c c

 = +

  
= −  −    

 

= −    +  

    (38) 

 В этом случае уравнение движения ударника и краевая задача Коши, при 

учете структуры ( )cR  , принимает вид (40)-(41). 

– сверхзвуковой режим (осесимметричный случай) 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( )0

2
2

0 , 0

,

2
2

0

,

.

c

c

R

h c
R h c c

mh

h
m

h c

h V

c

c

h

 =

 = − 



  
 = −  +    

 

  

+ 

= =

    (39) 

– дозвуковой режим (осесимметричный случай) 



( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )

2

0

2 ,

0 , 0 0.

2

2

c

h c
R f c c

h f c
m c

h V h

  
 =   −  

 


 = 

+ 

=



=

    (40) 

Таким образом, задача по определению закона внедрения ударника ( )h   

начинается с анализа сверхзвукового режима контактного взаимодействия, где 

решается задача Коши (36) либо (39). Граница области контакта исследуемых тел 

определяется согласно выражению (29). 

Затем находится момент времени  , при наступлении которого скорость 

расширения области контакта переходит в область дозвукового режима 

взаимодействия ( )( )1c   . После прохождения указанного момента времени 

начинается анализ дозвукового режима контактного взаимодействия согласно (37) и 

(40). Для этого случая граница области контакта будет определяться при помощи (20) 

и (21). 

Пример расчетов 

Рассмотрим задачу для взаимодействия выпуклого ударника с мембраной в 

плоской постановке. Пусть форма ударника определяется уравнением ( ) 2f k = −  .  

Предполагается, что взаимодействие начинается на сверхзвуковом режиме – 

решается задача (36). Определяем границу области контакта и скорость ее 

расширения из (29): 



( )
( )

( )
( )

( )

,

2

h
c

k

h
c

h k


 =


 =



       (41) 

Решив задачу Коши (36), находим: 

( ) ( )( )
3/2

2

0 0

4

3

khh

V mV k


 = +       (42) 

Из выражения (42) находим момент времени D =  , в который осуществляется 

переход на дозвуковой режим взаимодействия: 

( ): 1D c          (43) 

Перепишем условие (43) в следующем виде: 

( ) ( )2D Dh h k        (44) 

На конечный момент времени сверхзвукового режима, таким образом, 

становятся известны ( )Dh   и  ( )Dh  , которые будут являться начальными условиями 

для задачи Коши дозвукового режима взаимодействия: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

4

2

0 ,

2 2 ,

0 .

,

D D

c

k

R h c kc

c

m
h

h h h h

c

 = −   + 



+ 
 = −

=  = 

    (44) 

Где ( )
( )2 2k k h k

c
k

 +  − 
 = . 



Задача (44) решалась с помощью метода Рунге-Кутта.  

Для числового решения задачи были приняты следующие параметры: 

0 2, 1, 1V k m= = = .  

Процесс погружения ударника в мембрану ( )h  , учитывающий оба режима 

взаимодействия – сверхзвуковой и дозвуковой, принимает вид согласно рис. 3, а 

расширение пятна контакта – согласно рис. 4. 

 
 

Рис. 3. Глубина внедрения ударника в 

мембрану в зависимости от времени 

Рис. 4. Расширение пятна контакта в 

зависимости от времени 

Для заданной формы ударника решение найдено аналитически. Момент 

времени перехода со сверхзвукового режима взаимодействия на дозвуковой =0.2083  

был получен с помощью численных методов. Значения закона погружения ударника 

и скорости погружения при найденном моменте времени: 

( ) ( )0.25,D Dh h 0.9999999998 =  = . 

Стоит отметить, что согласно рис. 3, внедрение ударника в мембрану 

происходит без отрыва, что согласуется с физическими законами. Перелом на рис. 4 

объясняется точкой перехода со сверхзвукового режима взаимодействия на 

дозвуковой.  
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