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Аннотация. Эволюция авиационно-космической промышленности в 

современных реалиях приводит к росту потребности в обеспечении большей 

надежности, производительности и эффективности функционирования систем 

управления в условиях неопределенностей. В таких условиях классические 

методы синтеза регуляторов и наблюдателей, опирающиеся на точные модели и 

полную информацию, оказываются неэффективными.  

Поэтому, для сохранения устойчивости и требуемого качества управления 

системой необходима разработка новых, более современных подходов к синтезу 

регуляторов и наблюдателей. В данных условиях наиболее целесообразным 

представляется использование робастного подхода, предполагающего учет 

наихудших возможных условий функционирования системы на этапе синтеза 

регуляторов и наблюдателей. 

В работе представлен программный комплекс для автоматизированного 

синтеза робастных регуляторов и наблюдателей состояния линейных 

(стационарных и нестационарных) и нелинейных динамических систем, 

линейных по управлению и возмущению, при неполной информации о векторе 
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состояния и ограниченных неопределённостях (внешних возмущениях, помехах 

измерений, разбросе начальных условий). Алгоритмы, использованные в работе, 

основаны на доказанных достаточных условиях оптимальности, применяемых в 

теории оптимального управления динамическими системами, полученных с 

использованием принципа расширения. Программное обеспечение разработано в 

среде MATLAB и дополнено модулем на Python 3 для решения задач синтеза 

регуляторов для нелинейных систем, линейных по управлению и возмущению на 

полубесконечном временном интервале. Проведена успешная апробация 

программного комплекса на модельных примерах и прикладных задачах 

управления самолётами F-16, Lockheed L-1011 и вертолётом Raptor-90. В работе 

представлен пример применения блока, разработанного на Python 3, для 

решения задачи стабилизации квадрокоптера. 

Разработанное программное обеспечение можно использовать для решения 

разнообразных прикладных задач робастного управления и наблюдения, а также 

при проектировании систем управления полётом и стабилизации. 

Ключевые слова: программное обеспечение, робастное управление, H-infinity 

оптимизация, неполная информация о состоянии, H-infinity регулятор, H-infinity 

наблюдатель, уравнение Риккати, летательные аппараты, MATLAB, Python, SDRE 
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Abstract. The evolution of the aerospace industry in modern conditions leads to an 

increasing demand for higher reliability, performance, and efficiency of control systems 

operating under uncertainty. Under such conditions, classical methods for the synthesis 
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of controllers and observers, which rely on accurate models and complete information, 

prove to be ineffective. 

Therefore, to maintain stability and the required control performance, it is 

necessary to develop new, more advanced approaches to the synthesis of controllers 

and observers. In this context, the most appropriate solution is the use of a robust 

approach, which accounts for the worst-case operating conditions of the system at the 

controller and observer design stage. 

This paper presents a software package for the automated synthesis of robust 

controllers and state observers for linear (time-invariant and time-varying) and 

nonlinear dynamic systems that are linear in control and disturbance, under incomplete 

state-vector information and bounded uncertainties (external disturbances, 

measurement noise, and dispersion of initial conditions). The algorithms used in the 

study are based on proven sufficient optimality conditions applied in optimal control 

theory of dynamic systems and obtained using the extension principle. 

The software has been developed in MATLAB and supplemented with a Python 3 

module for solving controller synthesis problems for nonlinear systems linear in control 

and disturbance over a semi-infinite time interval. The software package has been 

successfully validated on benchmark models and applied control problems involving F-

16 and Lockheed L-1011 aircraft, as well as the Raptor-90 helicopter. The paper also 

presents an example of applying the Python 3 module to the quadcopter stabilization 

problem. 

The developed software can be used to solve a wide range of applied problems in 

robust control and observation, as well as in the design of flight control and 

stabilization systems. 

Keywords: software, robust control, H-infinity optimization, incomplete state 

information, H-infinity controller, H-infinity observer, Riccati equation, aircraft, 

MATLAB, Python, SDRE 

 

Введение 

Современная стадия развития авиационно-космической техники 

характеризуется все более жесткими требованиями к надежности, 
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производительности и эффективности функционирования систем управления в 

условиях существенной неопределённости. К числу основных источников 

неопределенности в поведении системы можно отнести слабо прогнозируемые 

внешние возмущения, погрешности измерительных систем, а также неполноту 

информации о параметрах системы. Вышеперечисленные проблемы, связанные с 

неопределённостью в математической модели и неполнотой информации о 

состоянии системы являются актуальными не только для непрерывных 

динамических моделей [1–2], но и для систем с дискретным временем и 

непрерывно-дискретных систем [3–5]. В таких условиях классические методы 

синтеза регуляторов, опирающиеся на точные модели и полную информацию о 

векторе состояния [6], зачастую оказываются недостаточно эффективными. Что 

определяет актуальность разработки и использования новых современных 

подходов к синтезу робастных регуляторов [7-12], гарантирующих сохранение 

устойчивости и требуемого качества управления системой.  

Робастный подход предполагает учёт наихудших возможных условий 

функционирования системы на этапе синтеза регуляторов и наблюдателей. В 

данной работе робастный подход реализуется посредством использования 

методов H оптимизации. Использование методов H оптимизации 

обусловлено тем, что они позволяют удовлетворить достаточные условия 

оптимальности робастного управления и наблюдения. Под H оптимизацией 

понимается класс методов оптимального управления, в которых задача синтеза 

формулируется как минимизация наихудшего по возможным внешним 

возмущениям влияния на управляемые или оцениваемые выходы системы, 

измеряемого в терминах нормы .H   Такие методы решения задач зачастую 

опираются на модели в пространстве состояний, частотные методы анализа и 

технику линейных матричных неравенств [13–19], обеспечивающих единый и 

формализованный подход к синтезу управляющих и оценивающих устройств. 

Однако, несмотря на высокую степень теоретической разработанности 

H методов [1,20,21], их практическое применение остаётся непростым. 

Существенными являются проблемы численной устойчивости алгоритмов, 

высокой вычислительной сложности, необходимости решения матричных 
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уравнений большой размерности, а также выбора параметров, обеспечивающих 

компромисс между робастностью и динамическими свойствами системы. 

Существующие программные средства зачастую либо предоставляют 

ограниченные возможности, либо требуют от пользователя глубокого владения 

математическим аппаратом теории линейных систем [22]. Поэтому в рамках 

работы было разработано программное обеспечение. 

В данной статье приведено описание программного обеспечения, 

предназначенного для автоматизации алгоритмов синтеза H регуляторов и 

H наблюдателей, использующих подходы основанных на использовании 

достаточных условий оптимальности Кротова В.Ф., Гурмана В.И. [23,24], 

применяемых в теории оптимального управления динамическими системами. 

Доказательство этих условий использует принцип расширения [23–25], 

заключающийся в расширении множества допустимых решений исходной задачи 

и доопределении на нем критерия качества управления. В описываемом 

программном обеспечении реализован набор алгоритмов, разработанных на 

основе решения алгебраических и дифференциальных уравнений Риккати, 

который также включает в себя классические численные методы.  

Целью работы является описать архитектуру разработанного 

программного обеспечения, изложить использованные алгоритмические 

решения и продемонстрировать практическую эффективность пакета программ 

на примерах прикладных задач движения самолетов F–16, L–1011, вертолёта 

Raptor–90 и квадрокоптера. 

 

Описание программной реализации 

Основная часть программного обеспечения (ПО) реализована с помощью 

среды для численных вычислений MATLAB и содержит вспомогательный блок на 

языке программирования Python 3, предназначенный для решения задачи 

синтеза нелинейного регулятора, линейного по управлению и возмущению, 

которая описана в разделе 5. Общая схема программного обеспечения приведена 

на рисунке 1.  
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Характеристики персонального компьютера, используемого для разработки 

ПО: MSI GF63, оперативная память (RAM) 8GB, процессор Intel Core i7-9750H 

2.6 GHz. 

 

 
 

Рисунок - 1 Блок-схема программного комплекса 

 

Задачи, описываемые в разделах 2–5 реализованы в составе комплекса 

программ в среде MATLAB. Используемая версия программы: MATLAB R2019b.  

При реализации были использованы встроенные функции MATLAB:  

 ode45 предназначена для численного решения начально-краевых задач 

для систем обыкновенных дифференциальных уравнений; 

 icare реализует численное решение алгебраического уравнения Риккати. 

Задача из раздела 5 была решена с использованием языка 

программирования Python. Используемая версия языка: 3.13. Отдельными 

функциями были реализованы алгоритмы решения уравнения Риккати и метода 

Рунге–Кутты 4 порядка.  

При реализации были использованы библиотеки:  
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 math - стандартная библиотека Python для математических функций; 

 numpy - библиотека для работы с массивами и операциями линейной 

алгебры; 

 numpy.linalg - модуль NumPy для операций линейной алгебры;  

 sympy - библиотека для символьных вычислений; 

 matplotlib.pyplot - библиотека для построения графиков. 

В результате разработанный комплекс программ позволяет решать 

следующие задачи: 

1. Синтез стационарных H   регуляторов для линейных систем при наличии       

неполных измерений на полубесконечном промежутке времени [26], 

описываемый в разделе 2 и соответствующий задаче 1.1 в блоке «Синтез H-

infinity регуляторов» (рис. 1): 

i. Подход 1. Получение оценок вектора состояния на основе псевдообращения 

матрицы модели измерительной системы. 

ii. Подход 2. Получение оценок вектора состояния на основе асимптотических 

наблюдателей состояния. 

2. Синтез нестационарных H   регуляторов для линейных систем при 

наличии неполных измерений на конечном промежутке времени [27], 

описываемый в разделе 3 и соответствующий задаче 2 в блоке «Синтез H-

infinity регуляторов» (рис. 1): 

i. Подход 1. Получение оценок вектора состояния на основе псевдообращения 

матрицы модели измерительной системы. 

ii. Подход 2. Получение оценок вектора состояния на основе асимптотических 

наблюдателей состояния. 

3. Синтез нестационарных регуляторов для одного класса нелинейных систем 

при наличии неполных измерений на полубесконечном промежутке времени 

[28], описываемый в разделе 5 и соответствующий задаче 4 в блоке «Синтез 

H-infinity регуляторов» (рис. 1). 

4. Синтез H   наблюдателей [29,30], описываемый в разделе 4: 

i. Синтез стационарных наблюдателей для линейных систем при наличии 

неполных измерений на конечном промежутке времени, описываемый в 
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разделе 4.1 и соответствующий задаче 3.1.1 в блоке «Синтез H-infinity 

наблюдателей» (рис. 1). 

ii. Синтез нестационарных наблюдателей для линейных систем при наличии           

неполных измерений на полубесконечном промежутке времени, 

описываемый в разделе 4.2 и соответствующий задаче 3.1.2 в блоке «Синтез 

H-infinity наблюдателей»  (рис. 1). 

iii. Синтез нестационарных наблюдателей для одного класса нелинейных 

систем при наличии неполных измерений на полубесконечном промежутке 

времени, описываемый в разделе 4.3 и соответствующий задаче 3.2 в блоке 

«Синтез H-infinity наблюдателей» (рис. 1). 

Замечание: на рисунке 1 присутствуют также задачи 1.2,1.3, реализованные 

в рамках программного комплекса, решаемые либо классическими методами, 

либо с применением альтернативных достаточных условий оптимальности [1,6]. 

Они включены в ПО для сравнительного анализа качества предложенных 

алгоритмов [26], описанных в разделе 2. 

 

Синтез H   регуляторов линейных стационарных систем  

на полубесконечном промежутке времени 

Модель объекта управления описывается уравнением 

1 2( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ,x t Ax t B w t B u t x o                                                                                               (1) 

а модель измерительнои  системы – соотношением 

( ) ( ),y t C x t                                                                                                                                             (2) 

где nx R   вектор состояния, qu R   вектор управления, my R вектор выхода 

(вектор измерений), pw R   вектор возмущений, [0, )t T     время, 

o   нулевая матрица-столбец размеров  1n . Заданы постоянные матрицы ,A 1,B

2 ,B C  размеров        , , ,n n n p n q m n     соответственно. 

Предполагается, что: а) 2(.) [0, )w L  , 2(.) [0, )u L  ; б) , rgm n C m  ; в) 

система полностью управляемая и наблюдаемая: 1

2 2 2rg( ... )nB AB A B n  ,   

1rg( ...( ) )T T T T n TC A C A C n  . 
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Задана  характеристика 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tz t y t Sy t u t Qu t   текущего поведения 

системы, где Q   положительно определенная симметрическая матрица 

размеров  q q , S   неотрицательно определенная симметрическая матрица 

размеров  m m . 

Требуется обеспечить выполнение неравенства 

2

20 0 0

2 2

0 0 0

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( )]

,

( ) ( ) ( ) ( )

T T T T T

T

z t dt y t Sy t u t Qu t dt x t C SCx t u t Qu t dt

w t dt w t dt w t w t dt

  

  

 

   
  

  

           (3) 

где 0    заданное положительное число.  

Для этого требуется найти минимальное значение * , при котором 

указанные свойства еще справедливы, что достигается минимизацией значения 

числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя. Замкнутая 

система объект-регулятор должна быть асимптотически устои чивои . 

В [26] сформулированы и доказаны достаточные условия синтеза 

регулятора и получено алгебраическое уравнение Риккати для нахождения 

симметрической матрицы коэффициентов 2 0K   размеров  n n : 

1

2 2 2 2 2 1 1 22

1
[ ]

*

T T T TK A A K K B Q B B B K C S C O    


                                                              (4) 

и структуры для управления и возмущений 

1

2 2*( )  Tu x Q B K x  ,          1 22

1
*( ) .

*

Tw x B K x


                                                                          (5) 

С применением блоков 1.1–1.3 ПО (см. рисунок 1) решены прикладные 

задачи управления движением самолета F–16 [26] и вертолета Raptor-90. 

 

Синтез H   регуляторов линейных нестационарных систем  

на конечном промежутке времени 

В разделе рассматривается две задачи, отличающиеся видом начальных 

условий и наличием погрешности измерений. 
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Задача 1 (синтез H регуляторов линейных нестационарных непрерывных 

динамических систем при нулевых начальных условиях и отсутствии 

погрешности измерений [27]). 

Модель объекта управления описывается уравнением 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ,x t A t x t B t w t B t u t x o                                                                                 (6) 

а модель измерительной системы – соотношением 

( ) ( ) ( ),y t C t x t                                                                                                                                        (7) 

где nx R вектор состояния, qu R   вектор управления, my R   вектор выхода 

(вектор измерений), pw R   вектор возмущений,  10,  t T t    время, 1t   

заданное положительное число, o   нулевая матрица-столбец размеров  1n . 

Заданы непрерывные матрицы ( )A t , 1( )B t , 2 ( )B t , ( )C t  размеров 

( ),( ),( ),( )n n n p n q m n     соответственно. 

Предполагается, что:  

а) 2 1(.) [0, ]w L t , 2 1(.) [0, ]u L t ;  

б) ,m n  rg ( )C t m  t T  ;  

в) система вполне управляемая и наблюдаемая. 

 

Заданы  характеристика 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tz t y t S t y t u t Q t u t   текущего 

поведения системы и  характеристика 
2

1 1 1( ) ( ) ( )TF t x t x t   конечного состояния 

системы, где ( )Q t   положительно определенная симметрическая матрица 

размеров  q q , ( )S t   неотрицательно определенная симметрическая матрица 

размеров  m m ,   симметрическая неотрицательно определенная матрица 

размеров ( )n n . 

 

Требуется обеспечить выполнение неравенства 
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1 1

1 1

2 2

1 1 1

0 0

2 2

0 0

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( )

t t

T T T

t t

z t dt F t y t S t y t u t Q t u t dt x t x t

w t dt w t dt

   

 
 

 

 

1

1

1 1

20

0

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

,

( ) ( )

t

T T T T

t

T

x t C t S t C t x t u t Q t u t dt x t x t

w t w t dt

  

  




 

(8) 

где 0    заданное положительное число, при условии, что замкнутая система 

объект-регулятор является устойчивой.  

Для этого требуется найти минимальное значение * , при котором 

указанные свойства еще справедливы, что достигается минимизацией значения 

числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя. При этом 

замкнутая система объект-регулятор должна быть асимптотически устойчивой. 

В [27] сформулированы и доказаны достаточные условия синтеза 

регулятора и получено дифференциальное уравнение Риккати для нахождения 

симметрической матрицы коэффициентов 2 ( ) 0K t   размеров  n n  (для 

краткости записи аргумент t  в уравнении далее опущен): 

1

2 2 2 2 2 2 1 1 22

1
    ,

γ*

T T T TK K A A K K B Q B B B K C S C O 
      

 
  2 1 Λ,K t                              (9) 

и структуры для управления и возмущений 

       1

2 2* , ,Tu t x Q t B t K t x               1 22

1
* , .

γ*

Tw t x B t K t x                                          (10) 

 

Задача 2 (синтез H регуляторов линейных нестационарных непрерывных 

динамических систем при ненулевых начальных условиях и наличии 

погрешности измерений). 

Модель объекта управления описывается уравнением 

1 2 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   ( ) ,x t A t x t B t w t B t u t x t x                                                                            (11) 

а модель измерительной системы – соотношением 
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1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y t C t x t D t v t                                                                                                                   (12) 

где nx R вектор состояния, qu R   вектор управления, my R   вектор выхода 

(вектор измерений), pw R   вектор возмущений, sv R   вектор помех и 

погрешностей измерений,  0 1,  t T t t    время, моменты 0t  начала и 1t  окончания 

процесса управления заданы, o   нулевая матрица-столбец размеров  1n . 

Заданы непрерывные матрицы ( )A t , 1( )B t , 2 ( )B t , ( )C t , 1( )D t  размеров 

( ),( ),n n n p   ( ),( ),( )n q m n m s    соответственно. 

Предполагается, что: а) 2 0 1(.) [ , ]w tL t , 2 0 1(.) [ , ]u tL t , 2 0 1(.) [ , ]v tL t ; б) ,m n  

rg ( )C t m   t T  . 

Заданы  характеристика 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T Tz t y t S t y t u t Q t u t   текущего 

поведения системы и  характеристика 
2

1 1 1( ) ( ) ( )TF t x t x t   конечного состояния 

системы, где ( )Q t   положительно определенная симметрическая матрица 

размеров  q q , ( )S t   неотрицательно определенная симметрическая матрица 

размеров  m m ,   симметрическая неотрицательно определенная матрица 

размеров ( )n n . 

Требуется обеспечить выполнение неравенства 

1

0

1

0

2 2

1

22 2

0( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

t

t

t

P t N t M

t

z t dt F t

w t v t dt x





  
 





1

0

1

0

1 1

2

0 0

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

T T T

t

t

T T T

t

y t S t y t u t Q t u t dt x t x t

w t P t w t v t N t v t dt x Mx

  

  

   





 

(13) 

где 0    заданное положительное число; ( ),P t  ( ),N t  M   положительно 

определенные матрицы размеров  p p ,  s s , ( )n n  соответственно. 

Для этого требуется найти минимальное значение * , при котором 

указанные свойства еще справедливы, что достигается, минимизацией значения 
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числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя. При этом 

замкнутая система объект-регулятор должна быть асимптотически устойчивой. 

Сформулированы и доказаны достаточные условия синтеза регулятора и 

получено дифференциальное уравнение Риккати для нахождения 

симметрической матрицы коэффициентов 2 ( ) 0K t   размеров  n n  (для 

краткости записи аргумент t  в уравнении далее опущен): 

1

2 2 2 2 2 2 1 1 22

1
    ,

γ*

T T T TK K A A K K B Q B B B K C S C O 
      

 
  2 1 Λ,K t                           (14) 

и структуры для управления, возмущений и погрешности измерений 

1

2 2

1

1 22

1
2

1 1 1

*( , ) ( ) ( ) ( ) ,     

1
*( , ) ( ) ( ) ( ) ,

*

*( , ) * ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

T

T

T T

u t x Q t B t K t x

w t x P t B t K t x

v t x N t D t S t D t D t S t C t x







 




    

                                                         (15) 

С применением блока 2 ПО (рис.1) решены прикладные задачи управления 

движением самолета F–16 [27]. 

 

Синтез H   наблюдателей состояния 

Синтез H наблюдателей состояния линейных нестационарных систем 

Модель объекта управления описывается уравнением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t A t x t B t w t  0(0) ,x x                                                                                                (16) 

а модель измерительной системы – соотношением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y t C t x t D t v t                                                                                                                    (17) 

где nx R вектор состояния, pw R   вектор возмущений, my R   вектор 

выхода (вектор измерений), mv R   вектор ошибок и погрешностей измерений, 

1[0, ]t T t    время, 1t   заданное положительное число. Заданы непрерывные 

матрицы ( ), ( )A t B t , ( ), ( )C t D t  размеров ( ),n n  ( ),n p  ( ),m n  ( )m m  

соответственно. 
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Предполагается, что: а) 2 1(.) [0, ]w L t , 2 1(.) [0, ]v L t ; б) ,m n  rg ( )C t m   

t T  ; в) ( ) D t   невырожденная матрица. Также предполагается, что структура 

наблюдателя состояния описывается уравнением 

0

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )], (0) ,

dx
A t x t K t y t C t x t x x

dt
                                                                              (18) 

где x̂   вектор оценок координат вектора состояния, 1
ˆ ˆ ˆ( , )T n

nx x x R  ; ( )K t   

неизвестная непрерывная матрица размеров ( ),n m  выполняющая функцию 

управления процессом наблюдения; 0x̂ вектор начальных значений оценок 

координат вектора состояния, задаваемый исходя из имеющейся априорной 

информации о возможных начальных состояниях модели объекта управления 

(16). Матрица ( )K t  выполняет функцию управления процессом наблюдения. 

Требуется обеспечить выполнение неравенства 

1

1

1 1 1
0

2

( )

0

2 2 2

( ) ( )

0

( )

(0) ( ) ( )

t

Q t

t

P W t V t

t dt

w t v t dt  





   
 





 

1

1

20

1 1 1

0

0

[ ( ) ( ) ( )]

,

(0) (0) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

t

T

t

T T T

t Q t t dt

P w t W t w t v t V t v t dt  

 

  

   





 

(19) 

где 0( ),  ,  ( ),  ( ) Q t P W t V t  симметрические положительно определенные матрицы 

размеров ( ),n n  ( ),n n  ( ),p p  ( )m m  соответственно; 0    заданное число; 

ˆ( ) ( ) ( ) t x t x t   ошибка оценивания с начальным состоянием 0 0
ˆ(0) .x x    

Для этого требуется найти минимальное значение * , при котором 

указанные свойства еще справедливы, что достигается минимизацией значения 

числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя. 

В [29] сформулированы и доказаны достаточные условия синтеза 

наблюдателя, и получено дифференциальное уравнение Риккати для нахождения 

симметрической матрицы коэффициентов ( ) 0P t   размеров  n n  (для 

краткости записи аргумент t  в уравнении далее опущен): 
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1

2

1
,

*

T T TP AP PA PC V CP BWB PQP    


   0(0) ,P P                                                    

 (20) 

и матрицы коэффициентов наблюдателя, структур наихудших возмущений и 

помех 

1 1 1*( ) ( ) ,T TK t PC D V D     1 1*( , ) ,       *( , ) ,T T Tw t WB P v t VD K P                             (21)  

где  1 1 1 1( ) .TV D V D     

С применением блока 3.1.1 ПО (см. рисунок 1) в [29] решен прикладной 

пример синтеза H наблюдателя для самолета L–1011, где модель объекта 

содержит нестационарные матрицы. 

 

Синтез H наблюдателей состояния линейных стационарных систем 

Рассмотрим линейные стационарные системы на полубесконечном 

промежутке времени. Матрицы системы (16), (17) не зависят от t , а момент 

окончания процесса функционирования системы 1t  : 

( ) ( ) ( ),x t Ax t Bw t  0(0) ,x x                                                                                                          (22) 

( ) ( ) ( ).y t Cx t Dv t                                                                                                                              (23) 

Структура наблюдателя состояния (18) имеет вид 

0

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ) ( )], (0) .

dx
Ax t K y t Cx t x x

dt
     

Требуется обеспечить выполнение неравенства: 

1 1 1
0

2

0

2 2 2

0

( )

(0) ( ) ( )

Q

P W V

t dt

w t v t dt  









   
 





 

20

1 1 1

0

0

[ ( ) ( )]

,

(0) (0) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

T

T T T

t Q t dt

P w t W w t v t V v t dt





  

 

  

   





 

(24) 

где 0,  ,  ,  Q P W V   симметрические положительно определенные матрицы 

соответствующих размеров, 0    заданное число.  
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Тогда матрица коэффициентов наблюдателя и структуры наихудших 

возмущений и помех имеют вид 

1 1 1 1 1 1 1* ( ) ( ) ( ) ,T T T T T TK PC DVD PC D V D PC D V D          (25) 

1* Tw WB P  ,    1* T Tv VD K P   , 

где симметрическая матрица 0P    решение алгебраического уравнения 

Риккати 

1

2

1
.T T TAP PA PC V CP BWB PQP O    


                                                                           (26) 

С применением блока 3.1.2 ПО (рис.1) в [29] решен прикладной пример 

синтеза H наблюдателя для самолета L–1011, где модель объекта содержит 

стационарные матрицы. 

 

Синтез H наблюдателей состояния нелинейных систем, линейных по 

управлению и возмущению 

Модель объекта управления описывается уравнением 

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),   (0) ,x t f x t B x t w t B x t u t x o                                                                    (27) 

а модель измерительной системы – соотношением 

( ) ( ( )) ( ( )) ( ),y t h x t D x t v t                                                                                                                 (28) 

где nx R вектор состояния, qu R   вектор управления, pw R   вектор 

возмущения, my R вектор измерений, mv R   вектор ошибок и погрешностей 

измерений, [0, )t T     время, (0)x   вектор начального состояния. Заданы 

непрерывно-дифференцируемые вектор-функция ( )f x  и  матричные функции 

1( )B x , 2 ( )B x  размеров      1 , ,n n p n q    соответственно. ( )h x   матричная 

непрерывно-дифференцируемая функция размеров ( )m n . Уравнение модели 

объекта нелинейно по состоянию, но линейно по управлению и возмущению.  

Предполагается, что: а) 2(.) [0, )w L  , 2(.) [0, )u L  ; б) начало координат 

x o  есть точка равновесия, т.е. ( )f o o ; в) 1 2( ) ,  ( )B x O B x O  ; ( )h o o ; 

г) ( )nx R D x    невырожденная квадратная матрица размеров ( )m m . 
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Если ( )f o o , 1( ) ( )nf x C R  и ( )h o o , 1( ) ( )nh x C R , то существуют 

матричные функции ( )A x  и ( )C x , такие что 

( ) ( ) ,f x A x x  ( ) ( ) .h x C x x                                                                                                              (29) 

Тогда система (27), (28) принимает вид 

1 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),x t A x t x t B x t w t B x t u t    0(0) ,x x                                                          (30) 

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ).y t C x t x t D x t v t                                                                                                         (31) 

Предполагается, что структура наблюдателя состояния описывается 

уравнением 

2

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))[ ( ) ( ( )) ( )],

dx
A x t x t B x t u t K x t y t C x t x t

dt
      *

0
ˆ(0)x x   ,                              (32) 

где x̂   вектор оценок координат вектора состояния, 1
ˆ ˆ ˆ( , )T n

nx x x R  ; ˆ( )K x   

матрица коэффициентов усиления наблюдателя размеров ( )n m , *

0
x   столбец, 

содержащий априорную информацию о начальном состоянии. Матрица ˆ( ( ))K x t  

выполняет функцию управления процессом наблюдения. 

Требуется обеспечить выполнение неравенства 

1

1

1 1 1
0

2

( )
0

2 2 2

( ) ( )
0

( )

(0) ( ) ( )

t

Q t

t

P W t V t

t dt

w t v t dt  





   
 





 

1

1

20

1 1 1

0

0

[ ( ) ( ) ( )]

,

(0) (0) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

t

T

t

T T T

t Q t t dt

P w t W t w t v t V t v t dt  

 

  

   





 (33) 

где 0( ),  ,  ( ),  ( ) Q t P W t V t  симметрические положительно определенные матрицы 

размеров ( ),n n ( ),n n ( ),p p ( )m m  соответственно; 0    заданное 

положительное число; ˆ( ) ( ) ( ) t x t x t   ошибка оценивания. 

Для этого требуется найти минимальное значение * , при котором 

указанные свойства еще справедливы, что достигается минимизацией значения 

числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя. 
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В [30] сформулированы и доказаны достаточные условия синтеза 

наблюдателя и получено дифференциальное уравнение Риккати для нахождения 

симметрической матрицы коэффициентов ˆ( ( )) 0P x t   размеров  n n : 

1

1 1 02

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )),    ( (0)) ,

*

T T

T

P x t A x t P x t P x t A x t P x t C x t V x t C x t P x t

B x t W t B x t P x t Q t P x t P x P

   

  


 (34) 

где 1 1 1 1ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( ( ))) ( ) ( ( ))TV x t D x t V t D x t    , а также матрицы коэффициентов 

наблюдателя, структур наихудших возмущений и помех 

1 1 1

1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ( )) ( ( ))[ ( ( )) ( ) ( ( )],

ˆ*( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ),    *( ) ( ( )) ( ( )) ( ).

T T

T

K x t P x t C x t D x t V t D x t

w t W t B x t P x t t v t D x t C x t t

  

 



    
 (35) 

С помощью блока 3.2 ПО (рис.1) для предложенного класса систем решен 

модельный пример синтеза наблюдателя состояния. 

 

Синтез H регуляторов для нелинейных систем, линейных по управлению 

и возмущению, на полубесконечном промежутке времени 

Модель объекта управления описывается уравнением 

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),x t f x t B x t w t B x t u t                                                                                      (36) 

а модель измерительной системы – соотношением 

( ) ( ( )) ( ),y t C x t x t                                                                                                                                (37) 

где nx R вектор состояния, qu R   вектор управления, pw R   вектор 

возмущений, my R вектор измерений, [0, )t T     время, o   нулевая 

матрица-столбец размеров  1n . Заданы непрерывно-дифференцируемые 

вектор-функция ( )f x  и матричные функции 1( )B x , 2 ( )B x , ( )C x  размеров  1 ,n  

 ,n p   n q , ( )m n  соответственно. Уравнение модели объекта нелинейно по 

состоянию, но линейно по управлению и возмущению.  

Предполагается, что: а) 2(.) [0, )w L  , 2(.) [0, )u L  ; б) ,m n  rg ( )C x m  

nx R  ; в) начало координат x o  есть точка равновесия, т.е. ( )f o o ; 

г) 1 2( ) ,  ( ) ,B x O B x O   где O   нулевые матрицы размеров  n p  и  n q  

соответственно. 
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Задана характеристика 
2

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )T Tz t y t S x t y t u t Q x t u t   текущего 

поведения системы, где ( )Q x   положительно определенная симметрическая 

матрица размеров ( )q q , ( )S x   неотрицательно определенная симметрическая 

матрица размеров ( )m m  для всех nx R . 

Требуется обеспечить выполнение неравенства 

2

0 0

2 2

0 0

( ) [ ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )]

( ) ( )

T T

P P

z t dt y t S x t y t u t Q x t u t dt

w t dt w t dt

 

 



 
 

 
 

20

0

[ ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )]

,

( ) ( ( )) ( )

T T T

T

x t C x t S x t C x t x t u t Q x t u t dt

w t P x t w t dt







  




 

(38) 

где ( )P x   симметрическая положительно определенная матрица размеров ( )q q  

nx R  , 0    заданное число.  

Для этого требуется найти минимальное значение * , при котором 

указанные свойства еще справедливы, что достигается минимизацией значения 

числителя дроби при одновременной максимизации знаменателя. При этом 

замкнутая система объект-регулятор должна быть асимптотически устойчивой. 

В [28] сформулированы и доказаны достаточные условия синтеза 

регулятора. В силу сложности их удовлетворения использован приближенный 

подход, связанный с решением уравнения Риккати с коэффициентами, 

зависящими от вектора состояния (SDRE – State Dependent Riccati Equation), для 

нахождения симметрической матрицы коэффициентов 2 ( ) 0K x   размеров   n n  

1

2 2 2 2 2

1

1 1 22

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))[ ( ( )) ( ( )) ( ( ))

1
( ( )) ( ( )) ( ( ))] ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ,

*

T T

T T

K x t A x t A x t K x t K x t B x t Q x t B x t

B x t P x t B x t K x t C x t S x t C x t O





  

 


                         (39) 

а также структуры управления объектом и возмущениями  

1

2 2*( ) ( ) ( ) ( ) ,Tu x Q x B x K x x     1

1 22

1
*( ) ( ) ( ) ( ) .

*

Tw x P x B x K x x


                                      (40) 
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Для нахождения H регулятора по выходу предлагается заменить вектор 

состояния его оценкой: 

1

2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ*( ) ( ) ( ) ( )Tu x Q x B x K x x  .                                                                                           (41) 

Для получения оценок предлагается использовать наблюдатель (32) с матрицеи  

коэффициентов усиления (35), определяемои  решением уравнения (34) [28]. 

С помощью блока 4 ПО (см. рисунок 1) для проверки работоспособности 

подхода в работе решен модельный пример. 

 

Синтез H  регулятора по состоянию в системе управления квадрокоптером 

Рассмотрим решение прикладного примера, задачу синтеза регулятора в 

системе управления квадрокоптером с четырьмя независимыми приводами и 

электрической силовой установкой, расположенной в центре тяжести [31,32] 

(рисунок 2).  

 
 

 

Рисунок 2 - Модель квадрокоптера [31] 
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Математическая модель устройства имеет шесть степеней свободы, где 

вертикальное перемещение в глобальной системе координат и три угла Эйлера 

являются управляемыми параметрами:  ;     угол крена, ;
2 2

  
   

 
 угол 

тангажа,  ;     угол рыскания. 

Математическая модель объекта (36), (37) описывается матрицами 

6 1

1 2

6 2

2 3

0 0 0

0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0
, , ,

0 0 0 0 0 1 1 1
0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0

0 0

x

y

z

l

I

x I

A B B
x I l

I

x I

l

I

 
 
 
 
 

     
     
     
     

       
     
     
      

    
 
 
 
 
 

 

0,1 0 1 0 0 1

0 1 0 0,11 0 0

1 0 0 0,1 1 0
,

0 0 0 0,1 0 0

0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0,1

С

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

где , ,
x y z

I I I   моменты инерции, 

1 2 3

( ) ( )( )
, , ,

y z x yz x

x y z

I I I II I
I I I

I I I

 
     

вектор состояния 
1 6

( ,..., ) ( )T Tx x x        , т.е. в рассматриваемой 

задаче 6.n m   
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Матрицы, входящие в функционал (38), имеют вид 

0,01 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0

0 0,1 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0

0 0 0,1 0 0 0 0 0 11 0 0 0
, ,

0 0 0 0,1 0 0 0 0 0 11 0 0

0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0,1 0 0 0 0 0 11

S Q

   
   
   
   

    
   
   
   
   

 

10 0 0

0 10 0 .

0 0 10

P

 
 


 
 
 

 

Параметры, используемые при моделировании движения, представлены в 

таблице 1. Матрицы ( )Q x , ( )S x , ( )P x  в критерии качества (38) и матрицы ,  W V  

подбираются таким образом, чтобы обеспечивать корректный расчет управления 

с обратной связью. 

Также выбрано минимальное значение параметра γ* , которое 

удовлетворяет (38) и при этом гарантирует выполнение свойства устойчивости 

замкнутой системы.  

Таблица 1  

Параметры моделирования 

Параметр Значение Единица измерения 

l  0,3 m  

xI  0,0081 2kgm  

yI  0,0081 
2kgm  

zI  0,0162 2kgm  

  21 - 

*  3 - 

V  

0,01 0 0 0 0 0

0 0,1 0 0 0 0

0 0 0,1 0 0 0

0 0 0 0,1 0 0

0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0,1

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

- 

W  

0,01 0 0 0 0 0

0 0,1 0 0 0 0

0 0 0,1 0 0 0

0 0 0 0,1 0 0

0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0,1

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

- 
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где l  – длина плеча квадрокоптера. 

Далее приведем результаты решения при начальных условиях: 

(0) ( / 2; 0; 3 / 2; 0; ; 0)Tx     , ˆ(0) (0,8 / 2; 0; 2,4 / 2; 0; 0,9 ; 0)Tx     , полученные с 

помощью модуля на языке Python, входящего в ПО. 

На рисунках 3–8 видно, что ошибка оценки всех координат вектора 

состояния достаточно быстро стремится к нулю, а также при моделировании на 

большем промежутке времени можно заметить, что переходные процессы 

стабилизируются. 

  
а) б) 

 

Рисунок 3 - Изменение 1 φx   и 1̂x  на промежутке: а – T = [0;10]; б – T = [0;1] 

  
а) б) 

Рисунок 4 - Изменение 2 φx   и 2x̂  на промежутке: а – T = [0;10]; б – T = [0;1] 

  
а) б) 

Рисунок 5 - Изменение 3 θx   и 3x̂  на промежутке: а – T = [0;10]; б – T = [0;1] 
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а) б) 

Рис. 6. Изменение 
4 θx   и 4x̂  на промежутке: а – T = [0;10]; б – T = [0;1] 

  
а) б) 

Рис. 7. Изменение 5 ψx   и 5x̂  на промежутке: а – T = [0;10]; б – T = [0;1] 

  
а) б) 

Рис. 8. Изменение 6 ψx   и 6x̂  на промежутке: а – T = [0;10]; б – T = [0;1] 
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Выводы 

В данной работе приведено описание программного обеспечения для 

решения задач синтеза робастных регуляторов и наблюдателей различных 

классов динамических систем. ПО реализовано в среде MATLAB, а также 

дополнено блоком на Python для решения задач синтеза регуляторов для 

нелинейных систем, линейных по управлению и возмущению. Разработанное 

программное обеспечение апробировано на ряде прикладных примеров, один из 

которых приведен в работе – задача стабилизации квадрокоптера. Графики, 

приведенные на рис. 3–8, иллюстрируют успешное решение задач стабилизации 

и оценивания. Программное обеспечение имеет удобный графический интерфейс 

и позволяет гибко управлять подбором параметров процессов моделирования 

переходных процессов в динамических системах и синтеза регуляторов и 

наблюдателей.  

Таким образом, разработанное ПО можно использовать для решения 

разнообразных прикладных задач робастного управления и наблюдения, 

например, в области автоматического управления сложными техническими 

объектами, в системах навигации и стабилизации.  

В авиационно-космической отрасли ПО может быть использовано на этапах 

проектирования летательных аппаратов различных типов, при разработке 

систем управления полётом и стабилизации.  
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