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Рассматриваются мезопористые структуры на основе кремния с адсорбированной во-
дой. Построена математическая модель прогнозирования значений объемной плотности 
энергии деформации в интервале температур 233–273 К, возникающей при плавлении 
замерзшей в мезопорах воды и обусловленной отличиями термических коэффициентов 
линейного расширения элементов неоднородности исследуемых материалов. Модель 
опирается на обобщенное сингулярное приближение теории случайных полей и понятие 
оператора концентрации напряжений (тензора четвертого ранга), связывающего средние 
по материалу напряжения с их локальными значениями в пределах отдельного элемента 
неоднородности. Проведены численные модельные расчеты и исследованы зависимости 
значений указанной энергетической характеристики от объемного содержания воды в 
матрице пористого кремния. 

Ключевые слова: пористый кремний, вода, лед, матричный композит, термоупругие 
характеристики, тензор концентрации напряжений, объемная плотность энергии дефор-
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Введение 
Изучение жидкостей в условиях пространст-

венного ограничения (конфайнмента) активно 
ведется с середины прошлого века. Прежде все-
го, это экспериментальные исследования со-
держания переохлажденной воды в различных 
системах: горных породах [1], конструкцион-
ных материалах [2] и биологических объектах [3]. 
В последние годы изучение жидкостей в усло-
виях конфайнмента приобрело новую значи-
мость ввиду стремительного развития нанотех-
нологий. Обширный класс систем, в которых 
обнаруживаются эффекты пространственного 

ограничения – это мезопористые материа- 
лы. Среди них особый интерес представляют 
такие структуры как мезопористый кремний, 
анодные оксиды титана, алюминия, ванадия и 
др., основным преимуществом которых являет-
ся прецизионный контроль геометрических па-
раметров и, как следствие, зависимых от них 
свойств. Поэтому они могут служить подходя-
щими модельными системами для изучения 
свойств веществ в условиях пространственного 
ограничения. Кроме того, данные материалы 
также представляют и практический интерес в 
связи с разработкой электрохимических систем 
для металл-ионных аккумуляторов и суперкон-
денсаторов нового поколения [4–7]. В частнос-
ти, возможные эффекты конфайнмента в таких 
системах способны влиять на работоспособ-
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ность устройств при пониженных температу-
рах [8]. В большей степени это связано с низко-
температурным фазовым поведением жидких 
электролитов, контактирующих с мезопорис-
тым материалом электрода, в том числе с по-
нижением температуры плавления/замерзания 
жидкостей в порах (по сравнению с жидкостя-
ми в объемном состоянии) [9]. 

Известно, что эффекты пространственного 
ограничения обусловлены развитой межфазной 
поверхностью, при этом определенный вклад в 
изменение температуры плавления частиц ве-
щества, локализованного в мезопорах другого 
материала, вносит такая физико-механическая 
характеристика как объемная плотность энер-
гии деформации [10–13]. Эта характеристика, в 
свою очередь, является следствием возникаю-
щих при изменении температуры механических 
напряжений. Численное моделирование объем-
ной плотности энергии деформации позволяет 
прогнозировать поведение композитных мате-
риалов в различных условиях (особенно экс-
тремальных) с учетом их структуры, состава и 
концентрации элементов неоднородности, что 
также важно при моделировании процессов 
плавления и замерзания жидкостей в мезопорис-
тых матрицах. Для определения вклада объем-
ной плотности энергии деформации в измене-
ние температуры фазового перехода твердое 
тело–жидкость в мезопористой матрице в рабо-
те предложена теоретическая модель расчета ее 
значений в структурах на основе пористого 
кремния с адсорбированной водой в интервале 
температур 233–273 К. 

Построение модели  
и проведение численных расчетов 

Рассматриваемый в работе материал – мезо-
пористый кремний – представляет собой мем-
браны толщиной ~80 мкм со сквозными пора-
ми, форма которых близка к цилиндрической, 
однако при этом они могут изгибаться и вет-
виться (рис. 1). Пористость мембран (объем 
пор, отнесенный к объему образца) составляет 
~45 %, диаметр пор – 18±5 нм, расстояние меж-
ду порами – 46±5 нм (по данным сорбционного 
анализа и растровой электронной микроско-
пии). Образцы характеризуются губчатой 
структурой, сквозные поры которой содержат 
сорбированную воду. 

 
Рис. 1. Микрофотография поверхности мезопористого кремния 

В условиях пространственного ограничения 
температура плавления mT  включений льда 
(образующихся при замерзании сорбированной 
в порах кремниевой мембраны деионизирован-
ной воды) может быть описана уравнением, 
аналогичным соотношению, предложенному в 
работе [14]: 

 ( ),
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где ,mT ∞  – температура плавления льда в объем-
ном состоянии, К; ,mH ∞∆  – теплота плавления 
единицы объема льда, Дж/м3; Lσ , Sσ  – поверх-
ностные энергии жидкой и твердой частицы де-
ионизированной воды соответственно, Дж/м2;  
R – радиус поры, м; E∆  – усредненное значение 
объемной плотности энергии деформации, Дж/м3. 

Значительный интерес в формуле (1) пред-
ставляет средняя плотность энергии деформа-
ции E∆ , возникающая в низкоразмерных ком-
позитных системах при градиенте температур 
вследствие внутренних механических напряже-
ний, обусловленных отличием значений терми-
ческих коэффициентов линейного расширения 
(ТКЛР) включений и матрицы. На величину 

E∆  влияет также состав, структура и объемное 
содержание элементов неоднородности матери-
ала [10–13]. 

Для корректного определения E∆  требуется 
введение понятия тензора (оператора) концент-
рации напряжений ( )σK r  (r – радиус-вектор 
случайной точки среды). Этот оператор являет-
ся тензором четвертого ранга [15], он связывает 
локальные значения тензора напряжений ( )ijσ r  
со средними по материалу напряжениями 

( )klσ r , , , , 1, 2, 3i j k l = : 
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 ( ) ( ) ( )ij ijkl klKσσ = σr r r . (2) 

Угловые скобки в (2) и далее по тексту опре-
деляют процедуру статистического усреднения 
(по объему или по ориентациям кристаллогра-
фических осей кристаллитов) [15, 16]. При этом 
для многокомпонентных неоднородных струк-
тур операция усреднения по объему для неко-
торой случайной величины ( )b r  сводится к 
суммированию 
 ( ) ( )s s

s
v=∑b r b r , (3) 

где sv  – объемная концентрация компонента s-го 
типа, а ( )sb r  – соответствующая указанному ком- 
поненту случайная величина; 1s

s
v =∑  [15, 16]. 

Для определения ( )σK r  необходимо решать 
уравнения равновесия упругой неоднородной 
среды. Однако в общем случае получить соот-
ношение для численных расчетов оператора 
концентрации напряжений не удается. Поэтому 
для вычисления ( )σK r  используются различ-
ные приближения. Одним из таких приближе-
ний, учитывающих взаимодействия включений, 
является обобщенное сингулярное приближе-
ние теории случайных полей [16]. В его рамках 
используется только сингулярная составляю-
щая тензора Грина уравнений равновесия, зави-
сящая лишь от дельта-функции Дирака, а также 
вводится однородное тело сравнения, мате-
риальные константы которого входят в оконча-
тельные выражения для вычисления ( )σK r . 
Физический смысл обобщенного сингулярного 
приближения заключается в предположении 
однородности полей напряжений и деформаций 
в пределах элемента неоднородности. В этом 
случае выражение для ( )σK r  имеет следующий 
вид (индексы опущены) [15]: 
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K r c r I g r c r

c r I g r c r
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где I – единичный тензор четвертого ранга; 
( )c r  – тензор модулей упругости, двойным 

штрихом определяется разность между величи-
нами неоднородной среды и однородного тела 
сравнения, характеристики которого далее обо-
значаются верхним индексом «с»: 

c( ) ( )′′ = −c r c r c ; 
( )g r  – интеграл от сингулярной составляющей 

второй производной тензора Грина уравнений 

равновесия, являющийся тензором четвертого 
ранга. Для вычисления компонент тензора ( )g r  
необходимо вначале осуществить расчеты ком-
понент iklja  тензора четвертого ранга A, а затем 
в iklja  по двум парам индексов (i, j и k, l) про-
вести операцию симметризации [16]. Компо-
ненты iklja  тензора A вычисляются с помощью 
следующего соотношения: 

 11
4iklj k j ila n n t d−= − Ω
π ∫ , (5) 

где sind d dΩ = θ θ ϕ  – элемент телесного угла в 
сферической системе координат; 1

ilt−  – элемен-
ты матрицы, обратной матрице T с элементами 

c
il iklj k jt c n n= ; kn  и jn  ( , 1, 2, 3k j = ) – компо-

ненты вектора внешней нормали к поверхности 
включения. Для эллипсоидальных включений с 
главными полуосями 1l , 2l  и 3l  компоненты 
вектора нормали определяются соотношениями 

1
1

1 sin cosn
l

= θ ϕ , 2
2

1 sin sinn
l

= θ ϕ , 3
3

1 cosn
l

= θ . 

Из соотношений (4) и (5) видно, что опера-
тор ( )σK r  зависит только от материальных па-
раметров среды и структуры неоднородного 
материала. 

Поскольку понижение температуры образ-
цов до 233 К приводило к замерзанию несвя-
занной воды в порах кремния, далее в работе 
рассматривались двухкомпонентные композиты 
вида пористый кремний–лед (в окрестности 
температуры плавления льда, которая согласно 
экспериментальным данным дифференциальной 
сканирующей калориметрии составляла вели-
чину порядка 255 К) [17]. В качестве условия, 
приводящего к изменению напряженного сос-
тояния композита указанного вида, в работе 
рассматривался фактор температурного расши-
рения включений льда и матрицы кремния. В 
этом случае локальные значения напряжений 
имеют вид [18, 19]: 

( ) ( ) ( )ij ijkl klc Tσ = α ∆r r r , 

где ( )klα r  – компоненты тензора температур-
ного расширения; T∆  – изменение температу-
ры. Для рассматриваемой в работе неоднород-
ной структуры 

( ) ( )kl klα = α δr r , 
где ( )α r  – ТКЛР, при этом 

2H O( )α = αr  для 
включений льда, Si( )α = αr  для матрицы крем-
ния; klδ  – символ Кронекера. 
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Тогда для отдельного элемента неоднород-
ности s-го типа вклад его локального напря-
женного состояния в среднее напряженное сос-
тояние композита составляет [18] 

1 1( ) ( )s s s s s s klTσ − σ −= = α ∆ δσ K σ K c . 
Отсюда, учитывая (3), среднее напряжение, 

вызванное термическим расширением элемен-
тов неоднородности, будет определяться сле-
дующим соотношением [18]: 

 1( )s s s s kl
s

v Tσ − 
= α ∆ δ  
 
∑σ K c . (6) 

Формула (6) используется в дальнейших мо-
дельных расчетах значений энергетической ха-
рактеристики E∆ , которая определяется как 
величина, полученная в результате процедуры 
усреднения локальной объемной плотности 
энергии деформации ( )E r  [10–13]: 

 1( ) ( ) ( )
2 ij ijE = ε σr r r . (7) 

В соотношении (7) произведение тензоров 
деформаций ( )ijε r  и напряжений ( )ijσ r  пони-
мается как свертка по соответствующим ин-
дексам. 

Приведем соотношение (7) к виду, удобному 
для численных расчетов объемной плотности 
энергии E∆ . Для этого воспользуемся обоб-
щенным законом Гука 

( ) ( ) ( )ij ijkl klsε = σr r r , 

где ( )ijkls r  – компоненты тензора податливости 
( )s r . Тогда соотношение (7) для ( )E r  запишет-

ся следующим образом: 

 1( ) ( ) ( ) ( )
2 ijkl kl ijE s= σ σr r r r . (8) 

С учетом (2) выражение (8) примет следую-
щий вид: 

 
1( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) .

ijkl klmn

mn ijpq pq

E s K

K

σ

σ

= ×

× σ σ

r r r

r r r
 (9) 

Тогда, обозначая ( ) sE E=r  при расчетах в 
элементе неоднородности s-го типа (ориенти-
рованное включение льда или матрица крем-
ния), получим согласно (3), что 
 s s

s
E v E∆ =∑ . (10) 

При построении модели структуры рассмат-
риваемых в работе композитов считалось, что 

сквозные поры представляют собой равные 
друг другу сильно вытянутые эллипсоиды вра-
щения ( 1l , 2l  и 3l  – полуоси этих эллипсоидов). 
Полагалось, что эллипсоиды ориентированы 
своей большей полуосью в пространстве ком-
позита в пяти различных направлениях отно-
сительно лабораторной прямоугольной системы 
координат, а именно, параллельно вертикаль-
ной оси z (одно направление) и параллельно 
прямым, образующим равные углы со всеми 
координатными осями (четыре направления). 

К компоненту первого типа относились 
включения в форме ориентированных волокон 
льда. В качестве матрицы – компонент второго 
типа – рассматривался кремний. При проведе-
нии численных расчетов полагалось, что ком-
позиты имеют объемные содержания компо-
нентов 1v  и 2v  ( 1 2 1v v+ = ), где индекс «1» от-
носится к включениям льда, а «2» – к матрице 
кремния. Кроме того, считалось, что в каждом 
из этих пяти направлений эллипсоидальные 
включения имеют одинаковые объемные кон-
центрации 1 5v . 

При проведении численных модельных рас-
четов в операциях с тензорами использовалась 
их матричная форма записи [16]. 

Монокристаллический кремний, используе-
мый для формирования мембран, является ани-
зотропным материалом с кубической кристалли-
ческой структурой. В работе брались следующие 
значения для ненулевых элементов симметри-
ческой матрицы c тензора модулей упругости 
его монокристаллов: 11 22 165.7c c= =  ГПа, 12c =  

13 23 63.9c c= = =  ГПа, 44 55 66 79.6c c c= = =  ГПа 
[16]. Для проведения модельных расчетов ис-
пользовались упругие характеристики поликрис-
таллического кремния, полученные методом 
самосогласования [16]. Эти характеристики бы-
ли определены с помощью усреднения по все-
возможным ориентациям кристаллографичес-
ких осей кристаллитов кремния (с изотропной 
функцией распределения), сводящегося к интег-
рированию по всевозможным углам Эйлера [16]. 
С этой целью в работе была организована ите-
рационная процедура, в которой в качестве  
параметров cc  тела сравнения брались значе-
ния тензора модулей упругости поликристал-
лического кремния, полученные на предыду-
щем шаге итерации. В качестве начальных зна-
чений параметров тела сравнения выбирались 
упругие характеристики поликристаллического 
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кремния, полученные в приближении Хилла 
[16]. Выход из итерационной процедуры осу-
ществлялся, когда максимальная разница между 
модулями cc  составляла менее 0.01 ГПа. При 
этом считалось, что матрица cc , полученная на 
последнем шаге итерационной процедуры, яв-
ляется матрицей тензора модулей упругости 
поликристаллического кремния, используемой 
в дальнейших расчетах. 

Такой же подход был применен и для 
нахождения значений элементов матрицы тен-
зора модулей упругости поликристаллического 
льда, используемой в дальнейших модельных 
расчетах. При этом для льда гексагональной кри-
сталлической структуры в работе брались следу-
ющие значения для ненулевых элементов сим-
метрической матрицы c тензора модулей упру-
гости его монокристаллов: 11 22 14.7c c= =  ГПа, 

33 15.8c =  ГПа, 12 7.4c =  ГПа, 13 23 6.0c c= =  ГПа, 
44 55 3.2c c= =  ГПа, 66 11 120.5( ) 3.65c c c= − =  ГПа 

[20]. Отметим, что вычисленные подобным об-
разом значения элементов матрицы тензора мо-
дулей упругости поликристаллического льда 
хорошо согласуются с данными, приведенными 
в работе [21]. 

Для рассматриваемых композитов соотно-
шение (4) для оператора концентрации напря-
жений в компоненте s-го типа с учетом (3) име-
ет следующий вид [15]: 

 
( )

( )

1c

1
1c

( )

( ) .

s s s s

i i i i
i

v

−σ

−
−

= − − ×

 
× − −  
 
∑

K c I g c c

с I g c c
 (11) 

В формуле (11) sc  и cc  – тензоры модулей 
упругости s-го компонента композита и одно-
родного тела сравнения соответственно; sg  – 
это тензор ( )g r  s-го компонента композита, вы-
числяемый по соотношению (5). При этом 2g  
соответствует матрице кремния ( 1 2 3 1l l l= = = ), 

1g  – ориентированным эллипсоидальным 
включениям льда (пять различных ориентаций, 
в модельных расчетах величина большей полу-
оси эллипсоидов принималась равной 4000, а 
величины остальных полуосей полагались рав-
ными 1) [22]. 

При вычислении упругих характеристик cc  
однородного тела сравнения композита вида 
пористый кремний–лед использовался метод 
самосогласования [16]. Для этого в работе была 

организована итерационная процедура, в кото-
рой в качестве параметров cc  брались значения 
тензора модулей упругости, полученные на 
предыдущем шаге итерации. В качестве 
начальных значений параметров тела сравнения 
выбирались упругие характеристики, получен-
ные в приближении Хилла [16]. Выход из ите-
рационной процедуры осуществлялся, когда 
максимальная разница между модулями cc  сос-
тавляла менее 0.01 ГПа. 

Далее в работе по соотношениям (9) и (10) 
для рассматриваемых композитов вида порис-
тый кремний–лед были проведены модельные 
вычисления по определению значений объем-
ной плотности энергии деформации ( )E r  и 
средней плотности энергии E∆  от объемного 
содержания 1v  ориентированных включений 
льда. Для выполнения расчетов брались следу-
ющие значения для ТКЛР (при T = 243 К): 

2
6

H O 50.61 10−α = ⋅  1К− , 6
Si 1.99 10−α = ⋅  1К− , 

полученных интерполяцией кубическими 
сплайнами данных, приведенных в [23]. Расче-
ты проводились при 233T ≥  К, 20T∆ = К. При 
вычислении ( )E r  по формуле (9) для нахожде-
ния значений элементов ijs  ( , 1, ..., 6i j = ) мат-
рицы s тензора податливости пользовались тем, 
что 1−=s c  [16]. 

На рис. 2 для модельных композитов приве-
дены расчетные зависимости значений ( )E r  и 

E∆  от 1v . Пунктирные линии соответствуют 
значениям ( )E r  в ориентированных включени-
ях льда, штрихпунктирная линия – значениям 

( )E r  в матрице кремния, а сплошная линия – 
значениям средней плотности энергии E∆ . 

 
Рис. 2. Зависимости значений объемной плотности энергии 
деформации ( )E r  и средней плотности энергии E∆  от объем-
ного содержания 1v  ориентированных включений льда 
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Заключение 

Перечислим основные результаты работы. 
1. Построена теоретическая модель прогно-

зирования значений объемной плотности энер-
гии деформации – локальной (в отдельных эле-
ментах неоднородности) ( )E r  и средней  
(по материалу) E∆  – в интервале температур 
233–273 К, возникающей при плавлении за-
мерзшей в мезопористых структурах на основе 
кремния сорбированной воды и обусловленной 
отличиями ТКЛР элементов неоднородности 
исследуемых материалов. Модель позволяет 
учитывать структуру системы мезопористый 
кремний–сорбированная вода и концентрацию 
включений и может быть использована для 
прогнозирования температуры плавления льда 
в условиях его пространственного ограничения 
внутри пор кремниевой мембраны. 

2. Проведены численные модельные расчеты 
и исследованы зависимости значений указан-
ной энергетической характеристики от объем-
ного содержания замерзшей деионизированной 
воды в матрице пористого кремния. На основа-
нии проведенного численного моделирования 
можно заключить следующее. 

– Зависимости значений ( )E r  в ориентиро-
ванных включениях замерзшей воды и в матри-
це пористого кремния изменяются нелинейно 
при увеличении объемного содержания льда 1v . 
При этом значения E∆  изменяются по закону, 
близкому к линейному. 

– При увеличении концентрации 1v  значения 
объемной плотности энергии деформации ( )E r  
во включениях льда и средней плотности энер-
гии E∆  возрастают. 

– Увеличение объемного содержания ориен-
тированных включений льда приводит к воз-
растанию значений ( )E r  в матрице кремния 
при 1 0.4v ≤  и к их стабилизации при 

10.4 0.5v≤ ≤ . Максимальные значения ( )E r  в 
матрице кремния достигаются при 

10.42 0.43v≤ ≤ . 
– Ориентация в пространстве рассматривае-

мых мезопористых структур частиц замерзшей 
воды влияет на величину ( )E r  во включениях 
льда незначительно. 
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Bulk density of deformation energy in mesoporous silicon with sorbed water  
in temperature range of 233–273 K 

V.V. Bardushkin, A.A. Kochetygov, Yu.I. Shilyaeva,  
O.V. Volovlikova, A.A. Dronov 
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5ilova87@gmail.com, mfh.miet@gmail.com 
In this paper, mesoporous silicon-based structures with adsorbed water are considered in the 

temperature range 233–273 K. A mathematical model was developed for predicting the values 
of bulk density of the deformation energy caused by the difference in the thermal expansion  
coefficients of the heterogeneity elements in the materials studied, which occurs during the 
melting of water that froze in the mesopores. The model is based on the generalized singular 
approximation of random field theory and the concept of the stress concentration operator 
(fourth-rank tensor), which connects the average value of stresses throughout the material with 
its local values within a single inhomogeneity element. This approach takes into account the 
structure of the system based on the mesoporous silicon with sorbed water and the concentra-
tion of inclusions and can be used to predict the melting temperature of ice confined inside the 
pores of a silicon matrix. Numerical calculations were performed using the developed model. 
The dependences of the bulk density of the deformation energy (local and average values) on 
the concentration of ice inclusions in the porous silicon matrix were studied. The calculation re-
sults showed that the local elastic energy in the ice inclusions increases nonlinearly, while the 
orientation of the inclusions in the matrix does not affect the indicated energy characteristic sig-
nificantly. An increase in the volumetric content of ice leads to a stabilization of the local elastic 
energy in the silicon matrix with a porosity of more than 40%. In this case, the average values 
of the bulk density of the deformation energy increase according to a law close to linear. 

Keywords: porous silicon, water, ice, matrix composite, thermoelastic properties, stress 
concentration tensor, bulk density of the deformation energy, modeling. 
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