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Общая характеристика работы

Актуальность темы.

В последнее время существенно возрастает количество исследований в
области изучения и практического освоения космического пространства. В
связи с этим одним из актуальных направлений динамики космических ап­
паратов остаётся изучение движения спутника – твёрдого тела относительно
центра масс. Важную роль здесь играет анализ особых частных случаев дви­
жения, таких, как стационарные и периодические движения. В частности,
значительный интерес представляет задача о построении и исследовании пе­
риодических движений динамически симметричного спутника относительно
центра масс на круговой орбите.

Исследованию периодических движений спутника – твёрдого тела от­
носительно его центра масс посвящено большое количество работ. Плоские
вращения и колебания спутника на эллиптической и круговой орбите иссле­
довались в работах В. В. Белецкого, А. П. Маркеева, А. А. Хентова, В. А.
Сарычева, В. А. Златоустова и др.

В случае динамически симметричного спутника на круговой орбите воз­
можны так называемые регулярные прецессии: цилиндрическая, коническая
и гиперболоидальная. При регулярной прецессии спутник совершает перма­
нентные вращения относительно своей оси динамической симметрии, которая
равномерно вращается относительно неизменного в абсолютном пространстве
направления. Регулярные прецессии подробно исследованы в работах В. Т.
Кондураря, Г. Н. Дубошина, В. В. Белецкого, Ф. Л. Черноусько и др. Из
теории, развитой А. М. Ляпуновым, следует, что в окрестности регулярных
прецессий возможны периодические движения, которые могут быть получе­
ны в виде рядов по степеням малого параметра. Аналитическое построение
указанных движений в окрестности регулярных прецессий ранее выполня­
лось в работах А. Г. Сокольского, С. А. Хованского, А. П. Маркеева, О. В.
Холостовой, Б. С. Бардина и др. Численному исследованию периодических
движений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии спутника, посвя­
щены работы А. Г. Сокольского, С. А. Хованского.

В ряде случаев периодические движения могут быть построены с ис­
пользованием аналитических методов. Классический метод аналитического
построения указанных движений изложен в работе Ляпунова. Однако, при
наличие в системе резонансов данный метод не применим, что связано с явле­
нием бифуркации периодических движений. Анализу бифуркации и постро­
ению периодических движений в резонансном случае посвящены работы А.
П. Маркеева, Б. С. Бардина и др.

В общем случае не представляется возможным получить периодические
движения аналитическими методами. В связи с этим, актуальна задача их
численного построения. В частности, существенный интерес представляют
так называемые методы численного продолжения по параметрам. Впервые
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метод численного продолжения по параметрам был предложен А. Депри и
Ж. Анраром. Указанный метод основан на введении в окрестности известно­
го (опорного) периодического движения локальных координат, что позволя­
ет свести решение краевой задачи поиска периодического движения к более
простой задаче Коши. Данный метод был развит в работах М. Лара, А. Г.
Сокольского, С. А. Хованского и С. Р. Каримова.

Другим важным направлением исследований является анализ устойчи­
вости периодических движений. Периодические движения консервативных
механических систем, как правило, неустойчивы по Ляпунову. Это связано с
тем, что период данных движений зависит от их начальных условий. Боль­
шой интерес представляет, однако, вопрос об их орбитальной устойчивости.
Исследованию орбитальной устойчивости периодических движений посвяще­
ны работы А. Д. Брюно, , А. П. Маркеева, Б. С. Бардина, О. В. Холостовой
и др.

Цель работы.

Целью данной диссертационной работы является численное и аналити­
ческое построение семейств периодических движений, рождающихся из регу­
лярных прецессий динамически симметричного спутника и исследование их
орбитальной устойчивости, а также анализ бифуркации указанных семейств
в трёхмерном пространстве параметров задачи.

Методы исследования.

Для достижения цели работы в диссертации применялись современные
методы гамильтоновой механики, методы теории устойчивости, метод нор­
мальных форм, метод численного продолжения по параметрам семейств пе­
риодических движений автономной гамильтоновой системы.

Достоверность результатов

Достоверность выводов, сформулированных в диссертации, обусловле­
на использованием строгих математических методов, высокой точностью чис­
ленных расчетов, а также полным соответствием результатов аналитического
и численного исследования. Выводы диссертационной работы хорошо согла­
суются с результатами исследований, проведенных ранее.

Научная новизна.

В диссертации получены следующие новые научные результаты:

1. Построены асимптотические выражения для семейств периодических
движений, рождающихся регулярных прецессий спутника в нерезонанс­
ном случае. Получены новые классы долгопериодических движений
спутника, рождающихся из гиперболоидальной прецессии в случае ре­
зонансов третьего и четвёртого порядков.

2. В трёхмерном пространстве параметров задачи численно построены об­
ласти существования семейств короткопериодических движений спут­
ника, рождающихся регулярных прецессий, а также семейств долгопе­
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риодических движений спутника, рождающихся из гиперболоидальной
прецессии в случае резонансов третьего и четвёртого порядков.

3. Для всех допустимых значений параметров задачи получены выводы
об орбитальной устойчивости в линейном приближении короткоперио­
дических движений, рождающихся из регулярных прецессий спутника.

4. Построены диаграммы бифуркации короткопериодических движений
спутника, рождающихся из регулярных прецессий, а также долгопе­
риодических движений спутника, рождающихся из гиперболоидальной
прецессии в случае резонансов третьего и четвёртого порядков.

5. Предложена модификация метода численного продолжения по парамет­
рам периодических движений автономной гамильтоновой системы с дву­
мя степенями свободы, позволяющая существенно повысить скорость
вычислений.

Положения и результаты, выносимые на защиту.

1. Выполнено численное и аналитическое построение семейств короткопе­
риодических движений, рождающихся из регулярных прецессий спут­
ника. Построены также семейства долгопериодических движений, рож­
дающихся из гиперболоидальной прецессии при резонансных и нере­
зонансных значениях параметров. Построены области существования
указанных семейств в трёхмерном пространстве параметров задачи.

2. Решена линейная задача об орбитальной устойчивости короткоперио­
дических движений спутника, рождающихся из регулярных прецессий,
и долгопериодических движений, рождающихся из гиперболоидальной
прецессии. В пространстве параметров задачи численно построены об­
ласти орбитальной устойчивости указанных периодических движений в
линейном приближении.

3. Для произвольных значений параметров рассмотрена задача о бифур­
кации периодических движений спутника, рождающихся из его регу­
лярных прецессий. Дано подробное описание возможных сценариев би­
фуркации и приведены соответствующие бифуркационные диаграммы.
Для получения представления о глобальном характере движения вбли­
зи бифуркационных значений параметров и верификации результатов
применялся метод сечений Пуанкаре.

4. Разработан программный комплекс, реализующий алгоритм численно­
го продолжения по параметрам периодических движений автономной
гамильтоновой системы с двумя степенями свободы.
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Теоретическая и практическая ценность. Теоретическая ценность
данной работы состоит в том, что на основании её результатов можно полу­
чать качественные выводы о характере движения как естественных небесных
тел, так и космических аппаратов. Практическая ценность настоящей диссер­
тационной работы состоит в том, что её результаты могут быть применены
на этапе проектирования и конструирования космических аппаратов, а также
при решении задач ориентации и стабилизации спутников. Представленный
в данной работе алгоритм численного продолжения по параметрам, основан­
ный на методе А. Г. Сокольского и С. Р. Каримова, может быть использован
при исследовании динамики механических систем, движение которых описы­
вается автономной гамильтоновой системой с двумя степенями свободы.

Апробация результатов.

Результаты диссертации докладывались

∙ на научных семинарах кафедры теоретической механики Московского
авиационного института,

∙ на XL академических чтениях по космонавтике, (МГТУ, 2016, Москва),

∙ на XLI академических чтениях по космонавтике, (МГТУ, 2017, Москва),

∙ на Международной конференции по математической теории управле­
ния и механике, (2017, Суздаль),

∙ на Международной конференции «8-е Поляховские чтения» (СПбГУ,
2018, Санкт-Петербург),

∙ на Международной конференции по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам «DIFF-2018» (2018, Суздаль),

∙ на Международной конференции «Научное наследие С. А. Чаплыгина:
неголономная механика, вихревые структуры и гидродинамика» (ЧГУ,
2019, Чебоксары),

∙ на XII Всероссийском съезде по фундаментальным проблемам теорети­
ческой и прикладной механики (БашГУ, 2019, Уфа).

Работа выполнена в рамках госзадания (проект № 3.3858.2017/4.6) и под­
держана грантом РНФ № 14-21-00068.

Публикации.

Основные положения диссертационного исследования опубликованы в
8 научных работах, из них 4 статьи [1–4] в журналах, входящих в перечень
ВАК, и 4 публикации [5–8] в различных сборниках и материалах конферен­
ций.
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Личный вклад автора. Содержание диссертационной работы и основ­
ные положения, выносимые на защиту, отражают персональный вклад авто­
ра в опубликованные работы и получены лично автором. Постановки задач,
исследованных в рамках подготовки диссертационной работы, задавались на­
учным руководителем.

Структура и объем работы.

Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, заключения,
списка литературы из 97 наименований и двух приложений. Работа содержит
32 иллюстрации. Общий объём диссертации составляет 114 страниц.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­
мулирована цель и задачи работы, приведен обзор исследований плоских ре­
зонансных движений спутника и дано краткое изложение содержания работы
по главам.

В первой главе сформулирована задача о численном продолжении по
параметрам семейств периодических решений консервативной механической
системы и изложен алгоритм Сокольского А. Г. и Каримова С. Р. численного
продолжения по параметрам семейств периодических решений автономной
гамильтоновой системы [9]. Для указанного алгоритма предложена новая ме­
тодика выбора шага приращений параметров и найден явный вид матрицы
перехода к локальны координатам для случая системы с двумя степенями
свободы. Данные модификации позволили существенно оптимизировать вы­
числения и повысить скорость построения периодических решений.

Кратко изложим используемый в данной работе алгоритм численного
продолжения по параметрам периодических решений автономной гамильто­
новой системы

𝑞𝑖 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
, 𝑝𝑖 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
, (𝑖 = 1, 2) (1)

с двумя степенями свободы, где функция Гамильтона 𝐻(𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2, 𝜋⃗) явно
не зависит от времени и сохраняет своё значение𝐻 = ℎ на решениях системы,
то есть является первым интегралом. Через 𝜋⃗ = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑘) обозначен вектор
параметров.

Допустим, что система (1) имеет периодическое решение с начальными
условиями 𝑞*𝑖0 = 𝑞*𝑖 (0, 𝜋⃗

*), 𝑝*𝑖0 = 𝑝*𝑖 (0, 𝜋⃗
*) (𝑖 = 1, 2) и периодом 𝑇 * = 𝑇 *(𝜋⃗*),

которому соответствуют фиксированные значения параметров 𝜋⃗* и постоян­
ной ℎ*. Следуя [15], будем называть данное периодическое решение «опор­
ным».

Дадим величинам 𝜋⃗* и ℎ* малые приращения Δ𝜋⃗ и Δℎ и будем искать
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начальные условия и период

𝑞𝑖0 = 𝑞𝑖(0, 𝜋⃗), 𝑝𝑖0 = 𝑝𝑖(0, 𝜋⃗), 𝑇 = 𝑇 (𝜋⃗), (2)

нового периодического решения, отвечающего значениям параметров 𝜋⃗ =
𝜋⃗*+Δ𝜋⃗, ℎ = ℎ*+Δℎ. С этой целью введём в окрестности опорного периоди­
ческого решения локальные координаты 𝜉𝑖 = 𝑞𝑖−𝑞*𝑖 , 𝜂𝑖 = 𝑝𝑖−𝑝*𝑖 , (𝑖 = 1, 2)
и выполним следующее унивалетное каноническое преобразование

(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2) = 𝑆𝑤⃗, (3)

где 𝑛𝑢, 𝑛𝑣 - нормальные смещения, 𝑚𝑢 и 𝑚𝑣 - тангенциальное и энергети­
ческое смещения, а 𝑆 - симплектическая ортогональная матрица. В [6] был
предложен следующий явный вид матрицы 𝑆

𝑆 = (𝑅⃗, 𝑠⃗,−𝐼𝑅⃗,−𝐼𝑠⃗) = 1

𝑉

(︃
𝑝2

* 𝑞1
* −𝑞2* −𝑝1*

−𝑝1* 𝑞2* 𝑞1
* −𝑝2*

𝑞2
* 𝑝1

* 𝑝2
* 𝑞1

*

−𝑞1* 𝑝2* −𝑝1* 𝑞2
*

)︃
. (4)

Выбор матрицы 𝑆 данным образом позволяет существенно упростить вычис­
ление коэффициентов в уравнениях предиктора и корректора по сравнению
со схемой, предложенной в [9], и повысить скорость численного построения
периодических движений. Выполнив данные преобразования, получим систе­
му дифференциальных уравнений

𝑛𝑢 =
𝜕𝐻𝑛

𝜕𝑛𝑣
, 𝑛𝑣 = −𝜕𝐻

𝑛

𝜕𝑛𝑢
,

𝑚̇𝑢 =
𝑉̇

𝑉
𝑚𝑢 + ℎ*14𝑛𝑢 + ℎ*34𝑛𝑣 +

𝑘∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗2Δ𝜋𝑗 + ℎ𝑘+1
2 Δℎ,

𝑚𝑣 =
1

𝑉
(Δℎ−

𝑘∑︁
𝑗=1

Δ𝜋𝑗
𝜕𝐻

𝜕𝜋𝑗

⃒⃒⃒⃒
*
),

(5)

в которой канонические уравнения для нормальных смещений не зависят от
тангенциального и энергетического смещений.

В работе [9] было показано, что для определения начальных условий (2)
нового периодического движения необходимо определить начальные условия

𝑛𝑢(0), 𝑛𝑣(0), 𝑚𝑣(0) (6)

𝑇 *-периодического решения системы (5), полагая 𝑚𝑢(0) = 0. Указанные на­
чальные условия определяются в два этапа, называемые шагом предиктора
и шагом корректора.

На шаге предиктора для заданных приращениях параметров определя­
ются величины (6), дающие при переходе к исходным переменным прибли­
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жённые значения начальных условий и периода (2) нового периодического
движения.

На шаге корректора при фиксированных значениях параметров опреде­
ляются уточнённые значения начальных условий и периода (2) нового пери­
одического движения. Шаг корректора может быть повторён, пока не будет
достигнута требуемая точность величин (2).

Скорость вычислений при построении периодических движений с помо­
щью вышеописанного метода существенно зависит от методики выбора шага
приращений параметров. Погрешность периодического движения, полученно­
го численно на этапе предиктора, будем определять величиной [1]

𝑑 = 𝑑(𝜋⃗, ℎ, Δ⃗𝜋,Δℎ) = 𝑚𝑎𝑥(|Δ𝑞1|, |Δ𝑞2|, |Δ𝑝1|, |Δ𝑝2|), (7)

где Δ𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑇 ) − 𝑞𝑖(0),Δ𝑝𝑖 = 𝑝𝑖(𝑇 ) − 𝑝𝑖(0), (𝑖 = 1, 2). Разложим (7) в ряд
Тейлора и, отбросив члены выше первого порядка малости, получим

𝑑(𝜋⃗, ℎ, Δ⃗𝜋,Δℎ) = 𝑑0 + 𝑑ℎΔℎ+ 𝑑ΔℎΔ(Δℎ) +
𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑑𝜋𝑖Δ𝜋𝑖 + 𝑑Δ𝜋𝑖Δ(Δ𝜋𝑖)),

где

𝑑ℎ =
𝜕𝑑

𝜕ℎ
, 𝑑Δℎ =

𝜕𝑑

𝜕(Δℎ)
, 𝑑𝜋𝑖 =

𝜕𝑑

𝜕𝜋𝑖
, 𝑑Δ𝜋𝑖 =

𝜕𝑑

𝜕(Δ𝜋𝑖)

В случае, когда приращения параметров остаются постоянными (Δ𝜋⃗ =
⃗𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, Δℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), данное разложение принимает вид

𝑑(𝜋⃗, ℎ) = 𝑑0 + 𝑑ℎΔℎ+
𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑑𝜋𝑖Δ𝜋𝑖). (8)

Условие постоянства приращений параметров обеспечивается за счёт объеди­
нения шагов предиктора в группы конечной длины. В пределах группы ша­
гов приращения параметров остаются постоянными. Исходя из (8) и учиты­
вая известные погрешности 𝑑 предыдущих шагов построения, можно подо­
брать значения приращений параметров так, что будут выполнены оценки
𝑑ℎΔℎ ≈ 𝜀𝑒, 𝑑𝜋𝑖Δ𝜋𝑖 ≈ 𝜀𝑒, где 𝜀𝑒 - задаваемый порядок погрешности.

Во второй главе приведена постановка задачи о движении динамиче­
ски симметричного спутника относительно центра масс на круговой орбите.
С помощью метода нормальных форм получены аналитические выражения,
описывающие семейства периодических движений симметричного спутника,
рождающихся из его регулярных прецессий.

Спутник моделировался динамически симметричным твёрдым телом,
центр масс 𝑂 которого движется в центральном ньютоновском гравитацион­
ном поле сил по круговой орбите с орбитальной скоростью 𝜔0. Для описания
движения спутника введена орбитальная 𝑂𝑋𝑌 𝑍 и связанная 𝑂𝑥𝑦𝑧 системы
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координат. Оси 𝑂𝑋, 𝑂𝑌 , 𝑂𝑍 орбитальной системы координат направлены
по радиус-вектору центра масс спутника, по трансверсали к орбите и по нор­
мали к плоскости орбиты, соответственно. Оси 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧 связанной систе­
мы координат направлены вдоль главных центральных осей инерции спут­
ника, моменты инерции относительно которых обозначены через 𝐽1, 𝐽2 и 𝐽3
(𝐽2 = 𝐽3). В указанном случае движение спутника относительно центра масс
описывается канонической системой уравнений с двумя степенями свободы и
гамильтонианом

𝐻 =
𝑝2𝜓

2 sin2 𝜃
+
𝑝2𝜃
2
−
(︂
𝛾 cos 𝜃

sin2 𝜃
+ cos𝜓 cot 𝜃

)︂
𝑝𝜓−

− sin𝜓𝑝𝜓 +
1

2
𝛾2 cot2 𝜃 + 𝛾

cos𝜓

sin 𝜃
+

1

2
𝛿 cos2 𝜃, (9)

где 𝑝𝜓, 𝑝𝜃 - безразмерные импульсы, соответствующие координатам 𝜓, 𝜃, а

𝛾 = 𝐽3
𝐽1

𝑟0
𝜔0
, 𝛿 = 3

(︁
𝐽3
𝐽1

− 1
)︁
- кинематический и инерционный параметры. Через

𝑟0 обозначена проекция абсолютной угловой скорости спутника на его ось
динамической симметрии 𝑂𝑧, а независимой переменной является истинная
аномалия 𝜈 = 𝜔0𝑡. В работах [11, 12] было показано, что каноническая си­
стема с гамильтонианом (9) имеет три типа стационарных решений, которые
описывают регулярные прецессии спутника.

Решение 𝜃0 = 𝜋
2 , 𝜓0 = 𝜋, 𝑝𝜃0 = 0, 𝑝𝜓0

= 0 существует при лю­
бых значениях параметров 𝛾, 𝛿 и называется цилиндрической прецессией.
В данном случае ось динамической симметрии 𝑂𝑧 коллинеарна нормали к
плоскости орбиты и описывает в абсолютном пространстве цилиндрическую
поверхность с радиусом, равным радиусу орбиты.

Решение sin 𝜃0 =
𝛾
𝛿−1 , 𝜓0 = 0, 𝑝𝜃0 = 0, 𝑝𝜓0

= 𝛿 sin 𝜃0 cos 𝜃0 существу­
ет при |𝛾| ≤ |𝛿 − 1| и называется конической прецессией. В этом случае ось
динамической симметрии 𝑂𝑧 описывает в абсолютном пространстве конус с
углом раствора, равным 𝜋 − 2𝜃0.

Решение 𝜃0 = 𝜋
2 , cos𝜓0 = −𝛾, 𝑝𝜃0 = sin𝜓0, 𝑝𝜓0

= 0 называется ги­
перболоидальной прецессией спутника и существует при |𝛾| ≤ 1. При гипербо­
лоидальной прецессии ось динамической симметрии 𝑂𝑧 лежит в плоскости,
перпендикулярной радиус-вектору центра масс и составляет угол 𝜋 − 𝜓0 с
нормалью к плоскости орбиты, описывая в абсолютном пространстве гипер­
болоид вращения.

Если регулярная прецессия устойчива по Ляпунову, то в её сколь угодно
малой окрестности существуют два типа периодических движений [13]: корот­
копериодические с периодом, близким к 2𝜋/𝜔2 и долгопериодические с пери­
одом, близким к 2𝜋/𝜔1, где 𝜔1 и 𝜔2 – частоты линейной системы (𝜔1 < 𝜔2).
Указанные периодические движения представляют собой малые колебания
оси динамической симметрии спутника 𝑂𝑧 в окрестности регулярной прецес­
сии и могут быть построены в виде сходящихся рядов по степеням малого
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параметра – амплитуды колебаний.
Для случая, когда частоты линейной системы не связаны резонансными

соотношениями вида 𝜔2 = 𝑁𝜔1, в данной главе, следуя методике работы [13],
были получены следующие асимптотические выражения для периодических
движений, рождающихся из регулярных прецессий спутника

𝜓 =𝜓0 + 𝑐 𝜅𝑗2𝐴
𝑗
21 sinΩ2(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

𝜃 =𝜃0 + 𝑐 𝜅𝑗2𝐴
𝑗
22 cosΩ2(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

𝑝𝜓 =𝑝𝜓0
+ 𝑐 𝜅𝑗2𝐴

𝑗
23 cosΩ2(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

𝑝𝜃 =𝑝𝜃0 + 𝑐 𝜅𝑗2𝐴
𝑗
24 sinΩ2(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

(10)

𝜓 =𝜓0 + 𝑐 𝜅𝑗1𝐴
𝑗
11 sinΩ1(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

𝜃 =𝜃0 + 𝑐 𝜅𝑗1𝐴
𝑗
12 cosΩ1(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

𝑝𝜓 =𝑝𝜓0
+ 𝑐 𝜅𝑗1𝐴

𝑗
13 cosΩ1(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

𝑝𝜃 =𝑝𝜃0 + 𝑐 𝜅𝑗1𝐴
𝑗
14 sinΩ1(𝜈 − 𝜈0) +𝑂(𝑐2),

(11)

где Ω2 = 𝜔2+4𝑐2𝑎02+𝑂(𝑐
4), Ω1 = 𝜔1+4𝑐2𝑎20+𝑂(𝑐

4), 𝑐 - амплитуда колебаний
оси 𝑂𝑧 вблизи регулярной прецессии, а 𝜅𝑗1, 𝜅

𝑗
2, 𝐴

𝑗
11, 𝐴

𝑗
12, 𝐴

𝑗
13, 𝐴

𝑗
14, 𝐴

𝑗
21, 𝐴

𝑗
22,

𝐴𝑗
23, 𝐴

𝑗
24, 𝑎

𝑗
20, 𝑎

𝑗
02 (𝑗 = 𝑍,𝐾,Γ) - постоянные, зависящие от параметров задачи

коэффициенты, отвечающие случаю цилиндрической (𝑍), конической (𝐾) и
гиперболоидальной (Γ) прецессии, соответственно. Выражения (10) отвечают
семействам короткопериодических движений, рождающихся из цилиндриче­
ской, конической и гиперболоидальной прецессий, которые будем именовать
𝑍𝑠, 𝐾𝑠 и Γ𝑠, соответственно. Выражения (11) отвечают семействам долгопе­
риодических движений, рождающихся из регулярных прецессий.

В данной главе была также описана методика построения семейств дол­
гопериодических движений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии
спутника в резонансных случаях. Указанная методика основана на резуль­
татах работ [10, 14, 16]. В случае резонанса третьего порядка в окрестности
гиперболоидальной прецессии существует два семейства долгопериодических
движений, именуемые в данной работе Γ1 и Γ2. В случае резонанса четвёр­
того порядка в окрестности гиперболоидальной прецессии существует три
семейства долгопериодических движений, именуемые Γ2, Γ3 и Γ4.

В третьей главе семейства периодических движений спутника, рож­
дающихся из регулярных прецессий, были численно продолжены до границ
областей существования с помощью алгоритма, описание которого приведено
в Главе 1. В качестве опорных использовались аналитические выражения, по­
лученные для указанных семейств в Главе 2. Для всех допустимых значений
параметров задачи 𝛾, 𝛿, ℎ из области 𝛾 ≥ 0, 0 < 𝛿 ≤ 3, ℎ < 3 были постро­
ены границы областей существования семейств короткопериодических дви­
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жений, рождающихся из цилиндрической, конической и гиперболоидальной
прецессии в нерезонансном случае и семейств долгопериодических движений,
рождающихся из гиперболоидальной прецессии спутника в случае резонансов
третьего и четвёртого порядков.

Рис. 1: Области существования семейств 𝑍𝑠 (серый цвет), 𝐾𝑠 (горизонтальная штри­
ховка), Γ𝑠 (косая штриховка) короткопериодических движений, рождающихся из кони­
ческой, цилиндрической и гиперболоидальной прецессии спутника, построенные в плоско­
сти параметров 𝛾, ℎ при фиксированных значениях 𝛿 = 0, 5 (a), 𝛿 = 1.0 (b) и 𝛿 = 2.8 (c,
d).

На Рис. 1 показаны области существования семейств 𝑍𝑠, 𝐾𝑠, Γ𝑠 коротко­
периодических движений, рождающихся из цилиндрической, конической и ги­
перболоидальной прецессии спутника, построенные в плоскости параметров
𝛾, ℎ при фиксированных значениях параметра 𝛿. На данном рисунке кривые
𝑆𝐾0 , 𝑆

𝑍
0 и 𝑆Γ

0 определяют уровень энергии исходной канонической системы,
при котором существует коническая, цилиндрическая и гиперболоидальная
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прецессия, соответственно. Кривые 𝑆𝐾𝑖 , 𝑆
𝑍
𝑖 и 𝑆Γ

𝑖 отвечают значениям пара­
метров, при которых происходит бифуркация, либо завершение семейств 𝐾𝑠,
𝑍𝑠 и Γ𝑠.

Рис. 2: Область существования семейства короткопериодических движений, рожда­
ющихся из гиперболоидальной прецессии спутника, в пространстве параметров задачи
𝛾, 𝛿 и ℎ при 0 < 𝛿 ≤ 3.0.

На Рис. 2 в трёхмерном пространстве параметров задачи 𝛾, 𝛿 и ℎ пред­
ставлена область существования короткопериодических движений спутника,
рождающихся из гиперболоидальной прецессии. Граница указанной области
состоит из 5 поверхностей. Поверхность 𝑆Γ

0 отвечает значениям параметров
задачи, при которых существует гиперболоидальная прецессия, и ограничи­
вает область существования снизу. Поверхность 𝑆Γ

2 ограничивает область су­
ществования сверху и определяется критерием завершения семейства. На по­
верхности 𝑆Γ

1 происходит бифуркация и периодические движения, принадле­
жащие к семейству Γ𝑠, совпадают с периодическими движениями, рождающи­
мися из цилиндрической прецессии спутника и принадлежащими к семейству
𝑍𝑠. Боковые поверхности задаются равенствами 𝛿 = 0, 𝛿 = 3. Семейство Γ𝑠
может быть также численно продолжено по параметру 𝛿 в область значений
𝛿 > 3, однако в данной работе указанный случай не рассматривался.

На Рис. 3 для фиксированного значения 𝛿 = 1 и ℎ < 0.3 показаны об­
ласти существования семейств долгопериодических движений Γ𝑖 (𝑖 = 1..4),
рождающихся из гиперболоидальной прецессии спутника. Указанный вид об­
ластей существования сохраняется при значениях параметра 𝛿 > 0.115. На
данном рисунке область существования семейства Γ𝑠 показана серым цветом,
а сплошными линиями показаны границы, разделяющие плоскость парамет­
ров на подобласти с различным числом долгопериодических движений Γ𝑖
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Рис. 3: Сечение областей существования семейств долгопериодических движений
Γ1,Γ

*
1,Γ2,Γ3,Γ4, рождающихся из гиперболоидальной прецессии, плоскостью 𝛿 = 1.

Рис. 4: Траектории точки пересечения оси динамической симметрии спутника с еди­
ничной сферой, соответствующие периодическим движениям семейств 𝐾𝑠, 𝑍𝑠 и Γ𝑠, по­
строенным при фиксированных значениях параметров 𝛾 = 0.5, 𝛿 = 0.5
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Рис. 5: Траектории точки пересечения оси динамической симметрии спутника с единич­
ной сферой, соответствующие долгопериодическим движениям семейств Γ𝑖 (𝑖 = 1..4) и
короткопериодическим движениям семейства Γ𝑠, построенным при фиксированных зна­
чениях параметров 𝛾 = 0.6, 𝛿 = 1.0 и 𝛾 = 0.8, 𝛿 = 1. Синим цветом показаны траек­
тории, соответствующие значению постоянной энергии ℎ = 0.01, красным цветом –
соответствующие значению ℎ = 0.3. Белой точкой показано положение оси динамиче­
ской симметрии спутника при гиперболоидальной прецессии.
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(𝑖 = 1..4). При переходе через границы подобластей может происходить би­
фуркация, рождение, либо завершение семейства периодических движений.
Исследованию бифуркации указанных семейств посвящена четвёртая глава
настоящей диссертационной работы.

Для иллюстрации полученных результатов в данной работе были постро­
ены траектории точки пересечения оси динамической симметрии и единичной
сферы, соответствующие семействам периодических движений, рождающих­
ся из регулярных прецессий спутника. На Рис. 4, 5 показаны данные траекто­
рии для короткопериодических движений, принадлежащих к семействам 𝐾𝑠,
𝑍𝑠 и Γ𝑠, и долгопериодических движений, принадлежащих к семействам Γ𝑖
(𝑖 = 1..4).

В четвертой главе для всех значений параметров из области 𝛾 ≥ 0,
0 < 𝛿 ≤ 3, ℎ < 3 решена линейная задача об орбитальной устойчивости корот­
копериодических движений спутника, рождающихся из регулярных прецес­
сий, и долгопериодических движений, рождающихся из гиперболоидальной
прецессии спутника в случае резонансов третьего и четвёртого порядков. Изу­
чен характер бифуркации указанных периодических движений и построены
соответствующие бифуркационные диаграммы. Для получения представле­
ния о глобальном характере движения вблизи бифуркационных значений па­
раметров и верификации результатов применялся метод сечений Пуанкаре.

Рис. 6: Области существования (обозначены серым цветом) и орбитальной
неустойчивости (обозначены штриховкой) семейства короткопериодических движений

𝐾𝑠 при фиксированных значениях 𝛿 = 0.5 и 𝛿 = 2.8.

На Рис. 6 и 7 показаны области существования (обозначены серым цве­
том) и орбитальной неустойчивости (обозначены штриховкой) семейств 𝐾𝑠,

16



𝑍𝑠, Γ𝑠 короткопериодических движений спутника, рождающихся из кони­
ческой, цилиндрической и гиперболоидальной прецессии, соответственно. В
незаштрихованных подобластях, обозначенных серым цветом, периодические
движения семейств 𝐾𝑠, 𝑍𝑠, Γ𝑠 орбитально устойчивы в линейном приближе­
нии. Как и ранее, на указанных рисунках кривые 𝑆𝐾0 , 𝑆

𝑍
0 и 𝑆Γ

0 отвечают
уровню постоянной энергии ℎ, при котором существует соответствующая ре­
гулярная прецессия.

На Рис. 6-a для фиксированного значения 𝛿 = 0.5 показаны области
существования и орбитальной неустойчивости семейства 𝐾𝑠 короткопериоди­
ческих движений, рождающихся из конической прецессии. Данное семейство
орбитально неустойчиво всюду внутри своей области существования, ограни­
ченной кривыми 𝑆𝐾0 , 𝑆

𝐾
1 , 𝑆

𝐾
2 . Кривая 𝑆

𝐾
1 совпадает с границей 𝑆𝑍2 области ор­

битальной неустойчивости семейства 𝑍𝑠, на которой происходит бифуркация:
семейство 𝐾𝑠 сливается с семейством 𝑍𝑠. Численное исследование показало,
что с увеличением значения параметра 𝛿 точка 𝑃2, принадлежащая кривой
𝑆𝐾1 , приближается к точке 𝑃1 и при значении 𝛿 = 1.0 происходит вырождение
области существования семейства 𝐾𝑠.

При при значениях 𝛿 > 1 области существования и орбитальной устой­
чивости семейства 𝐾𝑠 принимают вид, показанный на Рис. 6-b. Семейство
𝐾𝑠 орбитально устойчиво в линейном приближении в подобласти, ограничен­
ной кривыми 𝑆𝐾0 , 𝑆

𝐾
1 , 𝑆

𝐾
3 и осью ℎ и орбитально неустойчиво в подобласти,

ограниченной кривыми 𝑆𝐾2 , 𝑆
𝐾
3 и осью ℎ. На границе 𝑆𝐾2 происходит завер­

шение семейства 𝐾𝑠, а границе 𝑆
𝐾
1 имеет место бифуркация: 𝐾𝑠 сливается с

семейством 𝑍𝑠.
На Рис. 7-a для фиксированного значения 𝛿 = 0.5 показаны области

существования и орбитальной устойчивости семейства 𝑍𝑠 короткопериодиче­
ских движений, рождающихся из цилиндрической прецессии. Область суще­
ствования семейства 𝑍𝑠 ограничена сверху кривой 𝑆

𝑍
1 , на которой происходит

завершение указанного семейства, а снизу – кривой 𝑆𝐾0 . Из точек 𝑃2 и 𝑃6 ис­
ходят кривые 𝑆Γ

1 , 𝑆
𝐾
1 , ограничивающие область орбитальной неустойчивости

семейства 𝑍𝑠. Семейство 𝑍𝑠 орбитально устойчиво в линейном приближении в
области, ограниченной кривыми 𝑆𝑍0 , 𝑆

𝑍
1 , 𝑆

Γ
1 , 𝑆

𝐾
1 . С ростом значения парамет­

ра 𝛿 точка области существования и орбитальной неустойчивости принимают
вид Рис. 7-с,e. При значении 𝛿 = 2.8 были также численно построены обла­
сти, ограниченные кривыми 𝑆𝑍3 , 𝑆

𝑍
4 и 𝑆𝑍5 , внутрь которых семейство 𝑍𝑠 не

может быть численно продолжено при помощи алгоритма, применяемого в
данной диссертационной работе.

Области существования и орбитальной устойчивости семейства Γ𝑠 корот­
копериодических движений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии,
показаны на Рис. 7-b,d,f. Семейство Γ𝑠 существует в области, ограниченной
кривыми 𝑆Γ

0 , 𝑆
Γ
1 , 𝑆

Γ
2 и осью ℎ. На кривой 𝑆Γ

2 происходит завершение ука­
занного семейства, а при переходе через кривую 𝑆Γ

1 происходит бифуркация
и Γ𝑠 сливается с семейством 𝑍𝑠. Из точки 𝑃1:2, соответствующей резонансу
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Рис. 7: Области существования (обозначены серым цветом) и орбитальной
неустойчивости (обозначены штриховкой) семейств короткопериодических движений

𝑍𝑠 и Γ𝑠 при фиксированных значениях 𝛿 = 0.5, 𝛿 = 1 и 𝛿 = 2.8.
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третьего порядка, исходят кривые 𝑆Γ
3 и 𝑆Γ

4 , ограничивающие область орби­
тальной неустойчивости семейства Γ𝑠. При увеличении значения параметра
𝛿 область орбитальной неустойчивости расширяется и при 𝛿 > 1.1 принимает
вид, показанный на Рис. 7-f.

Для проверки полученных выше результатов было проведено исследова­
ние бифуркации семейств периодических движений 𝐾𝑠, 𝑍𝑠 и Γ𝑠 с помощью
метода сечений Пуанкаре. Ниже на На Рис. 8, 9, 10 для фиксированных значе­
ний 𝛿 = 0.5, ℎ = 0.35 приведены диаграммы бифуркации указанных семейств
и соответствующие сечения Пуанкаре.

Рис. 8: Диаграмма бифуркации семейств короткопериодических движений 𝐾𝑠, 𝑍𝑠, Γ𝑠

при фиксированном значении 𝛿 = 0.5 (a.) и график зависимости их периодов 𝑇𝐾, 𝑇𝑍 и
𝑇Γ от значения параметра 𝛾 при 𝛿 = 0.5 и ℎ = 0.35 (b.) Серым цветом показана
область существования семейства 𝑍𝑠, перекрёстной штриховкой – область

существования семейства 𝐾𝑠. Семейство Γ𝑠 существует в областях, отмеченных
косой и перекрёстной штиховками.

При 𝛾 < 0.16 существует одно семейство орбитально устойчивых в ли­
нейном приближении короткопериодических движений – Γ𝑠. При увеличении
значения 𝛾 в точке 𝛾 = 0.16 из цилиндрической прецессии рождается се­
мейство орбитально устойчивых в линейном приближении короткопериоди­
ческих движений 𝑍𝑠, а в точке 𝛾 = 0.46 из конической прецессии рождает­
ся семейство орбитально неустойчивых короткопериодических движений 𝐾𝑠.
При переходе через границу 𝑆𝐾1 в точке 𝐵1 семейство 𝐾𝑠 сливается с семей­
ством 𝑍𝑠, при этом движения семейства 𝑍𝑠 становятся орбитально неустой­
чивыми. На Рис. 9-a показано сечение Пуанкаре, построенное в окрестности
точки бифуркации 𝐵1. При переходе через границу 𝑆

Γ
1 в точке 𝐵2 семейство

Γ𝑠 сливается с семейством 𝑍𝑠, принадлежащие к которому движения стано­
вятся орбитально устойчивыми в линейном приближении. Сечения Пуанкаре,
построенные в окрестности точки 𝐵2, представлены на Рис. 9-b и 10. В точке
𝑃3 семейство 𝑍𝑠 завершается, совпадая с цилиндрической прецессией. Через
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𝑍𝑖 (𝑖 = 1..5) и 𝐾1 на Рис. 9, 10 обозначены семейства долгопериодических
движений, рождающихся из цилиндрической и конической прецессии спут­
ника.

Рис. 9: Отображения Пуанкаре, построенные в окрестности точек 𝐵1 (a) и 𝐵2 (b)
бифуркации семейств короткопериодических движений 𝐾𝑆, 𝑍𝑆, Γ𝑆 при фиксированных

значениях параметров 𝛿 = 0.5, ℎ = 0.35, 𝛾 = 0.77 (a) и 𝛾 = 1.09 (b).

В данной главе также было выполнено исследование орбитальной устой­
чивости и бифуркации семейств Γ𝑖 (𝑖 = 1..4) долгопериодических движений
рождающихся из гиперболоидальной прецессии. В пространстве параметров
задачи 𝛾, 𝛿, ℎ были построены диаграммы бифуркации указанных семейств
и графики зависимости их периодов от параметра 𝛾 при фиксированных зна­
чениях параметров 𝛿 и ℎ. Для верификации результатов был применён метод
сечений Пуанкаре.

На Рис. 3 для фиксированного значения 𝛿 = 1 сплошными линиями
показаны границы, разделяющие область существования периодических дви­
жений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии, на подобласти с раз­
личным числом долгопериодических движений Γ𝑖 (𝑖 = 1..4). При переходе
через границы подобластей может происходить бифуркация, рождение либо
завершение семейства периодических движений. Границы подобластей при­
мыкают к точкам кривой 𝑆Γ

0 , отвечающим резонансам 𝜔2 = 2𝜔1 и 𝜔2 = 3𝜔1.
При значениях константы энергии ℎ > 0.05 также существует семейство дол­
гопериодических движений Γ*

1, которое не может быть построено аналитиче­
ски в малой окрестности гиперболоидальной прецессии. Начальные условия
опорного движения, использовавшиеся для численного построения указанно­
го семейства, были получены с помощью метода отображений Пуанкаре.

Для исследования характера бифуркаций периодических движений, воз­
никающих при переходе из одной подобласти в другую при различных фик­
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Рис. 10: Отображение Пуанкаре, построенное в окрестности точки бифуркации 𝐵2

семейств короткопериодических движений 𝐾𝑆, 𝑍𝑆, Γ𝑆 при фиксированных значениях
параметров 𝛿 = 0.5, 𝛾 = 1.15, ℎ = 0.35.

сированных значениях энергии ℎ и заданном значении 𝛿 = 1 в плоскости 𝛾,
𝑇 были построены диаграммы, описывающие зависимость периода 𝑇 пери­
одических движений от параметра 𝛾. На Рис. 11 показана диаграмма, соот­
ветствующая значению постоянной энергии ℎ = 0.001. На данной диаграмме
нижняя кривая 𝑇𝑠 соответствует периоду семейства Γ𝑠, а верхние кривые
(обозначенные через 𝑁𝑇𝑠) отвечают кратным значениям периода того же
семейства, то есть удвоенному, утроенному и учетверённому периоду, соот­
ветственно. Через 𝑇𝑖 (𝑖 = 1..4) обозначены кривые зависимости периодов дол­
гопериодических движений Γ𝑖 (𝑖 = 1..4) от параметра 𝛾. Сплошными лини­
ями показаны отрезки данных кривых, которым соответствует орбитальная
устойчивость периодического движения в линейном приближении, а пунк­
тирными линиями – орбитальная неустойчивость. При малых значениях па­
раметра 𝛾 существует два семейства периодических движений, рождающихся
из гиперболоидальной прецессии спутника: семейство короткопериодических
движений Γ𝑠 и семейство долгопериодических движений Γ1. При увеличе­
нии значения параметра 𝛾 период долгопериодических движений семейства
Γ1 возрастает и приближается к удвоенному периоду короткопериодических
движений Γ𝑠. При значении параметра 𝛾 = 0.605 период 𝑇1 становится равен
удвоенному периоду 𝑇𝑠 (точка 𝐵2 на Рис. 11), что соответствует бифуркации
удвоения периода, при этом семейство Γ1 сливается с Γ𝑠 и прекращает своё
существование.

В точке 𝐵1 (Рис. 11), отвечающей значению 𝛾 = 0.596, берёт начало
кривая 𝑇2 периода семейства долгопериодических движений Γ2. При данном
значении параметра имеет место бифуркация, при которой от семейства ко­
роткопериодических движений Γ𝑠 отделяется семейство долгопериодических
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Рис. 11: Диаграмма зависимости периодов 𝑇𝑠, 𝑇𝑖 (𝑖 = 1..4) семейств Γ𝑠, Γ𝑖 (𝑖 = 1..4)
периодических движений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии

симметричного спутника, от параметра 𝛾 при фиксированных значениях параметров
ℎ = 0.001 и 𝛿 = 1. Сплошные линии соответствуют значениям 𝛾, при которых
семейства Γ𝑠, Γ𝑖 (𝑖 = 1..4)орбитально устойчивы в линейном приближении, а

пунктирные линии - значениям 𝛾, при которых указанные семейства орбитально
неустойчивы.

движений Γ2. При этом орбитальная устойчивость семейства короткоперио­
дических движений Γ𝑠 сменяется на неустойчивость. На Рис. 11 интервал
неустойчивости показан пунктирной линией. При возрастании параметра 𝛾
период семейства Γ2 возрастает до тех пор, пока его значение не станет рав­
ным утроенному периоду семейства короткопериодических движений Γ𝑠. На
Рис. 11 точка 𝐵4 (𝛾 = 0.801) соответствует бифуркации, при которой семей­
ство Γ2 сливается с Γ𝑠 и прекращает своё существование.

В точке 𝐵3 (значение 𝛾 = 0.797) берут начало кривые 𝑇3 и 𝑇4, соот­
ветствующие периодам семейств долгопериодических движений Γ3 и Γ4. С
увеличением параметра 𝛾 период движений, принадлежащих к семейству Γ3,
уменьшается, пока кривая 𝑇3 не совпадает с 𝑇𝑠 в точке 𝐵4 (𝛾 = 0.801). Пе­
риодические движения, принадлежащие к семейству Γ3, орбитально неустой­
чивы. Период 𝑇4 долгопериодических движений семейства Γ4 возрастает с
увеличением 𝛾. В точке 𝐵5, отвечающей значению 𝛾 = 0.84, семейство Γ4

сливается с семейством короткопериодических движений Γ𝑠, при этом период
𝑇4 принадлежащих к данному семейству движений становится равен учетве­
рённому периоду 𝑇𝑠. Движения, принадлежащие к семейству Γ4, орбитально
устойчивы в линейном приближении. При значении ℎ = 0.001, соответству­
ющем малым амплитудам 𝑐, поведение семейств периодических движений
хорошо согласуется с выводами аналитической теории, развитой в [10, 14].

В заключении сформированы основные результаты диссертационной
работы.

1. Для алгоритма численного продолжения по параметру семейств пери­
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одических движений автономной гамильтоновой системы с двумя сте­
пенями свободы предложен явный вид матрицы перехода к локальным
координатам и изложена методика выбора приращений параметров, что
позволило существенно повысить скорость построения семейств перио­
дических движений. Разработан программный комплекс, реализующий
указанный алгоритм в среде символьных вычислений Maple 15.

2. Получены аналитические выражения для семейств периодических дви­
жений симметричного спутника, рождающихся из регулярных прецес­
сий в нерезонансном случае и семейств долгопериодических движений,
рождающихся их гиперболоидальной прецессии в случае резонансов
третьего и четвёртого порядка.

3. В трёхмерном пространстве параметров задачи численно построены об­
ласти существования семейств короткопериодических движений, рож­
дающиеся из цилиндрической, конической и гиперболоидальной прецес­
сии спутника и семейств долгопериодических движений, рождающиеся
из гиперболоидальной прецессии спутника в случае резонансов третьего
и четвёртого порядка. Выполнен линейный анализ орбитальной устой­
чивости указанных семейств.

4. Построены диаграммы бифуркации семейств короткопериодических дви­
жений, рождающихся из регулярных прецессий и семейств долгопери­
одических движений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии.
Для верификации полученных результатов был применён метод сече­
ний Пуанкаре.
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