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Аннотация. В данной работе предлагается методика построения расчетной модели 

трехслойных пластин с дискретным заполнителем в виде регулярной системы 

конусообразных ячеек, расположенных в шахматном порядке. Приведены примеры 

расчетных моделей, использованных при изготовлении различных трехслойных 

структур методом 3D-печати. Для определения напряженно-деформированного 

состояния, а также критических параметров устойчивости и динамики пластин 

переменной жесткости применяются обычно КЭ-комплексы. Предлагаемая методика 

позволяет получить аналитическое решение дифференциальных уравнений с 

переменными коэффициентами. При решении задачи изгиба трехслойной пластины 
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используется методика, основанная на уравнениях Э. Рейсснера для пластин средней 

толщины (h/a > 1/5).  

Ключевые слова: прямоугольная трехслойная пластина, аналитические методы, 

напряженно-деформированное состояние, прочность, устойчивость 
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Abstract. This paper considers the problem of analytical determination for the stiffness 

characteristics due to the use of a filler in the form of a regular cone-shaped (or pyramidal) 

cell’s system arranged in a checkerboard pattern for three-layer plates 

At the moment, the most widespread are honeycomb, corrugated or folded fillers. The 

main filler’s advantages are low weight and high rigidity. However, there are circumstances 

that prevent their wider use. The closed volume formed by the core’s cells e promotes the 

accumulation of condensate, at the same time preventing its removal. On the other hand, 
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there are technological difficulties associated with the provision and control of a reliable 

connection between a filler and bearing layers (especially on curved surfaces), thereby 

increasing the product cost. The structure of the cellular filler considered in the article 

largely allows to solve the above problems. 

Due to the complexity and laboriousness of solving strength and stability problems 

for systems of variable stiffness, analytical solutions for a wide class of such structures are 

practically absent or hardly applicable in solving problems related to the design of products. 

The article proposes a method for analytical filler’s representation in the form of a 

regular discrete cone-shaped cell’s system, with the aim of further determining the 

geometric properties. 

Based on the analysis of the filler’s shape under study, contemplation its shape as a 

surface described by the trigonometric Fourier series was proposed. However, upon further 

analysis of the problem, it was possible to reduce the function describing the filler’s 

geometry to a simpler form. The final version of the shape function was a set of coefficient, 

cosine and sine. Filler’s representation in the form of a similar function allows one to 

determine the variable bending stiffness of a three-layer package when solving the problems 

of bending of plates with variable stiffness. 

Representation of the shape of the considered filler in this form with high accuracy 

conveys the true geometry of the product and allows to analytically describe the geometric 

stiffness characteristics of the structure (areas, moments of inertia and static section 

moments) included in the differential equations of bending and buckling of a variable 

stiffness plate. 
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Введение 

В статье рассматривается способ аналитического представления 

геометрической формы оригинальной трехслойной структуры с дискретным 

заполнителем в виде конусообразных ячеек, расположенных в шахматном порядке 

(рисунок 1), позволяющее получать строгое решение дифференциальных уравнений 

прочности и устойчивости с переменными коэффициентами. 

Для традиционных заполнителей, например, сотовых или гофровых, 

характерны такие проблемы, как: накопление конденсата и последующее расслоение 

совместно с разрушением в связи с изменением агрегатного состояния воды, 

обеспечение надежного соединения несущих слоев и заполнителя, технологические 

трудности при изготовлении конструкций сложной формы. Однако применение 

дискретных заполнителей виде повторяющихся конусообразных или призматических 

ячеек позволяет избежать подобных недостатков 

 

Рисунок 1. Дискретный заполнитель в составе трехслойной панели. 
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Актуальность задачи 

В настоящее время задачи прочности и устойчивости пластин переменной 

жесткости решаются в основном численными или численно-аналитическими 

методами [1,2,3,4]. Аналитические решения для широкого класса подобных 

конструкций практически отсутствуют [5,6,7]. Между тем получение аналитических 

зависимостей для параметров напряженно-деформированного состояния систем с 

переменной жесткости значительно расширяет аппарат средств для создания 

конструкций с оптимальными характеристиками. 

С целью изучения влияния различных геометрических параметров дискретного 

конусообразного заполнителя было исследовано поведение трехслойных 

конструкций данным заполнителем при работе на изгиб, устойчивость и нормальное 

давление. [8,9,10,11]. В том числе проведен анализ влияния геометрических 

параметров на местную и общую потерю устойчивости; показана возможность 

изготовления таких трехслойных конструкций с использованием методов 3D –печати 

[12] (таблица 1). 

Важным достоинством предлагаемой структуры является возможность 

создания оболочек различной конфигурации и назначения (таблица 1): 

- авиационных профилей (типа закрылка, элерона и т.д.) имеющих внутренние 

каналы различной конфигурации для щелевого выдува сжатого воздуха.  

- термостабильных оболочек резервуаров и баков для хранения и 

транспортировки жидкого и газообразного топлива и криогенных жидкостей, 

-  камер сгорания ЖРД, 

- корпусных деталей автомобилей (капоты, двери багажника), 



- панели внешней обшивки железнодорожных локомотивов и вагонов, 

- корпусов лодок и яхт.  

Заполнитель в форме дискретных ячеек также может применяться в качестве 

звукопоглощающих конструкций [13, 14]  

Во всех проведенных ранее работах [6,7], ввиду геометрической сложности 

расчетной модели структур с дискретным заполнителем рассматриваемого типа все 

расчеты проводились с помощью программных комплексов, в основе которых лежит 

метод конечного элемента [15,16].  

Таблица 1. Примеры трехслойных конструкций с дискретным заполнителем 

Пластины 

 

Оболочки 

 
 



 

 

Аэродинамические профили 

 

Комбинированные структуры 

 

 

 

Цели, задачи и объект исследования 

Очевидно, что в случае получения аналитических зависимостей для описания 

геометрических параметров данной трехслойной структуры появляются новые 

широкие возможности для оптимального проектирования таких конструкций. 

Для облегчения поставленной задачи поиска функции формы предполагается, 

что вершины заполнителя обладают скругленными вершинами. С учетом 



особенности регулярной структуры заполнителя принято решение о поиске функции 

формы заполнителя в виде тригонометрической функции.  

 

Функция формы заполнителя 

В результате проведенных исследований была получена функция 

представления геометрической формы дискретного регулярного заполнителя с 

конусообразными ячейками, расположенными в шахматном порядке в виде двойных 

тригонометрических функций.  

0( , ) sin sin
x y

H x y H
d d

 
  

Где: 

H0 - высота трехслойного пакета, 

d – диаметр основания ячейки (рисунок 3 ). 

При этом синусоидальная форма ячеек более целесообразна в технологическом 

и прочностном смысле по сравнению со строгой формой полных или усеченных 

конусов.  

 

Рисунок 3. Описание геометрии. 



Исходя из диаграммы функции формы, видно, что она удовлетворяет 

поставленной задаче (рисунок 4). Функция построена на интервале X ∈ [0; 50] и  

Y ∈ [0; 50] при H0 = 2 и d = 10 

 

Рисунок 4. Диаграмма функции формы. 

Соотношения строительной механики для определения напряженно-

деформированного состояния, а также критических параметров устойчивости и 

динамики записываются в виде дифференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами[17,18,19]. Для решения задачи изгиба трехслойной пластины 

предлагается методика, основанная на  уравнениях Э. Рейснера для пластин средней 

толщины (h/a > 1/5) [20]. 

В частности, уравнение изгиба пластины переменной жесткости при изгибе 

имеет вид 
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Где: 

D(x,y) – переменная изгибная жесткость трехслойного пакета, состоящего из 

несущих слоев постоянной толщины и дискретного заполнителя, 

w(x,y) - функция прогиба, 

q(x,y) – распределенная нормальная нагрузка. 

2 2
2

2 2
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x x

 
  

 
   -  гармонический оператор, 

  - коэффициент Пуассона. 

 

Заключение 

Представление формы рассматриваемого заполнителя в виде (1) с высокой 

точностью передает истинную геометрию изделия и позволяет аналитически описать 

геометрические жесткостные характеристики конструкции (площади, моменты 

инерции и статические моменты сечений), входящие в дифференциальные уравнения 

изгиба и устойчивости пластины переменной жесткости. 
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