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Рассматривается изгиб тонких прямоугольных пластин из изотропных материалов при 
совместном действии механических нагрузок и температур. Представлена уточненная 
теория расчета напряженно-деформированного состояния прямоугольных пластин, сим-
метричных относительно срединной плоскости, при произвольной геометрии в продоль-
ном направлении. Искомые перемещения пластины представляются в виде полиномов по 
нормальной к срединной плоскости пластины координате на две степени выше, чем в 
классической теории типа Киргофа–Лява. Единственным следствием нагрева будет воз-
никновение дополнительных деформаций, обусловленных всесторонним тепловым рас-
ширением. Эти деформации накладываются на упругие и учитываются при решении за-
дачи. С помощью вариационного принципа Лагранжа получена система основных урав-
нений уточненной теории и соответствующие граничные условия с учетом влияния 
температуры. Система дифференциальных уравнений равновесия в перемещениях с пе-
ременными коэффициентами, содержащая дополнительные члены, учитывающие влия-
ние изменения толщины на напряженно-деформированное состояние пластины решена 
методом конечных разностей. Приведен пример расчета прямоугольной пластины пере-
менной толщины. Дано сравнение результатов, соответствующих уточненной теории, для 
нескольких вариантов изменения температуры. 

Ключевые слова: прямоугольная пластина, переменная толщина, температура, тер-
моупругость, вариационный принцип Лагранжа, метод конечных разностей. 

 

Введение 

Актуальной задачей является повышение до-
стоверности методов расчета напряжено-дефор-
мированного состояния (НДС) пластин не толь-
ко при действии механических нагрузок, но и за 
счет учета внешних температурных воздейст-
вий. В данной работе приводятся результаты 
построения уточненной теории изотропных 
прямоугольных пластин, симметричных отно-
сительно срединной плоскости, при произволь-
ной толщине в продольном направлении с уче-
том воздействия температуры.  

Таким задачам для однородных изотропных 
пластин и оболочек посвящены классические 
монографии [1–4]. В работах [5–15] были 
сформулированы варианты приближенных тео-
рий, уточняющих результаты классической 
теории пластин и оболочек во внутренних об-
ластях и в узких краевых зонах методом асимп-
тотического интегрирования трехмерных урав-
нений теории упругости в различных системах 
координат. Однако решение соответствующих 
сформулированных краевых задач вызвало зна-
чительные математические трудности, не поз-
волившие привести эти задачи к численным ре-
зультатам. В связи с этим в работах [8–10] пря-
мой путь решения задачи был заменен на 
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вариационно-асимптотический, в соответствии 
с которым для решения краевых задач о допол-
нительном НДС типа «погранслой» применяет-
ся вариационный метод Власова–Канторовича. 

Наряду с указанным способом применяется 
другой подход [11–15] к построению уточнен-
ной теории пластин и оболочек, заключающий-
ся в разложении перемещений в полиномы бо-
лее высокой степени, чем в классической тео-
рии типа Кирхгофа–Лява. Для решения задач 
термоупругости изотропных прямоугольных 
пластин переменной толщины используется 
эффективный метод численного решения сис-
темы дифференциальных уравнений с перемен-
ными коэффициентами. В работе [15] использу-
ется метод конечных разностей, который имеет 
определенные преимущества при решении та-
ких задач. В работах [16–20] рассматриваются 
другие методы уточненного расчета пластин и 
оболочек. 

В данной работе результаты [15], относящие-
ся к определению НДС для пластины при меха-
нических нагрузках, применяются при учете 
воздействия температур. Такой прием позволя-
ет рассматривать НДС пластины при действии 
различных температурных режимов. В качестве 
примера рассматривается расчет напряжено-
деформированного состояния прямоугольной 
изотропной пластины переменной толщины под 
действием распределенной нагрузки и темпера-
туры. Дано сравнение результатов расчета 
напряжено-деформированного состояния плас-
тины по уточненной теории для нескольких ва-
риантов температурного воздействия. 

Постановка задачи  

Рассмотрим упругое равновесие прямо-
угольной пластины из изотропного материала, 
отнесенной к ортогональной системе координат 

Oxyz, толщиной 2h и размерами в плане a×b под 
действием поперечной распределенной нагруз-
ки ( ),q x y  и разницы температур по границам 
пластины ∆T. Толщина пластины в продольном 
направлении произвольна (рис. 1). Плоскость, 
образованную осями Ox и Oy, совместим со 
срединной поверхностью пластины в недефор-
мируемом состоянии, а ось Oz ориентируем 
перпендикулярно данной поверхности в 
направлении прогибов. Примем, что изменение 
температуры в пластине происходит как по ее 
толщине, так и по направлениям Ox и Oy. Та-
ким образом, разность температур ∆T(x,y,z) яв-
ляется функцией всех координат. Края пласти-
ны 0x = , x a= , 0y = , y b=  могут быть лю-
быми, т.е. свободными, шарнирно опертыми и 
жестко защемленными. 

В соответствии с работой [7] перемещения 
пластины представляются в следующем виде: 
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Предположим, что верхняя поверхность плас-
тины имеет температуру 0 ( , , )T x y z , а нижняя 
поверхность – 1( , , )T x y z . При этом будем счи-
тать, что перепад температуры 1 0T T T∆ = −  та-
кой, что нагрев не изменяет механических 
свойств материала пластины.  

При совместном действии нагрузок и темпе-
ратуры закон Гука остается справедлив для си-
ловой части деформаций. Следовательно, пол-
ные деформации (от нагрузок и температурных 
воздействий) имеют вид: 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ε ε ε , ε ε ε ,

ε ε ε ,

γ γ γ , γ γ γ ,

γ γ γ ,

x x x y y x

z z z

xy xy xy yz yz yz

zx zx zx

q T q T

q T

q T q T

q T

= + = +

= +

= + = +

= +

 (2) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ε , ε , ε , γ , γ , γx y z xy yz zxq q q q q q  – 
деформации от механических нагрузок и 

 
Рис. 1. Прямоугольная пластина 
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( ) ( ) ( ) ( )ε , ε , ε , γ ,x y z xyT T T T  ( ) ( )γ , γyz zxT T  – 
деформации от температурных воздействий. 

При перепаде ∆T температур тела происхо-
дит равномерное изменение относительных 
размеров изотропной пластины по всем направ-
лениям  

ε ( ) ε ( ) ε ( ) α ,x y zT T T T= = =  

где α – коэффициент температурного расшире-
ния материала. 

Сдвиговые деформации при изменении тем-
пературы не возникают, т.е. полагаем 

( ) ( ) ( )γ γ γ 0xy yz zxT T T= = = . 
Геометрические уравнения трехмерной тео-

рии упругости имеют вид 
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C учетом формул (2), (3) выражения для де-
формаций, соответствующих перемещениям 
(1), записываются в виде 
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Физические уравнения трехмерной теории 
упругости для пластины имеют вид:  
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где коэффициенты ijA ( 1,6, 1,6)i j= =  представ-
ляют собой упругие постоянные изотропного 
материала пластины. 

Дифференциальные уравнения равновесия и 
естественные граничные условия находим, 

применяя вариационный принцип Лагранжа к 
уточненному выражению полной энергии плас-
тины 
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С учетом формул (4), (5) и (6) получим сис-
тему головных уравнений уточненной теории 
рассматриваемых пластин: 
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Здесь приняты следующие обозначения: 

1
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где , , , , , , , , , ,i i i i i
x y xy xz yz x y xy xz yzN N N Q Q M M M M M  

, ,i i i
xz yz zH H Q  – обобщенные внутренние силовые 

факторы, физическая интерпретация которых в 
трехмерной системе координат дана в [10]. 

(6) 
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Следует отметить, что восемь из тринадцати 
внутренних факторов, а именно , , ,x y xyN N N  

, , , ,x y x y xyQ Q M M M , аналогичны соответствую-
щим силовым факторам, принятым в классичес-
кой теории тонких пластин для общего случая 
нагружения, когда одновременно рассматрива-
ется изгиб пластины и ее плоское напряженное 
состояние.   

Соответствующие граничные условия на краях 
0,x x a= =  и 0, ,y y b= =  представлены в [15]. 

Краевые условия охватывают все разнообразие 
возможных условий закрепления пластины, а их 
количество полностью соответствует порядку сис-
темы дифференциальных уравнений (7). 

Решая систему уравнений (7) с учетом крае-
вых условий, находим перемещения iu , iv  и 

jw . Напряжения σx , σ y , τxy  определяются 
формулами (3), (4), а поперечные напряжения 
τxz , τ yz , σz , по аналогии с [15] получаются 
непосредственным интегрированием трехмер-
ных уравнений равновесия теории упругости: 
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Для решения системы дифференциальных 
уравнений в частных производных (7) преобра-
зуем ее в систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Полагаем, что пластина на 
рис. 1 имеет шарнирные опоры на краях 

0,y y b= = . Тогда разложим нагрузку и пере-
мещения в ряды по тригонометрическим функ-
циям следующего вида 
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где ψ π /m m b= . 

После подстановки разложений (8) в уравне-
ния (7) и граничные условия находим систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений и 
соответствующие граничные условия. В ре-
зультате система дифференциальных уравнений 
равновесия пластины представится как 
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Здесь коэффициенты K  с верхними и ниж-
ними индексами обозначают переменные вели-
чины, зависящие от геометрических параметров 
и упругих постоянных изотропного материала 
пластины. Ввиду громоздкости соответствую-
щих им выражений, здесь они не приводятся. 
Для решения системы уравнений (9) воспользу-
емся методом конечных разностей совместно с 
методом прогонки.  

Пример расчета 
Рассматривается изотропная пластина со 

следующими параметрами: 1a b= = м, коэффи-
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циент Пуассона μ 0.3= , модуль упругости 
112 10E = ⋅ . Принимается, что ее толщина опре-

деляется соотношением 
( )( ) αmh x h tg x= − ⋅ , 

где ( ) 0α mh htg
b
−

= . Пластина находится под 

действием распределенной нагрузки 
( ) ( )0, sin ψmq x y Q y= , где 0 constQ = . На ниж-

ней и верхней поверхностях пластины поддер-
живаются равномерно распределенные темпе-
ратуры 1T  и 0T  соответственно. Разность темпе-
ратур между верхней и нижней поверхностями 
∆T выберем в интервале от 0 до 60°С. Компо-
ненты перемещений пластины и соответствую-
щих им напряжений определяются первыми 
слагаемыми в разложении (8).  

Результаты вычислений максимальных нор-
мальных напряжений пластины, жестко защем-
ленной на двух краях 0,x x a= = , по уточнен-
ной теории в зависимости от перепада темпера-
туры представлены на рис. 2–5. Графики 
показывают, что для рассматриваемых случаев 
учет изменения температуры приводит к суще-
ственным изменениям напряжено-деформиро-
ванного состояния в краевой зоне пластины по 
длине и по толщине. При ∆T = 60°С максимумы 
напряжений σ ,σ ,σx y z  находятся в краевой зоне 
(см. рис. 2–4). При перепаде температуры от 20 
до 60°С напряжение σx  повышается на ~100% 
на левом краю и ~ 35% на правом.  

На рис. 5 и 6 показаны графики напряжений 
σ , σx y  по толщине в краевой зоне. Из этих гра-
фиков видно, что при возрастании температуры 
напряжения несимметричны относительно сре-
динной плоскости, а их величина на верхней 
поверхности больше значений напряжений на 
нижней поверхности. 

 
Рис. 2. Изменение σx по длине в зависимости от температуры 

 
Рис. 3. Изменение σy  по длине в зависимости от температуры 

 
Рис. 4. Изменение σz по длине в зависимости от температуры 

 
Рис. 5. Изменение σx по толщине в краевой зоне в зависимо-
сти от температуры 

 
Рис. 6. Изменение σy по толщине в краевой зоне в зависимо-
сти от температуры 
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Рис. 7. Изменение σx по длине в зависимости от температуры 

 
Рис. 8. Изменение σy по длине в зависимости от температуры 

 
Рис. 9. Изменение σz по длине в зависимости от температуры 

 
Рис. 10. Изменение σx по толщине в краевой зоне в зависи-
мости от температуры 

 
Рис. 11. Изменение σy по толщине в краевой зоне в зависи-
мости от температуры 

В качестве второго примера рассматривается 
изотропная пластина с аналогичными парамет-
рами, толщина которой определяется функцией 
второго порядка 20.028 0.072 0.0( ) 49h x xx − +=  
(см. рис. 1). Результаты расчета НДС пластины 
при различных температурах представлены на 
рис. 7–11. Таким образом, видно, что графики 
изменения напряжено-деформированного со-
стояния пластины при перепаде температуры 
аналогичны графикам в первом примере.  

Заключение 

Полученные результаты позволяют сделать 
следующие выводы: 

1. На основании вариационного принципа 
Лагранжа и разложения компонентов переме-
щений в полиномы по толщине на один-два  
порядка выше по отношению к классической 
теории построена краевая задача уточненной 
теории пластин переменной толщины в про-
дольном направлении в условиях термомехани-
ческого нагружения. 

2. Проведено сравнение результатов расчета 
напряжено-деформированного состояния плас-
тины при использовании уточненной теории 
для нескольких вариантов температуры. Уста-
новлено, что при небольших температурах 
напряжения в пластинах изменяются пропор-
ционально температуре.  

3. Учет влияния температуры на напряжено-
деформированное состояние пластин по уточ-
ненной теории является необходимым, так как 
позволяет получить существенно более точные 
результаты напряжений термоупругости. Расчет 
напряжено-деформированного состояния плас-
тины в краевых зонах позволяет оценить проч-
ность и долговечность элементов конструкций 
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и обосновать тип конструкционного материала 
для его рационального распределения вблизи 
концентраторов напряжений.  
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Stress-strain state of symmetric rectangular plates  
with variable thickness under temperature impact 

Firsanov V.V., Doan Q.H. 

Moscow Aviation Institute (National Research University), MAI, Moscow, 125993, Russia,  
e-mail: k906@mai.ru; dqhieu57@gmail.com 

The article presents the results of construction of the refined theory of isotropic plates sym-
metric with respect to median plane, and of random thickness in longitudinal direction with re-
gard to the temperature impact. Fidelity increasing of the computational techniques of the 
stress-strained state of the plates not only under mechanical loads, but also by accounting for 
temperature impact seems to be a topical issue. The plate state equations are described by the 
3D theory of elasticity. The desired plate displacements are being expanded by normal to medi-
al surface of the plate coordinate into polynomials two degrees higher, than those in the classi-
cal theory of Kirchhoff-Love type. The system of basic equations of the refined theory and cor-
responding boundary conditions were obtained with Lagrange variation principle. One of the 
distinctive features of the proposed refined theory consists in the fact, that while determining 
lateral normal and tangential stresses, direct integration of equilibrium equations of the 3D theo-
ry of elasticity is being used. For an isotropic rectangular plate of variable thickness, a system 
of differential equations of equilibrium in displacements with variable coefficients containing 
additional terms that accounted for the effect of thickness changing on the plate stress-strained 
state under temperature impact was obtained by Levy method. To solve the thermo-elasticity 
problems of anisotropic rectangular plates of variable thickness, an effective method of numeri-
cal solution of a system of differential equations with variable coefficients was used. Finite dif-
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ferences method is used in combination with double-sweep method, which has certain ad-
vantages while solving such types of problems. Firstly, it allows solving a system of differential 
equations with variable coefficients, and, secondly, a fairly small dividing of a plate in its mar-
ginal zone allows accounting for additional stress-strained states of a «boundary layer» type. As 
an example, the article considers stress-strained state computing of a rectangular isotropic plate 
of variable thickness under the impact of distributed loading and temperature. Comparison of 
the results of the plate stress-strained state computing by the refined theory for several variants 
of temperature impact is presented. It was established that with the modest temperature chang-
ing, the plate stress-strained state changes proportionally to the temperature. 

Keywords: rectangular plate, variable thickness, temperature, thermo-elasticity, Lagrange 
variation principle, finite difference method. 
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