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Сжимаемость учитывается, поскольку в системах с переменным давлением баротропная жидкость может сильно влиять на поведение системы. На систему воздействует внешний источник вибрации и гармоническое по времени давление на торцах. Система считается термостабилизированной. Математическая модель механической системы, рассматриваемая в данной работе, представляет собой систему связанных уравнений. Для описания динамики жидкости используются нелинейные уравнения Навье-Стокса в частных производных и уравнение неразрывности. В качестве граничных условий используются условия согласования давления и расхода жидкости при переходе от цилиндрической щелевой камеры к торцевой. Для описания динамики внутренней и внешней цилиндрических оболочек используются уравнения в частных производных, основанные на гипотезах Кирхгофа-Лява. В качестве граничных условий используются уравнения перемещения оболочки на торцах и вдоль оси Oy. 
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Abstract. The article presents the development of a mathematical model for a 

mechanical system consisting of two elastic coaxial shells with a layer of viscous 

compressible fluid in between. The shells are rigidly fixed at the ends, with no rotation 

or movement along their axis of symmetry. The thickness of the fluid layer is significantly 

smaller than the outer radius of the inner shell. A model of a viscous compressible 

barotropic fluid is used. Viscosity is taken into account because it provides damping 

properties, which prevent excessively large deflections during resonance. 

Compressibility must be taken into account, since in systems with varying pressure, as a 

barotropic fluid can affect the behavior of the system. The system is affected by an 

external vibration source and time-harmonic pressure at the ends. The system is 

considered thermally stable. The mathematical model of the mechanical system 

considered in this work is a system of coupled equations. To describe the dynamics of a 

fluid, we use the nonlinear partial differential Navier-Stokes equations and the continuity 

equation. The conditions for matching pressure and flow rate of liquid during the 

transition from cylindrical slit to end chambers are used as boundary conditions. To 

describe the dynamics of inner and outer cylindrical shells, we write partial differential 

equations based on Kirchhoff-Love hypotheses. Equations of shell displacement at ends 

and along Oy axis are used as boundary conditions. Further study of this mathematical 

model will allow us to better understand the processes occurring in such systems and 

develop more efficient methods for their analysis. These methods can be applied in 

various fields of science and technology, such as mechanical engineering, aviation and 

space industries. 

Keywords: viscous compressible fluid, elastic coaxial shells, Navier-Stokes equation, 

continuity equation 
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Введение В современном мире, где технологии развиваются с невероятной скоростью, изучение динамики взаимодействия различных сред становится всё более актуальным. Одной из таких задач является исследование динамики взаимодействия вязкой сжимаемой жидкости с упругими соосными оболочками. Известно, что сжимаемость жидкостей, является весьма малой величиной, позволяющей полностью отказаться от её учета. Однако, жидкость с наполнителями или газированные жидкости имеют достаточно большую сжимаемость [1]. Поэтому данная проблема имеет важное значение для различных областей науки и техники, таких как машиностроение, авиационная и космическая промышленность. Результаты исследования могут быть использованы при проектировании и оптимизации различных устройств и систем в состав, которых входят соосные оболочки со слоем жидкости между ними. Изучению динамики систем состоящих из тонкостенных элементов и жидкости посвящено много работ. Этими работами занимались Блинков Ю.А., Блинкова О.В., Могилевич Л.И., Попов В.С., Попова Е.В., Евдокимова Е.В., Бочкарёв С.А., Лекомцев С.В., Сенин А.Н. и другие. В [2] на основе выведенных уравнений продольно-радиальных колебаний цилиндрической оболочки, содержащей вязкую сжимаемую жидкость, решена задача о гармонических колебаниях оболочки. В [3] рассматриваются особенности системы из цилиндрических оболочек и вязкой и невязкой жидкости. Задачи взаимодействия вязкой несжимаемой жидкости с двумя упругими оболочками рассматривались в работах 
[4], [5], [6], [7]. В [4] представлено численное моделирование волновых процессов в упругих соосных оболочках с вязкой несжимаемой жидкостью между ними. В [5] рассматриваются вопросы формулировки и решения задачи гидроупругости для системы из двух соосных оболочек с кольцевой прослойкой вязкой несжимаемой жидкости между ними. В [6] изучается задача динамики вязкой несжимаемой жидкости внутри упругих соосных цилиндрических оболочек. Исследование модели волновых процессов в двух геометрически нелинейных упругих соосных цилиндрических оболочках с вязкой несжимаемой жидкостью между ними представлено в [7]. Построение и анализ системы, состоящей из двух соосных 
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оболочек, содержащих вязкую несжимаемую жидкость в кольцевом зазоре и во внутренней оболочке, проводились в [8] и [9]. В [10] исследуется динамика электроупругих оболочек, пространство между которыми заполнено невязкой сжимаемой жидкостью. Численное изучение математической модели системы из двух упругих соосных оболочек, содержащих вязкую сжимаемую жидкость между ними, для описания динамики которой используется линеаризованное уравнение Навье-Стокса, проводилось в [11] и [12]. В [11] анализируется влияние уровня жидкости, в пространстве между оболочками, на колебания системы. В [12] проведено обобщение результатов исследований взаимодействия тонкостенных конструкций и вязкой сжимаемой жидкости. Кроме этого в [13] и [14] рассматривались системы, состоящие из упругих пластин и вязкой жидкости. В работе [13] выполнено математическое моделирование системы из двух пластин взаимодействующих через слой вязкой сжимаемой жидкости. В [14] представлена задача гидроупругости для геометрически нелинейных пластин, взаимодействующих с вязкой несжимаемой жидкостью. Задачи взаимодействия вязкой сжимаемой жидкости и упругих соосных оболочек остаются малоизученными. Учет сжимаемости жидкости приблизит условия задачи к реальным и увеличит точность решений, что позволит повысить эффективность и надёжность работы устройств и систем, а также расширить возможности их применения в различных областях. В данной статье рассматривается задача динамики взаимодействия сдавливаемого слоя вязкой сжимаемой жидкости с упругими соосными оболочками. Для постановки этой задачи рассмотрены уравнения, описывающие поведение системы, и их граничные условия. Результаты исследования могут найти применение в следующих сферах: проектирование и оптимизация устройств и систем, работающих со сжимаемыми жидкостями и упругими элементами, разработка новых материалов и технологий, основанных на взаимодействии вязкой сжимаемой жидкости и упругих оболочек, анализ и прогнозирование поведения систем в различных условиях эксплуатации. 
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Постановка задачи 

Физическая модель Рассматриваемая физическая система состоит из двух соосных упругих замкнутых оболочек, жестко закрепленных на торцах, и вязкой сжимаемой жидкости, находящейся между оболочками (рисунок 1). Отсутствуют любые перемещения оболочек на торцах, а также продольное перемещение на всей длине оболочек. На систему воздействует внешний источник вибрации и, гармонические по времени, перепады давления. 

 Рисунок 1 -  Модель механической системы 

 Внешняя оболочка (обозначена индексом 1) – упругая замкнутая цилиндр с внутренним радиусом 𝑅1 и жестким защемлением по торцам. Внутренняя оболочка (обозначена индексом 2) с внешним радиусом 𝑅2 – тоже упругий замкнутый цилиндр, жестко защемленный по торцам. Зазор между стенками оболочек 1 и 2 полностью заполнен жидкостью 3. Наружная поверхность внешней оболочки и поверхность внутренней оболочки образуют цилиндр в цилиндре длиной l2. Радиальный зазор цилиндрической щели значительно меньше внешнего радиуса внутренней оболочки ߜ =  𝑅1 − 𝑅2  <<  𝑅2. На систему действуют периодически меняющееся по времени на торцах давление жидкости и переносная сила инерции. Перемещение внутренней оболочки относительно внешней на защемленных торцах отсутствует, оболочки все время остаются соосными. Механическая система считается термостабилизированной. 
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При исследовании динамики указанной механической системы для демпфирующего слоя жидкости, окружающего внутреннюю оболочку используется модель вязкой сжимаемой жидкости. Вязкость учитывается потому, что именно она обеспечивает демпфирующие свойства, предотвращающие чрезмерно большие прогибы при резонансе. Учет сжимаемости необходим, так как в системах с переменным давлением баротропная жидкость может оказывать влияние на поведение системы [1]. Таким образом, физическая модель исследуемой механической системы представляет собой две упругие замкнутые цилиндрические оболочки, которые взаимодействуют друг с другом через слой жидкости под воздействием вибрации и перепада давления. 
 

Математическая модель Для удобства построения математической модели введем цилиндрическую систему координат ܱݎѲу с ортами ݊⃗ ௥ , ݊⃗ Ѳ , ݊⃗ ௬ (рисунок 2). Центром системы координат ܱݎѲу будем считать геометрический центр оболочек в невозмущенном состоянии. При перемещении оболочек их торцы остаются неподвижными, продольное перемещение вдоль оси ܱу отсутствует. 

 Рисунок 2 - Цилиндрическая и декартова системы координат 
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Математическая модель рассматриваемой механической системы представляет собой связанную систему уравнений, включающую нелинейные уравнения в частных производных Навье-Стокса и уравнение неразрывности, уравнения в частных производных для описания динамики внутренней и внешней упругих цилиндрических оболочек, полученные исходя из гипотез Кирхгофа-Лява, и соответствующие граничные условия. Рассмотрим движение жидкости, находящейся между упругими замкнутыми цилиндрическими оболочками. В левой части уравнения Навье-Стокса находится абсолютное ускорение единицы жидкости представленное суммой переносного ускорения основания (ускорение оболочек в результате вибрации), производной скорости жидкости по времени и производной скорости жидкости по направлению вектора скорости, в правой части находится сумма произведения градиента давления на удельный объем, произведения кинематической вязкости жидкости на дивергенцию градиента вектора скорости жидкости и произведения суммы динамической и кинематической вязкостей жидкости на градиент дивергенции вектора скорости жидкости. Уравнения Навье – Стокса и уравнение неразрывности [15-20] для вязкой сжимаемой жидкости с учетом переносного движения основания в выбранной системе координат ݕ ,ߠ ,ݎ, жестко связанной с центром координат, примут вид: Скалярная форма уравнения Навье-Стокса: 
1ܹ௭1 ݏ݋ܿ ߠ + 1ܹ௫1 sin ߠ + డ௏ೝడ௧ + ௥ܸ డ௏ೝడ௥ + ௏ഇ௥ డ௏ೝడఏ + ௬ܸ డ௏ೝడ௬ − ௏ഇ2௥ = − 1ఘ డ௣డ௥ + ߥ (డ2௏ೝడ௥2 +

1௥ డ௏ೝడ௥ + 1௥2 డ2௏ೝడఏ2 + డ2௏ೝడ௬2 − 2௥2 డ௏ഇడఏ − ௏ೝ௥2) + (ఎఘ + 13 (ߥ (డ௏ೝడ௥ + డ௏ഇడఏ + డ௏೥డ௭ ); 

 

 − 1ܹ௭1 ݊݅ݏ ߠ + 1ܹ௫1 cosߠ + డ௏ഇడ௧ + ௥ܸ డ௏ഇడ௥ + ௏ഇ௥ డ௏ഇడఏ + ௬ܸ డ௏ഇడ௬ + ௏ೝ௏ഇ௥ = − 1ఘ௥ డ௣డఏ ߥ+ (డ2௏ഇడ௥2 + 1௥ డ௏ഇడ௥ + 1௥2 డ2௏ഇడఏ2 + డ2௏ഇడ௬2 + 2௥2 డ௏ೝడఏ − ௏ഇ௥2) + (ఎఘ + 13 (ߥ (డ௏ೝడ௥ + డ௏ഇడఏ + డ௏೥డ௭ ); (1) 

 డ௏೤డ௧ + ௥ܸ డ௏೤డ௥ + ௏ഇ௥ డ௏೤డఏ + ௬ܸ డ௏೤డ௬ = − 1ఘ డ௣డ௬ + ߥ (డ2௏೤డ௥2 + 1௥ డ௏೤డ௥ + 1௥2 డ2௏೤డఏ2 + డ2௏೤డ௬2 ) + (ఎఘ +13 (ߥ (డ௏ೝడ௥ + డ௏ഇడఏ + డ௏೥డ௭ ). 
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где: 1ܹ௭1 ݏ݋ܿ ߠ + 1ܹ௫1 sin − ,ߠ 1ܹ௭1 ݊݅ݏ ߠ + 1ܹ௫1 cos равна нулю, так как перемещение вдоль этой оси отсутствует; డ௏ೝడ௧ ݕܱ компонента для ,ߠܱ и ݎܱ переносное ускорение основания для осей – ߠ , 
డ௏ഇడ௧ , 

డ௏೤డ௧  – производные скорости в направлениях ݊̅௥ , ݊̅Ѳ, ݊⃗ ௬ по времени; 
௥ܸ డ௏ೝడ௥ + ௏ഇ௥ డ௏ೝడఏ + ௬ܸ డ௏ೝడ௬ − ௏ഇ2௥  – производная скорости в направлении ݊̅௥  по направлению ܸ̅; 

௥ܸ డ௏ഇడ௥ + ௏ഇ௥ డ௏ഇడఏ + ௬ܸ డ௏ഇడ௬ + ௏ೝ௏ഇ௥  – производная скорости в направлении ݊̅Ѳ по направлению ܸ̅; 

௥ܸ డ௏೤డ௥ + ௏ഇ௥ డ௏೤డఏ + ௬ܸ డ௏೤డ௬  – производная скорости в направлении ݊⃗ ௬ по направлению ܸ̅; ܸ̅ – вектор скорости жидкости; ߩ – плотность жидкости; 1ఘ – удельный объем. Объем занимаемый единицей массы; ݌ – давление жидкости; − 1ఘ డ௣డ௥, − 1ఘ௥ డ௣డఏ, − 1ఘ డ௣డ௬ – произведение градиента давления на удельный объем со знаком минус – векторное поле, которое представляет ускорение частиц жидкости под воздействием градиента давления. Каждая единица жидкости стремится в точку с наименьшим давлением. ߥ – кинематическая вязкость жидкости. ߥ = ఎఘ – Кинематическая вязкость жидкости равна отношению динамической вязкости жидкости к плотности жидкости; Скалярная форма уравнения неразрывности: 
 

డఘడ௧ + 1௥ డ(ఘ௏ೝ௥)డ௥ + 1௥ డ(ఘ௏ഇ)డఏ + డ(ఘ௏೥)డ௭ = 0 (2) Уравнение неразрывности говорит о том, что источники либо стоки отсутствуют, поток жидкости, входящий в объем пространства, равен исходящему потоку. 
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Граничные условия для системы дифференциальных уравнений, включающей уравнения (1) и (2), на непроницаемых поверхностях внутренней и внешней оболочек в цилиндрической щели сформулируем следующим образом: 
 ௥ܸ = డ௨3(೔)డ௧ , ఏܸ = డ௨2(೔)డ௧ , ௬ܸ = − డ௨1(೔)డ௧  при ݎ = ݅ ,(௜)ݎ = 1,2 (3) где (1)ݎ = 𝑅2 + ߜ + (1)3ݑ

 – расстояние от центра системы координат до внутренней поверхности внешней оболочки; (2)ݎ = 𝑅2 + (2)3ݑ
 – расстояние от центра системы координат до внешней поверхности внутренней оболочки; ௥ܸ, ఏܸ , ௬ܸ – скорость жидкости относительно камеры по осям ݕ ,ߠ ,ݎ. Кроме того, запишем условия согласования давления и расхода жидкости при переходе от цилиндрической щели в торцевые камеры: 

݌  = ݕ при ்−݌ = − ݈2 2⁄ , (4) 

݌  = ݕ при ்+݌ = ݈2 2⁄ , 

∫ ∫ ௬ܸ
ோ2+ఋ+௨3(1)
ோ2+௨3(2)

2గ
0 ||

௬=௟2 2⁄
ߠ݀ ݎ݀ݎ = ܳ௏+ 

∫ ∫ ௬ܸ
ோ2+ఋ+௨3(1)
ோ2+௨3(2)

2గ
0 ||

௬=−௟2 2⁄
ߠ݀ ݎ݀ݎ = ܳ௏− 

где ݌−், ,−давление жидкости на торцах, ܳ௏ – ்+݌ ܳ௏+ – объемный расход жидкости в торцевых камерах. То есть, давление жидкости на торцах оболочек равно, поток жидкости, проходящий через поперечные сечения оболочек на торцах также равен. Кроме того, необходимы условия периодичности параметров течения по θ с периодом 2π (условия замкнутости потока жидкости). Скалярные уравнения динамики внешней и внутренней упругих замкнутых цилиндрических оболочек, основанные на гипотезах Кирхгофа-Лява [21-24], с 
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учётом переносного движения относительно инерциального пространства, запишутся в виде: 
డ2௨1(೔)డ௬2 + 1−ϻ0(೔)2 1(ோ(೔))2 డ2௨1(೔)డఏ2 − 1+ϻ0(೔)2 1ோ(೔) డ2௨2(೔)డ௬డఏ − ϻ0(೔)ோ(೔) డ௨3(೔)డ௬ = 1−(ϻ0(೔))2

ா(1,2)ℎ0(೔) ℎ0(௜)(௜)0ߩ] ைܹ௦(௜)], (5) 

− 1+ϻ0(೔)2 1ோ(೔) డ2௨1(೔)డ௬డఏ + 1−ϻ0(೔)2 డ2௨2(೔)డ௬2 + 1(ோ(೔))2 డ2௨2(೔)డఏ2 + (ܽ0(௜))2 [2 (1 − ϻ0(௜)) డ2௨2(೔)డ௬2 +
1(ோ(೔))2 డ2௨2(೔)డఏ2 ] + 1(ோ(೔))2 డ௨2(೔)డఏ − (ܽ0(௜))2 [(2 − ϻ0(௜)) డ3௨3(೔)డ௬2డఏ + డ3௨3(೔)డఏ3 ] = 1−(ϻ0(೔))2

ா(೔)ℎ0(೔) ℎ0(௜)(௜)0ߩ] ைܹఏ(௜)], 

− ϻ0(೔)ோ(೔) డ௨1(೔)డ௬ + 1(ோ(೔))2 డ௨2(೔)డఏ − (ܽ0(௜))2 [(2 − ϻ0(௜)) డ3௨2(೔)డ௬2డఏ + 1(ோ(೔))2 డ3௨2(೔)డఏ3 ] + ௨3(೔)ோ(೔) +
(ܽ0(௜))2 [(𝑅(௜))2 డ4௨3(೔)డ௬4 + 2 డ4௨3(೔)డ௬2డఏ2 + 1(ோ(೔))2 డ4௨3(೔)డఏ4 ] = 1−(ϻ0(೔))2

ா(1,2)ℎ0(೔) ℎ0(௜)(௜)0ߩ−] ைܹ௡(௜) + (−1)௜ݍ௡(௜)], ݅ =1, 2. где верхний индекс 1 относится к внешней оболочке, а индекс 2 к внутренней оболочке; 
ைܹ௦(௜), ைܹఏ(௜), ைܹ௡(௜) – проекции абсолютного ускорения единицы площади серединной поверхности оболочки на оси ݊௦, ݊ఏ , ݊; 

ைܹௌ(௜) = డ௨1(೔)డ௧2 ; 

ைܹఏ(௜) = 1ܹ௫1 cos ߠ − 1ܹ௭1 sin ߠ + డ௨2(೔)డ௧2 ; 

ைܹ௡(௜) = 1ܹ௫1 sin ߠ + 1ܹ௭1 cos ߠ + డ௨3(೔)డ௧2 ; 

1−(ϻ0(೔))2
ா(1,2)ℎ0(೔)  – общая способность оболочки к деформации; 0ߩ(௜)ℎ0(௜) ைܹ௦(௜) – сила действующая на оболочку (форма второго закон Ньютона, произведение массы и ускорения); ݍ௡(௜) – сила действия жидкости на оболочку. Для внешней оболочки (݅ = 1) сила действия жидкости на оболочку учитывается со знаком минус, так как жидкость воздействует на неё снизу. Для внутренней оболочки (݅ = 2) используется знак плюс. ݍ௡(௜) = [ ௥ܲ௥ܿݏ݋(௜)(݊̅, ݊̅௥) + ௥ܲఏܿݏ݋(௜)(݊̅, ݊̅ఏ) + ௥ܲ௬ܿݏ݋(௜)(݊̅, ଔ)̅]௥=௥(೔), ݅ = 1, 2; 
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(1)ݎ = 𝑅2 + ߜ + (1)3ݑ
(2)ݎ ; = 𝑅2 + (2)3ݑ

; 

௥ܲ௥ = ݌− + ߥߩ2 డ௏ೝడ௥ ; ௥ܲఏ = ߥߩ (డ௏ഇడ௥ − ௏ഇ௥ + 1௥ డ௏ೝడఏ ); ௥ܲ௬ = ߥߩ (డ௏೤డ௥ + డ௏ೝడ௬ ,̅݊)(௜)ݏ݋ܿ (6) ;( ݊̅௥) = ௥(೔)|ே̅|(೔); ܿݏ݋(௜)(݊̅, ݊̅ఏ) = − 1|ே̅|(೔) డ௨3(೔)డఏ ,̅݊)(௜)ݏ݋ܿ ; ݊̅௝) = − ௥(೔)|ே̅|(೔) డ௨3(೔)డ௬ ; 

|ܰ̅|(௜) = 2((௜)ݎ)} [1 + డ௨3(೔)డ௬ ]2 + (డ௨3(೔)డఏ )2}12
; (ܽ0(௜))2 = (ℎ0(೔))2

12(ோ(೔))2 Запишем граничные условия для перемещений оболочек: 
(௜)1ݑ  = (௜)2ݑ = (௜)3ݑ = డ௨3(೔)డ௬ = 0 при ݕ = ± ௟22 . (7) Условие (7) говорит о том, что на торцах, то есть на самых краях оболочек, перемещения отсутствуют, ввиду их жесткого закрепления 

(௜)1ݑ  = డ௨2(೔)డ௬ = డ௨3(೔)డ௬ = డ3௨2(೔)డ௬3 = 0 при ݕ = 0. (8) Условие (8) говорит о том, что отсутствует продольное перемещение оболочек. Кроме того, для обеих оболочек ставятся условия периодичности параметров по ߠ с периодом 2ߨ. Таким образом, получаем математическую модель механической системы, состоящей из двух соосных упругих замкнутых цилиндрических оболочек, взаимодействующих через слой вязкой сжимаемой жидкости при наличии внешней вибрации и гармонического по времени перепада давления, приложенного на торцах. 
Заключение В заключение отметим, что постановка задачи динамики взаимодействия сдавливаемого слоя вязкой сжимаемой жидкости с упругими соосными оболочками открывает широкие возможности для дальнейшего изучения данной математической модели. Планируется провести более детальный анализ поведения системы в условиях воздействия внешнего источника вибрации и гармонического по времени давления на торцах. Это позволит расширить понимание процессов, происходящих в подобных системах, и разработать более эффективные методы их исследования, что может найти применение в различных 
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областях инженерии и физики. Особое значение результаты таких исследований имеют для аэрокосмической отрасли, где такие конструкции применяются в критически важных системах. Например, в камерах сгорания и соплах жидкостных ракетных двигателей, в системах терморегулирования космических аппаратов, а также в конструкциях гиростабилизированных платформ и навигационных систем. 
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