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Сформулирована задача определения температурного поля изотропного твердого тела 
с осесимметричным тепловым источником в виде кругового цилиндра. Анализируемая 
математическая модель процесса теплопереноса в изучаемой системе базируется на гипо-
тезе, что тепловой источник является термически тонким, т.е. на реализации идеи «со-
средоточенная емкость», и представляет собой смешанную задачу для уравнения в част-
ных производных второго порядка параболического типа со специфическим краевым 
условием, фактически учитывающим наличие теплового источника в системе. С исполь-
зованием предложенной в работе автомодельной подстановки сформулирована и решена 
автомодельная задача теплопереноса в изотропном твердом теле с термически тонким 
тепловым источником, обладающим осевой симметрией. Идентифицировано достаточное 
условие, устанавливающее возможность реализации автомодельного процесса теплопе-
реноса в анализируемой системе. Полученные результаты использованы при качествен-
ном анализе физических свойств изучаемого автомодельного процесса теплопереноса. 

Ключевые слова: изотропное твердое тело, осесимметричный тепловой источник, 
температурное поле, автомодельное решение.  

 

Введение 
Автомодельные («самоподобные») процессы 

теплопереноса [1‒4] занимают важное место в 
математической теории теплопроводности 
твердых тел [5‒10]. В работах [1, 2] представ-
лены результаты теоретического анализа авто-
модельных процессов теплопереноса в изо-
тропном твердом теле с постоянной и завися-
щей от температуры теплопроводностью при 
воздействии на объект исследований мгновен-
ного плоского или точечного (сферически сим-
метричного) теплового источника. Дальнейшее 
развитие эти исследования получили в [4]. 

В работах [11‒15] теоретически обоснована 
возможность существования автомодельных 
процессов теплопереноса в изотропном твер-

дом теле со сферическим очагом разогрева 
различных физических свойств – шаровой по-
лостью, заполненной высокотемпературным 
газом, при неподвижной или движущейся по 
заданному закону ее границы [11‒13], погло-
щающим проникающее излучение сферичес-
ким включением [14] или включением в виде 
шарового слоя [15]. 

Несмотря на достигнутые результаты в изу-
чении автомодельных процессов теплопереноса 
в анализируемой системе на ряд вопросов отве-
ты еще не получены. В частности, это относит-
ся к вопросу теоретического обоснования воз-
можности существования автомодельного про-
цесса теплопереноса в изотропном твердом теле 
с тепловым источником, обладающим осевой 
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симметрией. Рассмотрению этого вопроса и по-
священы проводимые исследования. 

Исходная математическая модель 
и ее преобразование 

В качестве объекта исследований рассматри-
вается изотропное пространство с теплоактив-
ным стержневым элементом в виде кругового 
цилиндра радиуса R  (далее ‒ осесимметричный 
тепловой источник), плотность мощности теп-
ловыделения которого равна f . 

В предположении идеальности теплового 
контакта в анализируемой системе [6, 7] мате-
матическую модель изучаемого процесса теп-
лопереноса, записанную в цилиндрической си-
стеме координат, можно представить в следу-
ющем виде: 
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В математической модели (1) использованы 
следующие обозначения: 
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где ( , )T r t  ‒ температура в момент времени t  в 
точках изучаемой системы, отстоящих от оси 

симметрии на расстоянии r ; r∗  ‒ выбранная 
единица масштаба; λ  ‒ теплопроводность; a  ‒ 
температуропроводность; индексы: 1 – изо-
тропное пространство; 2 – тепловой источник;  
0 – начальное значение. 

Для достижения основной цели исследова-
ний далее предполагаем, что тепловой источник 
является термически тонким, т.е. допустима реа-
лизация идеи «сосредоточенная емкость» [8], 
суть которой определена совокупностью ра-
венств 
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Используемое предположение (2) позволяет 
трансформировать математическую модель (1) 
к виду: 
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где 2 1ε (2χ )R −= Λ  ‒ определяющий положи-
тельный параметр анализируемой модели; 

0
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R
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– интегральная величина, характеризующая ре-
ализуемый режим тепловыделения в термиче-
ски тонком тепловом источнике. 

Математическая модель (3) – модель «сосре-
доточенная емкость» – предоставляет собой 
смешанную задачу для уравнения в частных 
производных второго порядка параболического 
типа, наличие теплового источника в которой 
фактически учтено специфическим краевым 
условием при ρ R= , явно содержащим произ-
водную безразмерной температуры по пере-
менному Fo . 

Для упрощения дальнейших рассуждений 
ограничим последующий анализ простейшей 
ситуацией 0R = +  (бесконечно тонкий  осесим-
метричный тепловой источник), формально по-
лагая в (3) ε 0.=  
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Постановка автомодельной задачи 
и ее решение 

Выполним в смешанной задаче, представ-
ленной математической моделью (3) при ε 0= , 
автомодельную подстановку  

 
μ2ρξ ,

Fo
 

=   
 

 (4) 

где μ 0>  ‒ показатель автомодельности. 
Тогда, с учетом очевидных равенств 
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и введенного обозначения 
(ξ) θ(ρ,Fo)U   

смешанная задача (3) эквивалентна краевой за-
даче 
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Заметим, что начальное условие при Fo 0=  
в смешанной задаче (3) в автомодельных пере-
менных (4) будет иметь вид краевого условия 
задачи (5), заданного при ξ = +∞ . 

Непосредственный анализ краевой задачи (5) 
показывает, что используемая подстановка (4) 
приводит к автомодельному решению при вы-
полнении условия   

1
0(2μ) (Fo) β const,Q− = −  

где 0β  ‒ положительная постоянная. При вы-
полнении этого условия решение краевой зада-
чи (5) находится стандартными методами и 
имеет вид 
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Для иллюстрации представленных результа-
тов и получении содержательной информации о 
свойствах изучаемого автомодельного процесса 
теплопереноса подробнее рассмотрим случай 
μ 1= . Автомодельное решение (6) краевой за-
дачи (5) в этом случае преобразуется к виду 
 ( )0(ξ) β i ξ 4 , ξ 0,U = − Ε − ≥  (7) 

где i( )Ε   ‒ интегральная показательная функ-
ция [16, 17], и справедливы следующие асимп-
тотические оценки при малых и больших зна-
чениях автомодельной переменной ξ :  
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4
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−β Ε −ξ −β γξ → +∞
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где γ  ‒ постоянная Эйлера [16]. 
На рисунке показан график функции (ξ),U  

определенной равенством (7). 

Заключение 

Сформулирована и решена автомодельная 
задача теплопереноса в изотропном твердом те-
ле с термически тонким тепловым источником, 
обладающим осевой симметрией. Идентифици-
ровано достаточное условие, выполнение кото-
рого обеспечивает возможность реализации ав-
томодельного процесса теплопереноса в анали-
зируемой системе. Качественно исследованы 
физические свойства изучаемого автомодельно-
го процесса и установлены его специфические 
особенности. Приведенные результаты – 
наглядный пример автомодельных решений, 
иллюстрирующих свойства автомодельных 
процессов теплопереноса в твердых телах. 

 
График функции ( )ξU  при показателе автомодельности 
μ 1 =  ( )0β 1=  
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Self-similar processes of heat transfer 
in a solid with axisymmetric heat source 

A.V. Attetkov,  I.K. Volkov  

Bauman Moscow State Technical University (National Research University), 
Moscow, 105005, Russia 

e-mail: fn2@bmstu.ru 

Self-similar (self-congruent) heat transfer processes occupy an important place in mathema-
tical theory of solids thermal conductivity. The results of self-similar heat transfer processes in 
the isotropic solid under the impact of the instant flat or point (spherically symmetric) heat 
source on the object under study are well known. The specific features of the self-similar heat 
transfer process in a solid with spherical focus of various physical properties, i.e. spherical cavi-
ty filled with high-temperature gas with its fixed or moving according to the specified law 
boundary, and spherical inclusion or an inclusion in the form of a spherical layer absorbing pe-
netrating radiation are known as well.  

Despite the results achieved in the self-similar heat transfer processes in the analyzed system 
studying, a number of questions is still unanswered. It refers, in particular, to the issue of the 
possibility of self-similar process existence in the isotropic body with a heat source wielding ax-
ial symmetry. 

The article formulates a problem of the temperature field determining of an isotropic solid 
with an axisymmetric heat source in the form of a circular cylinder. The mathematical model 
being analyzed of the heat transfer process in the system under study is based on the hypo-
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thesis that the heat source is thermally thin, i.e. on the realization of the “concentrated capa-
city” idea. It represents a mixed problem for a parabolic type second-order partial differential 
equation with a specific boundary condition actually accounting for the heat source presence 
in the system. 

Using a self-similar substitution proposed in the article, a self-similar problem of heat trans-
fer in an isotropic solid with a thermally thin heat source wielding axial symmetry was formu-
lated and solved. A sufficient condition setting the possibility of a self-similar heat transfer pro-
cess implementing in the system being analyzed has been identified. The obtained results were 
employed in a qualitative analysis of physical properties of the self-similar heat transfer process 
under study. 

Keywords: isotropic solid body, axisymmetric heat source, temperature field, self-similar 
solution. 
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