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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

В настоящее время наиболее исследованными являются задачи о распростра-

нении нестационарных возмущений в классических упругих средах. При этом 

практически отсутствуют публикации по проблеме распространения нестацио-

нарных волн в упругих средах с учетом внутреннего момента количества движе-

ния (моментные среды). Наличие внутреннего момента количества движения свя-

зано с тем, что сплошная среда с микроскопической точки зрения состоит из час-

тиц, обладающих согласованным моментом количества движения даже при нуле-

вой макроскопической скорости. К таким средам относятся гранулированные сре-

ды, среды с гиромагнитными свойствами, магнитные жидкости, жидкие кристал-

лы и т.д. В последнее время, в связи с бурным развитием технологий, появилась 

насущная потребность в развитии теорий, которые с большой степенью точности 

описывают процессы деформирования, проходящие в мелкозернистых и 

нанораpмерных средах, волновые процессы в кристаллах и поликристаллических 

структурах, т.е. в средах, где особенностями строения на кристаллическом и на-

ноуровне уже нельзя пренебречь. Классическая теория упругости не описывает с 

необходимой точностью процессы в подобных материалах. Поэтому исследова-

ние нестационарных процессов в моментных средах представляет собой актуаль-

ную проблему.  

Целью диссертационной работы является постановка и построение аналитиче-

ского решения плоской задачи о распространении нестационарных граничных 

возмущений в моментной упругой среде – континууме Коссера. 

Научная новизна диссертационной работы заключается в следующем. 

1. Дана постановка и получено аналитическое решение новой плоской неста-

ционарной задачи типа Лэмба для упругого моментного полупространства; 

2. Разработана методика и реализован алгоритм решения задач о распростра-

нении поверхностных возмущений при воздействии поверхностной нагрузки на 

упругое моментное полупространство, заполненное средой Коссера. 

Практическое значение работы. Полученные результаты обеспечивают воз-

можность исследования поведения различных конструкций из композиционных 
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материалов при действии на них нестационарных нагрузок, адекватном описании 

процессов распространения волн в материалах, обладающих микроструктурой. В 

первую очередь, указанные возможности имеют актуальное значение при созда-

нии современных объектов авиационной и ракетно-космической техники (где пе-

реход на использование композиционных материалов является критически важ-

ным), но, вместе с тем, важны и востребованы и в других отраслях промышленно-

сти (в том числе – автомобильной, энергетической, машиностроительной). 

Достоверность и обоснованность научных положений и полученных резуль-

татов подтверждается использованием законов и уравнений механики деформи-

руемого твердого тела, применением для решения начально-краевых задач стро-

гих математических методов, а также сравнением результатов с известными ре-

шениями для классической упругой среды. 

Апробация работы и публикации. Результаты диссертационной работы докла-

дывались на 

- Международных симпозиумах «Динамические и технологические пробле-

мы механики конструкций и сплошных сред» им. А.Г. Горшкова (Ярополец, Мос-

ковская обл., 2011, 2012, 2013 г.г.); 

- X Всероссийском съезде по фундаментальным проблемам теоретической и 

прикладной механики (Нижний Новгород, 23 - 30 августа 2011 г.); 

- Московской молодежной научно-практической конференции «Инновация в 

авиации и космонавтике» (Москва, МАИ, 17 – 20 апреля 2012 г.); 

- Ломоносовских чтениях (Москва, МГУ, 16 – 20 апреля 2012 г.); 

- Украинско-российском научном семинаре «Нестационарные процессы де-

формирования элементов конструкций, обусловленных воздействием полей раз-

личной физической природы» (Украина, Львов, 10 – 15 сентября 2012 г.). 

Основные результаты диссертации опубликованы в девяти печатных работах, в 

том числе в двух статьях в журналах, рекомендованных ВАК РФ. 

Объём и структура работы. Диссертационная работа состоит из введения, пяти 

глав, заключения, списка литературы и содержит 117 страниц. Список используе-

мой литературы включает 84 наименования. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обосновывается актуальность научных исследований, изложен-

ных в диссертации, а также сформулированы цель и задачи, определена научная 

новизна, практическая и теоретическая ценность диссертационной работы. 

В первой главе приведен обзор литературы, определена проблема получения 

аналитического решения нестационарных задач механики деформируемого твер-

дого тела. Отмечено, что наибольшее развитие общей теории несимметричной 

упругости получили в конце 50-х – 70-х годов прошлого столетия В. Новацкий, 

В.Т. Костер, Э.Л. Аэро и Е.В. Кувшинский, Р.Д. Миндлин и Г.Ф. Тирстен, Р.А. 

Тупин, И.А. Кунин, В.А.Пальмов, А.И. Лурье и др. Современные исследования 

задач моментных сред принадлежат следующим авторам: С.М. Белоносову, Г.Л. 

Бровко, Г.А. Ванину, В.И. Ерофееву, В.В. Корепанову, М.А. Кулешу, В.П. Матве-

енко, Б.Е. Победре, А.Г. Угодчикову, Kumar Rajneesh, Liu Jun, Nistor I., Suiker 

A.S.J. Некоторые нестационарные задачи для моментных сред исследованы в ра-

ботах А.А. Саркисяна, Birsan Mircea, Gheorghita Vitali, Han S.Y. 

Здесь же приведена полная система уравнений несимметричной теории упру-

гости, в которую входят линейные векторные уравнения движения в перемещени-

ях, геометрические и физические соотношения. Сформулированы начальные и 

основные граничные условия для среды Коссера. Построено интегральное пред-

ставление нестационарного напряженно-деформированного состояния упругого 

моментного полупространство с использованием функций влияния. 

Дана постановка плоской задачи типа Лэмба при учете асимметричных 

свойств сплошной упругой среды (рис. 1). Здесь  x ,     - дельта-функции Ди-

рака от пространственной координаты и времени. Для описания движения ис-

пользуется общий случай среды Коссера, уравнения движения которой без учета 

массовых сил и моментов в безразмерном виде записываются так 

 
2 2

1 1

2
2

(1 )grad div ( ) 2 rot ,

2 rot 4 ,

 



         

      

u u ω u

ω u ω ω
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6 
 

где   ,0, Tu wu ,  0, ,0 T ω  - векторы перемещений и микроповорота; 1 , 2 , 

 ,   − безразмерные параметры, зависящие от свойств материала среды. Точка-

ми здесь и далее обозначаются производные по безразмерному времени  . 

 
Рис. 1. 

Приведены соответствующие геометрические и физические соотношения: 

  
2

1

,  ,  ,  ,  ,  ,

, , ,

,  ,  ,  ,  1 2 ,

xx zz xz zx xy zy

xx xx zz yy xx zz zz zz xx

xy xy yz zy yx xy zy zy

u w w u
x z x z x z



     
               

     
               

               

 (2) 

где  ,  ,  ,  , , ,x y z           - ненулевые физические компоненты тензоров 

деформаций, изгиба-кручения, напряжений и моментных напряжений. 

В начальный момент времени полупространство находится в невозмущенном 

состоянии, что приводит к нулевым начальным условиям 

 0 0 0 0 0 0 0.u u w w
     

         (3) 

На границе полупространства отсутствуют касательные и моментные 

напряжения, а нормальные напряжения равны внешней нагрузке 

    0 0 0
0,  0,  .zx zy zzz z z

x
  

          (4) 

В бесконечно удаленной точке возмущения отсутствуют. 

Вектор перемещений раскладывается на сумму потенциальной и 

соленоидальной составляющих. Подстановка этого разложения в уравнения (1) 
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приводит к трем уравнениям относительно скалярного и векторного потенциалов 

и ненулевой компоненты вектора микроповорота 

 2 2 2 2
1 1 2 20,  ,  2 ,f f             (5) 

где 2f     , x z       ; ,     - скалярный и векторный потенциалы, 

которые связаны с компонентами вектора перемещений следующими 

соотношениями:  

 ,  .u x z w z x             (6) 

Уравнения (5) с начальными условиями 

 0 0 0 0 0 0 0
     

               (7) 

и граничными условиями (4), записанными через потенциалы с помощью со-
отношений (2) и (6) 

 

2 2
2

1

0

2 2 2
2
12 2 0

00

2 0,  

2 ,  0,

z

z
zz

x z x

f
x z z x z








     
         

       
          

 (8) 

с учетом отсутствия возмущений в бесконечно удаленной точке составляют 

замкнутую математическую модель плоской задачи типа Лэмба для упругого мо-

ментного полупространства.  

Во второй главе для решения поставленной задачи используется метод мало-

го параметра. Для всех известных материалов с найденными упруго моментными 

механическими характеристиками, значение безразмерного параметра материала 

  мало по сравнению с единицей, поэтому его можно принять в качестве естест-

венного малого параметра задачи.  

Разложим компоненты векторов перемещений и микроповоротов в ряды по 

параметру  : 

 
       

   

0 0

0

, , , , ,  , , , , ,  

, , , , .

m m
m m

m m

m
k

m

u x z u x z w x z w x z

x z x z

 

 





       

     

 


 (9) 
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Скалярный и векторный потенциалы также представим в виде разложений: 

        
0 0

, , , , ,  , , , ,m m
m m

m m

x z x z x z x z
 

 

              (10) 

Искомые поверхностные функции влияния упругого моментного полупро-

странства являются решениями задачи (5) – (8) на границе 0z  . Для них введены 

обозначения 
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 (11) 

Из (9), (10), (5), (7), (8) следует рекуррентная последовательность задач для 

определения коэффициентов рядов (10): 

при 0m   

 

       

   

2 2
0 0 0 1 0 0 2 0

0 0 0 0

2 2
2 0 0

0 1 2
0

2 2 2
0 0 0 0

2 2
00

,  ,  ,
, ,0 , ,0 , ,0 , ,0 0,

2 ,

2 0,  0,

z

zz

x z x z x z x z

x z
x z x

x z z x z







          

      

    
          

      
   

    

  
 

 (12) 

при 0m   
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f f
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 (13) 

Для решения рекуррентной последовательности задач (12) – (13) использу-

ются интегральные преобразования Фурье по координате x  и Лапласа по времени 

  (индексами «F » и «L» обозначаются изображения по Фурье и Лапласу соот-

ветственно; q  - параметр преобразования Фурье, а s  - преобразования Лапласа). 
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Тогда в пространстве изображений Фурье-Лапласа аналог системы (12) – (13) 

приобретает вид: 

при 0m   

 
     
     

1 0 2 0 3 0

1 0 0 2 0 0 3 00 0 0

0,  0,  0,

, 1,  , 0,  0,

FL FL FL

FL FL FL FL FL

z z z

L L L

M M M
  

     

       
 (14) 

при 0m   

 
     
     

2 2
1 2 1 1 3 2 1

1 2 30 0 0

0,  ,  2 ,

, 0,  , 0,  0,

FL FL FL FL FL
m m m m m

FL FL FL FL FL
m m m m mz z z

L L f L f

M M M

 

  

       

       
 (15) 

где 

       

   

   

   

2 2
2 2 2 2 2

1 2 12 2

2
2 2 2

3 22

2
2 2 2

1 1 12

2
2

2 32

2
21

1 1 12

,  ,

,

, 2 1 2 ,

, 2 ,  ,

2 .
FL

FL FL FLm
m m m

L q s L q s
z z

L q s
z

M q i q
z z

M q iq M
z z z

f q
z

 


  

   
          

 
 

     


  
       

 
   

        
  

 
    



. 

Изображения коэффициентов рядов (11) разложений поверхностных функ-

ций влияния связаны с решениями задач (14)  –  (15)  следующими соотношения-

ми: 

 
0

0 0

 , ,  .
FL FL

FL FL FL FL FL FLm m
m m m m m m z

z z

U iq W iq
z z 

 

    
                

 (16) 

В третьей главе определяются изображения объемных и поверхностных 

функции Грина задач (12) – (13). Для них введены следующие обозначения: 

 , , 1,2,3k k k k      . В соответствии с номером «k » в обозначениях этих функ-

ций их изображения являются решениями трех задач: 
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1 2 1 3 2

1 2 1 30 0 0

0,  ,  ,

, 0,  , ,  0.

FL FL FL
k k k k k

FL FL FL FL FL
k k k k k kz z z

L L z L z

M M M

  

      

             

        
 (17) 

Здесь kj  - символ Кронекера, в котором значение индекса «k » соответствует 

номеру задачи. 

Функции Грина с индексом 1,2k   соответствуют решениям задач о воздей-

ствии единичных объемных возмущений      x z       в точке с координата-

ми 0,  x z    при однородных граничных условиях, а с 3k   - нормальной еди-

ничной поверхностной нагрузки    x    в точке с координатами 0,  0x z   при 

однородных уравнениях. Поэтому для них приняты обозначения: объемные 

функции Грина первого и второго типа и поверхностные функции Грина соответ-

ственно. Изображения функций Грина как решения задач (17) имеют следующий 

вид.  

Объемные функции Грина I типа: 

 

 
   

       

0 0 1

1 1

1 1

1 1 ,1 1 ,2

1 1 ,1 1 ,2

1 ,3

1

,

        ,

0,

k z k z kFL FL FL

k z k zFL FL FL

k z k zFL

FL

e e e

e e

e H z e H z

   
  

  
  

 




      

       

        
 

 (18) 

где  

 
2 2

1 3 2 3
1 ,1 1 ,2 1 ,1 1 ,2 1 ,3

2 2 1 2 2 1

2 2 1,  ,  ,  ,  .
2 2

FL FL FL FL FLiqk iqk R k
R R k R R k                   

Объемные функции Грина II типа: 

          2 2 2

2 2

2 2 ,1

0,  0,

,

FL FL

k z k z k zFL FL e e H z e H z

 

   
 

   

          
 (19) 

где  

 2 ,1
2

1 .
2

FL

k     

Поверхностные функции Грина: 



11 
 

 0 1
3 3 ,1 3 3 ,1 3,  ,  0,k z k zFL FL FL FL FLe e 
             (20) 

где 

 
2

2 3
3 ,1 3 ,1 1 ,2

2 2

2 ,  .FL FL FLiqk k
R R           

Используя полученные изображения функций Грина (18) – (20), основываясь 

на принципе суперпозиции и используя свойства дельта – функции получены ин-

тегральные представления для изображений коэффициентов рядов (9) – (10):   
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 (21) 

где 

    1, 1, , , , , ,   1,2.jkFL
m j mI q s f q s e d j


 

 


        

 В четвертой главе построены оригиналы поверхностных функций влияния 

упругого моментного полупространства в случае плоской постановки задачи.  Для 

этого сначала определяются изображения нулевых коэффициентов рядов (9) как 

решения задачи (12):  

  
   

 
 2 2 2 2

0 1

2 22
, ,02 23

0 1 0 1 02 2 2 2
2 2

2 ,
,  ,  0
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k q s z k q s zFL FL FLiqk q sk e e
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         (22) 

С помощью (16) и метода совместного обращения изображений Фурье-

Лапласа [2] построены выражения для оригиналов нулевых членов рядов разло-

жений (11): 
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где 
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Замечено, что решения (23) совпадают с известным решением плоской зада-

чи Лэмба для линейно упругого полупространства. При этом микровращения в 

среде отсутствуют:  0 , 0x   . Показано, что на всей искомой области опреде-

ления искомых оригиналов  4 ,P x  , кроме 0x  , имеет один действительный ко-

рень Rx c  , где Rc  - скорость волны Рэлея и решения (23) имеют степенную осо-

бенность порядка (-1) на фронтах волны Рэлея: Rx c   .   

С учетом (16), (21) и свойств дельта-функции, получены выражения для изо-

бражений коэффициентов рядов (11) при 0m  :  
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 (24) 

Для построения оригиналов  (24) использован метод совместного обращения 

Фурье – Лапласа  [2]. 

Получены следующие выражения для оригиналов первых членов рядов раз-

ложений (11): 
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где 
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 (26) 

где 
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Показано, что функции 1W  и 1U  имеют степенную особенность порядка (-2) 

на фронтах волны Рэлея: Rx c   .  Функции  1 ,kF x   2,3,4k   имеют интегри-

руемые степенные особенности порядка ( 1 2 )  при 2x     и неинтегрируе-

мые степенные особенности порядка ( 1 ) на фронтах волны Рэлея Rx c   . Дру-

гих особенностей функции  1 ,kF x   не имеют. При вычислении конечных значе-

ний интегралов в (26) применен метод канонической регуляризации [2].  

 Показано, что построение оригиналов перемещений и микроповоротов при 

1m   сводится к операции предельного перехода и вычислению сверток [2]. Так-

же отмечено, что учет второго слагаемого в частичных суммах рядов (11) не при-

водит к качественным отличиям, т.к. результат операции свертки есть непрерыв-

ная функция. Следовательно, все особенности функции влияния содержат нулевое 

и первое слагаемые. 

 На рис. 3 и 4  приведены графики распределения по координате x  функций 

влияния W  и U  в моменты времени 1,3,5   при учете первых двух членов рядов 

разложения по малому параметру. Сплошная кривая соответствует моменту вре-

мени 1  , пунктирная - 3  , штрихпунктирная -  5  . Из графиков видно, что 

у функции влияния W  появляется конечный скачок, соответствующий положе-

нию фронта волны сдвига. Разрывы второго рода этой функции соответствуют 

положению фронта волны Рэлея. Функция U  имеет слабую особенность порядка 

1 2  на фронте волны сдвига. На рис. 4 показаны распределения по координате x  

первого члена ряда функции   в моменты времени 0.5,  1,  3,  5  . Сплошная 

кривая соответствует моменту времени 0.5  , пунктирная - 1  , точечная - 

3  , штрихпунктирная -  5  .  Из рис. 4 видно, что эта функция является не-

прерывной. Она имеет изломы, положения которых соответствуют положению 

фронта волны Рэлея.  

Учет второго и последующих слагаемых приводит к результатам, практиче-

ски совпадающим с приведенными на рис. 2-4. 
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Рис. 2 

Рис. 3 
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В пятой главе решена задача об определении перемещений границы полу-

пространства в ответ на воздействие внезапно приложенной внешней нагрузки, 

распределенной по определенному закону по оси Ox  и направленной по нормали 

к границе полупространства 0z  . 

Нормальные перемещения границы полупространства представляют собой 

свертку поверхностного давления  ,p x   с построенной функцией влияния 

 ,W x  : 

      
0

, , , .w x dt W x t p t d
 



          (27) 

Рис. 4 
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Для вычисления интеграла в (27) разработан и реализован численно-

аналитический алгоритм, позволяющий учесть степенные особенности функции 

влияния  ,W x  . 

Рассмотрены примеры, когда на границу полупространства действует вне-

запно приложенная в начальный момент времени нормальная нагрузка. Один из 

вариантов нагрузки представлен на рис. 5. 

 

 

 

          

 

 

 

 

Рис. 5. 

 

Результаты решения проиллюстрированы на рис. 6. Здесь показаны нормаль-

ные перемещения границы полуплоскости в момент времени 1  , причем 

сплошная кривая соответствует нормальному перемещению границы полуплоско-

сти с учетом нулевого и первого члена ряда разложения функции влияния, пунк-

тирная кривая соответствует перемещениям при учете только нулевого члена ря-

да, а штрихпунктирная – с учетом только первого члена. Полученное отличие в 

решениях с учетом только нулевого (классическая теория упругости) и нулевого и 

первого слагаемых (среда Коссера) объясняется тем, что при учете моментных 

эффектов часть работы внешней нагрузки преобразуется в энергию волн круче-

ния, поэтому нормальные перемещения границы полупространства, заполненного 

средой Коссера, имеют меньшие значения по сравнению с перемещениями грани-

цы полупространства, заполненного классической линейно упругой средой.   
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИОННОЙ РАБОТЫ 

1. Дана математическая постановка плоской нестационарной задачи типа 

Лэмба для полупространства, заполненного средой Коссера. Разработан 

метод решения, основанный на разложении искомых поверхностных 

функций влияния в ряды по малому параметру. Получена рекуррентная 

последовательность подзадач относительно коэффициентов рядов разло-

жения по малому параметру. 

2. В пространстве изображений Фурье-Лапласа найдены функции Грина для 

моментно упругой полуплоскости.  

3. Разработана и реализована методика определения оригиналов коэффици-

ентов рядов по малому параметру компонентов напряженно-

деформированного состояния полуплоскости. 

4. Построено интегральное представление с ядрами в виде функций влияния 

решений задач о действии нестационарных поверхностных возмущений 

на полуплоскость заполненную средой Коссера. Приведены примеры 

расчетов. 

5. Проведено сравнение полученных результатов с решениями задач для 

упругой полуплоскости. 
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