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Для ряда технологических процессов порошковой металлургии, высокотемпера-
турного синтеза тугоплавких материалов и катализа химических соединений характерно 
интенсивное тепловое взаимодействие твердых или жидких частиц с окружающей 
газовой (в том числе воздушной) средой. При этом в объеме частиц могут протекать 
физико-химические процессы, сопровождаемые энерговыделением, вызванным конден-
сацией паров или затвердеванием металлов и сплавов, экзотермическими химическими 
реакциями, поглощением проникающего излучения или радиоактивным распадом 
вещества. Для жидких частиц в силу влияния поверхностного натяжения их форму 
можно считать близкой к шаровой. Такую же форму имеют твердые частицы, 
используемые в процессах аддитивной технологии и порошковой металлургии и 
получаемые, например, распылом расплавов металлов сжатым воздухом или инертным 
газом. 

С использованием уравнения теплового баланса шаровой частицы построена матема-
тическая модель, описывающая однородное температурное состояние частицы, интен-
сивность энерговыделения в объеме которой возрастает с увеличением температуры в 
соответствии с законом Аррениуса. Количественный анализ математической модели 
позволил выявить области определяющих параметров, соответствующие устойчивости 
установившегося температурного состояния указанной шаровой  частицы. Установлено 
взаимное влияние этих параметров на устойчивость установившегося значения 
температуры частицы при только радиационном, только конвективном и сложном 
конвективно-радиационном теплообмене. 

Ключевые слова: математическая модель, конвективно-радиационный теплообмен, 
шаровая частица, неустойчивость температурного состояния. 

 

Введение 
Для ряда технологических процессов харак-

терно интенсивное тепловое взаимодействие 
твердых или жидких частиц с окружающей 
газовой (в том числе воздушной) средой [1–5]. 
При этом в объеме частиц могут протекать 
физико-химические процессы, сопровождаемые 
энерговыделением, вызванным конденсацией 

паров [6, 7] или затвердеванием металлов и 
сплавов [8–10], экзотермическими химически-
ми реакциями [11–14], поглощением проникаю-
щего излучения [15–17] или радиоактивным 
распадом вещества [18]. Для жидких частиц в 
силу влияния поверхностного натяжения 
[19, 20] их форму можно считать близкой к 
шаровой. Такую же форму имеют твердые 
частицы, используемые в процессах порошко-
вой металлургии [21, 22] и получаемые, 
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например, распылом расплавов металлов сжа-
тым воздухом или инертным газом. 

При сравнительно малых размерах твердых 
частиц и достаточно высокой теплопровод-
ности материала температурное состояние в их 
объеме допустимо принять однородным, 
описываемым зависимостью ( )T t  температуры 
лишь от времени .t  Теплопроводность вещества 
в жидкой фазе обычно меньше, чем в твердой. 
Тем не менее для жидких частиц достаточно 
малых размеров температурное состояние в их 
объеме также можно считать однородным. 

Условия теплообмена на поверхности части-
цы определяют в общем случае процессы вы-
нужденной или естественной конвекции [7] и 
излучения [23]. Интенсивность конвективного 
теплообмена между газовой средой, имеющей 
температуру gT , и поверхностью частицы с 
температурой T  зависит от значения коэффи-
циента теплообмена α , Вт/(м2·К). Плотность 
потока собственного излучения поверхности 
частицы определяет закон Стефана–Больцмана 

4
0=q Tεσ , где ε  – коэффициент излучения 

поверхности, а ( )8 2 4
0 5.67 10 Вт м K−σ ≈ ⋅ . При-

мем, что поверхность частицы в общем случае 
обладает по отношению к излучению селек-
тивными свойствами [23], т.е. коэффициент A  
поглощения падающего на эту поверхность 
потока излучения плотностью q′  может отли-
чаться от коэффициента ε . 

Зависимость интенсивности объемного энер-
говыделения от температуры T  представим соот-
ветствующей закону Аррениуса [24] экспонен-
циальной зависимостью 0= exp( / )Vq q T−γ , где 

0q  – предэкcпоненциальный множитель, Вт/м3, 
а параметр γ  характеризует темп возрастания 
интенсивности энерговыделения при увеличе-
нии температуры. В случае протекания в 
частице процессов, связанных с преодолением 
некоторого энергетического барьера [11], 
определяемого энергией E, Дж, параметр γ  
можно представить отношением 0/E k , где 

23
0 1.38 10k −≈ ⋅ Дж/К – постоянная Больцмана.  

Математическая формулировка задачи  

Пусть в момент времени = 0t , принимаемый 
за начальный, температура шаровой частицы 
равна 0.T  При рассмотренных выше условиях 
конвективно-радиационного теплообмена изме-
нение во времени t  температуры T  шаровой 
частицы радиусом R  описывает нелинейное 

обыкновенное дифференциальное уравнение 
первого порядка:  

 ( )

3

2 4
0

3

0

4π =
3

4π α( ( )) εσ ( ( ))

4π γexp ,
3 ( )

g

R dTc
dt

R T T t Aq T t

R q
T t

′= − + − +

 
+ − 

 

 (1) 

где c  – удельная объемная теплоемкость части-
цы, Дж/(м3·К). 

В силу нелинейности уравнения (1) его ре-
шение не удается представить в замкнутой 
аналитической форме, разрешенной относи-
тельно искомой функции ( )T t , удовлетворяю-
щей начальному условию 0(0) =T T . Вместе с 
тем можно заключить, что при постоянных 
значениях всех входящих в это уравнение 
параметров функция ( )T t  будет стремиться при 
t →∞  к некоторому независящему от времени 
пределу T∞ , характеризующему установив-
шееся температурное состояние шаровой 
частицы. При этом правая часть уравнения (1) 
должна принять нулевое значение при замене в 
ней функции ( )T t  значением T∞ , т.е.  

 

4
0

0

α( ) εσ

γexp = 0.
3

gT T Aq T

q R
T

∞ ∞

∞

′− + − +

 
+ − 

 

 (2) 

Равенство (2) является трансцендентным урав-
нением, определяющим связь установившейся 
температуры *T  шаровой частицы с парамет-
рами, характеризующими условия конвективно-
радиационного теплообмена на ее поверхности 
и интенсивность энерговыделения в ее объеме. 
По физическому содержанию это равенство яв-
ляется уравнением теплового баланса шаровой 
частицы при ее установившемся температурном 
состоянии.  

Анализ уравнения теплового баланса 
излучающей частицы 

При количественном анализе уравнения теп-
лового баланса шаровой частицы с целью сокра-
щения количества определяющих параметров 
имеет смысл привести равенство (2) к безраз-
мерному виду, записав  

 
4exp( 1/ )= ,NG − Θ − Θ

′Θ −Θ
 (3) 
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где 0= 3 ( )G q Rαγ , = /T∞Θ γ , 
= ( / ) /gTh T Aq′ ′+ α γ  и 4

0 0= 3 / ( )N q Rεσ γ . 
Сначала рассмотрим наиболее простой част-

ный случай, когда отвод тепловой энергии, вы-
деляющейся в объеме шаровой частицы, проис-
ходит лишь путем собственного излучения с 
поверхности частицы. При этом отсутствует 
конвективный теплообмен частицы с окру-
жающей средой и падающий на ее поверхность 
поток излучения, т.е. = 0G . В этом случае из 
равенства (3) получим  

 
4

0
4

0

3 1 1= = exp .N
q R
εσ γ  − ΘΘ  

 (4) 

На рис. 1 представлен построенный по фор-
муле (4) график, определяющий связь безразмер-
ной температуры Θ  частицы со значением па-
раметра N . Этот график имеет единственный 
экстремум (максимум) с абсциссой * = 0.25Θ  и 
ординатой * 4.69.N ≈  Установившееся темпера-
турное состояние частицы невозможно при 

*>N N , что соответствует условию 
4 *

0 0< 3 / 0.64q R Nεσ γ ≈ . При выполнении 
этого условия температура шаровой частицы, 
отводящей выделившуюся в ее объеме тепло-
вую энергию лишь путем излучения с поверх-
ности, будет убывать до абсолютного нуля. 
Аналогичный результат следует из известной 
математической модели [25, 26], описывающей 
остывание звезды при убывании запаса термо-
ядерной энергии и превращении в так назы-
ваемый белый карлик с последующим коллап-
сированием к черному карлику, остывающему 
до температуры около 3 К, соответствующей 
спектру реликтового излучения. 

Из рис. 1 следует, что при *<N N  возможны 
два значения безразмерной температуры Θ , 
соответствующие установившемуся темпера-
турному состоянию шаровой частицы. Для про-
верки устойчивости этих состояний используем 
уравнение (1), приведя его к безразмерному 
виду  

 4 1= ( ) exp ,d G N
d
θ  ′θ −Θ − θ + − τ θ 

 (5) 

где 0= / ( )q t cτ γ .  
Решение этого уравнения для рассматри-

ваемого случая = 0G  будем искать в виде 
( ) = ( )′θ τ Θ + θ τ , где Θ  удовлетворяет равенст-

ву (4), а ( )′θ τ  является достаточно малым воз-
мущением по отношению к фиксированному 

значению Θ . Тогда уравнение (5) после линеа-
ризации его правой части путем ее разложения 
в ряд Тэйлора относительно значения Θ  с уче-
том равенства (4) примет вид  

 2= (1 4 ) .d N
d
′θ ′Θ − Θ θ
τ

 (6) 

Из решения ( )2( ) = (0)exp (1 4 )N′ ′θ τ θ Θ − Θ τ  
уравнения (6) при произвольном начальном 
значении (0)′θ  малого возмущения следует, что 
это возмущение будет возрастать при *<Θ Θ  и 
убывать при *>Θ Θ . Таким образом, любое 
установившееся температурное состояние час-
тицы, определяемое левой ветвью графика на 
рис. 1 с положительным значением производ-
ной /dN dΘ , является неустойчивым. Наобо-
рот, при / < 0dN dΘ  (правая ветвь графика на 
рис. 1) любое установившееся температурное 
состояние частицы будет устойчивым по отноше-
нию к малым возмущениям. Температурное сос-
тояние шаровой частицы, соответствующее 
точке максимума на этом графике также следует 
считать неустойчивым, поскольку при малом 
положительном приращении параметра N  по 
отношению к критическому значению *N  
возникает процесс охлаждения этой частицы. 

Количественный анализ  
интегральных соотношений 

Перейдем к рассмотрению второго частного 
случая, когда отсутствует собственное излу-
чение, т.е. равен нулю параметр N . На рис. 2 
по формуле (3) при = 0N  и различных 
значениях безразмерной приведенной темпера-
туры ′Θ  окружающей среды в логарифмичес-

 

Рис. 1. Связь параметра N  с безразмерной температурой Θ  
излучающей шаровой частицы 
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ких координатах построены графики, опреде-
ляющие связь безразмерной температуры Θ  
шаровой частицы со значением параметра G . 
Исходя из физического смысла задачи по мере 
приближения положительного значения разнос-
ти ′Θ −Θ  к нулю для отвода выделяющейся в 
частице тепловой энергии необходима интен-
сификация конвективного теплообмена, т.е. 
возрастание коэффициента теплообмена α , 
входящего в числитель формулы для параметра 
G . Поэтому каждый график на этом рисунке 
имеет вертикальную асимптоту с абсциссой, 
равной соответствующему значению ′Θ . 

 
Рис. 2. Связь параметра G  с безразмерной температурой Θ  
неизлучающей частицы при различных значениях безразмер-
ной приведенной температуры ′Θ  окружающей среды: I – 

= 0′Θ ; II – 0.1; III – 0.25; IV – 0.5; V – 1; VI – 0.2; VII – 2; VIII – 5 

 
Рис. 3. Связь параметров G  и N  с безразмерными темпера-
турами ′Θ  и Θ  соответственно окружающей среды и излу-
чающей шаровой частицы: при I – = 0′Θ  – 1 – = 0N  и  
2 – = 1N ; при II – = 0.1′Θ  – 3 – = 0N , 4 – = 1N  и  
5 – = 2N ; при III – = 0.25′Θ  – 6 – = 0N , 7 – = 1N  и  
8 – = 2N ; при IV – = 0.5′Θ  – 9 – = 0N , 10 – = 0.5N  и  
11 – = 1N ; при V – = 1′Θ  – 12 – = 0N , 13 – = 0.05N  и  
14 – = 0.1N  

Любое установившееся температурное сос-
тояние шаровой частицы, определяемое на рис. 2 
точкой графика с отрицательным значением 
производной /dG dΘ , является устойчивым, 
что можно установить путем, аналогичным 
рассмотренному выше. График, соответствую-
щий значению * = 0.25′Θ , имеет точку перегиба 
с абсциссой * = 0.5Θ , ординатой * 0.54G ≈  и с 
касательной, параллельной оси абсцисс. Этот 
график является на рисунке границей между 
областью, в которой все кривые имеют 
отрицательное значение производной /dG dΘ , 
и областью, в которой зависимость параметра 
G  от безразмерной температуры Θ  немонотон-
на, т.е. графики имеют участки как с отри-
цательными, так и с положительными значе-
ниями указанной производной. Во второй об-
ласти каждый график имеет две экстремальные 
точки (минимума и максимума), между кото-
рыми заключен участок графика с положи-
тельным значением производной /dG dΘ , 
соответствующий неустойчивым температур-
ным состояниям шаровой частицы. Абсциссы 
этих экстремальных точек равны корням 
квадратного уравнения 2 = 0′Θ −Θ+Θ . По 
значениям абсцисс из соотношения (3) при 

= 0N  можно вычислить значения ординат 
экстремальных точек.  

Общий случай конвективно-
радиационного теплообмена 

Установившаяся безразмерная температура 
Θ  шаровой частицы в общем случае конвек-
тивно-радиационного теплообмена на ее по-
верхности может быть не только больше без-
размерной приведенной температуры ′Θ  окру-
жающей среды, но и меньше значения ′Θ . 
Последнее возможно при условии интенсив-
ного отвода тепловой энергии с поверхности 
частицы путем излучения. Однако при этом 
устойчивое температурное состояние частицы 
соответствует достаточно ограниченной области 
возможного изменения параметров G , ′Θ  и N . 

На рис. 3 с целью количественной оценки 
влияния параметра N  повторены для 
некоторых значений ′Θ  графики, приведенные 
на рис. 2 для случая = 0N , и для этих же 
значений ′Θ  построены графики при > 0.N  По 
мере увеличения параметра N  фиксированным 
значениям ′Θ  и Θ  отвечают меньшие значения 
параметра G . 
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Для выделения промежутков оси абсцисс на 
рис. 3, в пределах которых выполнено условие 

/ < 0dG dΘ , обеспечивающее устойчивость уста-
новившегося температурного состояния шаро-
вой частицы, необходимо вычисление значений 
абсцисс экстремальных точек соответствующих 
графиков. Для этого удобно использовать про-
цедуру решения задачи безусловной миними-
зации [27, 28] функции 2( ) = ( / )f dG dΘ Θ  при 
выбранных значениях параметров ′Θ  и N . 

Заключение 

Математическая модель, описывающая одно-
родное температурное состояние шаровой час-
тицы при радиационно-конвективном теплооб-
мене ее поверхности с окружающей средой, 
использована для установления области зна-
чений определяющих параметров, в которой 
обеспечивается устойчивость установившегося 
температурного состояния этой частицы, возни-
кающее при объемном энерговыделении, 
интенсивность которого подчиняется закону 
Аррениуса. Путем количественного анализа 
уравнения теплового баланса частицы установ-
лено взаимное влияние этих параметров на 
устойчивость установившегося значения темпе-
ратуры частицы при только радиационном, 
только конвективном и сложном конвективно-
радиационном теплообмене. 
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Thermal state of the energy-releasing globular particle  
at convective-radiative heat transfer 

V.S. Zarubin, O.V. Novozhilova, I.G. Sergeeva, E.S. Soldatenko  

Bauman Moscow State Technical University (National research university), Moscow, 105005, Russia 
e-mail: zarubin@bmstu.ru, novozhilova2606@bmstu.ru, sergeeva.e.s@outlook.com, soldatenkoig@bmstu.ru 

Intensive thermal interaction of solid or liquid particles with the surrounding gas medium 
(including air) is characteristic for a number of powder metallurgy processses, hihg temperature 
synthesis of high-melting metals and chemical compounds catalysis. Phusico-chemical 
processes herewith, acompanied by the energy release cused by vapours condensing or metals 
and alloys hardening, exothermal chamical reactions, penetrating radiation absorbing, or 
radioactive disintegration of a substance may take progress in the particles’ volume. For the 
liquid particles, their shape can be assumed close to spherical, owing to the surface tension 
effect. Solid particles, employed in the powder metallurgy and obtained, for example, by fused 
metal spraying with the compressed air or inertial gas, are of the similar shape. With relatively 
small size of the solid particles and high thermal conductivity of their material, the temperature 
state in their volume can be assumed as uniform, changing only in time. Thermal conductivity 
of the substance in liquid phase is usually less than in the solid one. Nevertheless, for rather 
small-sized liquid particles the temperature state in their volume can be considered as uniform 
as well. The thermal exchange conditions on the particle surface determine in general case the 
processes of the forced and natural convection and radiation. The article presents the developed 
mathematical model based on the heat balance equation. It describes the uniform state of the 
particle, which energy release intensity increases with the temperature rise according to the 
Arrhenius law. The qualitative analysis of the mathematical model allowed revealing the areas 
of the defining parameters, corresponding to the stability of the steady-state temperature 
condition of the above apointed spherical particle. The reciprocal interaction of these 
parameters on the stability of the particle steady-state temperature value at only radiation, only 
convective and complex convective-radiation thermal exchange was established. With the 
absence of the convective thermal exchange, the value of the temperature set in the course of 
time, follows from the heat balance equation. This value was employed for introducing 
dimensionless temperature, used in the Arrhenius law. Еventually, it is possible to plot the 
dependence of a set of parameters, including the spherical particle radius, coefficient of intrinsic 
radiation from its surface, the Stefan-Boltzmann constant and preexponential multiplier in the 
Arrhenius law, on the dimensionless temperature. It was established that this dependence has a 
single extremum (maximum). If the real value of the set of parameters is higher than that of the 
specified maximum, then the stationary temperature state of a particle is impossible, and its 
temperature will decay in time up to absolute zero. The similar result follows from the well-
known mathematical model, describing the starr cooling at the nuclear energy depletion, and its 
transformation into the so-called white dwarf with subsequent collapsing into the black dwarf, 
being cooled to the temperature of 3 K, corresponding to the relict radiation spectrum. 

Keywords: mathematical model, convective-radiation heat transfer, globular particle, 
instability of the temperature state. 
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