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Аннотация. В статье рассматривается влияние наклона диска от плоскости 

нормальной к оси вала ротора на динамику роторов и на увеличение опорных 

реакций. Углы наклона дисков имеют место при наличии допусков при посадке 

дисков на ротор, так и в процессе эксплуатации двигателей под действием таких 

факторов как температура, пластические деформации, неравномерность 

механических свойств. Для оценки собственных частот колебаний при их 

теоретическом определении составляются системы уравнений Лагранжа для 

каждой сосредоточенной массы ротора равенства инерционных сил при 

совершении ею колебательного процесса и сил упругого сопротивления.  

Динамические уравнения равновесия Лагранжа для вращающего ротора при 

синхронной прецессии рассматривают равновесие центробежных сил и 

гироскопических моментов силам упругого сопротивления вала. Критические 

частоты роторов зависят от гироскопических моментов дисков, которые 
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определяются частотами вращения, углами поворота дисков при изгибе вала и 

моментами инерции дисков. При наличии гироскопических моментов дисков 

резонансные частоты роторов при критических частотах их вращения 

повышаются в сравнении с собственными частотами колебаний неподвижного 

ротора, так как эти моменты противодействуют прогибу вала. Определяя прогиб 

вала при нулевом моменте инерции и точечной массе диска на частоте вращения 

ротора, равной частоте собственных колебаний эталонного ротора находим 

необходимый угол наклона диска, когда может реализоваться резонанс 

вращающего ротора на частоте собственных колебаний эталонного ротора. 

Критическая круговая скорость ротора при наклоне диска будет меньше, чем 

диска без наклона. 

Разработана методика оценки угла наклона диска на повышение реакции на 

опоре. Увеличение прогиба вала ротора при наклоне диска турбины высокого 

давления приводит к увеличению центробежных сил от неуравновешенных масс 

дисков и увеличению нагрузки на опору. При линейной зависимости прогибов 

вала от внешней нагрузки, были определены реакции на опоре при прогибах вала 

на частотах вращения отличных от базового варианта.  

Ключевые слова: ротор; вал; подшипниковая опора; центробежная сила; 

гироскопический момент. 
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Abstract. The paper the influence of the disk tilt from the plane normal to the rotor shaft 

axis on rotor dynamics and on the increase of support reactions is considered. 

Disk tilt angles occur both due to tolerances during disk mounting on the rotor and 

during engine operation under the influence of factors such as temperature, plastic 

deformations, and non-uniformity of mechanical properties. To evaluate natural 

oscillation frequencies during their theoretical determination, systems of Lagrange 

equations are compiled for each concentrated mass of the rotor, equating the inertial 

forces during its oscillatory process to the forces of elastic resistance. The dynamic 

Lagrange equilibrium equations for a rotating rotor under synchronous precession 

consider the equilibrium of centrifugal forces and gyroscopic moments with the elastic 

resistance forces of the shaft. The critical speeds of rotors depend on the gyroscopic 

moments of the disks, which are determined by the rotation speeds, the angles of disk tilt 

during shaft bending, and the moments of inertia of the disks. In the presence of 

gyroscopic moments of the disks, the resonant frequencies of the rotors at their critical 

speeds increase compared to the natural oscillation frequencies of a stationary rotor, as 

these moments counteract the shaft deflection. By determining the shaft deflection at 

zero moment of inertia and a point mass of the disk at a rotor rotation speed equal to the 

natural oscillation frequency of the reference rotor, we find the required disk tilt angle 

at which resonance of the rotating rotor can occur at the natural oscillation frequency of 

the reference rotor. The critical circular speed of the rotor with disk tilt will be lower 

than that of a disk without tilt. 

A methodology has been developed for assessing the influence of the disk tilt angle 

on the increase of reaction at the support. The increase in shaft deflection of the rotor 

due to the tilt of the turboprop engine disk leads to an increase in centrifugal forces from 

unbalanced disk masses and an increase in the load on the support.Assuming a linear 

dependence of shaft deflections on external load, the reactions at the support were 

determined for shaft deflections at rotation speeds different from the base variant. 

Keywords: rotor; shaft; bearing support; centrifugal force; gyroscopic moment. 
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Введение 

Одной из наиболее актуальных проблем современных авиационных 

комплексов военного назначения является повышение тяги турбореактивных 

двигателей при сохранении или даже снижении габаритных размеров и 

минимальных весовых характеристиках.  

Не последнюю роль в этом играет разработка новых подходов и повышение 

точности динамических расчетов для более достоверного обоснования 

параметров двигателя, а также новые методы и подходы для решения проблемы 

стабильной и надежной динамической работы двигателей. 

Однако в реальных условиях возникают факторы, которые не учитываются 

в стандартных методиках. Одним из таких факторов является наличие углов 

наклона дисков, которые оказывают влияние, как на критические частоты 

вращения роторов, так и возникновение дополнительных нагрузок на опоры 

роторов.  

Углы наклона дисков имеют место при наличии допусков при посадке 

дисков на ротор, так и в процессе эксплуатации двигателей под действием таких 

факторов как температура, пластические деформации, неравномерность 

механических свойств. 

В данной работе рассмотрено влияние углов наклона дисков на критические 

частоты вращения роторов и возникновение повышенных нагрузок на опоры. 

 

Влияние углов наклона дисков на критическую круговую скорость роторов 

Оценка динамического поведения роторов по классическим 

представлениям основывается на определении собственных частот колебаний 

неподвижных роторов и критических частот их вращения, при которых вал ротора 

теряет устойчивость и его перемещения могут неограниченно возрастать вплоть 

до разрушения.  

Для оценки собственных частот колебаний при их теоретическом 

определении составляются системы уравнений Лагранжа для каждой 

сосредоточенной массы ротора равенства инерционных сил при совершении ею 

колебательного процесса и сил упругого сопротивления [1-2] 
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где α и γ  - поперечная сила и момент от единичного прогиба вала вместе 

установки диска; δ и β – поперечная сила и момент от единичного углового 

смещения диска; m и JC – масса и осевой момент инерции диска; y и ν - поперечное 

перемещение и угол поворота диска. 

Подставляя решение уравнений (1) в виде y=yОcosрt и ν=νО cosрt, получим 
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где yО и νО – амплитуда поперечных и угловых перемещений плоских 

колебаний; р – частота колебаний. 

Отметим, что моменты инерции дисков при колебаниях ротора 

способствуют увеличению прогибов вала и, тем самым, уменьшают собственную 

частоту ротора. 

Критические частоты роторов зависят от гироскопических моментов дисков, 

которые определяются частотами вращения, углами поворота дисков при изгибе 

вала и моментами инерции дисков. 

При отсутствии гироскопических моментов дисков при их угловых 

смещения от изгиба вала, критические частоты равны частотам собственных 

колебаний при одних и тех же формах изгиба вала. Это возможно при наличии 

одного диска на валу, расположенного в середине пролета, когда диск не 

поворачивается или при наличии точечных масс, не имеющих осевых моментов 

инерции.  

 При наличии гироскопических моментов дисков резонансные частоты 

роторов при критических частотах их вращения повышаются, так как эти моменты 

противодействуют прогибу вала.  

Таким образом, резонансная частота ротора определяется с одной стороны 

вращением вала, а с другой стороны инерционными характеристиками дисков. 
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Динамические уравнения равновесия Лагранжа для вращающего ротора при 

синхронной прецессии запишем в виде [1- 2] 
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где JС – осевой момент инерции диска; ω – круговая скорость вращения.  

При наклоне диска без прогиба вала на угол Δβ гироскопический момент в 

этом случае будет равен [1- 2] 

 

)(22   CC JJM .                                                                                       (4) 

 

где JС – осевой момент инерции диска при угловых смещениях; φ- угол 

поворота прямого диска при прогибе вала; Δβ – угол поворота диска без прогиба 

вала. 

В случае, когда угол наклона β будет равен углу наклона диска при 

критической круговой скорости от прогиба вала эталонного диска, 

гироскопический момент диска будет нулевым. В этом случае будет равновесное 

положение сил и наступает резонанс. При этом критическая круговая скорость 

ротора равна собственной частоте при нулевом моменте инерции и точечной 

массе диска. 

Рассмотрим модель ротора с одним диском диаметром 150мм и толщиной 

20мм. Масса диска равна 2,77кг при нулевой массе вала и модуле упругости их 

Е=2·1011 Н/м2.   

Собственная частота ротора будет равна 275,4 Гц (рисунок 1 критическая 

круговая скорость, определенная в программном комплексе “ANSYS” составит 

ω=2100 c-1 (рисунок 2).  
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Рисунок – 1 Собственная частота ротора, f=275,4 Гц 

 

Критическая круговая скорость, определенная в программном комплексе 

“ANSYS” составит ω=2100 c-1 (рисунок 2).  

 
Рисунок - 2 Критическая круговая скорость ω=2100 c-1 (346,7 Гц) 

 

Определим угол наклона диска при критической круговой скорости равной 

собственной резонансной частоте. 

Собственная частота ротора при замене диска точечной массой равной массе 

диска m=2,77кг будет равна 301,5 Гц. 

Определим прогиб вала ротора при критической круговой скорости ротора 

методом иттераций при включении опции больших перемещений “Large deform 

effects”. Максимальный прогиб вала при критической круговой скорости будет 

равен YO=-1,26 мм. 
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При симметричном прогибе вала 

)
L
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угол поворота диска при прогибе вала определим из выражения 
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где х – координата сечения вала; L – пролет вала; YO – прогиб вала в середине 

пролета. 

Прогиб вала в середине пролета при критической круговой скорости равен YO 

= 1,26 мм и это произойдет при наклоне диска β=0,66°.  

При наклоне диска β=0,66° наступает резонанс ротора при круговой скорости 

ω=1894,4c-1 (301,5 Гц) и эта частота меньше чем для ротора без наклона диска 

334,2 Гц. 

Влияние наклона дисков ротора на реакцию опор 

Оценку влияния наклона дисков будем производить на примере ротора 

высокого давления двигателя АЛ-31-Ф на 3-D модели в программном комплексе 

“Ansys”.  

Схема роторов и опор двигателя АЛ-31-Ф приведена  на  рисунке  3.  

 
Рисунок 3 - Система роторов двигателя  АЛ -31 Ф 

 

Система состоит из двух роторов: ротора НД и ротора ВД. Лопатки 

моделировались сплошными ободами из материалов с плотностями, 

подобранными так, чтобы масса сплошного обода равнялась сумме масс всех 

лопаток данной ступени. Расположение опор отмечено на рисунке 3 и расчет 

производился на жестких опорах. 
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Влияние угла наклона диска на реакцию на опоре будем производить для 

диска турбины высокого давления (ТВД) при оценке изменения прогиба вала для 

диска с наклоном в сравнении с эталонным прогибом (без наклона диска). При угле 

наклона диска ТВД равного углу наклона прямого диска при прогибе вала, 

гироскопический момент обнуляется, и прогиб вала увеличивается.  

При определении угла наклона ТВД прогиб вала для многодискового ротора 

высокого давления можно принять симметричным относительно центра вала.  

Угол поворота диска ТВД при прогибе вала определим из выражения 

 

OO Y
L

x

L
Y 0027,0)cos( 







 ,                                                                                                  (7) 

 

где L – расстояние между опорами ротора, L=1054мм; х – расстояние ТВД от 

опоры ротора, x=140 мм; YO – максимальный прогиб вала, мм. 

При угле наклона диска ТВД равного углу наклона прямого диска при 

прогибе вала, гироскопический момент обнуляется. Определим прогиб вала для 

диска с наклоном при круговой скорости ω=1000с-1 (рисунок 4) с точечной массой 

диска ТВД и при нулевом моменте инерции при включении опции больших 

перемещений “Large deform effects”.  

 
Рисунок 4 -  Прогиб вала при частоте вращения ω=1000 с-1 
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При радиальном расширении вала РВД от центробежных сил ΔY=0,0056 мм, 

прогиб вала составит YO=0,036мм, угол поворота диска ТВД φ=0,000097рад 

(0,0055°). Реализация прогиба вала ротора YO=0,036 мм на угловой скорости 

ω=1000 с-1 будет происходить при наклоне диска β=0,0055°. 

Оценим влияние наклона диска на опорную реакцию от прогиба вала при 

круговой скорости ω=1100с-1 (рисунок 5). 

 
Рисунок - 5 Прогиб вала при ω=1100 с-1 

 

Прогиб вала будет равен YO=0,053 мм, угол поворота диска ТВД  составит 

φ=0,00014 рад (0,0082°). 

Реализация прогиба вала ротора YO=0,053 мм на круговой скорости ω=1100с-1 

будет происходить при наклоне диска β=0,0082°. 

Оценим влияние наклона диска на опорную реакцию от прогиба вала при 

круговой скорости ω=1150с-1(рисунок 6). 
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Рисунок - 6 Прогиб вала при ω=1150 с-1 

 

Прогиб вала будет равен YO=0,077 мм, угол поворота диска ТВД  составит 

φ=0,00021 рад (0,012°). 

Увеличение прогиба вала ротора при наклоне диска ТВД приводит к 

увеличению центробежных сил от неуравновешенных масс дисков и увели-чению 

нагрузки на опору.  

Определим нагрузку на опору от центробежных сил при n=1000 с-1 при 

прогибе вала YO=0,036 мм для ротора при наклоне диска ТВД (нулевой 

гироскопического момент). 

Приложим центробежную силу к каждому диску и к валу ТВД 

 

2 iii ymF
,                                                                                                                                    (8) 

где mi – масса диска и лопатки; yi – прогиб вала в месте установки дис-ка,

);/sin( LxUy Oi 
 х – удаление диска от опоры; ω – угловая скорость ротора. 



12 
 

Гироскопические момент при прогибе вала от вращения ротора, определим 

из выражения 

2  JM
,                                                                                                                                      (9) 

где J – осевой момент инерции диска; φ – угол поворота диска; ω – угловая 

скорость ротора.  

Реакция на  задней опоре ротора ВД определим из выражения 

,7,1809 Н
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R

КВДii
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                                                                                               (10) 

Учитывая, что зависимость прогиба вала ротора от действия центробежных 

сил от неуравновешенных масс дисков линейна, запишем силы, прикладываемые 

на опору в зависимости от прогиба вала при наклоне диска  

,
036,0

7,1809

036,0
OO YY

R
F 

                                                                                                      (11) 

где R –реакция на опоре при максимальном прогибе вала YO=0,036 мм; YO – 

максимальный прогиб вала. 

Для сравнения были определены прогибы вала для ротора без наклона диска 

при круговой скорости вращения ротора 1000, 1100 и 1150 c-1.  

Определим нагрузку на опору от центробежных сил при n=1000 с-1 при 

прогибе вала YO=0,013 мм для ротора без наклона диска ТВД. 

     Реакцию на  задней опоре ротора ВД определим из выражения 

,6,702 Н
L

MMxF
R

ТВДКВДii





                                                                               (12) 

          где Fi – центробежная сила; MКВД и MТВД – гироскопические моменты 

компрессора и турбины высокого давления. 

Радиальный прогиб в центре вала для эталонного ротора и при наклоне 

диска ТВД, а также нагрузки на заднюю опору ротора ВД представим в таблице 1.  
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Таблица 1 

Прогиб вала и нагрузки на заднюю опору ротора ВД 

ω, c-1 Максимальный прогиб вала YO, мм Нагрузка на опору, кг 

 
 

Без наклона Наклон диска ТВД Без наклона Наклон диска ТВД 

1000 0,013 0,036 (β=0,0055°) 71,7 184,7 

1100 0,024 0,053 (β=0,0082°) 132,4 271,9 

1150 0,031 0,077 (β=0,012°) 171 395,1 

                                                                                                                                                                          

Заключение 

В статье рассмотрено влияние углов наклона дисков на критические 

частоты вращения роторов. В случае, когда угол наклона диска β, будет равен углу 

наклона диска при критической круговой скорости от прогиба вала, 

гироскопический момент диска будет нулевым. В этом случае критическая 

круговая скорость вращения ротора будет равна собственной частоте, и она может 

быть определена из модального анализа. 

Разработана методика оценки угла наклона диска на повышение реакции на 

опоре. Увеличение прогиба вала ротора при наклоне диска турбины высокого 

давления приводит к увеличению центробежных сил от неуравновешенных масс 

дисков и увеличению нагрузки на опору. 
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