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Аннотация. В статье представлено аналитическое решение задачи по определению основной частоты 
колебаний трехслойной панели со стержневым пирамидальным заполнителем, защемленной по конту-
ру. Решение получено на основе усредненных механических характеристик стержневого заполнителя с 
применением метода Галеркина для решения уравнений движения. В качестве базисных функций для 
аппроксимации деформированной формы панели использовались решения задачи изгиба защемленной 
с двух концов балки с учетом деформаций сдвига. Актуальность задачи обусловлена исследованием ново-
го типа заполнителя для трехслойных панелей – стержневого. Данный тип заполнителя имеет высокие 
механические характеристики и потенциально перспективен в силовых аэрокосмических конструкциях. 
Основная частота колебаний служит важной характеристикой динамического поведения конструкции. 
С целью оценки правильности полученного решения проведена верификация при помощи конечно-
элементных моделей. Согласно результатам верификации определен диапазон параметров заполнителя, 
в котором аналитическое решение оказывается достаточно точным. Приведены рекомендации для кор-
рекции усредненных характеристик заполнителя с целью получения точного решения во всем диапазо-
не исследуемых параметров. Представленное решение может быть использовано при проектировании 
трехслойных панелей со стержневым заполнителем любого вида при определении соответствующих 
усредненных характеристик. При необходимости решение может быть легко модифицировано для при-
менения к иным граничным условиям.
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Abstract
This article presents an analytical solution to the problem of the fundamental frequency of vibrations determining 
of a three-layer panel with a pyramidal truss core. The solution was obtained for panel, which edges are fi xed rigidly 
around the perimeter. This problem was solved based on the averaged mechanical characteristics of the truss core 
and by the Galerkin method for solving the equations of motion. Solutions to the classical problem of bending a 
beam clamped at the two ends with account for the eff ect of shear deformations were used as basic functions for 
the panel deformed shape approximation.
The problem relevance is stipulated by the need to study a new type of cores for the three-layer panels, namely, 
the truss core. This type of core has high mechanical characteristics, which makes it especially prospective for 
application in the aerospace structures where high strength and lightness are required. The fundamental oscillation 
frequency of the panels is a key characteristic that determines the structure dynamic behavior, which stresses the 
importance of this work for dynamically loaded structures, including aerospace ones.
To confi rm correctness of the obtained analytical solution, verifi cation by the fi nite element models was performed. 
The verifi cation procedure allowed determining the range of the truss core parameters, in which the analytical 
solution demonstrates suffi  cient accuracy. The identifi ed range is critically important for practical application, as 
it allows focusing on the area of parameters where analytical and numerical results agreed.
Besides, the article provides recommendations for the core average characteristics adjusting, which will allow 
achieving greater accuracy within the entire range of the parameters studied. The presented analytical solution 
can be successfully applied in the design of the three-layer panels with truss cores of any type, since its accuracy is 
mainly determined by the accuracy of the specifi ed average characteristics of the core.
If necessary, this solution can be easily adapted to apply to other boundary conditions. Thus, the obtained results 
can serve as a basis for further research and development in the fi eld of the multilayer structures with the truss core, 
which is relevant for the state-of-the-art engineering solutions in the aerospace industry.
Keywords: three-layer panel, truss core, fundamental frequency of vibrations, Galerkin method
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Введение
Методы определения частот колебаний трех-

слойных панелей достаточно хорошо изучены [1]. 
Однако в основном они используются для анализа 
панелей с сотовым заполнителем. В последнее 
время появляются другие виды заполнителей. На-
пример, стержневые [2–5]. Для оценки их харак-
теристик требуются соответствующие методики 
расчета либо подтверждение применимости уже 
существующих методик.
Стержневые заполнители в России исследо-

вались такими авторами, как В.И. Халиулин, 
В.Г. Гайнутдинов, И.Н. Абдуллин и др. В работах 
российских авторов [6–9] преимущественно реша-
лись задачи статической прочности, устойчивости 
и жесткости. Динамическим задачам уделено 
гораздо меньше внимания, чем у зарубежных ав-
торов. Например, в работе [10] произведен анализ 
собственных частот колебаний и оптимизация па-
раметров стержневого заполнителя с использова-
нием метода Релея–Ритца для решения уравнений. 
А в работе [11] изучались вибрационные харак-
теристики панели с двумя слоями стержневого 
заполнителя и тремя обшивками с применением 
метода Лежандра–Ритца. Динамические харак-
теристики трехслойных панелей со стержневым 
заполнителем также изучались в работах [12–14]. 
Стоит отметить, что в приведенных статьях 
сравнение полученных аналитических решений 
производится с конечно-элементными моделями
с усредненными характеристиками заполнителя.
Точность конечно-элементных моделей с усред-

ненными характеристиками не может быть выше 
точности дискретной модели, в которой моделиру-
ется структура заполнителя, учитывается точечный 
контакт стержней с обшивками и т. д. Получаемые 
аналитические решения для применения в процессе 
проектирования должны быть верифицированы по 
дискретной модели.
В качестве объекта исследования в настоящей 

работе была выбрана трехслойная панель с пирами-
дальным стержневым заполнителем. Такие панели 
описаны, например, в работах [12, 15]. В качестве 

задачи выбрано определение первой собственной 
частоты колебаний защемленной по контуру пане-
ли. При таких граничных условиях существенное 
влияние оказывают деформации сдвига, что должно 
быть учтено в решении.
С целью создания методики проектирования па-

нели со стержневым пирамидальным заполнителем 
была выведена аналитическая формула для оценки 
основной частоты колебаний. Для подтверждения 
возможности использования полученного решения 
произведена верификация аналитической модели с 
помощью подробной конечно-элементной модели.
При выводе уравнений движения пластины 

учитывались деформации сдвига. Теоретические 
основы применяемого метода были заложены в 
статьях [16, 17]. Следует отметить, что данный 
метод был использован для определения только 
основной (первой) частоты колебаний, что можно 
считать достаточным в задаче проектирования.  
Для решения уравнений движения использовался 
метод Галеркина. Для базисной функции, аппрок-
симирующей форму колебаний, были выбраны 
уравнения, учитывающие деформации сдвига. Для 
определения основной частоты колебаний выведе-
на аналитическая формула.
Аналитическое решение после его верифика-

ции позволит проектировать панели со стерж-
невым заполнителем и получать наилучшие 
параметры заполнителя для обеспечения мини-
мальной массы при требуемой основной частоте 
колебаний.
Разрешающие уравнения. В качестве объекта 

исследования выбрана трехслойная панель с ком-
позитными обшивками и пирамидальным стерж-
невым заполнителем (рис. 1).  Построим систему 
координат XYZ в срединной плоскости панели 
согласно рис. 1: a – длина пластины, b – ширина 
панели, t – суммарная толщина обшивок, δ – вы-
сота заполнителя.
Рассмотрим уравнения равновесия трехслойной 

пластины с учетом сил инерции при движении.
В данной системе пренебрегается влиянием 
инерции поворота, что дает малую погрешность 

Рис. 1. Трехслойная пластина со стержневым пирамидальным
              заполнителем
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в определении основной частоты колебаний для 
трехслойных панелей [1]:

                          

yx

xyx
x

xy y
y

QQ wB
x y

MM
Q

x y
M M

Q
x y



 
  

  


  

 
 

  
 

2

2
0;

0;

0.

 (1)

Для решения необходимы физические
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и геометрические соотношения
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В уравнениях (1)–(3) τ – время; Qx, Qy – пере-
резывающие силы; Mx, My – изгибающие моменты;
χx, χy – кривизны срединной плоскости; χxy – кру-
чение срединной плоскости; ψx, ψy – усредненные 
по толщине деформации поперечного сдвига;
w – прогиб пластины; θx, θy – углы поворота нор-
мали к срединной плоскости; D11, D12, D21, D22,
D33 – изгибные жесткости пластины (D12 = D21);
Bρ – инерциальный параметр.
Перепишем уравнения движения, используя 

физические и геометрические соотношения. Также 
представим перемещения точек пластины в виде 
функций времени:
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где ω – круговая частота колебаний; i = 1; 
функции w(x,y), θx(x,y), θy(x,y) описывают форму 
пластины.
Перепишем систему (1) с учетом выражений 

(2)–(4):
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Далее для упрощения записи  примем w = w(x,y), 
θx = θx(x,y), θy = θy(x,y).
Полученная система однородных дифферен-

циальных уравнений (5) имеет шестой порядок 
относительно переменных x, y. Необходимо 
определить по три граничных условия на краях 
пластины
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Механические свойства пластины учитываются 
через жесткости и плотности материалов обшивок 
и заполнителя. Принимается, что несущие слои 
являются однородными и ортотропными. Согласно 
работе [18], будем иметь
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где Amnt, Amnδ (mn = 11, 12, 22, 33) – коэффициен-
ты жесткости несущего слоя и заполнителя; Gxzt, 
Gyzt, Gxzδ, Gyzδ – трансверсальные модули сдвига 
несущего слоя и заполнителя; ρt, ρδ – плотности 
материалов несущего слоя и заполнителя.
Для ортотропного материала

s xs ys s xs xys s xysA E A E A E v A G   11 22 12 33; ; ; .

Здесь s = t, δ; xsE  = Exs/(1 – νxysνyxs); ysE  = Eys/(1 –
–νxysνyxs); Exs, Eys – модули упругости в направлениях 
x и y соответственно; νxys, νyxs – коэффициенты Пу-
ассона; Gxys – модуль сдвига в плоскости xy.
Для решения системы (5) с учетом граничных ус-

ловий (6) необходимо выбрать аппроксимирующие 
функции w = w(x,y), θx = θx(x,y), θy = θy(x,y) таким 
образом, чтобы форма панели при колебаниях со-
ответствовала основному тону. Такому условию 
удовлетворяет решение задачи об изгибе балки 
с жестко защемленными концами, нагруженной 
распределенной силой p (рис. 2).
Решение задачи об изгибе такой балки с учетом 

деформации поперечного сдвига приведено в ра-
ботах [19, 20] и может быть записано так:
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Рис. 2. Балка под действием равномерной нагрузки
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где p – действующая нагрузка; M, Q – изгибающий 
момент и перерезывающая сила; χ – кривизна 
продольной оси балки;  – деформация сдвига; 
w – прогиб балки; θ – угол поворота поперечного 
сечения; D, K – изгибная и сдвиговая жесткости.
Из решения системы (9) получим описание 

формы деформированной балки через углы пово-
рота и прогибы:
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1 ;
6 2

1 1
2 12 6

2

 (10)

где C1, C2, C3, C4 – произвольные постоянные. За-
пишем граничные условия

                           ïðè w x l   0; 0 0, ,  (11)

где l – длина балки (см. рис. 2).
Подставляя условия (11) в систему (10), найдем 

произвольные постоянные

                     l lC p C C C    
2

1 2 3 4; ; 0.
2 12

 (12)

С учетом постоянных (12) перепишем систему 
(10) в следующем виде:

                          p plV w U
DI D

  
4

; .
12 24

 (13)

Здесь

                    

x x xV
l ll

x x x xU
l l l l

 
    

 
    

       
    



2

2
2 3 1 ;

1 1 12 ,
 (14)

где

                                         
D

Kl
 

2
.  (15)

Безразмерный параметр γ характеризует сдви-
говую податливость балки.
Решение уравнений движения. С учетом полу-

ченного решения (14) для деформированной балки 
с защемленными концами и распределенной на-
грузкой, получим выражение, аппроксимирующее 
форму деформированной панели

           x y x x x x y y y yw FU U T V U T V U    ; ; .  (16)

Здесь F, Tx, Ty – неизвестные числа, Ux, Uy, Vx, 
Vy – базисные функции:

      

; 

x x

y y

x y

x x x xU
a a a a

y y y yU
b b b b

x x x y y yV V
a a b ba b

    
       

    
    

       
    

   
           

   




2 2

2 2

1 1 12 ;

1 1 12 ;

2 3 1 2 3 1 ,

 (17)

где

                          x y
x y

D D

K a K b
   11 22

2 2
; .  (18)

Параметры γx и γy являются безразмерными и 
описывают сдвиговые податливости пластины. 
Функции (16) удовлетворяют граничным условиям 
(6).
Подставив равенства (16) в дифференциальные 

уравнения (5), получим невязки для применения 
метода Галеркина (19).

 

    

 

y yx x
x y x y y x x y x y x y x y

y yx x x
x x y x y y x x x x y x y

y
y x y y x

d U dVd U dV
R x y F T T K U K U F K U T K U T B U U F

dx dydx dy

d U dVdU d V dU
R x y F T T K U F D U D V V K V U T D D T

dx dx dydx dy

dU
R x y F T T K U F D D

dy



 
       
 
 


       



   

22
2

2 2

22

11 33 12 332 2

21

, , , , ;

, , , , ;

, , , ,   y yx x
x x y y x y y

dU d VdV d U
T D U D V K U V T

dx dy dy dx

 
   
 
 

2 2

33 22 332 2
.

 (19)
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Согласно методу Галеркина, невязки R, Rx, Ry 
должны быть ортогональны к соответствующим 
базисным функциям, т. е.

                  

 

 

 

a b

x y x y

a b

x x y x y

a b

y x y x y

R x y F T T U U dxdy

R x, y,F,T ,T V U dxdy

R x, y,F,T ,T U V dxdy







 

 

 

0 0

0 0

0 0

, , , , 0;

0;

0.

 (20)

Подставим невязки (19) в уравнения (20) и полу-
чим следующую систему:

 

 
 

 
 

x x y y x y x x y x

x x y y x y

x x y x y x y x x y x

x y y

y y x y x y y x y yx

x y x

K I I K I I F K I I T

K I I T B I I F

K J I F D J I D J I K J I T

D D J I T

K I I F D I J D I I K I J T

D D I J T



  

   

    

  

    

  

2 1 1 2 3 1

2
1 3 1 1

3 1 11 2 1 33 1 2 1 1

12 33 3 3

3 1 2 33 2 1 1 11 22

21 33 3 3

0 ;

0

0.

(21)

Здесь

              

; ;

; 

; 

 

 

 

a b

x x y y

a b

x x y y

a b
yx

x x y y

a b
yx

x x y y

a b
yx

x x y y

a b
yx

x x y y

I U dx I U dy

J V dx J V dy

d Ud U
I U dx I U dydx dy

d Vd V
J V dx J U dy

dx dy

dVdV
I U dx I U dy

dx dy

dUdU
J V dx J V dy

dx dy

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 2
1 1

0 0

2 2
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0 0
22

2 22 2
0 0

22

2 22 2
0 0

3 3
0 0

3 3
0 0

;

;

; ;

; ;

;  .

 (22)

Подставив Ux, Uy, Vx, Vy из системы (17) в соот-
ношения (22), после интегрирования найдем

   

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; 

yx
x y x y

yx
x y x y

y yx x
x y x y

ba a bI I J J

I I J J
a b a b

I I J J

   

     

    





  

11
1 1 1 1

22
2 2 2 2

3 33 3
3 3 3 3

630 630 210 210
22 1 1

105 105 5 5

.
105 105 105 105

(23)

Здесь

                         

x x x

x x x

x x

y y y

y y y

y y

  

  
 

  

  

 

  
  

 
  
  

 

2
1

2
2

3
2

1
2

2

3

1 108 3024 ;

1 84 2520 ;
1 42 ;

1 108 3024 ;

1 84 2520 ;

1 42 .

 (24)

Выражения (23) подставим в уравнения (21) 
и затем получившиеся соотношения приведем к 
безразмерному виду, умножив каждое из них на 
величину ab/ D D11 22 . Полученную систему при-
ведем к следующему виду:

                    
x y

x y

x y

a F a F a F b F

a F a F a F

a F a F a F

   

  

  

11 12 13 11

21 22 23

31 32 33

0;

0;

0.
 (25)

Здесь

                              x x y yF aT F bT ; .  (26)

Определим коэффициенты системы уравне-
ний (25):

                    

 

;

;

;

;

;

yx
x

x y

x
y y

x

y
x x
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x
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b

 
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 
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     
   


   




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  
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3
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3
33 1 2 2

3
12 21 1

3
13 31 1
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112

3 12

13 12 ;

6

16

36

,

 (27)

где

     
D D Db
D a D D D D

     
2

11 12 33
1 22

22 11 22 11 22

; ; ;  (28)

                                   
B a b

D D


2 2 2

11 22

.  (29)

Из системы (25) получим выражение для η:
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a a a a a a a a a a a a
b a a a

   




2 2 2
11 22 33 12 13 23 11 23 22 13 33 12

2
11 22 33 23

21 . (30)

Преобразуем формулу (30) с учетом равенств (27)

   
 

xy xy xy y xy x x y y x xy

xy xy y xy x x y xy

a b c c d d f
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        
 

      
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1 2

7 42 12
2144 .

12 144
(31)

Здесь
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

          

    
      

 


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  

      
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2 2
2 2 2 3 3 1 2 3 3

2 3 42 2 3 4
1 2 1 2 2 12

1 1

22 2 2 22
2 2 2 1 2 3 3

1 1

1 3 1 3 1 2

1 ;

2 ;

1; ;

1; ; ;

; ; x x y xy x y yh       
2 3 1 2 2 1 2 3
1 ;

(32)

                     x x y y       4 41 60 ; 1 60 .  (33)

Выражение (31) определяет частотный параметр 
η. При известном η из формулы (29) найдем частоту 
колебаний

                                 
D D

ab B


 11 22 .  (34)

Здесь   .
Используя равенства (7), преобразуем формулу 

(34) к виду

                     t t

t

A At
ab 

 
 

 
11 22 11 221 .

2 3
 (35)

Выражение (35) определяет частоту колебаний 
основного тона закрепленной по контуру трех-
слойной панели.
Определение параметров для анализа. Для оценки 

усредненных характеристик стержневого пирами-
дального заполнителя могут быть использованы 
приближенные формулы [11]:

                                

;

;

s

a b

s a
xz

b

s b
yz

a

d l
s s

E d s
G

sl

E d s
G

sl







 
 



 


 


2

2

3

2

3

4

.
4

 (36)

Здесь ρδ – усредненная плотность заполнителя; 
Gxzδ, Gyzδ – усредненные модули сдвига заполните-
ля; ρs – плотность материала стержней; d – диаметр 
стержней заполнителя; l – длина стержней запол-

нителя; sa, sb – длина и ширина основания ячейки 
заполнителя; δ – высота заполнителя.
Если материал заполнителя легкий, т. е. обладает 

малой жесткостью в направлениях x и y, то можно 
принять Amnδ = 0 (mn = 11, 12, 22, 33). Тогда из урав-
нения (9) следует, что ξmn = ξ(mn = 11, 12, 22, 33),
и равенства (18), (28) примут следующий вид:

        ; t
x y

xz xz yz yz

AA t
G Ga b

t tt t
 

 
   

  
2211

2 2

2 2

1 1 1 1 .
12 12  (37)

      ; ; t t t

t t t t t

A A Ab
A a A A A A

     
2

11 12 33
1 22

22 11 22 11 22

. (38)

Подставляя в формулу (37) ξ11 = ξ22 = ξ, получаем

                          t t

t

A At
ab 


 

 
11 221 .

2 3
 (39)

В данной работе рассматривается трехслойная 
панель с композитными обшивками со схемой 
армирования, обеспечивающей одинаковые 
усредненные модули упругости в двух направле-
ниях (направления 11 и 22). В качестве заполни-
теля рассматривается пирамидальный стержневой
заполнитель.
Для несущего слоя примем в качестве материала 

углепластик со свойствами слоя: Ext = Eyt = 65,6 
ГПа, Gxyt = Gyzt = Gxzt= 4 ГПа, μxy = μyz = μxz = 0,28 
(соответствует материалу, описанному в статье 
[21]). Плотность этого материала ρt=1560 кг/м3. 
Свойства материала заполнителя: Es = 11,62 ГПа, 
ρs = 1356 кг/м3 [15].
Численный анализ. Рассмотрим панель со сле-

дующими геометрическими характеристиками: 
длина панели a = 0,75 м; ширина панели b = 0,5 м. 
Толщина обеих обшивок равна 0,9 мм. Тогда сум-
марная толщина обшивок t = 1,8 мм. Рассматрива-
ется заполнитель с диаметром стержней d = 2 мм.
В расчетах варьируется высота заполнителя δ в 

диапазоне от 20 до 60 мм с шагом 5 мм. Число ячеек 
nb задается вдоль короткой стороны панели и ме-
няется от 10 до 50 с шагом 5 мм. Число ячеек вдоль 
длинной стороны панели получается автоматически 
по следующим формулам:

                          b b
b b

b as n
n s

 
    

 
, round .  (40)

Здесь “round” представляет функцию округле-
ния числа до ближайшего целого.
С целью выполнения анализа была написана 

программа, вычисляющая циклическую часто-
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ту колебаний по входным параметрам согласно 
формуле:

                      Ãöt t

t

A Atf
ab 


 

  
11 221 1 , .

2 2 3  (41)

Ко входным параметрам относятся:
– геометрические: t, δ, a, b, d;
– свойства материала обшивки: Ext, Eyt, νxyt, νyxt, 

Gxyt, ρt;
– свойства заполнителя: Es, ρs, d, nb.
Верификация аналитической модели. Для оценки 

правильности решения все результаты сравнива-
лись с результатами решения методом конечных 
элементов, реализованным в ANSYS. Было рас-
смотрено три вида КЭМ:

1. Дискретная, в которой заполнитель моде-
лировался балочными элементами, а обшивки – 
элементами типа SHELL. Данная модель является 
наиболее полной и точной. Модель принята в ка-
честве контрольной.

2. Объемная, в которой заполнитель модели-
ровался элементами типа SOLID с усредненными 
характеристиками заполнителя, а обшивки – эле-
ментами типа SHELL.

3. КЭМ с поверхностными элементами, в кото-
рой панель моделируется элементами типа SHELL 
с заданной структурой слоев.
Три типа конечно-элементных моделей пред-

ставлены на рис. 3.
Результаты расчета. Сравнение результатов рас-

чета по трем видам КЭМ приведено на рис. 4.
Сравнение дискретной КЭМ и аналитического 

решения приведено на рис. 5.

Рис. 4. Сравнение результатов расчета по трем видам КЭМ

Рис. 3. Три типа КЭМ: а – балочная; б – объемная;
              в – КЭМ с поверхностными элементами

а б

в

Сравнение аналитического решения с КЭМ с 
поверхностными элементами приведено на рис. 6.
Полученные результаты для сравнения ана-

литической модели с балочной КЭМ приведены
в таблице.
Коррекция усредненных характеристик. С целью 

обеспечения возможности использования ана-
литической модели в процессе проектирования 
необходимо скорректировать усредненные харак-
теристики заполнителя.
Для этого в дискретных точках (nb; H) для ана-

литической модели определялись модули сдвига 
заполнителя, обеспечивающие частоту, близкую к 
дискретной модели. Плотность при этом считается 
определенной верно.
Далее полученные результаты интерполируются 

на всю область поиска кубическим поверхностным 
сплайном. В процессе проектирования в аналити-
ческой модели берется соответствующее значение 
модуля сдвига.
Процесс расчета дискретной модели был авто-

матизирован при помощи параметрического языка 
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Рис. 5. Сравнение аналитического решения с дискретной КЭМ

Рис. 6. Сравнение аналитического решения с КЭМ с поверхностными элементами

программирования ANSYS APDL, что позволит 
быстро производить расчет требуемых характери-
стик для исследуемой панели типа заполнителя и 
области изменяемых параметров. Результаты по 
модулям сдвига необходимо получить для ряда раз-
меров ячеек (ширина основания – высота) и далее 
их можно будет применять в других моделях при 
различных параметрах панели.
Для максимального отклонения среди рас-

считанных значений (стержни диаметром 2 мм;
nb= 25; H = 10 мм; отклонение частоты 28,5%) по-
требовалось уменьшение модуля сдвига до величи-
ны в 51% от начальной.

Выводы
1. Аналитическая модель довольно точно со-

впадает с решением методом конечных элементов 

с применением модели с поверхностными элемен-
тами. Это говорит о справедливости полученного 
решения. Подобная сходимость показана и в 
работах [10–12] с применением других методов 
решения.

2. КЭМ, построенные с применением объем-
ных элементов и с применением поверхностных 
элементов, достаточно хорошо совпадают между 
собой. Это говорит о возможности использования 
КЭМ с поверхностными элементами в решении 
задач с применением крупных сборок (например, 
при проектировании летательных аппаратов), что 
существенно сократит размерность моделей.

3. КЭМ, в которых используются усредненные 
характеристики, а также аналитическая модель 
совпадают с точной дискретной КЭМ только при 
большом числе ячеек заполнителя (свыше 30) и 
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Сравнение двух расчетных моделей, частота в Гц

H, мм
nb

10 15 20 25 30 35 40 45 50

10 281,3
332,1

381,3
452,0

437,0
521,5

427,8
549,0

439,4
550,4

442,6
540,8

438,6
525,5

430,4
506,2

419,4
485,4

15 321,7
373,4

422,6
484,8

470,7
540,5

459,7
555,6

463,2
547,7

458,4
530,8

447,5
509,7

433,4
486,3

417,7
462,5

20 351,6
401,8

446,7
498,7

483,7
538,7

470,1
541,9

465,2
526,2

453,3
503,9

436,9
479,0

418,5
453,1

399,9
428,2

25 372,4
419,7

457,7
500,0

483,0
525,4

466,4
518,7

454,3
497,3

436,8
471,5

416,7
444,3

395,7
417,5

375,6
392,5

30 385,9
429,6

459,5
493,6

474,0
506,5

454,3
492,3

436,8
466,9

415,5
439,0

393,0
410,8

370,6
383,8

350,0
359,3

35 393,6
433,5

455,3
482,7

460,5
485,5

438,1
465,6

416,6
437,6

392,7
408,5

369,0
380,1

346,1
353,4

325,4
329,8

40 397,0
433,1

447,3
469,4

444,8
464,1

420,1
440,1

395,8
410,4

370,3
380,9

346,1
352,6

323,1
326,6

302,9
303,9

45 397,1 
429,8

437,0
455,0

428,3
443,3

401,7
416,2

375,6
385,6

349,2
356,1

324,9
328,2

302,2
303,0

282,5
281,2

50 394,9 
424,4

425,5
440,3

411,7
423,6

383,8
394,3

356,5
363,2

329,6
333,9

305,5
306,6

283,4
282,3

264,3
261,5

Примечание.
1-е значение в ячейке – балочная КЭМ (выделено полужирным шрифтом);
2-е значение в ячейке – аналитическое решение.

при достаточно толстых панелях (от 40 мм). Мак-
симальное отклонение по частоте в исследуемом 
диапазоне не превысило 28,5%.

4. Для повышения точности аналитического 
решения необходима новая методика определения 
усредненных характеристик. Например, можно 

использовать дискретную КЭМ для вычисления 
характеристик, а результаты хранить в виде таблиц.

5. Выявлено, что основной причиной отклоне-
ния результатов для моделей с усредненными ха-
рактеристиками является неточность определения 
усредненных модулей сдвига.
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