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Общая характеристика работы

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию движения
спутников с большим отношением площади поперечного сечения к массе (спут-
ника-баллона) в ограниченной задаче трех тел под действием сил светового
давления. Поскольку силы светового давления имеют естественный характер
(неуправляемые), задача относится к классу фотогравитационных задач. Основ-
ным методом исследования был выбран метод усреднения уравнений движения
по двум быстрым переменным задачи – средним аномалиям возмущающего
тела и спутника, что позволяет рассматривать движение объектов на асимпто-
тически больших временных промежутках.

Актуальность темы. В последнее время большое число работ посвя-
щается фотогравитационной задаче трех тел, однако, проблема построения
решений этой задачи на асимптотически больших промежутках времени на
текущий момент не исследована. Также требует рассмотрения классическая
ограниченная пространственная задача трех тел в случаях, следующих за хил-
ловским приближений.

Известно, что началом исследования влияния сил светового давления
на пассивно гравитирующее тело стала работа В. В. Радзиевского, в которой
ограниченная задача трех тел была обобщена на фотогравитационный случай,
благодаря введенному коэффициенту редукции. Интерес к проблеме возрос в
связи с исследованием движения спутника Vanguard I, деградация орбиты кото-
рого превосходила расчетные значения. В работах П. Мюзена, Р. У. Паркинсона,
Г. М. Джонса, И. И. Шапиро было учтено влияние сил светового давления на
спутник в первом приближении классической теории возмущений, хотя заход
спутника в земную тень не учитывался. Большую роль фактор светового дав-
ления сыграл при исследовании движения спутников-баллонов Echo 1, Echo 2
и PAGEOS, чему посвящен целый ряд работ, среди которых следует упомя-
нуть работы Ё. Козаи, Р. У. Брайанта, С. Ферраз-Мелло, Е. П. Аксёнова, С. Н.
Вашковьяк, в которых учитывается эффект земной тени.

Исследование движения объектов большой парусности приобретает осо-
бое значение в связи с космическим мусором, движущимся на высоких
орбитах. Этому посвящены работы А. В. Кривова, Л. Л. Соколова, В. В. Ди-
карева, Д. П. Гамильнона и др. Пересечение такими объектами зоны земной
тени вносит дополнительное возмущение в их движение. При этом исследо-
ватели полагали тень Земли цилиндрической: С. Ферраз-Мелло, М. Л. Лидов,
Е. Я. Иванова, С. Н. Вашковьяк, хотя в работе М. Л. Лидова и Е. Я. Ивано-
вой оговаривалось, что используемый расчетно-аналитический метод годится и
для других форм земной тени. Как показано в данной работе, при рассмотре-
нии светового давления на спутник находящийся в значительном удалении от
Земли в задачах трех и четырех тел эффектом земной тени можно пренебречь.
В работе С. Я. Степанова и др. рассматривается ограниченная задача четы-
рех тел, где на частицы в окрестности треугольных точек либрации системы
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Земля-Луна (облака Кордылевского) оказывается фотогравитационное воздей-
ствие со стороны Солнца. Численно показывается, что каждая их треугольных
точек охватывается устойчивыми периодическими траекториями, из устойчиво-
сти которых следует, что пылевое облако при малых возмущениях начальных
условий движется в окрестности периодического решения. Учет светового дав-
ления приводит к изменению формы периодических траекторий.

Для исследования орбит вышеупомянутых объектов на значительных
временных промежутках в работе используется метод усреднения, впервые
примененный К. Гауссом при исследовании эволюции орбиты малой планеты
Церера. Приложения метода к классической задаче трех тел были подроб-
но разобраны в статьях Н. Д. Моисеева, где, наряду со схемой Гаусса, были
рассмотрены задача Фату, Делоне-Хилла, обобщенная задача Делоне-Хилла
в плоском и пространственном случаях. В работе М. Е. Эша метод двойно-
го усреднения используется для решения ограниченной задачи четырёх тел,
в частности, используется техника, впервые применённая К. Гауссом, следуя
которой Луна представляется материальным кольцом, при этом были рассмот-
рены траектории движения спутника, как находящиеся внутри лунной орбиты,
так и вовне. В более ранних статьях описаны эволюционные эффекты в орби-
тальном движении спутника в задаче трех тел. Так, хорошо известен эффект
Лидова-Козаи, при котором наклонение орбиты спутника к плоскости орби-
ты возмущающего тела влияет, в зависимости от значения большой полуоси,
на эволюцию эксцентриситета исследуемой орбиты и на диапазон его измене-
ния. В работе М. Л. Лидова, описана эволюция орбиты спутника планеты в
рамках эллиптической задачи трех тел для случая Хилла (случай малого отно-
шения большой невозмущенной полуоси орбиты спутника к радиусу орбиты
планеты); был описан эффект падения спутника на центральное тело, когда
плоскость орбитального движения спутника перпендикулярна плоскости орби-
ты возмущающего тела. В работе Ё. Козаи получено приближенное выражение
для дважды усредненной возмущенной силовой функции в астероидной кру-
говой задаче трех тел, вычислены значения критических наклонений орбит. В
работе В. В. Сидоренко исследуется эксцентрический эффект Козаи-Лидова,
который может быть интерпретирован как резонансный эффект.

Е. П. Аксёнов получил аналитическое выражение для дважды усреднен-
ной возмущенной силовой функции в круговой пространственной задаче трех
в виде ряда Фурье, коэффициенты которого выражаются через неизвестные
специальные функции, записанные в виде квадратур. Для пространственной
задачи трех тел усредненные уравнения движения спутника аналитически ис-
следованы для «внутреннего», хилловского случая в работе М. Л. Лидова. Иной
предельный случай, когда большая полуось невозмущенной орбиты близка к
радиусу орбиты внешнего тела (Юпитера), исследован М. Л. Лидовым, С. Л.
Зиглиным, описаны кривые неаналитичности силовой функции в плоскости
кеплеровских элементов 𝑒, 𝜔. Общий случай усредненной силовой функции за-
дачи исследован в статьях М. А. Вашковьяка: численно построены характерные
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элементы фазового портрета усредненной системы для произвольных значений
известных интегралов.

Решение плоской ограниченной эллиптической задачи трёх тел методом
двойного усреднения без учёта сил светового давления было получено также
в работах Е. П. Аксёнова: показано, что усреднённые уравнения движения до-
пускают два первых интеграла, исследованы траектории движения спутника,
в частности траектории падения спутника на центральное тело. Качественные
исследования плоской эллиптической задачи были продолжены в серии работ
Ф. Вереша, где были подробно рассмотрены случаи циркуляции и либрации
перицентра орбиты.

Целью данной работы является исследование движения пассивно гра-
витирующего тела, возмущенного силой светового давления в ограниченной
задаче трех и четырех тел в плоской и пространственной постановке мето-
дом усреднения.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую-
щие задачи:

1. Исследовать влияние зоны земной тени на движение спутника в случае
асимптотически большого промежутка времени в фотогравитационной
задаче трех тел.

2. Исследовать эволюционные эффекты в плоской ограниченной задаче
трех тел на основе двойного усреднения силовой функции задачи.

3. Исследовать эволюционные эффекты в движении спутника-баллона в
плоской ограниченной планетной задаче четырех тел с учетом сил све-
тового давления на асимптотически больших промежутках времени на
основе троекратного усреднения оскулирующих уравнений движения,
записанных в кеплеровских элементах орбиты.

4. Исследовать эволюцию пространственных орбит искусственного спут-
ника Солнца с учетом возмущений от внешней планеты (Юпитера) и
от солнечного давления.

Научная новизна:
1. В настоящее время хорошо известны исследования двукратно усред-

ненной классической ограниченной задачи трех тел. Для фотогравита-
ционной задачи трех тел такие исследования являются новыми.

2. Показано наличие новых положений равновесия, а также новых обла-
стей осциллирующих движений в плоскости элементов орбиты (𝑒, 𝜔)
по сравнению с классической ограниченной задачей трех тел.

3. Показано, что фотогравитационный случай приводит к бифуркации
положения равновесия по параметру светового давления на спутник
𝛿 и по большой полуоси орбиты спутника 𝑎 в случае задачи четырех
тел.

4. Исследовано влияния конической тени на среднее движение спутника
по эллиптической орбите в плоскости эклиптики, ранее такие иссле-
дования не производились.
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5. Впервые показано, что дважды усредненная силовая функция допус-
кает, на основе применения формулы Парсеваля, явное аналитическое
представление через гипергеометрические (обобщенные гипергеомет-
рические) функции, допускающие разложение в сходящиеся степен-
ные ряды.

6. В плоскости кеплеровских элементов (𝑒,𝜔) пространственной огра-
ниченной задачи трех тел впервые построены фазовые портреты
колебаний во втором, третьем и четвертом приближениях силовой
функции.

Научная и практическая значимость полученных в диссертационной
работе результатов состоит в следующем:

1. Получено уравнение пребывания ИСЗ в зоне земной тени при его
движении в плоскости эклиптики. Дана количественная оценка отно-
сительного времени пребывания ИСЗ в земной тени в зависимости от
элементов орбиты.

2. Получена усредненная возмущающая функция в плоской ограничен-
ной эллиптической задаче трех тел с учетом сил светового давления.

3. Получена усредненная возмущающая функция в плоской ограни-
ченной эллиптической задаче четырех тел с учетом сил светового
давления. Определены бифуркационные параметры задачи.

4. Получена усредненная возмущающая функция в пространственной
ограниченной круговой фотогравитационной задаче трех тел во внут-
реннем астероидном варианте. Определены бифуркационные парамет-
ры задачи.

5. Получен эффект сдвига траекторий ИСЗ в сторону, более удаленную
от Солнца, по сравнению с классической ограниченной задачей трех
тел.

Методология и методы исследования. В диссертационной работе при-
меняется классический для теории дифференциальных уравнений и небесной
механики метод усреднения по средним аномалиям объекта и возмущающего
тела. Также применяется аппарат гипергеометрических и обобщенных гипер-
геометрических функций.

Достоверность полученных результатов обеспечивается: 1) строгим ис-
пользованием математического аппарата теоретической и небесной механики,
2) применением классических аналитических и приближенно-аналитических
методов исследования, 3) использованием CAS Mathematica 11.3.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы до-
кладывались и обсуждались на следующих научных конференциях и научных
семинарах: 1) Семинаре «Аналитическая механика и теория устойчивости»
(Москва, МГУ, 2018, 2020), 2) Семинаре «Динамические системы и меха-
ника» кафедр 811 и 802 (Москва, МАИ, 2019, 2020), 3) Международных
конференциях по дифференциальным уравнениям и динамическим системам
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DIFF2018 и DIFF2020 (Суздаль, 2018, 2020), 4) 19-ой международной кон-
ференции «Авиация и космонавтика» (Москва, 2020), 5) XII Всероссийском
съезде по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной механи-
ки (Уфа, 2019), 6) IX международной конференции по механике «Поляховские
чтения» (Санкт-Петербург, 2021), 7) Международной конференции «Проблемы
механики и управления» (Махачкала, 2018), 8) XII и XIII международных кон-
ференциях по прикладной математике и механике в аэрокосмической отрасли
(Алушта, 2018, 2020), 9) XXI международной конференции по вычислительной
механике и современным прикладным программным системам (Алушта, 2019),
10) XLIII и XLV Академических чтениях по космонавтике (Москва, 2019, 2021).

Личный вклад. Автору принадлежат формулировки и доказательства
основных теоретических результатов, представленных в диссертационной
работе. Также автором реализованы используемые аналитические методы
компьютерной алгебры в среде Mathematica. Выбор методов анализа, круга рас-
сматриваемых задач, идея применения формулы Парсеваля и вывод формулы
(4.15) в главе 4 принадлежат проф. П. С. Красильникову.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 16
печатных работах, 4 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК и
индексируемых в WoS и Scopus [1–4], 2 — в трудах конференций (Scopus) [5;6],
10 — в тезисах докладов.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в
рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной литерату-
ры по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи, излагается
научная новизна и практическая значимость представляемой работы.

Первая глава посвящена рассмотрению процедуры определения конуса
земной тени при движении спутника в плоскости эклиптики. Были найде-
ны границы конусной тени и точки ее пересечения с эллиптической орбитой
спутника. Угол 𝜃1 в полярной системе координат, при которых ИСЗ заходит в
земную тень задается выражениями:

cos 𝜃1 =
−𝜓1 ± 𝜒1

√︀
𝜓2
1 + 𝜒2

1 − 1

𝜓2
1 + 𝜒2

1

, sin 𝜃1 =
𝜒1 ± 𝜓1

√︀
𝜓2
1 + 𝜒2

1 − 1

𝜓2
1 + 𝜒2

1

Здесь функции 𝜓1, 𝜒1 имеют выражения:

𝜓1 = 𝑒 cos𝜔 + 𝜉 sin(𝛼+ 𝜈𝑆), 𝜒1 = 𝑒 sin𝜔 − 𝜉 cos(𝛼+ 𝜈𝑆), 𝜉 =
𝑎
(︀
1− 𝑒2

)︀
𝑅𝐸

,

где 𝑎, 𝑒, 𝜔 – соответственно, большая полуось, эксцентриситет и аргумент пе-
рицентра орбиты спутника, 𝜈𝑆 – истинная аномалия солнечной орбиты, 𝛼 –
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половина угла при вершине конуса земной тени, а 𝑅𝐸 – радиус Земли. Угол 𝜃2,
при которых ИСЗ выходит из земной тени, соответственно:

cos 𝜃2 =
−𝜓2 ± 𝜒2

√︀
𝜓2
2 + 𝜒2

2 − 1

𝜓2
2 + 𝜒2

2

, sin 𝜃2 =
𝜒2 ± 𝜓2

√︀
𝜓2
2 + 𝜒2

2 − 1

𝜓2
2 + 𝜒2

2

Здесь функции 𝜓2, 𝜒2 имеют выражения:

𝜓2 = 𝑒 cos𝜔 + 𝜉 sin(𝛼− 𝜈𝑆), 𝜒2 = 𝑒 sin𝜔 − 𝜉 cos(𝛼− 𝜈𝑆)

Случай пересечения спутником цилиндрической тени является частным случа-
ем конусной тени, если положить 𝛼 → 0.

Для определения времени пребывания спутника в зоне земной тени в
работе используется интеграл площадей, из которого получаем:

𝜏(𝜃1,𝜃2,𝜔) = 𝑡2 − 𝑡1 =

√︃
𝑎3

𝑓𝑚𝐸

(︃
2 arctg

(︃√︂
1− 𝑒

1 + 𝑒

(︂
sin(𝜃 − 𝜔)

1 + cos(𝜃 − 𝜔)

)︂)︃
−

−𝑒
√
1− 𝑒2 sin(𝜃 − 𝜔)

1 + 𝑒 cos(𝜃 − 𝜔)

)︃𝜃2

𝜃1

Где 𝑓 – гравитационная постоянная, 𝑚𝐸 – масса Земли, 𝜏 = 𝜏 (𝜃1,𝜃2,𝜔) – время
пребывания спутника в земной тени за один виток.

Для численного моделирования была получена следующая расчетная
формула:

𝑡(𝑒,𝑎) =
1

𝑇𝑆

𝑁∑︁
𝑖=1

1

𝐿

𝐿∑︁
𝑗=1

𝜏
(︁
𝜃1

(︁
𝜈
(𝑖)
𝑆

)︁
,𝜃2

(︁
𝜈
(𝑖)
𝑆

)︁
,𝜔𝑗

)︁
где 𝜈

(𝑖)
𝑆 = 𝜈𝑆

(︀
𝑡(𝑖)
)︀
, 𝑇𝑆 – период, равный солнечному году, 𝐿 – количество

рассматриваемых значений аргумента перицентра спутника 𝜔.
На основе численного моделирования была дана оценка среднему време-

ни пребывания спутника в зоне земной тени в зависимости от параметров его
орбиты во внешней сфере гравитационного влияния Земли, в частности уста-
новлено, что увеличение большой полуоси спутника 𝑎 ведет к уменьшению
среднего времени нахождения в земной тени (см. рис. 1). Также установлено,
что увеличение эксцентриситета 𝑒 приводит к увеличению среднего времени
нахождения спутника в тени, хотя с приближением к внешней границе сферы
гравитационного влияния Земли влияние уменьшается.

Сравнение результатов, полученных при рассмотрении конической фор-
мы тени с результатами, полученными для цилиндрической формы показало,
что во внутренней сфере гравитационного влияния Земли разница между
конусной и цилиндрической моделью тени невелика, однако с увеличением
большой полуоси орбиты 𝑎 цилиндрическая модель тени дает большую по-
грешность, и в этом случае коническая модель предпочтительнее.
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Рис. 1 — Случай конической тени
Было также установлено, что относительная длительность пребывания в

конической земной тени, при движении спутника в плоскости эклиптики по
орбитам, находящимся полностью во внешней сфере Хилла Земли, при эксцен-
триситете 𝑒 = 0.7 не превышает 0.62% от периода обращения, что позволяет
не учитывать тень при качественном анализе движений спутника.

Вторая глава посвящена исследованию эволюции высоких орбит спут-
ника Земли в ограниченной задача трех тел, под действием гравитационных
возмущений со стороны Солнца и светового давления без учета земной тени,
когда невозмущенная траектория спутника – кеплеровский эллипс, принадлежа-
щий плоскости эклиптики. Возмущающая функция задачи в геоцентрической
системе отсчета задается выражением:

𝑅 = −𝛿𝑟20
𝑟

𝑟21
cos 𝛾 +

1

𝑟1

(︀
𝑓𝑚1 − 𝛿𝑟20

)︀ ∞∑︁
𝑘=2

(︂
𝑟

𝑟1

)︂𝑘

𝑃𝑘(cos 𝛾) (1)

где 𝛿 – коэффициент солнечного давления на спутник; 𝑟0 – константа, среднее
расстояние от Земли до Солнца; 𝑟1 – расстояние от центра до Солнца в эллип-
тическом движении; 𝑚1 – масса Солнца; 𝑟 – расстояние от центра до спутника;
𝛾 – угол между направлением на Солнце и спутник; 𝑃𝑘 – полиномы Лежандра.

В результате усреднения выражения (1) по средней аномалии спутни-
ка и Солнца получено среднее значение возмущающей функции в отсутствии
резонансов между средним невозмущенным движением спутника и средним
движением Солнца:

𝑅**(𝑒,𝜔) =
1

𝑎21
√︀
1− 𝑒21

1

𝑎2
√
1− 𝑒2

(︀
𝑓𝑚1 − 𝛿𝑟20

)︀
𝜁. (2)
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Здесь 𝜁 определяется по формуле:

𝜁 =

∞∑︁
𝑘=2

𝑝𝑘+2𝑝1−𝑘
1

(︂
𝐴(1−𝑘),0𝐴(𝑘+2),0

(︁
𝑃

(0)
𝑘 (0)

)︁2
+

1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝐴(1−𝑘),𝑖𝐴(𝑘+2),𝑖
(𝑘 − 𝑖)!

(𝑘 + 𝑖)!

(︁
𝑃

(𝑖)
𝑘 (0)

)︁2
cos 𝑖𝜔

)︃
, (3)

где 𝑎1, 𝑒1, 𝑝1 – большая полуось, эксцентриситет и фокальный параметр сол-
нечной орбиты; 𝑎, 𝜔, 𝑝 – большая полуось, аргумент перицентра и фокальный
параметр орбиты спутника; 𝐴𝑛,0, 𝐴𝑛,0, 𝐴𝑛,𝑘, 𝐴𝑛,𝑠 выражаются через гипергео-

метрические функции Гаусса и Клаузена; 𝑃 (𝑖)
𝑘 (0) – присоединенный полином

Лежандра в нуле.
Показано, что первыми интегралами усредненных оскулирующих урав-

нений являются большая полуось орбиты спутника 𝑎 и среднее значение
возмущающей функции 𝑅**. Был подробно изучен хилловский вариант зада-
чи, при котором 𝑟/𝑟1 ≪ 1, что позволяет пренебречь в формуле (3) членами
порядка (𝑟/𝑟1)

4 и выше. Для усеченного ряда построены фазовые портреты
колебаний при разных значениях параметров:

0 π

2

π 3π

2

2π

ω

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ℯ

Рис. 2 — Фазовый портрет колебаний
с одним устойчивым стационарным

решением на цилиндре 𝑆1 ×𝑅1
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Рис. 3 — Фазовый портрет колебаний
в отсутствии устойчивого
стационарного решения

Показано, что существует три типа эволюционирующих орбит: орбиты
либрационного и ротационного типов и орбиты столкновения с Землей. Для
орбит первого типа оскулирующие аргумент перицентра и эксцентриситет ме-
няются периодически, но с малыми амплитудами, орбита близка к траектории,
сохраняющей значения своих невозмущенных кеплеровских элементов во все
время движения.

Особенность семейства орбит второго типа – непрерывно возрастаю-
щий аргумент перицентра, и, как следствие, медленное вращение линия апсид
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оскулирующего эллипса, на которое накладывается медленное периодическое
изменение эксцентриситета.

Орбиты столкновения характеризуются оскулирующими эксцентриси-
тетами, близкими к единице. В этом случае расстояние между Землей и
перицентром орбиты мало, что ведет к столкновению спутника-баллона с Зем-
лей.

Численное моделирование траекторий позволило описать дополнитель-
ные эффекты, вызванные световым давлением: смещение ограниченной траек-
тории спутника как целого относительно траектории классической задачи трех
тел в область, более удаленную от Солнца.

Третья глава посвящена исследованию плоской ограниченной планет-
ной задачи четырёх тел с учётом сил светового давления, когда орбита Земли –
кеплеровский эллипс с фокусом в Солнце, орбита Луны – кеплеровский эллипс
с фокусом в Земле, спутник Земли – пассивно гравитирующее тело. Возмущаю-
щая функция задачи в геоцентрической системе отсчета задается выражением:

𝑅 = −𝛿𝑟20
𝑟

𝑟21
cos 𝛾1 +

1

𝑟1

(︀
𝑓𝑚1 − 𝛿𝑟20

)︀ ∞∑︁
𝑘=2

(︂
𝑟

𝑟1

)︂𝑘

𝑃𝑘(cos 𝛾1)+

+ 𝑓𝑚2

(︃
1

𝑟
+
𝑟32 − 𝑟3

𝑟2𝑟22
cos 𝛾2 +

1

𝑟

∞∑︁
𝑘=2

(︁𝑟2
𝑟

)︁𝑘
𝑃𝑘(cos 𝛾2)

)︃
, (4)

где 𝛿 – коэффициент солнечного давления на спутник; 𝑟0 – константа, среднее
расстояние от Земли до Солнца; 𝑟1 – расстояние от центра до Солнца в эл-
липтическом движении; 𝑟2 – расстояние от центра до Луны в эллиптическом
движении; 𝑚1 – масса Солнца; 𝑚2 – масса Луны; 𝑟 – расстояние от центра до
спутника; 𝛾1 – угол между направлением на Солнце и спутник; 𝛾2 – угол между
направлением на Луну и спутник; 𝑃𝑘 – полиномы Лежандра.

Проведено усреднение выражения (4) по средним аномалиям спутника,
Солнца и Луны, в результате получена усреднённая силовая функция задачи
в оскулирующих элементах в нерезонансном случае, когда невозмущённая ор-
бита спутника Земли принадлежит внешней сфере гравитационного влияния
Земли, расположенной за лунной сферой Хилла:

𝑅*** =
(︀
𝑓𝑚1 − 𝛿𝑟20

)︀ ∞∑︁
𝑘=2

𝑅**
1−𝑘,𝑘+2,𝑘(𝜔)+

+ 𝑓𝑚2

(︃
1

𝑎
+

∞∑︁
𝑘=2

𝑅***
𝑘+2,1−𝑘,𝑘(𝜔 − 𝜔2)

)︃
. (5)

Здесь 𝑎, 𝑒, 𝜔 – большая полуось, эксцентриситет и аргумент перицентра орби-
ты спутника; 𝑒2, 𝜔2 – эксцентриситет и аргумент перицентра орбиты Луны; а
операторы усреднения 𝑅**

𝑠,𝑚,𝑘(𝜂), 𝑅
***
𝑡,𝑚,𝑘(𝜁) выражаются через гипергеометри-

ческие функции Гаусса и Клаузена.
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Показано, что интегралами усреднённых уравнений в оскулирующих эле-
ментах являются большая полуось орбиты спутника 𝑎 и среднее значение
силовой функции 𝑅***. Для проведения качественного анализа рассмотрен
усечённый ряд (5), в котором используются первые три члена, взятые для грави-
тационного возмущения со стороны Солнца (поскольку 𝑟/𝑟1 ≪ 1) и со стороны
Луны (𝑟2/𝑟 ≪ 1). Используя усеченный ряд были исследованы стационарные
режимы колебаний, их бифуркация в зависимости от коэффициента светового
давления 𝛿 и большой полуоси невозмущённой орбиты спутника 𝑎. Показано,
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Рис. 4 — Бифуркационная диаграмма
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Рис. 5 — Бифуркационная диаграмма
𝑒(𝑎)

что при фиксированном параметре большой полуоси, существует два бифурка-
ционных значения коэффициента светового давления (см. рис. 4). Бифуркации
по 𝑎 также наблюдаются при фиксированном значении 𝛿 (рис. 5).

Построены фазовые портреты колебаний при разных значениях коэффи-
циента светового давления 𝛿, имеющие гораздо более сложный вид, чем в
плоской задаче трех тел (см. рис. 6, 7, 8).

Показано, что существует два типа эволюционирующих орбит: орбиты
либрационного и ротационного типов. Для орбит первого типа оскулирующие
аргумент перицентра и эксцентриситет меняются периодически, но с малыми
амплитудами, орбита близка к траектории, отвечающей стационарной точке и
сохраняющей значения своих невозмущённых кеплеровских элементов во всё
время движения.

Орбиты второго типа имеют непрерывно возрастающий аргумент пери-
центра, и, как следствие, медленное вращение линии апсид оскулирующего
эллипса, на которое накладывается медленное периодическое изменение экс-
центриситета.

Притяжение спутника точкой Луной сильно осложняет проведение рас-
чётов в окрестности эксцентриситета 𝑒 = 1, так как при этом коэффициенты
ряда полученной силовой функции 𝑅*** быстро возрастают по величине при
𝑒 → 1 и ряд расходится. Поэтому, в отличие от плоской ограниченной задачи
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Рис. 6 — Фазовый портрет при
значении 𝛿 = 10−3
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Рис. 7 — Фазовый портрет при
бифуркационном значении 𝛿 = 𝛿

(2)
*

A

B

C

D

E
F

-π -
π

2
0

π

2
π

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ω

e

Рис. 8 — Фазовый портрет при значении 𝛿 = 1.5× 10−3

трёх тел, численный счёт не подтвердил наличие орбит столкновения с Землёй,
для которых эксцентриситет близок к единице.

Описаны дополнительные эффекты, вызванные световым давлением:
смещение ограниченной траектории спутника как целого относительно траек-
тории классической задачи четырёх тел в область, более удалённую от Солнца.

В четвертой главе рассмотрена пространственная ограниченная круго-
вая задача трех тел в нерезонансном случае. Предполагается, что пассивно
гравитирующее тело имеет большую парусность, что делает необходимым
рассмотреть задачу с учетом светового давления. Изучение эволюции орби-
ты спутника проводится на основе схемы Гаусса: исследуются усредненные
уравнения движений в кеплеровом фазовом пространстве, когда в качестве
невозмущенной орбиты берется кеплеровский эллипс с фокусом в основном те-
ле (Солнце), находящийся внутри сферы, радиус которой равен радиусу орбиты
внешней планеты (Юпитера), таким образом исследуется внутренняя задача.
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Показано, что силовая функция задачи в гелиоцентрической системе отсчета
имеет вид:

𝑅 = −𝛿𝑟
2
0

𝑟
+
𝑓𝑚𝐽

𝑟𝐽

∞∑︁
𝑛=2

(︂
𝑟

𝑟𝐽

)︂𝑛

𝑃𝑛(cos 𝛾), (6)

где 𝛿 – коэффициент солнечного давления на спутник; 𝑟0 – константа, среднее
расстояние от Земли до Солнца; 𝑟𝐽 , 𝑚𝐽 – радиус круговой орбиты и масса
Юпитера; 𝑟 – расстояние от центра до спутника; 𝛾 – угол между направлением
на Юпитер и спутник; 𝑃𝑘 – полиномы Лежандра.

Показано, что в результате двукратного усреднения силовой функции за-
дачи световое давление не оказывает влияния на качественные исследования
пассивно гравитирующей точки, вследствие чего была рассмотрена классиче-
ская задача. Известно, что исследование усредненной модели в классическом
случае, когда световым давлением пренебрегают, сталкивается с немалыми
трудностями как при вычислении усредненной силовой функции, так и при
анализе эволюционирующих орбит.

В работе показано, что дважды усредненная силовая функция допускает,
на основе применения формулы Парсеваля, явное аналитическое представление
через гипергеометрические функции Гаусса 𝐹2,1 и обобщенные гипергеомет-
рические функции Клаузена 𝐹 𝑟𝑒𝑔

3,2 , допускающие разложение в сходящиеся
степенные ряды. Выражение для усредненной силовой функции можно раз-
ложить в ряд Фурье по 𝜔:

𝑅** =
𝑓𝑚𝐽

𝑟𝐽

∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝐵2𝑛(𝑒)𝑃2𝑛(0)𝑃2𝑛(cos 𝑖)𝐹2,1

(︂
1

2
,2𝑛; 1;

2𝑒

𝑒− 1

)︂
+

+ (−1)𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝐵2𝑘(𝑒)𝐴
(2𝑘)
2𝑛 (𝑒, cos 𝑖)

)︃
cos 2𝑛𝜔

]︃
. (7)

Здесь

𝐵2𝑛 =
𝑎2𝑛(1 + 𝑒)2𝑛

𝑟2𝑛𝐽
𝑃2𝑛(0),

𝐴(2𝑛)
𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝐹 𝑟𝑒𝑔

3,2

(︁
1
2 ,1,2𝑛; 1−𝑚,1 +𝑚; 2𝑒

𝑒−1

)︁
×

× (2𝑛−𝑚)!

(2𝑛+𝑚)!
𝑃

(𝑚)
2𝑛 (0)𝑃

(𝑚)
2𝑛 (cos 𝑖), 𝑚 ≤ 2𝑛

0, 𝑚 > 2𝑛

𝑖, 𝑎, 𝑒, 𝜔 – наклонение, большая полуось, эксцентриситет и аргумент перицен-
тра орбиты спутника.
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Показано также, что усредненные уравнения движения интегрируются по
Лиувиллю (имеются три независимых первых интеграла в инволюции):

𝑎 = 𝑐0, (1− 𝑒2) cos2 𝑖 = 𝑐1, �̂�(𝑒, 𝜔) = 𝑐2, (8)

где второй из этих интегралов часто называют интегралом Лидова–Козаи, а
силовая функция �̂� = �̂� (𝑒, 𝜔) – результат исключения угла 𝑖.

Редуцированная система уравнений с одной степенью свободы имеет вид:

𝑑𝑒

𝑑𝑡
= −

√
1− 𝑒2

𝑛𝑎2𝑒

𝜕�̂�

𝜕𝜔
,

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=

√
1− 𝑒2

𝑛𝑎2𝑒

𝜕�̂�

𝜕𝑒
. (9)

При фиксированном значении аргумента перицентра 𝜔 = 𝜋/2 были по-
лучены диаграммы равновесия 𝑒(𝑐1) и 𝑒(𝑎/𝑟𝐽) для хилловского, а также для
второго, третьего и четвертого приближений силовой функции. Было уста-
новлено, что в случае третьего и четвертого приближений кривые равновесия
содержат точки бифуркации типа «седло-узел» как по параметру 𝑐1, так и по
параметру 𝑎/𝑟𝐽 (см. рис. 9, 10).

1- c1
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Рис. 9 — Диаграмма равновесий 𝑒(𝑐1)
для третьего приближения.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2

0.4

0.6

0.8

1

a/rJ

e

ω = π/2, c1 = 0.1

Рис. 10 — Диаграмма равновесий
𝑒(𝑎/𝑟𝐽) для третьего приближения.

В плоскости кеплеровских элементов (𝑒,𝜔) были численно построены
фазовые портреты колебаний для хилловского, а также второго, третьего и чет-
вертого приближений силовой функции задачи (см. рис. 11, 12, 13, 14). Фазовые
портреты были построены для значения параметра 𝑐1 = 0.1. Заметим, что то-
пология фазовых портретов для хилловского и второго приближений силовой
функции не зависит от параметра 𝑐1, в то время как фазовые портреты третье-
го и четвертого приближения в зависимости от значения параметра 𝑐1 имеют,
соответственно, два и три топологически различных рисунка.

Анализ фазовых портретов выявил область либрационных 𝐴 и ротаци-
онных 𝐵 движений аргумента перицентра. Также было описано появление
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в области либрационных движений 𝐴 кластера, состоящего из подобластей
либрационных движений линии апсид 𝐶, 𝐷, 𝐸 с соответствующими им стаци-
онарными точками типа «центр» и двумя седловыми точками (см. рис. 13, 14).
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Рис. 11 — Фазовый портрет в
хилловском приближении силовой

функции при 𝑐1 ∈ (0, 1).
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Рис. 12 — Фазовый портрет во втором
приближении силовой функции при

𝑐1 ∈ (0, 1).
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Рис. 13 — Фазовый портрет в третьем
приближении силовой функции при

𝑐1 ∈ (0, 0.195).
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Рис. 14 — Фазовый портрет в
четвертом приближении силовой
функции при 𝑐1 ∈ (0.015, 0.382).
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Основные положения, выносимые на защиту:
1. Получено уравнение конической тени, для тела, движущегося по эл-

липтической орбите в плоскости эклиптики.
2. Получена количественная оценка относительного времени пребывания

ИСЗ, движущегося в плоскости эклиптики, в земной тени в зависимо-
сти от элементов орбиты

3. Описана эволюция высоких орбит в плоской эллиптической задаче
трех тел с учетом светового давления: получена усредненная силовая
функция задачи, построен фазовый портрет колебаний по эксцен-
триситету и аргументу перицентра эволюционирующего эллипса в
зависимости от коэффициента светового давления 𝛿. Получены орбиты
столкновения с Землей. Описан эффект смещения орбит под действи-
ем светового давления в область более удаленную от Солнца.

4. Описана эволюция высоких орбит в плоской эллиптической планетной
задаче четырех тел с учетом светового давления: получена усреднен-
ная силовая функция задачи, найдены бифуркационные параметры,
построены фазовые портреты колебаний по эксцентриситету и ар-
гументу перицентра эволюционирующего эллипса в зависимости от
коэффициента светового давления 𝛿.

5. Получено явное представление для усредненной силовой функции
в виде ряда Фурье, коэффициенты которого выражаются через из-
вестные специальные функции Клаузена. Численно показано, что
этот ряд является расходящимся асимптотическим рядом вдоль кри-
вых неаналитичности. Описана эволюция орбит в пространственной
ограниченной круговой задачи трех тел: найдены бифуркационные па-
раметры, построены фазовые портреты колебаний по эксцентриситету
и аргументу перицентра эволюционирующего эллипса в хилловском, а
также во втором, в третьем и четвертом приближениях.
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