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Введение

Разработка математических моделей и методов принятия решений в сложных

иерархических системах, на функционирование которых оказывают влияние случайные

факторы и к надёжности которых предъявляются высокие требования, является одной

из важнейших задач современной прикладной математики и системного анализа. Труд-

ности, возникающие при моделировании подобных систем, связаны как со сложными от-

ношениями подчинения между моделируемыми субъектами, так и с неопределённостью

моделируемой системы.

В иерархических системах присутствуют несколько лиц, которые принимают ре-

шения последовательно. Такие системы можно разбить на подсистемы, каждая из кото-

рых соответствует уровню принятия решения. Ключевое свойство иерархических систем,

которое необходимо учитывать при моделировании, заключается в структуре принятия

решений. Решение, принимаемое на определённом уровне иерархии, задаёт условия в ко-

торых функционируют уровни, находящиеся ниже. Общая теория иерархических систем

изучается в монографии М.Месаровича, Д.Мако, И.Такахара [67].

Самый простой вариант иерархической системы включает два уровня иерархии.

Лицо, действующее на верхнем уровне иерархии, является лидером, а на нижнем уровне

иерархии действует последователь. Поведение последователя в такой системе может быть

описано с помощью оптимизационной модели, параметры которой зависят от поведе-

ния лидера. Одной из первых моделей такого типа была модель конкурентного рын-

ка Г.фонШтакельберга [202]. При моделировании рынка предполагалось, что две фир-

мы (лидер и последователь) последовательно принимают решения об объёме производ-

ства. В монографии Ш.Демпе, В.Калашникова, Г.А.Перез-Валдеса, Н.Калашниковой

[128] приводится большое количество двухуровневых моделей, связанных с энергетиче-

ским сектором. Двухуровневые иерархические модели экономики рассматривались в ра-

боте Ян Хая, М.Белла [217]. Двухуровневые транспортные модели изучались Х.Абу-

Кандилом и П.Бертраном [90]. Модель проектирования сетей рассматривали П.Маркотте

[169] и И.Констанин, М.Флориан [120]. Модели алюминиевой промышленности приве-

дены в работе М.Г.Николса [174], Модели производства биотоплива рассматривались
7
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в работе Дж.Ф.Барда и соавторов [97]. В работах И.А.Нечаева, С.И.Паламарчука

[77], Н.В.Дресвянской [16] приведены двухуровневые модели взаимодействия игроков на

рынке электроэнергии. Модель формирования механизма государственно-частного парт-

нёрства изучалась в работе С.М.Лавлинского, А.А.Панина, А.В.Плясунова [65]. Ана-

лиз модели конкурентного размещения предприятий проведён В.Л.Бересневым [1] и

В.Л.Бересневым, А.А.Мельниковым [3].

При моделировании сложных систем необходимо учитывать случайности, связан-

ные с их функционированием и внешними факторами. Модели, учитывающие случайные

факторы называются стохастическими. Потери при функционировании такой системы

можно описать функцией, зависящей от случайных факторов. При разработке стохасти-

ческой модели системы необходимо учитывать объём информации, доступной лицу, прини-

мающему решение. Это можно осуществить с помощью двухэтапных моделей. Стратегии

лица, принимающего решение, можно разделить на два вида: не зависящие от случайных

факторов задачи и выбираемые по факту реализации случайных параметров. Поскольку

реализации случайных факторов, как правило, становятся известными в ходе функцио-

нирования системы, первый вид стратегий называют стратегиями первого этапа, а второй

вид стратегий — стратегиями второго этапа. Таким образом, моделируемая система может

быть разбита на две подсистемы, соответствующие этапам принятия решений. При этом

подсистема, соответствующая второму этапа, функционирует в условиях, определяемых

стратегией первого этапа. Моделирование выбора стратегии второго этапа может быть

осуществлено посредством детерминированной оптимизационной модели, параметры ко-

торой задаются стратегией первого этапа и реализациями случайных факторов.

Несмотря на то, что двухэтапные и двухуровневые модели описывают различные

объекты, структуры принятия решений в двухэтапных и двухуровневых моделях анало-

гичны. Это говорит о том, что для их описания может быть использован близкий матема-

тический аппарат. И в том, и в другом случае стратегии нижнего уровня (второго этапа)

являются оптимальными решениями задачи оптимизации. Отличие состоит в том, что в

двухуровневых моделях присутствуют два лица, каждый из которых имеет собственную

цель, а в двухэтапных моделях выбор стратегий первого и второго этапа подчинён общей

цели.

Для описания иерархических систем взаимодействия лидера и последователя, на
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функционирование которых влияют случайные факторы, могут быть использованы моде-

ли, сочетающие свойства двухэтапных и двухуровневых моделей. Данные модели называ-

ются двухуровневыми стохастическими. В зависимости от объёма информации, которым

владеют лидер и последователь, можно предложить несколько вариантов двухуровневых

стохастических моделей. Модель с симметричной информацией обладает тем свойством,

что и лидер, и последователь принимают свои решения, не зная реализации случайных

факторов. В модели с асимметричной информацией случайные факторы становятся из-

вестными после того, как лидер принимает своё решение, но до принятия решения после-

дователем.

При моделировании сложных систем необходимо учитывать требования надёж-

ности. Первым подходом к учёту требований надёжности в стохастических систе-

мах являлись математические модели с вероятностными ограничениями, предложенные

А.Чарнсом, У.У.Купером [111, 112]. В данных моделях качество функционирования си-

стемы задаётся детерминированной функцией, а риски моделируются другой функцией,

которая должна принимать значения из допустимого множества с вероятностью не мень-

ше заданной. Описанный подход применялся для моделирования экономических систем

в работе С.Дж.Гартски [133]. В работе А.Прекопы и Т.Шантая [190] модели с вероятност-

ными ограничениями применялись для решения задачи регулирования уровня воды [190].

Э.Ядоллахи и соавторы [215] включали вероятностные ограничения в модели оптимиза-

ции поставок.

Дальнейшим развитием моделей с вероятностными ограничениями явились модели,

в которых качество функционирования системы определяется квантилью потерь. Подоб-

ные модели были введены в рассмотрение С.А.Катаокой [149]. Затем свойства моделей

с квантильным критерием изучались в работах Э.Райка [82,83]. Функция квантили опре-

деляется как минимальный уровень потерь, непревышение которого гарантируется с за-

данной вероятностью. Другим показателем качества функционирования системы является

функция вероятности, определяемая как вероятность непревышения потерями заданного

уровня. Таким образом, вероятностный и квантильным критерии являются в некоторым

смысле обратными. Аэрокосмические приложения моделей с функциями вероятности и

квантили являются предметом монографии В.В.Малышева, А.И.Кибзуна [66]. Модели

с квантильным и вероятностным критериями применялись для решения задач формирова-
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ния портфеля ценных бумаг в работах Ю.С.Кана и соавторов [5,12,44,46], А.И.Кибзуна,

А.Н.Игнатова [50]. Модель хеджирования опционов европейского типа по квантиль-

ному критерию на неполных рынках анализировалась в цикле статей О.В. Зверева,

В.М.Хаметова [20, 21]. Квантильный критерий применялся в задаче оптимизации пло-

щади взлётно-посадочной полосы в работах А.И.Кибзуна, В.Ю.Курбаковского [53] и

Ю.С.Кана [15]. Модель прокладки трассы с учётом случайной стоимости работ и кван-

тильным критерием изучалась в работе А.И.Кибзуна, О.М.Хромовой [64].

Двухэтапные оптимизационные модели с квантильным критерием широко приме-

няются для моделирования различных систем. Можно отметить работы А.В.Наумова,

А.И.Кибзуна и соавторов [4, 61, 62, 68, 69, 76]. Были решены логистическая задача оп-

тимизации бронируемого фрахта компанией, занимающейся доставкой грузов [4], задача

оптимизации энергоснабжения участка железной дороги [62], задача оптимизации само-

лётного парка авиакомпании [61], задача распределения ресурсов [76], задача оптимизации

бюджета госпиталя [68] и задача оптимизации инвестиционного проекта [69].

Для синтеза оптимальных стратегий в двухуровневых моделях применятся теория

двухуровневой оптимизации. Учёт случайных факторов требует привлечения методов сто-

хастического программирования. Таким образом, для математического моделирования

сложных иерархических систем необходимо применение методов, сочетающих подходы

двухуровневой и стохастической оптимизации.

Теория стохастического программирования освещена в монографиях Дж.Р.Бёржа,

Ф.Луво [103], П.Калля [146], А.Шапиро, Д.Денчевой, А. Рущиньского [198], А.Прекопы

[189], Д.Б.Юдина [88,89]. Задачам стохастического программирования с вероятностными

критериями посвящены монографии А.И.Кибзуна, Ю.С.Кана [51,153].

При оптимизации детерминированной функции при вероятностных ограничениях

возникает так называемая задача стохастического программирования с вероятностными

ограничениями. В простейших случаях задачу с вероятностными ограничениями можно

свести к детерминированному эквиваленту, т. е. записать в виде детерминированной за-

дачи математического программирования. Этот подход развивался в работах А.Чарнса,

У.У.Купера [112] и Г.Саймондза [204]. Для анализа более сложных вероятностных огра-

ничений применяется изучаемая в работах А.Прекопы [185] и Д.Денчевой, А.Прекопы,

А.Рущиньского [129] концепция 𝑝-эффективных точек, представляющих собой многомер-
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ный аналог квантили. В работе [129] с помощью 𝑝-эффективных точек были получены

верхние и нижние оценки целевой функции в задаче стохастического программирова-

ния с вероятностными ограничениями. Алгоритм решения данной задачи, основанный на

использовании 𝑝-эффективных точек, в случае непрерывного распределения предложен

В. ванАккоем и соавторами [210]. Обзор методов решения задач с вероятностными огра-

ничениями, основанных на построении внутренних и внешних аппроксимаций множества

уровня функции вероятности, проведён М.Лейойне, А.Прекопой [161].

Задача оптимизации системы, качество функционирования которой описывается

квантилью потерь, называется задачей стохастического программирования с квантильным

критерием. Основным методом решения задач стохастического программирования с кван-

тильным критерием является обобщённый минимаксный подход, предложенный в рабо-

те А.И.Кибзуна, А.А.Лебедева, В.В.Малышева [54] и названный поздее в монографии

А.И.Кибзуна, Ю.С.Кана [153] доверительным методом. Суть метода состоит в переходе

от исходной вероятностной постановки задачи к минимаксной задаче, в которой внутрен-

ний максимум берётся по реализациям случайных факторов из так называемого дове-

рительного множества, в внешний минимум — по стратегии оптимизации и классу всех

доверительных множеств (т. е. имеющих вероятностную меру не менее заданного уровня

надёжности).

Доверительный метод позволяет получить верхнюю оценку функции квантили, ес-

ли производить оптимизацию не по всем доверительным множествам, а только по неко-

торому их подклассу. Такой подход использовался в работах А.И.Кибзуна, А.В.Наумова

[58] и в работах А.В.Наумова и автора [36,74]. Для получения нижней оценки может быть

использовано понятие 𝛼-ядра вероятностной меры [153]. Трудности, связанные с постро-

ением 𝛼-ядра, были решены в работах Ю.С.Кана, С.Н.Васильевой [9, 10].

Разработка методов решения задач стохастического программирования с веро-

ятностным и квантильным критериями потребовали изучения качественных свойств

непрерывности и выпуклости функций вероятности и квантили. Данным исследовани-

ям посвящены работы Э. Тамма [85], А.Прекопы [186, 187], Ю.С.Кана, А.И.Кибзуна

[43], А.И.Кибзуна, Е.Л.Матвеева [55], А.И.Кибзуна, Е.А.Кузнецова [52], Ю.С.Кана

[45]. Свойства дифференцируемости функций вероятности и квантили изучались

Г.Третьяковым [205], С.Урясьевым [207], Р.Хенрионом [209], Г.X.Пфлюгом [181].
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Для получения точных решений задач стохастического программирования с вероят-

ностным критерием Э.Райком [81], а для задач с квантильным критерием А.И.Кибзуном,

В.Ю.Курбаковским [53], Ю.С.Каном [41,42], А.И.Кибзуном, Е.Л.Матвеевым [56] пред-

ложены алгоритмы, основанные на статистической оценке градиента функций вероятно-

сти и квантили. Аналогичная процедура для задачи с критерием в форме интеграль-

ной квантили была предложена А.И.Кибзуном, А.И. Чернобрововым [63]. К сожалению,

практическая реализация этих алгоритмов является затруднительной в связи с вычисли-

тельной сложностью построения оценок градиентов функций вероятности и квантили.

Метод детерминированного эквивалента, первоначально предложенный для задач

с вероятностными ограничениями, был применён для задач с вероятностным и квантиль-

ным критериями в работе А.И.Кибзуна, Б.В.Вишнякова [11], но класс задач, к которым

он применим, является достаточно узким, в частности метод разработан для монотонных

функций потерь.

Особое место в задачах анализа стохастических систем по квантильному критерию

занимает задача о построении множества начальных позиций системы, обеспечивающих

в конечный момент времени выполнение ограничений с заданной вероятностью. Такое

множество называется [153] доверительным множеством поглощения. Доверительное мно-

жество поглощения в статических стохастических системах можно рассматривать как мно-

жество уровня функции вероятности. Свойства множества уровня тесно связаны со свой-

ствами выпуклости функции вероятности. В частности, при квазивыпуклости функции ве-

роятности множества уровня являются выпуклыми. Условия выпуклости множеств уров-

ня для достаточно больших значений вероятности исследуются в работе В. ванАккоя [208].

Утверждения о свойствах квазивыпуклости функции вероятности, как правило, опирают-

ся на понятия квазивогнутых и логарифмически вогнутых вероятностных мер, изучаемые

в работах А.Прекопы [186,187], К.Борелля [104], В.И.Норкина, Н.В. Роенко [79]. Условия

связности множества уровня функции вероятности получены в работе Р.Хенриона [138],

достоинством которой является отсутствие каких-либо ограничений на распределение слу-

чайных параметров. Множество уровня функции вероятности нетрудно построить в тех

случаях, когда вероятностные ограничения могут быть заменены на детерминированные

с помощью метода детерминированного эквивалента, но, как отмечалось выше, класс та-

ких систем достаточно узкий. В другом частном случае, когда функция потерь предста-
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вима в виде максимума функций, в которые случайные параметры входят аддитивно,

для построения множества уровня функции вероятности может быть применен аппарат

𝑝-эффективных точек [185]. Алгоритм, позволяющий получить множество 𝑝-эффективных

точек дискретного случайного вектора, предложен М.Лейойне, Н.Нойеном [162]. Нетруд-

но проверить, что в случае дискретного распределения с конечным числом реализаций

множество 𝑝-эффективных точек конечно, что позволяет получить детерминированное

описание множества уровня функции вероятности.

Задача оптимизации двухэтапной модели принятия решений называется двух-

этапной задачей стохастического программирования. Линейным двухэтапным задачам

с критерием в форме математического ожидания посвящена монография Калля, Май-

ера [147] и главы в монографиях Дж.Р.Бёржа, Ф.Луво [103], А.Шапиро, Д.Денчевой,

А. Рущиньского [198], где проведён подробный анализ задач данного класса и представ-

лен ряд алгоритмов их решения. Качественные свойства задачи изучались Р.Ветсом

в [212, 214], где описаны свойства выпуклости множества допустимых стратегий и це-

левой функции, описаны подходы к построению эквивалентной детерминированной за-

дачи и приведены различные методы решения задачи. Свойства дифференцируемости

критериальной функции в двухэтапных задачах изучались С.Сеном [196] Алгоритмы

решения двухэтапных задач, основанные на методах декомпозиции и на методе внут-

ренней точки предлагались в работах Дж.Р.Бёржа [101, 102]. Общая постановка двух-

этапной задачи с критерием в форме математического ожидания изучалась в работах

К.Фройендорфера [132], А.А.Кулкарни, У.В.Шанбхага [160].

Двухэтапные задачи с вероятностными критериями менее изучены, чем с крите-

рием в форме математического ожидания. Однако, линейный случай данных задач все-

сторонне исследован в работах А.В.Наумова, результаты которых изложены в диссерта-

ции [70]. Двухэтапная линейная задача с квантильным критерием была сформулирована

в работе А.И.Кибзуна, А.В.Наумова [57], где были предложены методы поиска верх-

ней оценки критериальной функции задачи. Двухэтапная задача с линейной функцией

потерь и с критерием в форме интегральной квантили изучалась Р.Шульцем, С. Тиде-

манном [200], исследовавшими свойства задачи и предложившими алгоритм её решения.

Двухэтапные задачи с квантильным критерием в случае дискретного распределения слу-

чайных параметров изучались в работе В.И.Норкина, А.И.Кибзуна, А.В.Наумова [78],
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где предложен подход к их сведе́нию к детерминированным задачам смешанного целочис-

ленного программирования. Ранее подобные методы были предложены для задач стоха-

стического программирования с вероятностными ограничениями в работах С.Сена [195],

А. Рущиньского [192], Й.Людтке, С.Ахмеда, Г.Л.Немхаузера [168], А.Саксены, В. Гойяла,

М.А.Лежена [194]. Вычислительные аспекты оптимизации оценки функции квантили изу-

чались К.Павликовым и соавторами [158]. Подход, основанный на сведении двухэтапной

задачи с квантильным критерием к задаче стохастического программирования с квантиль-

ным критерием и полиэдральной функцией потерь разработан в работе А.В.Наумова и

автора [71].

Традиционно рассматриваются двухэтапные задачи в априорной постановке. Это

значит, что при принятии решения на первом этапе учитывается минимальное значение

целевой функции второго этапа как функции стратегии первого этапа. Также могут быть

рассмотрены двухэтапные задачи стохастического программирования в апостериорной по-

становке, когда стратегией второго этапа является функция реализации случайных па-

раметров задачи. Условия эквивалентности априорной и апостериорной постановок двух-

этапной задачи с критерием в форме математического ожидания приведены в монографии

А.Шапиро, Д.Денчевой, А. Рущиньского [198], А.И.Кибзуном, А.В.Наумовым [57] дока-

зана эквивалентость данных постановок для линейной задачи с квантильным критерием.

Задачам оптимизации двухуровневых моделей посвящены монографии

Дж.Ф.Барда [94], Ш.Демпе [125], Ш.Демпе, В.Калашникова, Г.А.Перез-Валдеса

Н.Калашниковой [128] и обзоры Ш.Демпе [122–124], Л.Н.Висенто, П.Каламая [211]

и Б.Колсона, П.Маркотте, Ж.Савара [118, 119]. Различают две постановки двухуров-

невых задач: оптимистическую и пессимистическую. Различие между ними связаны

с учётом ситуации, когда последователь имеет несколько оптимальных стратегий по-

ведения. В оптимистической постановке предполагается, что последователь выбирает

лучшую для лидера стратегию, а в пессимистической — худшую для лидера. Бо́льшая

часть работ по двухуровневой оптимизации посвящена оптимистической постановке.

Выделяют несколько методов решения двухуровневых задач. Один из методов заклю-

чается в использовании необходимых и достаточных условий оптимальности стратегии

последователя, позволяющих заменить внутреннюю задачу оптимизации на систему до-

полнительных ограничений. После чего для задачи могут быть использованы алгоритмы



—15—

целочисленной оптимизации. Данный подход развивался в работах Ф.А.Аль-Хайяля,

Р.Хорста, П.М.Пардалоса [91], Дж.Барда, Дж.Мура [96], Дж.Барда, Дж.Фалька [95],

Х.Фортуни-Амата, Б.Маккарла [130], Т.Эдмундса, Дж.Барда [131]. С другой стороны,

для оптимизации при наличии дополнительных ограничений могут быть использованы

методы штрафных функций, описание которых для задач двухуровневой оптимизации

приведены в работах В.Ф.Демьянова, Ф.Факкинея [14], Ё Исидзуки, Э.Айёси [145],

А.С.Стрекаловского, А.В.Орлова, А.В.Малышева [203], и методы невыпуклой оптими-

зации, изложенные в работах А.С.Стрекаловского, А.В.Орлова, А.В.Малышева [84,203],

Т. В. Груздевой, Е. Г.Петровой [13]. Подход, основанный на использовании функции оп-

тимального решения задачи нижнего уровня для задания дополнительного ограничения

в эквивалентной задаче, в работе Ш.Демпе, С.Франке [126].

В. Биалас, М.Карван [100] и У.Кандлер, Р.Таунсли [110] доказали, что реше-

ние линейной двухуровневой задачи достигается в вершине многогранного множества.

Этот факт использовался для построения переборных алгоритмов решения двухуровне-

вых задач, предложенных У. Кэндлером, Р.Таунслеем [110], Хоанг Туем, А.Мигдаласом,

П.Вербрантом [206].

Двухуровневые задачи, учитывающие различные неопределённости, исследуются

в небольшом числе работ. Одними из первых таких работ были труды М.Патрикссона

и Л.Винтер [179] и С.Кристиансена, М.Патрикссона и Л.Винтер [116], где изуча-

лась двухуровневая задача стохастического программирования с критерием в форме

математического ожидания. В указанных работах описаны необходимые и достаточ-

ные условия оптимальности решения, на основе которых предложен алгоритм реше-

ния задачи. Наряду со стохастическими задачами двухуровневой оптимизации в ра-

ботах А.Будницкого [106] и Х.Катагири и соавторов [148] рассматриваются задачи

с нечёткими факторами. Возможность описания стохастических иерархических систем

с помощью двухуровневой оптимизации привела к появлению ряда прикладных работ,

в том числе работы А.С.Вернера [213], посвящённой задачам телекоммуникации, работы

С.М.Ализадеха, П.Маркотте, Г. Савара [92] об оптимизации транспортных систем, рабо-

ты Р.М.Ковачевича, Г.X.Пфлюга [159] о ценообразовании на рынке опционов, работы

Н.Ян о модели поставок продукции [216]. Двухуровневая задача с критерием в форме ма-

тематического ожидания, дискретными переменными верхнего уровня и непрерывными
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переменными нижнего уровня решалась И.Яникоглу, Д.Куном [218]. В [159] также пред-

лагается общая постановка задачи стохастической двухуровневой оптимизации, однако

её решение было найдено только для задачи с критерием в форме интегральной кванти-

ли. Представляет интерес работа Ш.Козух и соавторов [157], в которой изучается двух-

уровневая задача с вероятностным ограничением типа рюкзака. В работах Й. Буртшайдт,

М.Клауса, Ш.Демпе [107] и Й. Бутшайдт, М.Клауса [108] изучаются стохастические двух-

уровневые задачи с произвольными когерентными мерами риска, для которых получен

ряд условий, обеспечивающих непрерывность и устойчивость задачи. Специальный слу-

чай стохастической двухуровневой задачи, в которой переменные последователя бинар-

ны, рассматривался О.Й.Озалтыном, О.А.Прокопьевым и А.Й.Шефером [177], где был

предложен метод ветвей и границ для решения данной задачи. Чэн Лу, Вань Чжунпин,

Ван Гуанминь [115] изучали двухуровневую задачу с критерием в форме интегральной

квантили. Вероятностный критерий для задачи стохастического двухуровневого програм-

мирования использовался М.Сакавой, Х.Катагири, Т.Мацуи [193]. Частный случай двух-

уровневой задачи с квантильным критерием рассматривался в работе А.Чена, Ч.Кима,

Чжун Чжоу, П.Чутинана [113] для моделирования проектирования сетей на заданном

уровне надёжности. Для решения задачи был предложен генетический алгоритм. Линей-

ный случай стохастической двухуровневой задачи изучался в диссертации автора [27].

Для двухуровневой стохастической задачи размещения предприятий, предложенной в ра-

боте автора [34], эффективные методы решения были разработаны В.Л.Бересневым и

А.А.Мельниковым [99,170].

В связи с развитием методологии решения задач стохастического программирова-

ния с дискретным распределением случайных параметров и в связи с отсутствием универ-

сальных эффективных алгоритмов решения задач с непрерывным распределением, стано-

вятся актуальными методы дискретизации вероятностной меры в данных задачах. Можно

выделить два основных подхода к дискретизации. Первый подход основан на построе-

нии детерминированных аппроксимаций вероятностной меры с помощью приближённого

вычисления интегралов. Этот подход развивался в работах Р.Леппа [163, 164] для ма-

тематического ожидания, в работе [165] — для задач с вероятностными ограничениями,

в [166] — для функции квантили. В работе А.И.Кибзуна, Р.Леппа [154] данная методи-

ка применялась для решения задачи формирования портфеля ценных бумаг. В работах
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Т.Пеннанена [183,184], К.Койрат, К.Хесса, Р.Сери [117] проведён анализ сходимостей раз-

личных аппроксимаций функции математического ожидания, в том числе построенных на

приближённом вычислении интегралов. В работе Г.Пфлюга [180] описана процедура по-

строения аппроксимации математического ожидания в многоэтапной задаче с критерием

в форме математического ожидания.

Другой подход к дискретизации вероятностной меры основан на построении вы-

борочных оценок. Достоинством данного подхода является тот факт, что для построе-

ния выборочной аппроксимации не нужно знать истинное распределение случайных па-

раметров. Достаточно иметь статистические данные или возможность наблюдать реализа-

ции случайных факторов. Сходимость данного способа построения аппроксимации зада-

чи стохастического программирования с критерием в форме математического ожидания

исследована в работе Ц.Артштайна, Р.Ветса [93], где для анализа данной задачи при-

менён аппарат эписходимостей [191]. Доказана эписходимость выборочных оценок функ-

ции математического ожидания при достаточно слабых предположениях о структуре це-

левой функции потерь. При определённых предположениях эписходимость гарантирует

сходимость аппроксимации задачи минимизации как по значению критериальной функ-

ции, так и по стратегии оптимизации. Для двухэтапной задачи с критерием в форме

математического ожидания метод выборочных аппроксимаций изучался в работе Р.Чена,

Й.Людтке [114]. Для задачи с вероятностными ограничениями, которая может быть све-

дена к задаче стохастического программирования с квантильным критерием, сходимость

аналогичных аппроксимаций исследована в работах А.Шапиро [178, 198]. Допустимость

в задаче стохастического программирования решений аппроксимирующей задачи изуча-

лась в работе М.К.Кампи, С. Гаратти [109]. В работе Дж.Хигле, С.Сена [139] метод вы-

борочных аппроксимаций применяется совместно с декомпозиционными алгоритмами для

двухэтапных линейных задач с критерием в форме математического ожидания. Гладкие

выборочные аппроксимации задач с вероятностными ограничениями строились А.Пеня-

Ордьерес и соавторами [182]. Модификация метода выборочной аппроксимации, мини-

мизирующая дисперсию выборочной оценки, предложена Х.Баррерой и соавторами [98].

В случае, если в задаче с вероятностными ограничениями уровень надёжности близок

к единице, то при выборочной аппроксимации можно считать, что для всех реализаций

случайной величины ограничения выполнены. Такой подход обоснован А.Немировским,
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А.Шапиро [173]. Численная процедура максимизации выборочной функции вероятности

предложена О.В.Хамисовым [150].

Для применения метода выборочных аппроксимаций необходимо оценивать точ-

ность получаемого решения. Основой для построения таких оценок является равномерный

закон больших чисел, полученный В.Н.Вапником, А.Я.Червоненкисом [6, 7]. В работах

А.Шапиро и соавторов [156,197,198] получены оценки необходимого объёма выборки для

аппроксимации задачи оптимизации функции математического ожидания в случае конеч-

ного множества допустимых стратегий. Данный результат был распространён на случай

липшицевых функций математического ожидания в [197]. Для получения данных резуль-

татов используется теория экспоненциальных оценок больших уклонений. Доверитель-

ные интервалы оптимального значения критериальной функции строились В. Гигесом,

А.Юдицким, А.Немировским [136]. В работае Й.Людтке, С.Ахмеда [167] проведено ис-

следование скорости сходимости для задач стохастического программирования с веро-

ятностными ограничениями. Установлена скорость сходимости значений критериальных

функций и определён объём выборки, при котором оптимальное решение аппроксимиру-

ющей задачи является допустимым решением исходной задачи.

Проведённый анализ показывает, что, несмотря на наличие работ, в которых для

моделирования конкретных иерархических систем в различных областях используется

подход, основанный на двухуровневой и стохастической оптимизации, общие методы моде-

лирования и исследования стохастических иерархических систем принятия решений раз-

виты недостаточно. Практически отсутствуют эффективные универсальные алгоритмы

синтеза оптимальных стратегий в стохастических моделях с вероятностным и квантиль-

ным критериями и непрерывным распределением случайных параметров. Требует обос-

нования метод выборочной дискретизации стохастических иерархических моделей при-

нятия решений с вероятностными критериями. Требуется разработка численных методов

и алгоритмов синтеза оптимальных стратегий в данных системах. Таким образом, ак-

туальность работы связана с необходимостью развития общих методов моделирования

принятия решений в стохастических иерархических системах и численных методов их

анализа.

Объектом исследования являются математические модели принятия решений

в иерархических стохастических системах с вероятностным и квантильным критериями.
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Предметом исследования являются выборочные методы дискретизации вероят-

ностной меры в иерархических моделях с вероятностным и квантильным критериями и

численные методы синтеза оптимальных стратегий в этих моделях.

Целью работы является разработка методов математического моделирования

иерархических стохастических систем с учётом ограничений на вероятностные характе-

ристики, а также разработка численных методов и комплекса программ для синтеза оп-

тимальных стратегий в данных моделях.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:

1) предложить подход к моделированию систем, учитывающий сложную структуру

принятия решений и высокие требования, предъявляемыми к их надёжности их функци-

онирования;

2) исследовать качественные свойства математических моделей, получаемых с по-

мощью разработанного подхода;

3) разработать математические модели принятия решения для ряда экономических

и технических систем;

4) разработать процедуры выборочной дискретизации вероятностной меры в изу-

чаемых моделях;

5) разработать численные методы синтеза оптимальных стратегий в стохастических

моделях с вероятностным и квантильным критериями;

6) доказать сходимость предлагаемых численных методов синтеза оптимальных

стратегий;

7) разработать алгоритмы решения одноэтапных, двухэтапных и двухуровневых

задач стохастического программирования;

8) реализовать предложенные алгоритмы в рамках программного комплекса, пред-

назначенного для синтеза оптимальных стратегий в задачах стохастического программи-

рования с вероятностным и квантильным критериями;

9) для ряда математических моделей конкретных экономических и технических си-

стем, в том числе в области авиационной и ракетно-космической техники, провести чис-

ленные вычисления и проанализировать их результаты.

Методы исследования. Для решения поставленных задач использовались ме-

тоды математического моделирования, системного анализа, теории вероятностей, мате-
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матической статистики, теории оптимизации (в частности, стохастической и двухуров-

невой оптимизации, линейного и нелинейного программирования), теории нормальных

интегрантов, объектно-ориентированного программирования, метаэвристические методы.

Достоверность результатов обеспечивается корректным использованием мето-

дов математического моделирования, системного анализа, проведёнными доказательства-

ми утверждений, подтверждением теоретических результатов численными эксперимента-

ми.

Научная новизна.

1) Разработан общий подход к моделированию стохастических иерархических си-

стем с учётом вероятностных критериев, с помощью разработанного подхода предложен

ряд стохастических моделей сложных экономических систем, в том числе модель плани-

рования производства, модель распределения инвестиций в энергосберегающие проекты,

модель определения налоговой ставки, модель размещения предприятий.

2) Доказан ряд теорем о свойствах критериальных функций в двухэтапных и двух-

уровневых задачах стохастического программирования с вероятностными критериями и

об эквивалентных задачах оптимизации.

3) Для ряда одноэтапных, двухэтапных и двухуровневых моделей разработан метод

их выборочной дискретизации, доказаны теоремы о достаточных условиях сходимостей

построенных аппроксимаций, построены оценки достаточного объёма выборки.

4) Предложены численные методы и алгоритмы решения ряда задач стохастиче-

ского программирования, в том числе для задачи с функцией потерь, имеющей сепара-

бельную структуру, и квантильным критерием, для одноэтапных линейных и двухэтапных

билинейных задач стохастического программирования с квантильным критерием.

5) Предложены детерминированный и выборочный методы построения внутренних

аппроксимаций доверительного множества поглощения в задачах анализа стохастических

систем, эффективность которых продемонстрирована на задаче прогнозирования скорости

ветра в районе аэродрома.

6) Разработан и для решения ряда задач, в том числе для задачи оптимизации

площади взлётно-посадочной полосы, применён комплекс программ, реализующих пред-

ложенные в диссертации выборочные методы решения задач стохастического программи-

рования с квантильным критерием.
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Теоретическая значимость полученных результатов заключается в развитии ме-

тодологии построения математических моделей иерархических стохастических систем,

в разработке и обосновании выборочных методов дискретизации стохастических иерар-

хических моделей с вероятностными критериями качества, в разработке численных мето-

дов и алгоритмов решения нескольких классов задач стохастического программирования

с вероятностным и квантильным критериями.

Практическая значимость результатов работы связана с возможностью приме-

нения разработанных методов для математического моделирования экономических и тех-

нических систем. С помощью предложенных методов решены задача оптимизации площа-

ди взлётно-посадочной полосы и задача прогнозирования скорости ветра в районе аэро-

дрома. Разработан ряд моделей конкретных систем, включая модель планирования про-

изводства, модель распределения инвестиций в энергосберегающие проекты, модель опре-

деления налоговой ставки и модель размещения предприятий. Разработанный комплекс

программ позволяет синтезировать оптимальные стратегии в разработанных математиче-

ских моделях с учётом характеристик моделируемых систем и на основе статистических

данных об их функционировании в прошлом.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. В диссерта-

ции разрабатываются методы построения математических моделей сложных систем, ис-

следуются качественные свойства математических моделей, разрабатываются, обосновы-

ваются и реализуются в виде комплексов программ численные методы синтеза оптималь-

ных стратегий, на основе предложенных подходов к моделированию с использованием

вычислительных экспериментов проводится комплексное исследование проблемы приня-

тия решения в сложных системах, что соответствует следующим областям исследования

специальности 05.13.18:

1. Разработка новых математических методов моделирования объектов и явлений.

2. Развитие качественных и приближенных аналитических методов исследования

математических моделей.

3. Разработка, обоснование и тестирование эффективных вычислительных методов

с применением современных компьютерных технологий.

4. Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде комплексов

проблемно-ориентированных программ для проведения вычислительного эксперимента.
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5. Комплексные исследования научных и технических проблем с применением со-

временной технологии математического моделирования и вычислительного эксперимента.

Кроме того, в диссертации на основе предложенных математических моделей фор-

мулируются и исследуются задачи оптимизации, разрабатываются алгоритмы и методы

их решения, что соответствует областям исследования специальности 05.13.01:

1. Теоретические основы и методы системного анализа, оптимизации, управления,

принятия решений и обработки информации.

2. Формализация и постановка задач системного анализа, оптимизации, управле-

ния, принятия решений и обработки информации.

4. Разработка методов и алгоритмов решения задач системного анализа, оптимиза-

ции, управления, принятия решений и обработки информации.

5. Разработка специального математического и алгоритмического обеспечения си-

стем анализа, оптимизации, управления, принятия решений и обработки информации.

Личный вклад. Все результаты диссертации получены лично автором. Из резуль-

татов, опубликованных в соавторстве, в диссертацию включен только материал, вклад

соискателя в который был определяющим.

Структура и объём диссертации. Диссертация содержит введение, пять глав,

заключение и список используемой литературы. Работа состоит из 255 страниц, включая

16 рисунков, 13 таблиц и список литературы, содержащий 218 наименований.

Содержание диссертации

Во введении дано обоснование актуальности выбранной автором темы диссерта-

ции, сформулирована цель работы, аргументирована её научная новизна и практическая

ценность, сформулированы результаты, представляемые диссертантом к защите, а также

в сжатом виде изложено содержание глав диссертации.

В первой главе приводится описание построения математических моделей слож-

ных систем, к функционированию которых предъявляются высокие требования. Приво-

дится пять классов моделей сложных систем. В разделе 1.1 рассмотрена двухэтапная

модель принятия решения. Она описывает ситуацию, когда система подразумевает воз-

можность наблюдения реализаций случайных параметров в ходе её функционирования,

при этом по факту реализации имеется возможность принять дополнительное решение.

В двухэтапной модели потери, связанные с функционированием системы определяются



—23—

как минимальное значение функции потерь второго этапа при фиксированных реализа-

циях случайных параметров. Приводится два способа описания качества функционирова-

ния системы: посредством функции вероятности и посредством функции квантили. При

оптимизации системы функция вероятности максимизируется, а функция квантили ми-

нимизируется, что приводит к двухэтапным задачам стохастического программирования

с вероятностным и квантильным критериями. Для данной модели приводятся достаточ-

ные условия измеримости функции потерь и полунепрерывности функций вероятности

и квантили. Доказывается эквивалентность поставленных двухэтапных задач двухэтап-

ным задачам в априорной постановке, в которых стратегия второго этапа определятся

как измеримая функция случайных параметров. Для двухэтапных задач с квантильным

критерием приводится обоснование доверительного метода, заключающегося в переходе

к эквивалентной минимаксной задаче.

В разделе 1.2 рассмотрены линейные двухэтапные модели, которые строятся на

основе общей двухэтапной модели, но функции, описывающие потери и ограничения, яв-

ляются линейными. Первой рассмотрена модель планирования производства. Для этой

модели доказана эквивалентность априорной и апостериорной постановок и описан дове-

рительный метод. Второй приводится модель оценивания эффективности энергосберега-

ющих проектов с целью выбора проектов для реализации.

В разделе 1.3 формулируется двухуровневая модель с асиметричной информаци-

ей. В этой модели имеется два уровня иерархии, при этом на нижнем уровне принятия

решений известны реализации случайных факторов, а на верхнем уровне есть только ин-

формация об их распределении. На базе этой модели строятся две модели. Первая модель

предназначена для описания взаимодействия производителя продукции, находящегося на

верхнем уровне иерархии, и поставщика ресурсов на нижнем уровне. Вторая модель явля-

ется развитием модели оценивания эффективности энергосберегающих проектов, в кото-

рой на верхнем уровне действует инвестор проектов, а на нижнем уровне — их непосред-

ственный исполнитель. Изучается специальный случай двухуровневой модели, в которой

случайными являются только коэффициенты линейной функции потерь нижнего уровня.

Для данной модели доказаны теоремы о полунепрерывности целевой функции и функции

вероятности. Приводится модель определения налоговой ставки, в которой на верхнем

уровне иерархии выступает государство, а на нижнем — производитель.
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В разделе 1.4 формулируется двухуровневая модель с симметричной информаци-

ей. В этом модели информация о реализациях случайных факторов не известна ни на

одном из уровней иерархии. Показано, что в скалярном случае задача может быть сведе-

на к детерминированному эквиваленту, а в случае гауссовского распределения вычисление

функции потерь нижнего уровня сводится к решению параметрического семейства задач

квадратичного программирования. Приводится модель инвестирования производства, по-

строенная на базе двухуровневой модели с симметричной информацией.

В разделе 1.5 формулируется двухуровневая модель конкурентного размещения

предприятия. Модель сформулирована на базе двухуровневой задачи стохастического про-

граммирования с дискретными переменными оптимизации. В сформулированной модели

присутствуют два игрока (лидер и последователь), последовательно размещающие свои

предприятия с целью получения дохода от потребителей. Приведены две разновидности

модели: с асимметричной информаций и с симметричной информацией о спросе потреби-

телей.

Во второй главе описывается и обосновывается процедура дискретизации вероят-

ностной меры в изучаемых моделях. В разделе 2.1 рассмотрен общий подход к дискретиза-

ции вероятностной меры. Случайные величины, участвующие в модели, приближаются по-

следовательностью случайных величин, сходящейся по распределению. Для специальных

классов задач стохастического программирования доказывается сходимость получаемой

при проведении данной аппроксимации последовательности решений. Рассматриваются

модели с симметричным распределением и с монотонными функциями потерь.

В разделе 2.2 строятся выборочные аппроксимации одноэтапных, двухэтапных и

двухуровневых задач стохастического программирования с вероятностным и квантиль-

ным критериями. Доказывается гипосходимость выборочных функций вероятности, след-

ствием которой является сходимость приближённых решений как по стратегии оптими-

зации, так и значению критериальной функции. Для задачи квантильной оптимизации

доказывается теорема о достаточных условиях сходимости её приближённых решений,

получаемых на основе выборочных аппроксимаций. Полученные результаты уточняются

для линейной двухэтапной задачи с квантильным критерием и для линейной двухуров-

невой задачи с квантильным критерием. Показано, что достаточные условия сходимости

аппроксимаций двухуровневой задачи выполнены для почти всех уровней надёжности.
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В разделе 2.3 оценивается объём выборки, при которой решение аппроксимирующей

задачи, полученное на основе выборки, является эпсилон-оптимальным решением исход-

ной задачи с заданной вероятностью. Получены оценки для случая вероятностного крите-

рия и конечного множества допустимых стратегий, для случая вероятностного критерия,

липшицевой функции вероятности и ограниченного множества допустимых стратегий, для

случая квантильного критерия и конечного множества допустимых стратегий.

В третьей главе разрабатываются численные методы синтеза оптимальных стра-

тегий в стохастических моделях с вероятностными критериями. В разделе 3.1 описыва-

ется метод сведения двухэтапной линейной задачи стохастического программирования с

вероятностным и квантильным критериями к эквивалентным смешанным целочисленным

линейным задачам. Доказываются теоремы об их эквивалентности.

В разделе 3.2 метод, аналогичный методу из раздела 3.1, разрабатывается для двух-

уровневых задач с квантильным критерием. Доказываются теоремы о свойствах множеств

допустимых стратегий и о существовании решения задачи.

В разделе 3.3 стохастическая двухуровневая задача размещения предприятия сво-

дится к эквивалентной двухуровневой дискретной детерминированной задаче. Разрабаты-

ваются методы построения верхних и нижних оценок оптимального значения её критери-

альной функции. Описывается алгоритм поиска локально-оптимального решения. Приво-

дятся результаты численных экспериментов.

В разделе 3.4 разрабатывается приближённый численный метод решения задачи

стохастического программирования с квантильным критерием и функцией потерь, име-

ющей сепарабельную структуру. На основе доверительного метода получаются верхние

и нижние оценки функции квантили. Затем для оптимизации их значений применяется

дискретизация вероятностной меры. Численный метод состоит из двух этапов. На первом

этапе строится начальное приближение с помощью оптимизации на доверительном мно-

жестве в виде шара. На втором этапе полученное решение улучшается с помощью метода

поиска с чередующимися окрестностями.

В разделе 3.5 на основе разработанного численного метода предлагается алгоритм

решения одноэтапной задачи стохастического линейного программирования с квантиль-

ным критерием. Выборочная аппроксимация задачи сводится к эквивалентной задаче ком-

бинаторной оптимизации, решаемой с помощью предложенного численного метода. Алго-
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ритм решения задачи основан на постепенном увеличении объёма выборки, используемой

для аппроксимации задачи.

В разделе 3.6 разработанный численный метод применятся для построения алго-

ритма решения двухэтапной задачи стохастического программирования с квантильным

критерием и билинейной функцией потерь. Разработанный алгоритм сходен с алгорит-

мом из раздела 3.5, но использует другую структуру окрестностей решений.

В четвёртой главе разрабатываются методы построения доверительных мно-

жеств поглощения в стохастических системах. Задача построения множества поглощения

аналогична задаче построения множества уровня функции вероятности. В разделе 4.1

приводятся два метода решения этой задачи. Первый метод основан на построении внут-

ренних аппроксимаций множества поглощения с помощью доверительного метода. Пред-

лагаются способы выбора доверительных множеств, позволяющие получить приемлемую

внутреннюю аппроксимацию множества поглощения. Второй метод основан на выбороч-

ных оценках функции вероятности. Приводятся оценки объёма выборки, достаточного для

построения множества поглощения. Рассматривается пример построения доверительного

множества поглощения в двухэтапной модели планирования производства.

В разделе 4.2 на основе предложенных методов строится множество допустимых

значений скорости ветра в районе аэродрома. Уточняются способы выбора доверитель-

ных множеств для построения множества поглощения. Приводятся результаты численных

экспериментов.

В пятой главе приводится описание разработанного комплекса программ, реали-

зующих выборочные методы решения задач стохастического программирования, и резуль-

таты его применения для решения задач, поставленных в работе.

Раздел 5.1 посвящён архитектуре программного комплекса. Комплекс состоит из

модулей решения одноэтапной линейной задачи, решения двухэтапной билинейной зада-

чи, решения двухуровневой задачи стохастического программирования и решения задачи

распределения инвестиций. В разделе 5.2 приводятся результаты решения одноэтапных

задач стохастического программирования с квантильным критерием, в том числе задач

большой размерности. В разделе 5.3 описаны результаты решения двухэтапной задачи

стохастического программирования с квантильным критерием. В разделе 5.4 с помощью

разработанного комплекса программ решается задача выбора энергосберегающих проек-
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тов. В разделе 5.5 решена двухуровневая задача планирования производства. В разделе

5.6 приведены и проанализированы результаты решения задачи определения налоговой

ставки.

В разделе 5.7 решается задача оптимизации параметров взлётно-посадочной по-

лосы. Приводится постановка задачи, которая сводится к задаче минимизации функции

квантили. Приводится алгоритм её решения, реализованный в программном комплексе, и

результаты численных экспериментов.

В заключении подводятся итоги работы, описываются перспективы дальнейших

исследований.

На защиту выносятся следующие положения:

1) подход к построению математических моделей стохастических иерархических си-

стем с учётом вероятностных критериев [22,23,30,31,33,34,37,38,72,73,127,142];

2) доказательство сходимости решений выборочных аппроксимаций одноэтапных,

двухэтапных и двухуровневых задач стохастического программирования с вероятност-

ным и квантильным критериями и оценки достаточного объёма выборки для построения

аппроксимаций [18,23–25,28,29,143,144];

3) численные методы решения одноэтапных, двухэтапных и двухуровневых задач

стохастического программирования с вероятностным и квантильным критериями [24, 28,

34,35,37,127,141,152];

4) алгоритмы решения одноэтапных и двухэтапных задач стохастического програм-

мирования с квантильным критерием [32,80,140];

5) численные методы построения аппроксимаций доверительного множества погло-

щения в стохастических системах [39,48];

6) комплекс программ, реализующий разработанные численные методы и алгорит-

мы синтеза стратегий в стохастических системах [26,49,75].

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуждались сле-

дующих научных семинарах и конференциях

1) научные семинары кафедры теории вероятностей Московского авиационного ин-

ститута (под рук. проф. Кибзуна А.И.);

2) Общемосковский постоянный научный семинар «Теория автоматического управ-

ления и оптимизации» (под рук. проф. Поляка Б.Т., 3 декабря 2019 г.);
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3) Европейская мини-конференция «EURO Mini Conference on Stochastic

Programming and Energy Applications» (Франция, Париж, 2014);

4) Первый международный симпозиум «1st International Workshop on Bi-level

Programming (IWOBIP’16)» (Мексика, Монтеррей, 2016 г.);

5) Вторая европейская конференция по стохастической оптимизации «2nd European

Conference on Stochastic Optimization. Stochastic Optimization in Service Science.» (Италия,

Рим, 2017 г.);

6) Международная конференция «Дискретная оптимизация и исследование опера-

ций» (Новосибирск, 2013 г.);

7) Вторая научно-техническая конференция «Интеллектуальные системы управле-

ния на железнодорожном транспорте» (Москва, 2013 г.).

8) XVI и XVII Байкальские международные школы-семинары «Методы оптимиза-

ции и их приложения». (Иркутск, 2014, 2017 гг.);

9) XV Всероссийская конференция «Математическое программирование и прило-

жения» (Екатеринбург, 2015 г.);

10) XX Международная научная конференция «Системный анализ, управление и

навигация» (Евпатория, 2015 г.);

11) Международная конференция «Дискретная оптимизация и исследование опе-

раций (DOOR-2016)» (Владивосток, 2016 г.);

12) XVI–XVIII Международные конференции «Авиация и космонавтика». (Москва,

2017–2019 гг.);

13) VII Международная конференция «Проблемы оптимизации и их приложения

(OPTA-2018)» (Омск, 2018 г.);

14) Международная конференция «Теория математической оптимизации и иссле-

дование операций (MOTOR-2019)» (Екатеринбург, 2019 г.).

Работа поддержана грантами РФФИ 13-07-13100-офи_м_РЖД, 14-07-00006-а, 17-

07-00203-а, 19-07-00436-а, 20-37-70022-Стабильность, грантом РНФ 15-11-10009.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 28 научных ра-

ботах, из которых 6 работ [127,140–142,144,152] в иностранных изданиях, индексируемых

в системах цитирования Web of Science или Scopus, 9 работ [22, 23, 28, 29, 31–34, 48] в рос-

сийских изданиях, индексируемых в системах цитирования Web of Science или Scopus,
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2 работы [37, 75] в изданиях, включённых в перечень ВАК, 11 работ [18, 24, 25, 30, 35, 38,

39, 72, 73, 80, 143] в других научных изданиях и материалах конференций. Получено два

государственных свидетельства о регистрации программ для ЭВМ [26,49].



Глава 1. Построение и исследование свойств двухэтапных и

двухуровневых моделей принятия решений

Целью данной главы является построение и исследование моделей, описывающих

принятие решений в сложных системах, на функционирование которых оказывают вли-

яние случайные факторы. Описываются процедуры построения моделей, основанных на

двухэтапных и двухуровневых задачах стохастического программирования с вероятност-

ными и квантильными критериями.

В том случае, когда в системе имеется один субъект, которому информация о ре-

ализациях случайных факторах становится известна после момента первоначального ре-

шения, корректируемого после возникновения данной информации, для описания систе-

мы может быть использован аппарат двухэтапных задач стохастического программиро-

вания. Общая постановка двухэтапной модели принятия решений и её свойства описаны

в разделе 1.1. В разделе 1.2 на основе этой постановки приводятся модели конкретных

экономических систем. Моделирование иерархического взаимодействия двух субъектов

(лидера и последователя) осуществляется с помощью двухуровневых моделей. В зави-

симости от осведомлённости субъектов о реализациях случайных факторов разделяют

модели с симметричной и с асиметричной информацией. В разделе 1.3 формулируется

общая двухуровневая модель с асимметричной информацией, описывается её применение

для моделирования иерархических систем, а также изучается важный частный случай

модели, когда случайность влияет только на целевую функцию последователя. В разделе

1.4 исследуется двухуровневая модель с симметричной информацией, на основе которой

формулируется модель определения налоговой ставки. В разделе 1.5 строятся дискрет-

ные двухуровневые модели размещения предприятий с асимметричной и симметричной

информацией.

1.1. Двухэтапная модель принятия решений

В данном разделе описывается двухэтапная модель принятия решения в стохасти-

ческих системах с вероятностным и квантильным критериями в общей постановке, изу-

чаются свойства непрерывности критериальных функций, показывается эквивалентность
30
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априорной и апостериорной постановок двухэтапных задач с вероятностными критерия-

ми в общей постановке, приводится обоснование доверительного метода для двухэтапных

задач стохастического программирования с квантильным критерием.

1.1.1. Описание модели

Сформулируем вначале двухэтапную модель принятия решений в апостериорной

постановке. В рамках этой модели формулируются задачи стохастического программиро-

вания с вероятностным и квантильным критериями.

Опишем модель случайных факторов, влияющих на функционирование изучаемой

системы. Пусть задано вероятностное пространство (R𝑚,ℱ ,P). Для удобства считается,

что пространство элементарных событий является множеством R𝑚. Это позволяет отож-

дествить элементарные события и реализации некоторого случайного вектора 𝑋. Таким

образом, будем считать, что 𝑋 — случайный вектор со значениями в R𝑚, определённый на

вероятностном пространстве (R𝑚,ℱ ,P), и для всех 𝑥 ∈ 𝒳 выполнено 𝑋(𝑥) = 𝑥. Через 𝒳

обозначен носитель вероятностной меры P. Под носителем вероятностной меры понима-

ется наименьшее замкнутое множество единичной вероятностной меры. Это значит, что

P{𝑋 ∈ 𝐵} = P(𝐵) для любого борелевского множества 𝐵 ⊂ R𝑚.

Будем считать, что вероятностное пространство (R𝑚,ℱ ,P) является полным, т. е.

любое подмножество множества вероятностной меры нуль содержится в 𝜎-алгебре ℱ . Дан-

ное условие всегда можно обеспечить, построив лебегово пополнение исходной 𝜎-алгебры

относительно меры P.

Перейдём к описанию процесса принятия решений. Предполагается, что решения

принимаются последовательно на двух этапах. Через 𝑈 ⊂ R𝑟 обозначим множество стра-

тегий первого этапа. Множество стратегий второго этапа обозначим через 𝑌 ⊂ R𝑠. Страте-

гия первого этапа 𝑢 ∈ 𝑈 выбирается, когда реализация случайного вектора 𝑋 неизвестна,

а стратегия второго этапа 𝑦 ∈ 𝑌 выбирается, когда становится известной реализация слу-

чайного вектора 𝑋. Будем считать, что множества 𝑈 и 𝑌 являются замкнутыми. Пусть

потери, связанные с реализацией стратегий 𝑢, 𝑦, описываются функцией потерь второго

этапа Φ2 : 𝑈 × 𝑌 × 𝒳 → R*, где R* , R ∪ {−∞} ∪ {+∞} — расширенная действительная

прямая.

Целевая функция потерь (первого этапа) Φ: 𝑈 × 𝒳 → R* определяется как мини-
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мальное значение функции потерь второго этапа при известных стратегии первого этапа

𝑢 ∈ 𝑈 и реализации случайных факторов 𝑥 ∈ 𝒳 :

Φ(𝑢, 𝑥) , inf
𝑦∈𝑌

{Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) | 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0}, (1.1)

где 𝑄 : 𝑈 × 𝑌 × 𝒳 → R* — функция, задающая дополнительные ограничения задачи

второго этапа. Если при заданных (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 для всех 𝑦 ∈ 𝑌 выполнено 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) > 0,

то по определению полагается Φ(𝑢, 𝑥) = +∞.

Приведённое определение функции потерь описывает тот факт, что на втором этапе

решение принимается исходя из минимизации потерь при уже известной стратегии первого

этапа и при известной реализации случайных параметров.

Замечание 1.1. Введённое определение функции потерь позволяет без ограниче-

ния общности считать, что 𝑈 = R𝑟, а 𝑌 = R𝑠. В случае, если, например, 𝑈 ̸= R𝑟, можно

положить Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) = +∞ для всех 𝑢 /∈ 𝑈 , поскольку по определению функция Φ2 при-

нимает значения из расширенной действительной прямой.

Определим функцию вероятности 𝑃𝜙 : 𝑈 → [0, 1] следующим образом:

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}, (1.2)

где 𝜙 ∈ R* — фиксированный уровень функции потерь. Таким образом, 𝑃𝜙(𝑢) — веро-

ятность события, когда значение функция потерь Φ(𝑢,𝑋) не превышает фиксированный

порог 𝜙. Считается, что при наступлении данного события моделируемая система успешно

функционирует.

Необходимость обеспечить с наибольшей вероятностью успешное функционирова-

ние системы приводит к задаче максимизации функции вероятности

𝛼*
𝜙 , sup

𝑢∈𝑈
𝑃𝜙(𝑢), 𝑈*

𝜙 , Arg max
𝑢∈𝑈

𝑃𝜙(𝑢). (1.3)

Другой подход к принятию решений состоит в том, что вероятность успешного

функционирования системы фиксируется на некотором заданном уровне надёжности 𝛼 ∈

∈ (0, 1], а потери при этом минимизируются. Для этого вводится в рассмотрение функция

квантили 𝜙𝛼 : 𝑈 → R*, определённая по правилу

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 ∈ R* | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}. (1.4)
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Наряду с обозначением 𝜙𝛼(𝑢) будем использовать обозначение

𝜙𝛼(𝑢) , [Φ(𝑢,𝑋)]𝛼,

которое подчёркивает, что квантиль является функционалом на множестве случайных

величин.

Как видно из приведённого определения, функция квантили — это минимальный

уровень потерь, который не превышается с заданной вероятностью 𝛼.

Замечание 1.2. В определении (1.2) предполагается, что функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) яв-

ляется измеримой. Достаточные условия измеримости данной функции будут приведены

ниже.

Замечание 1.3. Заметим, что из-за наличия ограничения 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0 при неко-

торых 𝑢 ∈ 𝑈 может оказаться, что 𝑃𝜙(𝑢) < 𝛼 для всех 𝜙 ∈ R*. Поэтому, если для всех

𝜙 ∈ R* выполнено 𝑃𝜙(𝑢) < 𝛼 по определению полагаем, что 𝜙𝛼(𝑢) = +∞.

Стремление минимизировать потери на заданном уровне вероятности приводит

к задаче минимизации функции квантили

𝜙*
𝛼 , inf

𝑢∈𝑈
𝜙𝛼(𝑢), 𝑉 *

𝛼 , Arg min
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢). (1.5)

Если 𝜙*
𝛼 = +∞, то, как принято в теории оптимизации, будем считать, что множество 𝑉 *

𝛼

пусто. Множества 𝑈*
𝜙 и 𝑉

*
𝛼 будем называть множествами оптимальных стратегий в соот-

ветствующих задачах.

Следует обратить внимание на то, что задачи (1.3) и (1.5) сформулированы в апо-

стериорной постановке. Это значит, что сначала выбирается стратегия первого этапа 𝑢,

а затем по факту реализации случайных параметров 𝑥 — оптимальная стратегия второго

этапа 𝑦 ∈ 𝑌 .

1.1.2. Свойства задач, моделирующих процесс принятия решений

Для того чтобы задачи (1.3) и (1.5) были сформулированы корректно, необходима

измеримость целевой функции потерь 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥). Для исследования данного вопроса

может быть применена теория нормальных интегрантов [40,191].

В случае полной 𝜎-алгебры ℱ можно дать следующее определение нормального

интегранта.
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Определение 1.1. Функция 𝑓 : R𝑟 × 𝒳 → R* называется нормальным интегран-

том, если 𝑓 является ℬ(R𝑟) × ℱ -измеримой и для всех 𝑥 ∈ 𝒳 функция 𝑢 ↦→ 𝑓(𝑢, 𝑥)

полунепрерывна снизу.

Здесь и далее через ℬ(R𝑟) × ℱ обозначено произведение борелевской 𝜎-алгебры

ℬ(R𝑟) и 𝜎-алгебры ℱ . Определение нормального интегранта для произвольной (вообще

говоря, неполной) 𝜎-алгебры ℱ сложнее и даётся в терминах измеримости многозначных

отображений [191].

Приведём достаточное условие, при котором функция является нормальным инте-

грантом является нормальным интегрантом [191].

Теорема 1.1 ( [191]). Если функция Ψ: 𝑈 ×𝒳 → [−∞,+∞] является полунепре-

рывной снизу по совокупности аргументов, то Ψ — нормальный интегрант.

Напомним определение полунепрерывной функции.

Определение 1.2. Функция 𝑓 : R𝑟 → R* называется полунепрерывной снизу

(сверху), если все ее нижние (верхние) множества уровня

{𝑢 ∈ R𝑟 | 𝑓(𝑢) 6 𝑎} ({𝑢 ∈ R𝑟 : 𝑓(𝑢) > 𝑎}) (1.6)

замкнуты для всех 𝑎 ∈ R*.

Известно следующее утверждение [191, теорема 14.37].

Теорема 1.2 ( [191]). Пусть функция 𝑓 : R𝑟 × 𝒳 → R* является нормальным

интегрантом,

𝑎(𝑥) , inf
𝑢∈R𝑟

𝑓(𝑢, 𝑥), 𝐴(𝑥) , Arg min
𝑢∈R𝑟

𝑓(𝑢, 𝑥).

Тогда функция 𝑥 ↦→ 𝑎(𝑥) измерима. При этом множество 𝐵 = {𝑥 ∈ 𝒳 | 𝐴(𝑥) ̸= ∅}

измеримо, а также для каждого 𝑥 ∈ 𝐵 можно выбрать точку минимума 𝑢(𝑥) ∈ 𝐴(𝑥)

такую, что функция 𝑥 ↦→ 𝑢(𝑥) измерима.

Сформулируем достаточные условия измеримости целевой функции потерь 𝑥 ↦→

Φ(𝑢, 𝑥).

Теорема 1.3. Пусть для каждого 𝑢 ∈ 𝑈 функции (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑦, 𝑥) ↦→

𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) являются нормальными интегрантами. Тогда для всех 𝑢 ∈ 𝑈 функция 𝑥 ↦→

Φ(𝑢, 𝑥) является измеримой.
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Доказательство теоремы 1.3. Для доказательства теоремы проверим условия

теоремы 1.2. Заметим, что целевую функцию потерь при дополнительном соглашении

−∞ + ∞ = +∞ можно представить в виде

Φ(𝑢, 𝑥) = inf
𝑦∈𝑌

{Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥))}, (1.7)

где

𝛿𝐴(𝑞) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, если 𝑞 ∈ 𝐴;

+∞, если 𝑞 /∈ 𝐴.
(1.8)

Заметим, что 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) 6 0 тогда и только тогда, когда 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0. Поэто-

му нижнее множество уровня функции (𝑦, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) для всех 𝑎 ∈ [0,+∞)

совпадает с множеством

{(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑌 ×𝒳 | 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0}, (1.9)

которое является измеримым и сечение которого при каждом 𝑥 ∈ 𝒳 является замкнутым.

При 𝑎 ∈ [−∞, 0) нижнее множество уровня пусто, а при 𝑎 = +∞ нижнее множество

уровня совпадает с 𝑌 × 𝒳 . Поэтому по определению функция (𝑦, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥))

является нормальным интеграном. А значит, и функция

(𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) (1.10)

— нормальный интегрант. Таким образом, согласно теореме 1.2 функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥)

является измеримой. �

Замечание 1.4. Отметим, что в случае неполной 𝜎-алгебры ℱ при полунепре-

рывности по стратегии и измеримости по совокупности аргументов функций (𝑦, 𝑥) ↦→

Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑦, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) нельзя гарантировать измеримость функции 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥)

относительно ℱ . Поэтому в случае борелевских функций (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑦, 𝑥) ↦→

𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) может не быть борелевской, но будет измеримой по Лебе-

гу.

Далее приведём условия того, что минимум в (1.1) является нормальным интегран-

том. Для этого понадобится следующее определение [191, определение 1.16].

Определение 1.3 ( [191]). Говорят, что функция 𝑓 : R𝑟 ×R𝑠 → R* со значениями

𝑓(𝑢, 𝑦) обладает ограниченными множествами уровня, причём локально-равномерно по
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𝑢, если для любых �̃� ∈ R𝑟 и 𝑎 ∈ R существует открытое множество 𝑉 ⊂ R𝑟, содержащее

точку �̃�, такое, что множество {(𝑢, 𝑦) | 𝑢 ∈ 𝑉, 𝑓(𝑢, 𝑦) 6 𝑎} ограничено в R𝑟 × R𝑠.

Очевидно, что условия определения 1.3 выполнены для ограниченного множества

𝑌 допустимых значений 𝑦.

Справедливо следующее утверждение [191, утверждение 14.47].

Теорема 1.4 ( [191]). Пусть функция 𝑔 : (R𝑟 ×R𝑠) ×𝒳 → R* является нормаль-

ным интегрантом,

𝑓(𝑢, 𝑥) = inf
𝑦∈R𝑠

𝑔(𝑢, 𝑦, 𝑥).

Если для всех 𝑥 ∈ 𝒳 функция 𝑢 ↦→ 𝑓(𝑢, 𝑥) полунепрерывна снизу, то функция 𝑓(·) явля-

ется нормальным интегрантом.

Замечание 1.5. Как отмечено в [191], условия теоремы 1.4 выполнены, например,

когда для всех 𝑥 ∈ 𝒳 нормальный интегрант (𝑢, 𝑦) ↦→ 𝑔(𝑢, 𝑦, 𝑥) обладает ограниченными

множествами уровня, причем локально-равномерно по 𝑢.

Из данной теоремы следует утверждение.

Теорема 1.5. Пусть функция потерь (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) является нормаль-

ным интегрантом и при каждом 𝑥 ∈ 𝒳 функция (𝑢, 𝑦) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) обладает ограни-

ченными множествами уровня, причём локально-равномерно по 𝑢, функция (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→

𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) — нормальный интегрант. Тогда функция потерь (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) является

нормальным интегрантом.

Доказательство теоремы 1.5. Как было отмечено при доказательстве теоре-

мы 1.3,

𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) 6 0

тогда и только тогда, когда 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0. Поэтому нижнее множество уровня 𝑎 ∈ [0,+∞)

функции (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) совпадает с множеством

{(𝑢, 𝑦, 𝑥) ∈ 𝑌 ×𝒳 | 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0}, (1.11)

которое является измеримым и сечение которого при каждом 𝑥 ∈ 𝒳 является замкнутым.

Измеримость и замкнутость множеств уровня 𝑎 ∈ [−∞, 0) ∪ {+∞} проверяется триви-

ально. Таким образом, функция (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) — нормальный интегрант.
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Поэтому и функция

(𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥)) (1.12)

— также нормальный интегрант. �

Сформулируем утверждения о полунепрерывности функций вероятности и кванти-

ли. Известен следующий результат.

Теорема 1.6 ( [51]). Если 𝑈 — замкнутое подмножество R𝑟, функция потерь

(𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) принимает только конечные значения, полунепрерывна снизу по 𝑢 ∈ 𝑈

для почти всех 𝑥 по мере P и измерима по 𝑥 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 , то для любого 𝜙 ∈ R функция

𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) полунепрерывна сверху по 𝑢 ∈ 𝑈 , а функция 𝑢 ↦→ 𝜙𝛼(𝑢) полунепрерывна снизу

по 𝑢 ∈ 𝑈 для любого 𝛼 ∈ (0, 1).

Аналогичный результат сформулирован в [153, лемма 2.11].

Основываясь на теореме 1.6, докажем следующий результат.

Теорема 1.7. Пусть функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) является нормальным интегран-

том. Тогда функция вероятности 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является полунепрерывной сверху для всех

𝜙 ∈ R*, а функция квантили 𝑢 ↦→ 𝜙𝛼(𝑢) — полунепрерывной снизу для всех 𝛼 ∈ (0, 1].

Доказательство теоремы 1.7. Заметим, что

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} = P{𝛿[−∞,𝜙](Φ(𝑢,𝑋)) 6 0}, (1.13)

где

𝛿𝐴(𝑞) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, если 𝑞 ∈ 𝐴;

1, если 𝑞 /∈ 𝐴.
(1.14)

Построим нижние множества уровня функции (𝑢, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,𝜙](Φ(𝑢, 𝑥)):

{(𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 | 𝛿[−∞,𝜙](Φ(𝑢, 𝑥)) 6 𝑎} =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∅, если 𝑎 < 0;

{(𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 | Φ(𝑢, 𝑥) 6 𝜙}, если 0 6 𝑎 < 1;

𝑈 ×𝒳 , если 𝑎 > 1.

(1.15)

Таким образом, нижние множества уровня содержатся в 𝜎-алгебре ℬ(R𝑟)×ℱ , и их сечения

при фиксированных 𝑥 ∈ 𝒳 являются замкнутыми. Отсюда следует, что функция (𝑢, 𝑥) ↦→



—38—

𝛿[−∞,𝜙](Φ(𝑢, 𝑥)) является нормальным интегрантом, а значит, является полунепрерывной

снизу по 𝑢 ∈ 𝑈 для всех 𝑥 ∈ 𝒳 и измеримой по 𝑥 для всех 𝑢, при этом согласно (1.14) она

принимает только конечные значения. Поэтому согласно теореме 1.6 функция вероятности

𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является полунепрерывной сверху для всех 𝜙 ∈ R*.

Для доказательства полунепрерывности функции квантили проверим равенство

𝑈𝑃 , {𝑢 ∈ 𝑈 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼} = 𝑈Φ , {𝑢 ∈ 𝑈 | 𝜙𝛼(𝑢) 6 𝜙} (1.16)

для всех 𝜙 ∈ R* и 𝛼 ∈ (0, 1]. Равенство (1.16) известно как лемма Розенблатта, ее доказа-

тельство для случая, когда функция потерь принимает лишь конечные значения, можно

найти в [51, лемма 2.10]. Пусть 𝑢 ∈ 𝑈𝑃 , т. е. выполнено неравенство 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼. По опре-

делению квантили 𝜙𝛼(𝑢) = min{𝜙 ∈ R* | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}, а значит, 𝜙𝛼(𝑢) 6 𝜙. Заметим,

что данное неравенство выполнено и при бесконечных значениях 𝜙 или 𝛼 = 1, так как

функция квантили всегда определена (но может принимать бесконечные значения). Та-

ким образом, 𝑢 ∈ 𝑈Φ и 𝑈𝑃 ⊂ 𝑈Φ. Пусть теперь 𝑢 ∈ 𝑈Φ. Тогда 𝜓 , 𝜙𝛼(𝑢) 6 𝜙. Заметим, что

𝜓 ∈ R* для любых 𝜙 ∈ R*, 𝛼 ∈ (0, 1]. Из монотонности функции вероятности получаем,

что 𝛼 6 𝑃𝜓(𝑢) 6 𝑃𝜙(𝑢), поэтому 𝑈Φ ⊂ 𝑈𝑃 . Равенство 𝑈𝑃 = 𝑈Φ доказано.

При полунепрерывности функции вероятности множества уровня 𝑈𝑃 замкнуты. Из

равенства (1.16) следует, что множества уровня функции квантили также замкнуты. А

значит, функция квантили полунепрерывна снизу. �

Из теоремы 1.7 получаем утверждение о существовании оптимальных стратегий

в задачах (1.3) и (1.5).

Следствие 1.1. Пусть множество 𝑈 является компактом, функции (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→

Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) являются нормальными интегрантами и при каждом

𝑥 ∈ 𝒳 функция (𝑢, 𝑦) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) обладает ограниченными множествами уровня, при-

чём локально-равномерно по 𝑢. Тогда для всех 𝜙 ∈ R* множество 𝑈*
𝜙 задачи максимиза-

ции функции квантили непусто. Если существует точка 𝑢 ∈ 𝑈 , в которой 𝜙𝛼(𝑢) < +∞,

то и множество 𝑉 *
𝛼 непусто.

Доказательство следствия 1.1. Из теоремы 1.5 следует, что функция (𝑢, 𝑥) ↦→

Φ(𝑢, 𝑥) является нормальным интегрантом. Тогда по теореме 1.7 функция 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢)

полунепрерывна сверху, а функция 𝑢 ↦→ 𝜙𝛼(𝑢) полунепрерывна снизу. Таким образом,

утверждение следует из теоремы Вейерштрасса. �



—39—

1.1.3. Об эквивалентности априорных и апостериорных постановок за-

дач

Наряду с апостериорными постановками задач стохастического программирования

рассматриваются априорные постановки. В априорной постановке предполагается, что

стратегии первого и второго этапа выбираются одновременно. При этом стратегия пер-

вого этапа является детерминированной, а стратегией второго этапа является функция,

зависящая от реализации случайных параметров. Таким образом, уже на первом этапе

лицо, принимающее решение, выбирает стратегию второго этапа при всех возможных ре-

ализациях случайных параметров, чтобы применить её в тот момент, когда реализация

случайных параметров станет известной.

Приведём формулировки двухэтапных задач стохастического программирования

с вероятностными критериями в априорной постановке. Через 𝒴 обозначим множество

(ℱ ,ℬ(𝑌 ))-измеримых функций. Для фиксированного 𝜙 ∈ R* определим функционал ве-

роятности 𝑃𝜙 : 𝑈 × 𝒴 → [0, 1] по правилу

𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)) ,

⎧⎪⎨⎪⎩P{Φ2(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋)) 6 0}, если 𝜙 < +∞,

1, если 𝜙 = +∞,
=

= P{Φ2(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋)) 6 𝜙}, (1.17)

где

𝛿𝐴(𝑞) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, если 𝑞 ∈ 𝐴;

+∞, если 𝑞 /∈ 𝐴.

Поскольку для всех 𝑢 ∈ 𝑈 функции (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥), (𝑦, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) и

𝑥 ↦→ 𝑦(𝑥) являются измеримыми, то функции 𝑥 ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦(𝑥), 𝑥)) и 𝑥 ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦(𝑥), 𝑥))

являются измеримыми для всех 𝑢 ∈ 𝑈 как композиции измеримых отображений, а зна-

чит, и функция

𝑥 ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦(𝑥), 𝑥) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦(𝑥), 𝑥)) (1.18)

измерима. Таким образом, определение (1.17) является корректным при указанных пред-

положениях.

Для фиксированного уровня вероятности 𝛼 ∈ (0, 1] определим функционал кванти-
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ли 𝜙𝛼 : 𝑈 × 𝒴 → R* по правилу

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) , min{𝜙 ∈ R* | 𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)) > 𝛼}. (1.19)

Будем рассматривать задачу максимизации функционала вероятности

𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)) → sup
𝑢∈𝑈, 𝑦(·)∈𝒴

(1.20)

и задачу минимизации функционала квантили

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) → inf
𝑢∈𝑈, 𝑦(·)∈𝒴

. (1.21)

Сформулируем утверждение об эквивалентности задач (1.3) и (1.20), а также (1.5)

и (1.21).

Теорема 1.8. Пусть для каждого 𝑢 ∈ 𝑈 функция потерь (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) яв-

ляется нормальным интегрантом и для всех 𝑥 ∈ 𝒳 обладает ограниченными множе-

ствами уровня по 𝑦, функция (𝑦, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) — нормальный интегрант. Тогда для

любого 𝑢 ∈ 𝑈 выполнено:

𝑃𝜙(𝑢) = max
𝑦(·)∈𝒴

𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)), (1.22)

𝜙𝛼(𝑢) = min
𝑦(·)∈𝒴

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)). (1.23)

Доказательство теоремы 1.8. Пусть (𝑢, 𝑦(·)) ∈ 𝑈 × 𝒴 . Заметим, что

Φ2(𝑢, 𝑦(𝑥), 𝑥) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦(𝑥), 𝑥)) > inf
𝑦∈𝑌

{Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) + 𝛿[−∞,0](𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥))} = Φ(𝑢, 𝑥)

для всех 𝑥 ∈ 𝒳 . Поэтому 𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)) 6 𝑃𝜙(𝑢), а 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦𝑢(·)) > 𝜙𝛼(𝑢), откуда следует, что

sup
𝑦(·)∈𝒴

𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)) 6 𝑃𝜙(𝑢), inf
𝑦(·)∈𝒴

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦𝑢(·)) > 𝜙𝛼(𝑢).

Покажем, что полученные неравенства выполнены как равенства. Так как функции

(𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑦, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) — нормальные интегранты и в силу предположения

об ограниченности множеств уровня функции потерь справедливо, что

𝑌 *(𝑢, 𝑥) , Arg min
𝑦∈𝑌

{Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) | 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0} ≠ ∅, (1.24)

если Φ(𝑢, 𝑥) < +∞. По теореме 1.2 существует измеримая функция 𝑥 ↦→ 𝑦𝑢(𝑥) такая, что

𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥) при Φ(𝑢, 𝑥) < +∞. Доопределим функцию 𝑥 ↦→ 𝑦𝑢(𝑥) для случая Φ(𝑢, 𝑥) =

+∞ так, чтобы 𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌 . Легко видеть, что 𝑃𝜙(𝑢) = 𝑃𝜙(𝑢, 𝑦𝑢(·)) и 𝜙𝛼(𝑢) = 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦𝑢(·)).

Таким образом, выполнены доказываемые равенства (1.22) и (1.23). �
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1.1.4. Применение доверительного метода

Доверительный метод [51, 54] является одним из основных методов решения задач

стохастического программирования с квантильным критерием. Он позволяет от стохасти-

ческой задачи перейти к детерминированной минимаксной задаче, в которой оптимизация

осуществляется по всем множествам, имеющим заданную вероятностную меру. Опишем

данный метод применительно к двухэтапной задаче стохастического программирования

с квантильным критерием.

Введём функцию Ψ: 𝑈 ×ℱ → R* по правилу

Ψ(𝑢, 𝑆) , sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) = sup
𝑥∈𝑆

inf
𝑦∈𝑌

{Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) | 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0}. (1.25)

Рассмотрим минимаксную задачу

Ψ(𝑢, 𝑆) → inf
𝑢∈𝑈, 𝑆∈ℱ𝛼

, (1.26)

где ℱ𝛼 , {𝑆 ∈ ℱ | P(𝑆) > 𝛼}. Множества из семейства ℱ𝛼 называются доверительными.

В [51] показано, что для одноэтапной задачи стохастического программирования

с квантильным критерием минимаксная задача вида (1.26) эквивалентна задаче вида (1.5).

Переход от задачи квантильной минимизации к минимаксной задаче назван в [51,153] до-

верительным методом. Покажем, что этот метод применим и для двухэтапной задачи

квантильной оптимизации. Специфика двухэтапной задачи состоит в возможности беско-

нечных значений функции потерь, не принимаемых во внимание в [51].

Теорема 1.9. Пусть для каждого 𝑢 ∈ 𝑈 функции (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑦, 𝑥) ↦→

𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) являются нормальными интегрантами. Тогда

𝜙𝛼(𝑢) = min
𝑆∈ℱ𝛼

Ψ(𝑢, 𝑆). (1.27)

Доказательство теоремы 1.9. Согласно теореме 1.3, при выполнении условия

теоремы функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) является измеримой, поэтому задача (1.5) сформулирована

корректно.

Пусть 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑆 ∈ ℱ𝛼. Справедливо, что

𝑃Ψ(𝑢,𝑆)(𝑢) = P{Φ(𝑢,𝑋) 6 Ψ(𝑢, 𝑆)} > P(𝑆) > 𝛼.
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Поэтому

Ψ(𝑢, 𝑆) > min{𝜙 ∈ R* | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼} = 𝜙𝛼(𝑢). (1.28)

Покажем, что равенство в (1.28) достигается. Определим множество

𝑆𝑢 , {𝑥 ∈ 𝒳 : Φ(𝑢, 𝑥) 6 𝜙𝛼(𝑢)}. (1.29)

Легко видеть, что

𝜙𝛼(𝑢) = min{𝜙 ∈ R* | P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼} = sup
𝑥∈𝑆𝑢

Φ(𝑢, 𝑥) = Ψ(𝑢, 𝑆𝑢).

Таким образом, доказываемое равенство (1.27) выполнено. �

Заметим, что решение задачи

Ψ(𝑢, 𝑆) → inf
𝑢∈𝑈

(1.30)

для фиксированного множества 𝑆 обеспечивает верхнюю оценку оптимального значения

функции квантили в задаче (1.5). Этот факт лёг в основу гарантирующего подхода, поз-

воляющего получать верхние оценки функции квантили для некоторых классов задач

стохастического программирования с квантильным критерием [57]. Заметим, что для вы-

пуклой при всех 𝑥 ∈ 𝒳 функции 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) задача (1.30) является задачей выпуклой

оптимизации, что позволяет использовать известные методы для её решения.

1.2. Двухэтапные модели экономических систем

В данном разделе описывается построение моделей экономических систем с помо-

щью аппарата двухэтапных задач, описанного в предыдущем разделе. Для описания эко-

номических моделей в наибольшей мере подходят двухэтапные задачи, в которых целевые

функции и ограничения описываются линейными функциями. Этот класс двухэтапных за-

дач с квантильным критерием был введён в [57], где для частного случая линейной задачи

доказана эквивалентность априорной и апостериорной постановок. В данном разделе тео-

рема об эквивалентности двух постановок задач распространяется на более общий случай.

Поиск оптимальной оптимизационной стратегии в линейной двухэтапной задаче за-

труднителен, поэтому разработан ряд алгоритмов для поиска гарантирующих стратегий

в непрерывном [57] и дискретном случае [19]. В [151] для задачи с квантильным крите-

рием, близкой к рассматриваемой в данном разделе, предложены два алгоритма. Один



—43—

из них основан на сведе́нии задачи к задаче смешанного целочисленного программирова-

ния, а второй — на сведе́нии задачи к последовательности задач выпуклой оптимизации.

Данные алгоритмы используют доверительный метод, однако обоснование корректности

его применения в случае, когда целевые функции могут принимать бесконечные значе-

ния, ранее проведено не было. В данном разделе описан общий подход к использованию

доверительного метода для решения задачи.

1.2.1. Моделирование планирования производства

В данном разделе описывается построение математической модели планирования

производства с учётом влияния случайных факторов. Будем считать, что лицо, прини-

мающее решение, является производителем продукции, которому необходимо обеспечить

случайный спрос потребителей. Предполагается, что реализация случайных факторов ста-

новится известной после момента времени, в который необходимо принять первоначальное

решение, и есть возможность принять дополнительное решение по факту реализации слу-

чайных параметров. Для производства продукции необходимо закупить сырьё, но на этапе

первоначального планирования спрос неизвестен. А значит, невозможно определить необ-

ходимый для закупки объём сырья. Однако, имеется возможность закупить дополнитель-

ное сырьё по более высокой цене после того момента, когда реализация спроса становится

известной.

Для моделирования описанного выше поведения производителя продукции можно

использовать аппарат двухэтапных задач стохастического программирования. Наиболее

известен подход, когда в качестве критериальной функции задачи используется матема-

тическое ожидание, что оправдано при большом количестве промежутков планирования.

При планировании на малое количество периодов может возникнуть ситуация, когда фак-

тические издержки при реализации проекта будут сильно отличаться от средних. В такой

ситуации для обеспечивания требований надёжности можно применять вероятностный и

квантильный критерии.

Опишем подход, основанный на использовании вероятностного критерия. Лицо,

принимающее решение, задаёт максимально допустимую стоимость закупки сырья 𝜙 ∈ R.

В качестве критерия задачи рассматривается вероятность того, что стоимость сырья не

превысит величину 𝜙. Этот подход рекомендуется применять, когда бюджет проекта из-
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вестен заранее и его превышение приводит к тяжёлым последствиям.

Другой подход основан на использовании квантильного критерия. При нём на до-

пустимом уровне 𝛼 ∈ (0, 1) фиксируется вероятность превышения бюджета. Квантиль

уровня затрат, непревышение которых гарантируется с вероятностью 𝛼, минимизуется.

Значение 𝛼 следует брать близким к единице, а его точное значение зависит от склон-

ности лица, принимающего решение, к риску. Этот подход рекомендуется применять для

определения планируемого бюджета проекта.

Пусть имеется 𝑟 типов сырья, решение о закупке которых необходимо принять на

первом этапе планирования, когда реализации случайных параметров неизвестны. Век-

тор, составленный из объёмов закупаемого сырья, обозначим через 𝑢. Вектор цен на сырьё

обозначим через 𝑐(𝑥), где 𝑥 — реализация случайных факторов. На втором этапе планиро-

вания необходимо принять решение о закупке дополнительного сырья 𝑠 различных типов.

Вектор объёмов закупаемых ресурсов на втором этапе обозначим через 𝑦. Вектор цен на

сырьё, закупаемое на втором этапе, обозначим через 𝑞(𝑥). Производитель выпускает 𝑙 ти-

пов продукции. Вектор, составленный из объёмов спроса на каждый из видов продукции,

обозначим через 𝑏(𝑥). Технологию производства описывают матрицы 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑖𝑗(𝑥)) и

𝐵(𝑥) = (𝑏𝑖𝑗(𝑥)) на первом и втором этапах соответственно. Элементы 𝑎𝑖𝑗(𝑥) и 𝑏𝑖𝑗(𝑥) пока-

зывают объём 𝑖-го типа продукции, получаемого из единицы сырья 𝑗-го типа. Заметим,

что допускается ситуация, когда из одного типа сырья можно получать несколько видов

продукции, но соотношения между ними строго заданы. Случайность элементов матриц

связана с неопределённостью качества закупаемого сырья, которое невозможно устано-

вить на этапе принятия решения. Будем считать, что случайные факторы описываются

моделью

col(𝑐(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝑏(𝑥)) ∈ R𝑟+𝑠+𝑙(𝑟+𝑠+1) (1.31)

— вектор, составленный из векторов и матриц

𝐴(𝑥) , 𝐴0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝑥𝑖, 𝐵(𝑥) , 𝐵0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑥𝑖,

𝑐(𝑥) , 𝑐0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖, 𝑞(𝑥) , 𝑞0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑥𝑖, 𝑏(𝑥) , 𝑏0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖,

𝐴𝑖 ∈ R𝑙×𝑟, 𝐵𝑖 ∈ R𝑙×𝑠, 𝑐𝑖 ∈ R𝑟, 𝑞𝑖 ∈ R𝑠, 𝑏𝑖 ∈ R𝑙, 𝑖 = 0,𝑚.

В теории двухэтапных задач принята терминология, в которой матрица 𝐴(𝑥) назы-

вается технологической, а матрица 𝐵(𝑥) — матрицей рекурсии.
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Описанная система принятия решений приводит к целевой функции

Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑐⊤(𝑥)𝑢+ inf
𝑦∈𝑌

{𝑞⊤(𝑥)𝑦 | 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥)}, (1.32)

где 𝑌 = {𝑦 ∈ R𝑠 | 𝑦 > 0}.

Множество допустимых стратегий первого этапа обозначим через 𝑈 . Ограничения

на стратегии первого этапа могут быть связаны с финансовыми и физическими ограни-

чениями на объём закупаемых ресурсов.

Подход, основанный на использовании вероятностного критерия, приводит к задаче

оптимизации типа (1.3)

𝑃𝜙(𝑢) = P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} → max
𝑢∈𝑈

, (1.33)

решение которой обеспечивает стратегию, гарантирующую максимальную вероятность

выполнения бюджета проекта.

Другой подход, основанный на квантильном критерии приводит к задаче типа (1.5)

𝜙𝛼(𝑢) = [Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 → min
𝑢∈𝑈

, (1.34)

решение которое даёт стратегию, минимизирующую квантиль издержек при реализации

проекта.

1.2.2. Свойства модели планирования производства

Функция потерь (1.32) может быть представлена в форме (1.1), если

Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) = 𝑐⊤(𝑥)𝑢+ 𝑞⊤(𝑥)𝑦, (1.35)

𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) = −min
𝑖=1,𝑙

(𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 − 𝑏(𝑥))𝑖 . (1.36)

Функции (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ Φ2(𝑢, 𝑦, 𝑥) и (𝑢, 𝑦, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) непрерывны, поэтому являются

нормальными интегрантами, а значит, по теореме 1.3 задачи (1.33) и (1.34) для указанных

функций сформулированы корректно. Более того, в [214] доказано, что функция

𝑢 ↦→ inf
𝑦∈𝑌

{𝑞⊤(𝑥)𝑦 | 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥)} (1.37)

является выпуклой полиэдральной на замкнутом множестве значений 𝑢, для которых мно-

жество {𝑦 ∈ 𝑌 | 𝐴(𝑥)𝑢 + 𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥)} непусто. Таким образом, функция (1.37) является

полунепрерывной снизу, а значит, согласно теореме 1.4 функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) является

нормальным интегрантом.
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Нормальность интегранта (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) в силу теоремы 1.7 гарантирует полуне-

прерывность сверху функции вероятности и полунепрерывность снизу функции квантили,

что обеспечивает существование оптимальных стратегий в задачах максимизации функ-

ции вероятности и минимизации функции квантили на компактном множестве.

Представляет интерес вероятность события {Φ(𝑢,𝑋) = −∞}. Сформулируем сле-

дующее предположение.

Предположение 1.1. Пусть для всех 𝑖 = 1, 𝑙 выполнено

P{‖𝐵𝑖(𝑋)‖ = 0} = 0,

где 𝐵𝑖(𝑋) — 𝑖-я строка матрицы 𝐵(𝑋).

Докажем, что вероятность P{Φ(𝑢,𝑋) = −∞} при выполнении предположения 1.1

не зависит от выбранной стратегии первого этапа.

Лемма 1.1. Пусть для некоторого �̄� ∈ 𝑈 и некоторого 𝑥 ∈ 𝒳 выполнено Φ(�̄�, 𝑥) =

= −∞, ‖𝐵𝑖(𝑥)‖ ≠ 0, 𝑖 = 1, 𝑙. Тогда для всех 𝑢 ∈ 𝑈 выполнено Φ(𝑢, 𝑥) = −∞.

Доказательство леммы 1.1. Заметим, что Φ(𝑢, 𝑥) = −∞ тогда и только тогда, когда

множество

𝑌 (𝑢, 𝑥) ∩ {𝑦 ∈ R𝑠 : 𝑞⊤(𝑥)𝑦 6 𝑎} (1.38)

является неограниченным для всех 𝑎 ∈ R. Как показано в [17, теорема 1.3], многогран-

ник, задаваемый системой линейных неравенств, является ограниченным тогда и только

тогда, когда его конус рецессивных направлений состоит только из нулевого вектора. При

этом не допускаются неравенства, задаваемые нулевыми строками. Конус рецессивных

направлений множества (1.38) имеет вид

{𝑦 ∈ R𝑠 : 𝐵(𝑥)𝑦 > 0, 𝑞⊤(𝑥)𝑦 6 0, 𝑦 > 0}.

Вид данного множества не зависит ни от 𝑢, ни от 𝑎. Отсюда следует, что если при неко-

тором �̄� ∈ 𝑈 и 𝑎 ∈ R конус рецессивных направлений содержит ненулевой вектор, то

он будет содержать ненулевой вектор и при всех 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑎 ∈ R. Из данного свойства

непосредственно следует доказываемое утверждение. �

Таким образом, при фиксированной реализации случайных параметров 𝑥 ∈ 𝒳 для

всех 𝑢 ∈ 𝑈 либо Φ(𝑢, 𝑥) > −∞, либо Φ(𝑢, 𝑥) = −∞. Поэтому можно ввести следующее
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обозначение:

𝛼 , P{Φ(𝑢,𝑋) = −∞} = P{{𝑦 ∈ R𝑠 : 𝐵(𝑋)𝑦 > 0, 𝑞⊤(𝑋)𝑦 6 0, 𝑦 > 0} ≠ {0̄}},

где 0̄ — нулевой вектор. Согласно лемме 1.1, при выполнении предположения 1.1 величина

𝛼 не зависит от 𝑢.

Особенно отметим часто рассматриваемый случай двухэтапной задачи, когда мат-

рица рекурсии 𝐵(𝑥) и вектор 𝑞(𝑥) коэффициентов целевой функции задачи второго этапа

являются постоянными. При данных предположениях либо Φ ≡ −∞, либо при всех 𝑢 ∈ 𝑈 ,

𝑥 ∈ 𝒳 выполнено Φ(𝑢, 𝑥) > −∞.

Изучим вопрос эквивалентности априорной и апостериорной постановок задачи сто-

хастического программирования с вероятностными критериями для линейной функции

потерь. Заметим, что функция потерь (1.32) в общем случае не обладает ограниченными

множествами уровня. По этой причине теорема 1.8 не может быть применена непосред-

ственно. Приведем условия эквивалентности задач (1.33) и (1.20).

Теорема 1.10. Пусть 𝜙 > −∞. Тогда для функций Φ2 и 𝑄 вида (1.35) и (1.36)

выполнено равенство

𝑃𝜙(𝑢) = max
𝑦(·)∈𝒴

𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)).

При этом если 𝑈 — непустое компактное множество, то множества оптимальных

стратегий в задачах (1.33) и (1.20) непусты.

Доказательство теоремы 1.10. В случае 𝜙 = +∞ утверждение тривиально.

Будем считать, что 𝜙 ∈ R.

Пусть 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑦(·) ∈ 𝒴 . Проверка неравенства 𝑃𝜙(𝑢, 𝑦(·)) 6 𝑃𝜙(𝑢) производится так

же, как и при доказательстве теоремы 1.8. Теперь покажем, что в этом неравенстве может

быть достигнуто равенство. Выберем измеримую функцию 𝑥 ↦→ 𝑦𝑢(𝑥), удовлетворяющую

условиям:

𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥), если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅;

𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌, если Φ(𝑢, 𝑥) = +∞;

𝑞⊤(𝑥)𝑦𝑢(𝑥) 6 𝜙 и 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦𝑢(𝑥) > 𝑏(𝑥), если Φ(𝑢, 𝑥) = −∞,

для всех 𝑥 ∈ 𝒳 . По теореме 1.2 существует измеримая функция 𝑥 ↦→ 𝑦𝑢(𝑥) такая, что

𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥). Существование измеримой функции 𝑦𝑢(𝑥), определенной для 𝑥, при ко-
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торых Φ(𝑢, 𝑥) = −∞, и удовлетворяющей сформулированным условиям, следует также из

теоремы 1.2, если в качестве функции 𝑓 рассмотреть нормальный интегрант

(𝑦, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,0](𝑞
⊤(𝑥)𝑦 − 𝜙) + 𝛿[0,+∞]

(︂
min
𝑖=1,𝑙

(𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 − 𝑏(𝑥))𝑖

)︂
. (1.39)

Нетрудно видеть, что 𝑃𝜙(𝑢) = 𝑃𝜙(𝑢, 𝑦𝑢(·)). Таким образом, доказываемое равенство полу-

чено.

Существование оптимальной стратегии в задаче (1.33) в случае непустого компакт-

ного множества 𝑈 следует из полунепрерывности сверху критериальной функции и тео-

ремы Вейерштрасса, а существование оптимальной стратегии в задаче (1.20) — из дока-

занной эквивалентности задач (1.33) и (1.20). �

Замечание 1.6. В случае 𝜙 = −∞ можно гарантировать лишь оценку

𝑃−∞(𝑢) > sup
𝑦(·)∈𝒴

𝑃−∞(𝑢, 𝑦(·)) ≡ 0 (1.40)

для всех 𝑢 ∈ 𝑈 .

Теперь приведем условия эквивалентности задач (1.34) и (1.21).

Теорема 1.11. Пусть функции Φ2 и 𝑄 определены согласно (1.35) и (1.36). Тогда

1) для 𝑢 ∈ 𝑈 равенство

𝜙𝛼(𝑢) = min
𝑦(·)∈𝒴

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·))

выполнено, если справедливо 𝜙𝛼(𝑢) > −∞;

2) если в некоторой точке 𝑢 ∈ 𝑈 выполнено 𝜙𝛼(𝑢) = −∞, то

inf
𝑦(·)∈𝒴

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) = −∞,

причем данный инфимум не достигается;

3) в случае компактного множества 𝑈 оптимальная стратегия в задаче (1.21)

существует при 𝜙*
𝛼 < +∞.

Доказательство теоремы 1.11. Пусть 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝜙*
𝑢 , 𝜙𝛼(𝑢) ̸= −∞. Неравен-

ство 𝜙𝛼(𝑢) 6 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) для всех 𝑦(·) ∈ 𝒴 проверяется так же, как и при доказательстве



—49—

теоремы 1.8. Выберем измеримую функцию 𝑥 ↦→ 𝑦𝑢(𝑥), удовлетворяющую условиям:

𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥), если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅;

𝑦𝑢(𝑥) ∈ 𝑌, если Φ(𝑢, 𝑥) = +∞;

𝑞⊤(𝑥)𝑦𝑢(𝑥) 6 𝜙*
𝑢 и 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦𝑢(𝑥) > 𝑏(𝑥), если Φ(𝑢, 𝑥) = −∞,

для всех 𝑥 ∈ 𝒳 . Существование указанной функции 𝑥 ↦→ 𝑦𝑥(𝑢) следует из теоремы 1.2.

Для случая Φ(𝑢, 𝑥) = −∞ теорему 1.2 следует применить к нормальному интегранту

(𝑦, 𝑥) ↦→ 𝛿[−∞,0](𝑞
⊤(𝑥)𝑦 − 𝜙*

𝑢) + 𝛿[0,+∞] min
𝑖=1,𝑙

(𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 − 𝑏(𝑥))𝑖 . (1.41)

Легко видеть, что 𝜙𝛼(𝑢) = 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦𝑢(·)).

Рассмотрим случай, когда 𝜙𝛼(𝑢) = −∞ в некоторой точке 𝑢 ∈ 𝑈 . Выбирая 𝜙*
𝑢

сколь угодно малым, можно построить решение задачи (1.21) со сколько угодно малым

значением критериальной функции, поэтому

inf
𝑦(·)∈𝒴

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) = −∞.

Поскольку в силу определения 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) > −∞ для всех 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑦(·) ∈ 𝒴 , то инфимум

в задаче (1.21) не достигается.

Существование оптимальной стратегии в задаче (1.34) в случае компактного множе-

ства 𝑈 следует из полунепрерывности снизу функции квантили и теоремы Вейерштрасса.

�

Замечание 1.7. В [57] аналогичная теорема доказана для случая, когда только

значение 𝑏(𝑋) случайно, а 𝐴(𝑋) и 𝐵(𝑋) являются детерминированными.

Опишем применение доверительного метода для решения задачи (1.34). Для функ-

ций (1.35) и (1.36) выражение (1.25), характеризующее максимальные потери на довери-

тельно множество, примет вид

Ψ(𝑢, 𝑆) , sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) = sup
𝑥∈𝑆

{𝑐⊤(𝑥)𝑢 + inf
𝑦∈𝑌

{𝑞⊤(𝑥)𝑦 | 𝐴(𝑥)𝑢 + 𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥)}}. (1.42)

Как следует из теоремы 1.9, значение Ψ(𝑢, 𝑆) при всех допустимых значениях 𝑢 и 𝑆 яв-

ляется верхней оценкой 𝜙*
𝛼. Поэтому при удачном выборе 𝑆 решение задачи минимиза-

ции функции 𝑢 ↦→ Ψ(𝑢, 𝑆) обеспечивает близкое к оптимальному значение критериальной

функции.
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Преобразуем выражение (1.25). Если множество {𝑦 ∈ 𝑌 | 𝐴(𝑥)𝑢 + 𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥)}

непусто, то, вводя двойственные переменные 𝑣 ∈ R𝑙, можно получить равенство

inf
𝑦∈𝑌

{𝑞⊤(𝑥)𝑦 | 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥)} =

= sup
𝑣∈R𝑙

{(𝑏(𝑥) − 𝐴(𝑥)𝑢)⊤𝑣 | 𝐵⊤(𝑥)𝑣 6 𝑏(𝑥), 𝑣 > 0}. (1.43)

Подставляя (1.43) в (1.42) и переставляя супремумы, получаем

Ψ(𝑢, 𝑆) = sup
𝑣∈R𝑙

sup
𝑥∈𝑆

{𝑐⊤(𝑥)𝑢+ (𝑏(𝑥) − 𝐴(𝑥)𝑢)⊤𝑣 | 𝐵⊤(𝑥)𝑣 6 𝑏(𝑥), 𝑣 > 0}. (1.44)

В зависимости от вида задачи представление Ψ(𝑢, 𝑆) в форме (1.44) может оказаться

удобней, чем его исходное определение в форме (1.42). Например, в случае многогранного

доверительного множества 𝑆 внутренняя задача максимизации является задачей линей-

ного программирования.

1.2.3. Модель выбора энергосберегающих проектов

Приведём ещё одну модель, построенную с помощью аппарата двухэтапных задач

стохастического программирования. Требуется из набора проектов, предназначенных для

экономии электроэнергии крупным предприятием, выбрать проекты, целесообразные для

реализации. Предполагаются известными оценки эффективности проектов. Спрос на элек-

троэнергию на этапе выбора проектов считается случайным, а его реализация становится

известной на несколько плановых периодов после проведения мероприятий, предусмотрен-

ных проектами. Такой подход является обоснованным в том случае, если длительность пе-

риодов мала по сравнению со сроками реализации проектов. Внедрение новых технологий

требует комплекса мероприятий, тогда как план выпуска продукции в течение несколь-

ких ближайших краткосрочных периодов определяется в зависимости от текущего спроса

и может корректироваться в процессе реализации проектов. Таким образом, к моменту

завершения проектов, спрос на электроэнергию можно считать известным.

Для моделирования описанной ситуации подходит аппарат двухэтапных задач сто-

хастического программирования с квантильным критерием. Заметим, что этапы не тож-

дественны периодам. В предлагаемой модели первый этап подразумевает выбор проектов

до того, как известны реализации случайных параметров. А второй этап состоит в закуп-

ке электроэнергии на несколько плановых периодов. Поскольку реализации случайных
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параметров во все плановые периоды известны после завершения первого этапа, объёмы

закупаемой электроэнергии во все плановые периоды могут рассматриваться как совокуп-

ная стратегия второго этапа.

Пусть необходимо выбрать несколько проектов из 𝑟 предлагаемых проектов. Стра-

тегию первого этапа будем описывать вектором 𝑢 ∈ {0, 1}𝑟, в котором 𝑢𝑖 = 1, если 𝑖-й

проект реализуется, и 𝑢𝑖 = 0, если 𝑖-й проект не реализуется, 𝑖 = 1, 𝑟. Вектор страте-

гий второго этапа обозначим через 𝑦 ∈ R𝑚. Компоненты 𝑦𝑘 вектора 𝑦 описывают объём

закупаемой электроэнергии в 𝑘-й плановый период, 𝑘 = 1,𝑚.

Стоимости проектов обозначим через величины 𝑐𝑖, образующие вектор 𝑐 ∈ R. Мак-

симально доступный для закупки объём электроэнергии в 𝑘-й плановый период обозначим

через 𝑦𝑘. Пусть 𝑦 ∈ R𝑚 — вектор, составленный из величин 𝑦𝑘. Через 𝑞 обозначим вектор

цен 𝑞𝑘 на электроэнергию в 𝑘-й плановый период, 𝑘 = 1,𝑚.

Через 𝑋 обозначим случайный вектор, составленный из величин 𝑋𝑘, равных спросу

на электроэнергию в 𝑘-й плановый период, 𝑘 = 1,𝑚, в предположении, что ни один из

предложенных проектов не выполняется. Реализации вектора 𝑋 будем обозначать через

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)⊤. Считается, что спрос на электроэнергию должен быть удовлетворён

в полном объёме.

Эффект от реализации проектов опишем через матрицу 𝐴 = (𝑎𝑘𝑖), 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1, 𝑟,

в которой 𝑎𝑘𝑖 — объём экономии электроэнергии в 𝑘-й плановый период при реализации

𝑖-го проекта.

С помощью введённых обозначений целевую функцию потерь двухэтапной задачи

можно записать в виде

Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑐⊤𝑢+ min
𝑦

{︀
𝑞⊤𝑦 | 𝑦 > 𝑥− 𝐴𝑢, 0 6 𝑦 6 𝑦

}︀
.

Ограничение 𝑦 > 𝑥−𝐴𝑢 показывает, что реализация проектов по экономии электроэнергии

позволяет снизить электропотребление 𝑥, соответствующее отстутствию мероприятий по

экономии, на величину 𝐴𝑢, связанную с реализацией энергосберегающих проектов.

Неотрицательность величины 𝐴𝑢 приводит к уменьшению издержек на втором эта-

пе. Однако реализация каждого проекта увеличивает издержки на первом этапе. Посколь-

ку издержки на втором этапе случайны, выбор набора проектов для реализации можно
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осуществить, решив задачу минимизации функции квантили

[Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 → min
𝑢∈{0,1}𝑟

. (1.45)

Величина 𝛼 показывает вероятность того, что решение поставленной задачи обеспечивает

непревышение прогнозируемых издержек.

1.3. Двухуровневая модель с асимметричной информацией

Для моделирования иерархических систем, в которых участвуют два субъекта, по-

следовательно принимающие решения, может быть использован аппарат двухуровневых

задач оптимизации. Постановка двухуровневых задач предполагает, что цели субъектов

известны друг другу, а последователю известна стратегия, выбираемая лидером.

В стохастических системах объёмы информации о реализациях случайных факто-

ров, доступные для лидера и последователя, могут быть различными. В связи с этим

возможны несколько моделей двухуровневых систем, различающихся по типу симметрии

информации. В данном разделе рассматривается случай, когда реализации случайных

факторов известны только последователю, но не известны лидеру. Возникающая при этом

стохастическая двухуровневая задача может рассматриваться как обобщение двухэтапной

задачи на тот случай, когда решение на втором этапе принимает субъект, цели которого

отличаются от субъекта, выбирающего стратегию на первом этапе.

1.3.1. Описание модели

В моделируемой системе взаимодействуют два субъекта, принимающих решения и

подчинённых иерархическому отношению. На верхнем уровне иерархии действует лидер,

а на нижнем уровне — последователь. Стратегию лидера обозначим через 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑟, а

стратегию последователя — через 𝑦 ∈ R𝑠.

Модель случайный факторов такая же, как и предыдущих разделах. Рассмат-

ривается случайный вектор 𝑋, определённый на полном вероятностном пространстве

(R𝑚,ℱ ,P). Считается, что для всех 𝑥 ∈ R𝑚 выполнено 𝑋(𝑥) = 𝑥. Носитель вероятностной

меры P обозначен через 𝒳 .

Последователь принимает решение, когда известны и стратегия 𝑢, выбранная ли-

дером, и реализация случайных факторов задачи 𝑥. Для моделирования экономических

систем в первую очередь представляют интерес линейные модели принятия решений. В
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связи с этим будем считать, что выбираемая стратегия последователя является оптималь-

ной в задаче линейного программирования, в которой и ограничения, и целевая функции

зависят от 𝑢 и 𝑥:

𝑐(𝑢, 𝑥)⊤𝑦 → min
𝑦∈𝑌 (𝑢,𝑥)

. (1.46)

Множество допустимых стратегий последователя имеет вид

𝑌 (𝑢, 𝑥) , {𝑦 ∈ R𝑠 | 𝐵(𝑢, 𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑢, 𝑥), 𝑦 > 0},

где матрица 𝐵(𝑢, 𝑥) ∈ R𝑙×𝑠 и вектор 𝑏(𝑢, 𝑥) ∈ R𝑚 зависят от 𝑢 и 𝑥. Обозначим через

𝑌 *(𝑢, 𝑥) , Arg min
𝑦∈𝑌 (𝑢,𝑥)

{𝑐(𝑢, 𝑥)⊤𝑦}

множество оптимальных стратегий в задаче (1.46). Пусть

𝑊 , {(𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 | 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅}

— множество всех пар (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 × 𝒳 , для которых минимум в задаче (1.46) достигается.

Введём также обозначение

𝒳 (𝑢) , {𝑥 ∈ 𝒳 | (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑊}

для множества реализаций 𝑥 случайного вектора 𝑋, при которых минимум в задаче по-

следователя (1.46) достигается при фиксированной стратегии лидера 𝑢 ∈ 𝑈 . Заметим, что

решение задачи последователя зависит от выбранной стратегии лидера 𝑢 ∈ 𝑈 и реализа-

ции 𝑥 случайного вектора𝑋. Таким образом, если стратегия лидера 𝑢 ∈ 𝑈 фиксирована, то

решение задачи последователя может рассматриваться как функция 𝑦(·), отображающая

множество 𝒳 (𝑢) в R𝑠. Для множества всех таких измеримых функций введём обозначение

𝒴(𝑢) , {𝑦(·) : 𝒳 (𝑢) → R𝑠 | 𝑦(·) — (ℱ ,ℬ(R𝑠))-измерима,

(𝑢, 𝑥) ∈ 𝑊 ⇒ 𝑦(𝑥) ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥)}. (1.47)

Таким образом, стратегию последователя 𝑦(·) можно рассматривать как функцию, опи-

сывающую его оптимальное поведение при известной реализации случайных парамет-

ров. Отметим, что поведение последователя зависит и от стратегии лидера 𝑢, но вводить

стратегию последователя как функцию от 𝑢 не следует, поскольку задача последователя

решается при фиксированной стратегии последователя. С другой стороны, зависимость
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стратегии последователя от 𝑥 позволяет лидеру учитывать неопределённость поведения

последователя.

Пусть потери лидера при выборе стратегии своей 𝑢, стратегии последователя 𝑦 и

реализации случайных параметров 𝑥 описываются измеримой функцией Φ: 𝑈 × 𝑌 ×𝒳 →

R*, где

𝑌 ,
⋃︁

𝑢∈𝑈,𝑥∈𝒳

𝑌 (𝑢, 𝑥).

Если (𝑢, 𝑥) ̸∈ 𝑊 , то Φ(𝑢, 𝑦, 𝑥)+ = ∞.

Введём функцию квантили

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) , min {𝜙 | P {Φ(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 𝜙,𝑄(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 0} > 𝛼} , (1.48)

где 𝑄 : 𝑈×𝑌 ×𝒳 → R — измеримая функция, описывающая дополнительные ограничения

задачи лидера, 𝛼 ∈ (0, 1] — фиксированный уровень надёжности. Значение функции (1.48)

показывает уровень потерь лидера, непревышение которых вместе с выполнение дополни-

тельных ограничений гарантируется с вероятностью 𝛼. Уровень 𝛼 показывает склонность

лидера к риску.

Если для заданных 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑦(·) ∈ 𝒴(𝑢) значение функции квантили (1.48) неопре-

делено, т. е. неравенство

P {Φ(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 0} < 𝛼

выполнено для всех 𝜙 ∈ R, то считается, что 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) = +∞.

Использование критериальной функции в форме квантили (1.48) позволяет полу-

чать в двухуровневой модели результат, гарантированный с заданной вероятностью. Двух-

уровневая задача определяется следующим образом:

𝒰 , Arg min
𝑢,𝑦(·)

{𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) | 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑦(·) ∈ 𝒴(𝑢)}. (1.49)

Заметим, что сформулированная постановка двухуровневой задачи является оптимисти-

ческой в том смысле, что в ней производится одновременная минимизация и по стратегии

лидера 𝑢 ∈ 𝑈 и по множеству оптимальных стратегий последователя 𝑦(·) ∈ 𝒴(𝑢). Отсюда

следует, что при наличии нескольких оптимальных стратегий последователь выбирает ту,

которая наиболее благоприятна для лидера. Пусть

𝑈* , {𝑢 ∈ 𝑈 | ∃𝑦(·) : (𝑢, 𝑦(·)) ∈ 𝒰} (1.50)
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обозначает проекцию множества 𝒰 на множество стратегий лидера, 𝜙*
𝛼 — оптимальное

значение критериальной функции в задаче (1.49).

Приведённая задача (1.49) сформулирована в априорной постановке. Отличия апри-

орной и апостериорной постановок для двухэтапных задач обсуждаются в разделе 1.1.3.

Как и в теории двухэтапных задач, апостериорная постановка предполагает, что стратегия

последователя (аналог стратегии второго этапа в двухэтапных задачах) является функци-

ей реализации случайных параметров. Нетрудно заметить, что сформулированная задача

(1.49) может рассматриваться как двухэтапная задача стохастического программирования

в априорной постановке вида (1.21), к которой добавлено ограничение 𝑦(·) ∈ 𝒴(𝑢).

1.3.2. Моделирование взаимодействия производителя продукции и по-

ставщика ресурсов

Задача (1.49) может быть использована для моделирования иерархических систем.

Рассмотрим взаимодействие производителя продукции и поставщика ресурсов. Цель про-

изводителя получить максимальную прибыль от производства продукции, для которой

необходимо несколько ресурсов. Поставщик ресурсов производит ресурсы из нескольких

видов сырья. Цель поставщика состоит в минимизации издержек на производство ресур-

сов. При этом у него имеется возможность часть ресурсов реализовывать не внешнем рын-

ке. В силу того, что производитель продукции определяет условиях работы поставщика,

между ними устанавливается естественная иерархия, в которой производитель является

лидером, а поставщик — последователем.

Перейдём к описанию математической модели. Стратегией лидера является вектор

𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑟, составленный из объёмов 𝑢𝑖 производимой продукции 𝑖-го типа. Страте-

гия последователя имеет вид 𝑦 , (𝑦⊤, 𝑦⊤)⊤ ∈ R𝑠, в которой 𝑦 ∈ R𝑠, 𝑠 , 𝑠
2
, — вектор

ресурсов, закупаемых лидером у последователя по заранее подписанному контракту по

фиксированным ценам, составляющим вектор 𝑞 ∈ R𝑠, 𝑦 ∈ R𝑠 — вектор, составленный из

объёмов ресурсов, предназначенных для реализации на внешнем рынке по ценам 𝑐 ∈ R𝑠.

Вектор цен на продукцию, производимую лидером, обозначим через 𝑐(𝑥), имея в виду,

что цены зависят от реализаций 𝑥 случайных факторов 𝑋, описывающих рыночные усло-

вия в момент продажи продукции и не известных в момент принятия решения лидером.

Случайные факторы могут описываться фондовыми индексами, курсами валют, а так-
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же определяться сценариями, прогнозируемыми экспертами. Вектор рыночных цен, по

которым последователь может продавать ресурсы, обозначим через 𝑞(𝑥).

С помощью введённых обозначений издержки лидера (прибыль с противоположным

знаком) можно записать так:

Φ(𝑢, 𝑦, 𝑥) = −𝑐(𝑥)𝑢+ 𝑞⊤𝑦. (1.51)

Потребность лидера в ресурсах описывается через функцию дополнительных огра-

ничений 𝑄, имеющую вид

𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) = max
𝑖=1,...,𝑠

{𝑇𝑖𝑢− 𝑦𝑖 − 𝑏𝑖} , (1.52)

где 𝑇𝑖 — 𝑖-я строка технологической матрицы 𝑇 , элементы которой 𝑡𝑖𝑗 показывают объёмы

𝑖-го ресурса, необходимого для производства единицы продукции 𝑗-го типа, 𝑏𝑖 — элементы

вектора 𝑏, описывающего собственные запасы ресурсов у лидера. Выполнение ограни-

чения 𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) 6 0 гарантирует, что потребности лидера в ресурсах для производства

продукции выполнены, т. к. это ограничение можно переписать в виде системы

𝑇𝑖𝑢 6 𝑦𝑖 + 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑠,

в которой правая часть задаёт вектор доступных ресурсов как сумму собственных и за-

купаемых у последователя ресурсов.

Технологию производства ресурсов из сырья описывает матрица 𝐷 = (𝑑𝑖𝑗), 𝑖 = 1, 𝑙1,

𝑗 = 1, 𝑠, в которой 𝑑𝑖𝑗 — объём сырья 𝑖-го типа, необходимого для производства единицы

ресурсов 𝑗-го типа. Через �̄� обозначим вектор, элементы которого �̄�𝑖 показывают объём 𝑖-го

типа сырья, доступного последователю. Вектор 𝑦 описывает минимальные допустимые по

контракту объёмы поставок ресурсов последователя лидеру. В описанных условиях задачу

последователя можно сформулировать в виде

𝑞⊤𝑦 + 𝑞(𝑥)⊤𝑦 → max
𝑦

(1.53)

при ограничениях

𝑇𝑢 > 𝑦, (1.54)

𝐷(𝑦 + 𝑦) 6 �̄�, (1.55)

𝑦 > 𝑦, (1.56)

𝑦, 𝑦 > 0. (1.57)
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Ограничение (1.54) значит, что последователь не может продать лидеру больше ресурсов,

чем ему необходимо. Ограничение (1.55) описывает невозможность использования сырья

в объёме, превышающем максимально доступный объём.

В обозначениях предыдущего раздела задачу лидера по определению оптимального

производства продукции можно записать в виде двухуровневой задачи стохастического

программирования

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) =

= min {𝜙 | P {Φ(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 0} > 𝛼} → min
𝑢∈𝑈,𝑦(·)∈𝒴(𝑢)

, (1.58)

где множество 𝒴(𝑢) задаёт множество оптимальных стратегий последователя как функций

𝑥 при фиксированном значении 𝑢 и определено согласно (1.47).

1.3.3. Модель распределения инвестиций в энергосберегающие проекты

В данном разделе приводится ещё один пример математической модели, построен-

ной на основе стохастической двухуровневой системы, описанной в разделе 1.3.1. Приво-

димая модель является развитием двухэтапной модели из раздела 1.2.3.

Будем считать, что имеется 𝑟 проектов, направленных на экономию энергоресурсов.

Необходимо не только выбрать проекты для реализации, но и определить объёмы их фи-

нансирования. Предполагается, что каждый проект реализует субподрядчик, обладающий

свободой действия в рамках выделенного финансирования. За экономию энергоресурсов

субподрядчики получают премии. При реализации проектов субподрядчики самостоятель-

но закупают ресурсы, необходимые для выполнения проекта.

Таким образом, описываемая система является иерархической, в которой лидером

является инвестор проектов, а последователями — субподрядчики, выполняющие проекты.

Спрос на энергоресурсы разделён по плановым периодам, но считается, что в начале

первого планового периода после реализации проектов спрос известен не все последующие

плановые периоды. Случайную потребность в 𝑗-м энергоресурсе в 𝑘-й плановый период

обозначим через 𝑋𝑘𝑗. Реализации случайных величин 𝑋𝑘𝑗 будем обозначать через 𝑥𝑘𝑗,

𝑘 = 1, 𝐾, 𝑗 = 1, 𝐽 .

В качестве стратегии лидера рассмотрим вектор 𝑢 ∈ R𝑟, в котором 𝑢𝑖 — объём ин-

вестирования 𝑖-го проекта, 𝑖 = 1, 𝑟. Будем считать, что 𝑖-й проект реализуется 𝑖-м после-

дователем, т. е. количество последователей совпадает с количеством проектов. Стратегию
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𝑖-го последователя обозначим через 𝑦(𝑖) , (𝑦
(𝑖)
1 , 𝑦

(𝑖)
2 , . . . , 𝑦

(𝑖)
𝑆𝑖

)⊤ ∈ R𝑆𝑖 , где 𝑦(𝑖)𝑠 — объём 𝑠-го

закупаемого ресурса, необходимого для реализации проекта, 𝑠 = 1, 𝑆𝑖.

Экономия 𝑗-го энергоресурса в 𝑘-й плановый период при реализации 𝑖-го проекта

зависит от стратегии последователя 𝑦(𝑖). Обозначим указанную экономию через 𝑧(𝑖)𝑘𝑗 (𝑦(𝑖)).

Введём обозначение 𝑧(𝑖)𝑘 (𝑦(𝑖)) ,
(︁
𝑧
(𝑖)
𝑘1 (𝑦(𝑖)), . . . , 𝑧

(𝑖)
𝑘𝐽(𝑦(𝑖))

)︁⊤
. Технологическое описание 𝑖-го

проекта в 𝑘-й плановый период задаёт матрица 𝐵(𝑖)
𝑘 , связывающая объём приобретаемых

ресурсов с экономией энергоресурсов:

𝑧
(𝑖)
𝑘 (𝑦(𝑖)) = 𝐵

(𝑖)
𝑘 𝑦

(𝑖), 𝑘 = 1, 𝐾.

Пусть 𝑐
(𝑖)
𝑘𝑗 — премия 𝑖-го последователя за экономию единицы 𝑗-го энергоресур-

са в 𝑘-й плановый период, 𝑔(𝑖)𝑠 — стоимость 𝑠-го ресурса при реализации 𝑖-го проек-

та, 𝑦(𝑖)𝑠 — максимально доступный объём 𝑠-го ресурса при реализации 𝑖-го проекта,

𝑦(𝑖) ,
(︁
𝑦
(𝑖)
1 , 𝑦

(𝑖)
2 , . . . , 𝑦

(𝑖)
𝑆𝑖

)︁⊤
∈ R𝑆𝑖 .

С помощью введённых обозначений задачу 𝑖-го последователя можно сформулиро-

вать в виде
𝐾∑︁
𝑘=1

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑐
(𝑖)
𝑘𝑗 𝑧

(𝑖)
𝑘 (𝑦(𝑖)) → max

𝑦(𝑖)∈R𝑆𝑖

(1.59)

при ограничениях

𝑆𝑖∑︁
𝑠=1

𝑔(𝑖)𝑠 𝑦
(𝑖)
𝑠 6 𝑢𝑖,

0 6 𝑦(𝑖)𝑠 6 𝑦(𝑖)𝑠 .

Множество оптимальных значений переменных в задаче (1.59) обозначим через

𝑌 (𝑖)(𝑢, 𝑥). Заметим, что декартово произведение 𝑌 *(𝑢, 𝑥) , 𝑌 (1)(𝑢, 𝑥) × 𝑌 (2)(𝑢, 𝑥) × . . . ×

𝑌 (𝑟)(𝑢, 𝑥) есть множество оптимальных значений переменных задачи

𝑟∑︁
𝑖=1

𝐾∑︁
𝑘=1

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑐
(𝑖)
𝑘𝑗 𝑧

(𝑖)
𝑘 (𝑦(𝑖)) → max

(𝑦(1),...,𝑦(𝑟))
⊤
∈R𝑆1×...×R𝑆𝑟

(1.60)

при ограничениях

𝑆𝑖∑︁
𝑠=1

𝑔(𝑖)𝑠 𝑦
(𝑖)
𝑠 6 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑟;

0 6 𝑦(𝑖)𝑠 6 𝑦(𝑖)𝑠 , 𝑖 = 1, 𝑟.
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Таким образом, несмотря на то, что в моделируемой системе имеется несколько

последователей, с математической точки зрения можно считать, что действует один со-

вокупный последователь. Это значит, что описываемая система является двухуровневой.

Стратегию последователя обозначим через 𝑦 =
(︀
𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑟)

)︀⊤
.

Теперь приведём функцию потерь лидера

Φ(𝑢, 𝑦, 𝑥) =
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 +
𝐾∑︁
𝑘=1

𝐽∑︁
𝑗=1

max {0, (𝑥𝑘𝑗 − 𝑧𝑘𝑗(𝑦)) 𝑞𝑘𝑗} ,

где 𝑞𝑘𝑗 — стоимость 𝑗-го энергоресурса в 𝑘-й плановый период,

𝑧𝑘𝑗(𝑦) =
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑧
(𝑖)
𝑘𝑗 (𝑦(𝑖)).

Таким образом, расходы лидера складываются из объёмов финансирования проектов и

суммарных расходов на энергоресурсы.

Функция, описывающая дополнительные ограничения имеет вид

𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) = max
𝑘=1,𝐾,𝑗=1,𝐽

{𝑧𝑘𝑗(𝑦) − 𝑥𝑘𝑗} .

Ограничение 𝑄(𝑢, 𝑦, 𝑥) 6 0 значит, что экономия энергоресурса не может превышать спрос

на него.

Задача двухуровневой оптимизации, решение которой обеспечивает оптимальное

распределение инвестиций по проектам, записывается в той же форме, что и в общей

постановке (1.49)

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) =

= min {𝜙 | P {Φ(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢, 𝑦(𝑋), 𝑋) 6 0} > 𝛼} → min
𝑢∈𝑈,𝑦(·)∈𝒴(𝑢)

, (1.61)

где 𝒴(𝑢) определяется формулой (1.47), а множество 𝑈 задаётся системой ограничений

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 6 �̄�,

𝑢𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑟.

Величина �̄� задаёт максимально допустимый объём инвестирования.
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1.3.4. Двухуровневая модель со случайными коэффициентами в целе-

вой функции последователя

В данном разделе описывается специальная постановка стохастической двухуров-

невой задачи. Предполагается, что целевые функции задач лидера и последователя яв-

ляются билинейными, т. е, линейными по стратегии лидера 𝑢 и линейными по стратегии

последователя 𝑦, а случайные коэффициенты входят только в целевую функцию задачи

последователя. Данная постановка обладает рядом интересных свойств, которые обсуж-

даются в данном разделе. Кроме того, специфика задачи позволяет сформулировать её

в апостериорной постановке, что упрощает её исследование. В следующем разделе будет

показано применение описанной постановки для моделирования экономических систем.

По-прежнему будем считать, что 𝑢 — стратегия лидера, выбираемая из множества

𝑈 ⊂ R𝑟, 𝑦 — стратегия последователя, принадлежащая пространству R𝑚. В изучаемом

случае 𝑚 = 𝑠. Как и ранее, 𝑋 — случайный вектор, определённый на полном вероятност-

ном пространстве (R𝑚,ℱ ,P). При этом выполнено равенство 𝑋(𝑥) = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ R𝑚.

Задача последователя при фиксированных значениях 𝑢 и 𝑥 является задачей ли-

нейного программирования и имеет следующий вид:

(𝐴2𝑢+ 𝑥)⊤𝑦 → min
𝑦

(1.62)

при ограничениях

𝐵2𝑦 6 𝑏2,

𝑦 > 0,

где 𝐴2 ∈ R𝑚×𝑟, 𝐵2 ∈ R𝑙×𝑚, 𝑏2 ∈ R𝑙 — фиксированные матрицы и вектор. Через 𝑌 *(𝑢, 𝑥)

обозначим множество оптимальных стратегий задачи последователя (1.62).

Пусть функция потерь лидера Φ: 𝑈 × R𝑚 → [−∞; +∞] имеет вид

Φ(𝑢, 𝑥) ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)
(𝑓 + 𝐶𝑢)⊤𝑦, если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅;

+∞, если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) = ∅,
(1.63)

где 𝑓 ∈ R𝑚, 𝐶 ∈ R𝑟×𝑚.

Рассмотрим функцию квантили потерь лидера

𝑢 ↦→ [Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 , min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}, 𝑢 ∈ 𝑈, (1.64)
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где

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙},

— функция вероятности, 𝛼 ∈ (0, 1) — заданный уровень надёжности.

Используемое обозначение [·]𝛼 позволяет трактовать квантиль как функционал,

определённый на множестве случайных величин.

Сформулируем задачу лидера в виде

𝜓* , min
𝑢∈𝑈

{︀
𝑐⊤1 𝑢+ [Φ(𝑢,𝑋)]𝛼

}︀
, (1.65)

где 𝑐1 ∈ R𝑟 — некоторый вектор. Будем считать, что множество 𝑈 задаётся в виде 𝑈 , {𝑢 ∈

R𝑟 | 𝐴1𝑢 6 𝑏1}. Двухуровневой задачей стохастического программирования с квантильным

критерием является задача лидера (1.65).

Замечание 1.8. Заметим, что данная задача сформулирована в оптимистической

постановке, т. е. лидер учитывает лучшую для себя оптимальную стратегию последова-

теля. Сформулируем также двухуровневую задачу в пессимистической постановке, когда

функция потерь определена по правилу

Φ(𝑢, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
max

𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)
(𝑓 + 𝐶𝑢)⊤𝑦, если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅;

+∞, если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) = ∅,
(1.66)

Перейдём к исследованию свойств поставленной задачи. Рассмотрим задачу после-

дователя (1.62). Сформулируем утверждение об условиях, гарантирующих единственность

решения данной задачи.

Теорема 1.12. Пусть случайный вектор 𝑋 имеет абсолютно непрерывное рас-

пределение относительно меры Лебега и множество допустимых стратегий задачи по-

следователя {𝑦 ∈ R𝑚 | 𝐵2𝑦 6 𝑏2, 𝑦 > 0} непусто и ограничено. Тогда множество 𝑌 *(𝑢,𝑋)

всегда непусто и с вероятностью единица состоит из единственного элемента.

Доказательство теоремы 1.12. Обозначим множество допустимых стратегий задачи

последователя через 𝑌 . В силу предположения о непустоте и ограниченности множества

𝑌 оптимум в задаче последователя достигается при любом значении стратегии лидера

𝑢 и реализации случайных параметров задачи 𝑥. Рассмотрим случай 𝑚 = 1. Тогда оп-

тимальная стратегия в задаче последователя может быть неединственной, только если
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𝑋 = −𝐴2𝑢, что происходит с нулевой вероятностью. Пусть теперь 𝑚 > 2. В этом случае

оптимальная стратегия последователя может быть неединственной, только если вектор

𝐴2𝑢 + 𝑥 перпендикулярен одной из граней множества 𝑌 . В силу предположения об абсо-

лютной непрерывности распределения случайного вектора 𝑋 вероятность такого события

равна нулю, а значит, с вероятностью единица решение задачи последователя (1.62) будет

являться единственным. �

Докажем утверждение о полунепрерывности функции потерь Φ.

Теорема 1.13. Функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) является полунепрерывной снизу по 𝑢

при каждом фиксированном значении 𝑥 и измеримой по 𝑥 для всех 𝑢. При этом, при

каждом фиксированном 𝑢 ∈ 𝑈 множество значений функции 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) конечно.

Доказательство теоремы 1.13. Запишем задачу последователя в канонической фор-

ме. Для этого введём вектор дополнительных переменных 𝑦+ ∈ R𝑙. Будем использовать

следующие обозначения:

𝑐(𝑢, 𝑥) ,

⎛⎝𝐴2𝑢+ 𝑥

0𝑙

⎞⎠ , 𝐵 ,
(︁
𝐵2 𝐼

)︁
, 𝑦′ ,

⎛⎝ 𝑦

𝑦+

⎞⎠ ,

где 0𝑙 — нулевой вектор размера 𝑙. Тогда задача последователя запишется в форме

𝑐⊤(𝑢, 𝑥)𝑦′ → min
𝑦′

(1.67)

при ограничениях

𝐵𝑦′ = 𝑏2,

𝑦′ > 0.

Из теории линейного программирования известно, что базисное решение 𝑦B задачи (1.67)

является оптимальным в том и только том случае, когда соответствующая ему базисная

матрица B такая, что

𝑐⊤(𝑢, 𝑥) − 𝑐⊤B(𝑢, 𝑥)B−1𝐵 > 0, (1.68)

B−1𝑏 > 0, (1.69)

где 𝑐B(𝑢, 𝑥) — подвектор 𝑐(𝑢, 𝑥), составленный из его координат, соответствующих базис-

ным переменным. Множество базисных матриц, удовлетворяющих ограничениям (1.68) и

(1.69), обозначим через B(𝑢, 𝑥).
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Введём функцию 𝑓B(·) : 𝑈×R𝑚 → (−∞; +∞], совпадающую со значением функции

потерь лидера (1.63) для всех пар (𝑢, 𝑥), при которых базис B является оптимальным

в задаче последователя:

𝑓B(𝑢, 𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︀
(𝑓 + 𝐶𝑢)⊤, 0⊤

𝑙

)︀⊤
𝑦B, если B ∈ B(𝑢, 𝑥);

+∞ иначе.

Поскольку функция (𝑢, 𝑥) ↦→ 𝑓B(𝑢, 𝑥) принимает конечные значения на замкнутом мно-

жестве и непрерывна на нём, она является полунепрерывной снизу.

Используя введённые обозначения, функцию потерь лидера можно представить

в виде

Φ(𝑢, 𝑥) = min
B∈B

𝑓B(𝑢, 𝑥),

где B — множество всех базисных матриц, составленных из столбцов матрицы 𝐵. В си-

лу утверждения 1.12, значение Φ(𝑢, 𝑥) всегда конечно. Согласно [191, Proposition 1.26],

поточечный минимум конечного числа полунепрерывных снизу функций является полу-

непрерывной снизу функцией. Таким образом, функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) является полу-

непрерывной снизу по совокупности аргументов, а значит, и полунепрерывной снизу по 𝑢

при каждом фиксированном значении 𝑥, а также измеримой по 𝑥 для всех 𝑢.

Из того, что при заданном 𝑢 ∈ 𝑈 и B ∈ B функция 𝑥 ↦→ 𝑓B(𝑢, 𝑥) может принимать

только два возможных значения и множество B ∈ B конечно, следует, что множество

возможных значений функции 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) при каждом 𝑢 ∈ 𝑈 конечно. �

Из утверждения 1.13 выводится следствие о существовании решения задачи (1.65).

Следствие 1.2. Если множество 𝑈 непусто и ограничено, тогда в задаче (1.65)

существует оптимальная стратегия.

Доказательство следствия 1.2. Поскольку множество 𝑈 задаётся системой линейных

неравенств, оно является замкнутым, а значит, множество 𝑈 является компактом. Как

доказано в [51], при полунепрерывности снизу функции 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) при почти всех 𝑥 и

измеримости функции 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) для всех 𝑢 ∈ 𝑈 функция квантили 𝑢 ↦→ [Φ(𝑢,𝑋)]𝛼

является полунепрерывной снизу на 𝑈 . Таким образом, для функции 𝑢 ↦→ [Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 и

множества 𝑈 выполнены условия теоремы Вейерштрасса, гарантирующей существование

точки минимума. �
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При доказательстве следствия 1.2 существенно использовалась полунепрерывность

снизу функции 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥), которая гарантировалась оптимистической постановкой за-

дачи (1.65). В случае пессимистической постановки, когда функция потерь определена по

правилу (1.66), полунепрерывность снизу функции 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) не гарантирована, поэтому

решение задачи (1.65) в пессимистической постановке в общем случае может не существо-

вать. Решение задачи (1.65) в пессимистической постановке будет существовать и совпа-

дать с решением задачи (1.65) в оптимистической постановке при абсолютно непрерывном

случайном векторе 𝑋, что следует из утверждения 1.12.

Приведём пример, показывающий, что непрерывность функции квантили в общем

случае не гарантируется.

Пример 1.1. Пусть задача последователя имеет вид

(𝑥+ 𝑢)𝑦 → min
𝑦∈[0,1]

.

Нетрудно видеть, что множество оптимальных стратегий последователя имеет следующий

вид:

𝑌 *(𝑢, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
{1}, если 𝑥+ 𝑢 < 0;

{0}, если 𝑥+ 𝑢 > 0;

[0, 1], если 𝑥+ 𝑢 = 0.

Пусть 𝑓 = 1, 𝐶 = 0, тогда

Φ(𝑢, 𝑥) = min
𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)

𝑓𝑦 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, если 𝑥+ 𝑢 < 0;

0, если 𝑥+ 𝑢 > 0.

Функция квантили записывается в форме

𝜙𝛼(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, если P{𝑋 + 𝑢 > 0} > 𝛼;

1, если P{𝑋 + 𝑢 > 0} < 𝛼.

Например, для равномерного распределения на отрезке [0; 1] функция квантили имеет вид

𝜙𝛼(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, если 𝑢 < 𝛼− 1;

0, если 𝑢 > 𝛼− 1.

Таким образом, функция 𝑢 ↦→ 𝜙𝛼(𝑢) не является непрерывной, но является полунепре-

рывной снизу.
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Представляют интерес свойства функции (𝑢, 𝜙) ↦→ 𝑃𝜙(𝑢).

Теорема 1.14. Пусть случайный вектор 𝑋 имеет абсолютно непрерывное рас-

пределение. Тогда область определения функции (𝑢, 𝜙) ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) можно разбить на ко-

нечное число полиэдров, на внутренностях которых функция непрерывна, а в граничных

точках является полунепрерывной сверху.

Доказательство теоремы 1.14. Согласно [51, теорема 2.2], полунепрерывность сверху

функции вероятности следует из полунепрерывности снизу по 𝑢 ∈ 𝑈 и измеримости по 𝑥

функции потерь (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥).

Найдём области непрерывности функции вероятности. Введём величины

𝜙B(𝑢) ,
(︀
(𝑓 + 𝐶𝑢)⊤, 0⊤

𝑙

)︀⊤
𝑦B, B ∈ B.

При фиксированном 𝑢 ∈ 𝑈 отсортируем величины 𝜙B(𝑢) по возрастанию. В результате

получим последовательность величин
{︀
𝜙(𝑘)(𝑢)

}︀𝐾
𝑘=1

, где 𝐾 = |B|, при этом

𝜙(1)(𝑢) 6 𝜙(2)(𝑢) 6 · · · 6 𝜙(𝐾)(𝑢).

Базисную матрицу B, соответствующую 𝜙(𝑘)(𝑢), обозначим через B(𝑘). С помощью вве-

дённых обозначений можно записать

𝑃𝜙(𝑢) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, если 𝜙 < 𝜙(1)(𝑢);

P

{︂
𝑘−1⋃︀
𝑖=1

{B(𝑖) ∈ B(𝑢,𝑋)}
}︂

если 𝜙(𝑘−1)(𝑢) 6 𝜙 < 𝜙(𝑘)(𝑢);

1, если 𝜙 > 𝜙(𝐾)(𝑢).

Неравенства 𝜙(𝑘−1)(𝑢) 6 𝜙 6 𝜙(𝑘)(𝑢) задают полиэдры, на внутренности каждого из ко-

торых функция (𝑢, 𝜙) ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является непрерывной в силу абсолютной непрерывности

распределения случайного вектора 𝑋. �

1.3.5. Модель определения налоговой ставки

Сформулируем модель экономической системы, которая может быть записана в

форме (1.65). В качестве лидера будем рассматривать государство, а в качестве последо-

вателя — производителя. Задача лидера состоит в определении размера налоговой ставки,

обеспечивающей максимальный сбор налогов. Целью последователя является максимиза-

ции собственной прибыли после уплаты налогов. Производитель имеет возможность вы-

пускать несколько видов продукции.
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Стратегией лидера является размер налоговой ставки 𝑢 ∈ [0; 1]. Стратегией после-

дователя является вектор 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚)⊤, где 𝑦𝑗 — объём производства 𝑗-го вида

продукции, 𝑗 = 1,𝑚.

Задача последователя является стандартной задачей планирования производства в

условиях ограниченных ресурсов. Считается, что для производства единицы продукции

𝑗-го вида требуется 𝐴2𝑖𝑗 единиц ресурсов 𝑖-го типа, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑖 = 1, 𝑙. Величины 𝐴2𝑖𝑗

определяют технологическую матрицу 𝐴2. Заданы цены 𝑐𝑗 на каждый из видов продукции,

𝑗 = 1,𝑚, и доступные объёмы ресурсов каждого типа 𝑏2𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙. Через 𝑐 и 𝑏2 обозначим

векторы, составленные из величин 𝑐𝑗 и 𝑏2𝑖 соответственно.

Издержки производства единицы продукции 𝑗-го типа 𝑋𝑗, 𝑗 = 1,𝑚, будем считать

случайными. Случайный вектор, составленный из данных случайных величин, будем обо-

значать через 𝑋, а его реализации — через 𝑥.

Последователь при принятии своего решения знает реализацию случайного вектора

𝑋 и величину налоговой ставки. Таким образом, задача последователя формулируется как

задача минимизации потерь (прибыли с противоположным знаком) при ограничениях на

ресурсы:

𝑌 *(𝑢, 𝑥) = Arg min
𝑦∈𝑌

{︀
𝑥⊤𝑦 − (1 − 𝑢)𝑐⊤𝑦

}︀
,

где множество 𝑌 задаётся системой ограничений

𝐴2𝑦 6 𝑏2,

𝑦 > 0.

Потери лидера задаются соотношением

Φ(𝑢, 𝑥) = min
𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)

{︀
−𝑢𝑐⊤𝑦

}︀
,

то есть они равны величине сбора налогов, взятой с противоположным знаком. Будем

считать, что лидер ставит целью максимизировать величину гарантированного с вероят-

ностью 𝛼 сбора налогов. Тогда для поиска его оптимальной стратегии можно сформулиро-

вать двухуровневую задачу стохастического программирования с квантильным критерием

[Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 → min
𝑢∈[0,1]

. (1.70)
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1.4. Двухуровневая модель с симметричной информацией

Как и в предыдущем разделе, рассматриваются двухуровневые стохастические мо-

дели, в которых имеются два субъекта, принимающие решения: лидер и последователь.

В отличие от модели, рассмотренной в предыдущем разделе, предполагается, что реализа-

ции случайных факторов не известны ни лидеру, ни последователю. Это значит, что лидер

и последователь владеют симметричной информацией. Если в модели с асимметричной

информацией стратегия последователя выбиралась как функций случайных параметров,

а стратегия лидера была детерминированной, то при симметричной информации и стра-

тегия лидера, и стратегия последователя являются детерминированными. Это приводит

к тому, что модель принятия решений последователем должна описываться с помощью

помощью задачи стохастического программирования.

В качестве критериальной функции последователя рассматривается квантиль по-

терь. Предполагается, что функция потерь последователя является билинейной. Частный

случай данной модели рассмотрен в [47], где предложен метод сведения возникающей

оптимизационной задачи к задаче оптимизации с одной переменной. Для вычисления зна-

чения критериальной функции должна быть решена задача квадратичного программиро-

вания. В данном разделе эта идея используется для решения поставленной задачи.

Рассматривается случай линейной целевой функции задачи лидера. Для скаляр-

ного случая сформулирован детерминированный эквивалент. Для случая нормального

распределения предложен алгоритм решения задачи последователя. Приводится модель

инвестирования производства, в которой с помощью предложенного метода выбирается

оптимальная стратегия.

1.4.1. Описание модели

Обозначим через 𝑢 ∈ R𝑟 стратегию лидера, а через 𝑦 ∈ R𝑠 — стратегию последо-

вателя. Пусть 𝑋 — случайный вектор с реализациями 𝑥 ∈ 𝒳 ⊂ R𝑚, определённый на

вероятностном пространстве (R𝑚,ℱ ,P). Пусть целевая функция последователя является

билинейной и задаётся формулой

Φ(𝑦, 𝑥) , 𝑥⊤𝑦.

Определим функцию квантили

Φ𝛼(𝑦) , min{𝜙 | P{Φ(𝑦,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼},



—68—

Значение Φ𝛼(𝑦) функции квантили является минимальным уровнем потерь последователя

Φ(𝑦, 𝑥), непревышение которого гарантируется с вероятностью 𝛼 ∈ (0, 1).

Задача последователя имеет вид

Φ𝛼(𝑦) → min
𝑦∈𝑌 (𝑢)

, (1.71)

где 𝛼 ∈ (0, 1),

𝑌 (𝑢) , {𝑦 ∈ R𝑠 | 𝐴2𝑢+𝐵2𝑦 > 𝑏2} (1.72)

— множество допустимых стратегий последователя, 𝐴2 ∈ R𝑙2×𝑟, 𝐵2 ∈ R𝑙2×𝑠 — матрицы,

𝑏2 ∈ R𝑙2 — вектор.

Обозначим через

𝑌 *(𝑢) , Arg min
𝑦

{Φ𝛼(𝑦) | 𝑦 ∈ 𝑌 (𝑢)}

множество оптимальных стратегий последователя.

Двухуровневая задача стохастического программирования (задача лидера) форму-

лируется так:

𝑐⊤1 𝑢+ 𝑓⊤𝑦 → min
𝑢∈𝑈(𝑦),𝑦∈𝑌 *(𝑢)

, (1.73)

где

𝑈(𝑦) = {𝑢 ∈ R𝑟 | 𝐴1𝑢+𝐵1𝑦 > 𝑏1}, (1.74)

𝑐1 ∈ R𝑟, 𝑓 ∈ R𝑠 и 𝑏1 ∈ R𝑙1 — векторы, 𝐴1 ∈ R𝑙1×𝑟, 𝐵1 ∈ R𝑙1×𝑠 — матрицы.

1.4.2. Скалярный случай

Покажем, что в скалярном случае задача может быть сведена к детерминирован-

ному эквиваленту.

Пусть 𝑋 — случайная величина, т. е. 𝑥 ∈ R. Тогда стратегия последователя 𝑦 также

скалярна. Предположим, что 𝑦 > 0. В этом случае задача последователя запишется в виде

𝑌 *(𝑢) , Arg min
𝑦∈R

{Φ𝛼(𝑦) | 𝐴2𝑢+𝐵2𝑦 > 𝑏2, 𝑦 > 0}, (1.75)

где 𝐵2 = (𝐵21, 𝐵22, . . . , 𝐵2𝑙2)
⊤.

Обозначим через 𝑥𝛼 квантиль уровня 𝛼 распределения случайной величины 𝑋:

𝑥𝛼 , min{𝑥 ∈ R | P{𝑋 6 𝑥} > 𝛼}.
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Пусть множество допустимых стратегий лидера имеет вид

𝑈 , {𝑢 ∈ R𝑛 | 𝐴1𝑢 > 𝑏1},

т. е., предполагается, что матрица 𝐵1 нулевая.

Теорема 1.15. Пусть выполнены условия:

(i) задача последователя задана формулой (1.75);

(ii) 𝑥𝛼 > 0;

(iii) 𝐵2𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑙2;

(iv) 𝐵1 — нулевая матрица;

(v) 𝑓 > 0.

Тогда множество оптимальных стратегий в задаче (1.73) совпадает с множеством

оптимальных стратегий 𝑢 в задаче

𝑐⊤1 𝑢+ 𝑓𝜓 → min
𝜓∈R,𝑢∈𝑈

(1.76)

при ограничениях

𝑏2𝑖 − 𝐴2𝑖𝑢

𝐵2𝑖

6 𝜓, 𝑖 = 1, 𝑛, (1.77)

𝜓 > 0, (1.78)

где 𝐴2𝑖 — 𝑖-я строка матрицы 𝐴2, 𝑏2𝑖 — 𝑖-й элемент вектора 𝑏2. Кроме того, оптималь-

ные значения критериальных функций (1.73) и (1.76) равны.

Доказательство теоремы 1.15. Заметим, что Φ𝛼(𝑦) = 𝑥𝛼𝑦 в силу условия 𝑦 > 0.

Поскольку условие (iii) выполнено, из (1.75) следует, что

𝑦 >
𝑏2𝑖 − 𝐴2𝑖𝑢

𝐵2𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑙2. (1.79)

Таким образом,

𝑌 *(𝑢) =

{︂
max
𝑖=1,𝑙2

{︂
𝑏2𝑖 − 𝐴2𝑖𝑢

𝐵2𝑖

, 0

}︂}︂
. (1.80)
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Множество 𝑌 *(𝑢) состоит из одного элемента. Подставляя (1.80) в (1.73), получаем задачу

𝑐⊤1 𝑢+ 𝑓

{︂
max
𝑖=1,𝑙2

{︂
𝑏2𝑖 − 𝐴2𝑖𝑢

𝐵2𝑖

, 0

}︂}︂
→ min

𝑢∈𝑈
. (1.81)

Вводя дополнительную переменную 𝜓, задача (1.81) сводится к задаче линейного про-

граммирования (1.76) при ограничениях (1.77) и (1.78). �

Таким образом, исходная задача сводится к задаче линейного программирования

при выполнении условий теоремы 1.15. Как видно из доказательства, условия теоремы

1.15 обеспечивают существование оптимальной стратегии исходной задачи.

1.4.3. Случай гауссовского распределения

Вернёмся к постановке (1.73), предполагая, что случайный вектор 𝑋 распределён

по нормальному закону с математическим ожиданием 𝜇 и ковариационной матрицей Σ,

т. е. 𝑋 ∼ 𝒩 (𝜇,Σ). Также будем считать, что 𝛼 ∈ (0.5, 1).

Рассмотрим задачу последователя (1.71). Если 𝑋 ∼ 𝒩 (𝜇,Σ), то

Φ𝛼(𝑦) = 𝜇⊤𝑦 + 𝑧𝛼
√︀
𝑦⊤Σ𝑦,

где 𝑧𝛼 — квантиль уровня 𝛼 стандартного нормального распределения. Таким образом,

задача последователя может быть записана в виде

𝜇⊤𝑦 + 𝑧𝛼
√︀
𝑦⊤Σ𝑦 → min

𝑦∈𝑌 (𝑢)
. (1.82)

Поскольку функция 𝑦 ↦→
√︀
𝑦⊤Σ𝑦 является полунормой, задача (1.82) выпукла. Эта задача

может быть решена метода выпуклой оптимизации, описанными, например, в [105]. Тем

не менее, обратим внимание на то, что задача (1.82) может быть сведена к задаче квад-

ратичного программирования, если зафиксировать значение 𝜇⊤𝑦. Добавим ограничение

𝜇⊤𝑦 = 𝜃 в задачу (1.82). Тогда оптимальная стратегия задачи последователя может быть

найдена как решение задачи

𝜃 + 𝑧𝛼
√︀
𝑦⊤Σ𝑦 → min

𝑦∈𝑌 (𝑢)
(1.83)

при ограничениях

𝜇⊤𝑦 = 𝜃.

Нетрудно заметить, что задача (1.83) эквивалентна задаче квадратичного программиро-

вания

𝑦⊤Σ𝑦 → min
𝑦∈𝑌 (𝑢), 𝜇⊤𝑦=𝜃

. (1.84)
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Обозначим через 𝑦(𝜃) оптимальное решение задачи (1.84). Поскольку стратегия лидера 𝑢

фиксирована, зависимость 𝑦(𝜃) от 𝑢 не обозначается. Рассмотрим функцию

𝑔(𝜃) = 𝜃 + 𝑧𝛼
√︀
𝑦(𝜃)⊤Σ𝑦(𝜃).

Заметим, что значение 𝑔(𝜃) равно оптимальному значению критериальной функции зада-

чи (1.82) при дополнительном ограничении 𝜇⊤𝑦 = 𝜃. Поэтому оптимальной значение 𝜃,

обозначаемое как 𝜃*, является решением задачи

𝑔(𝜃) → min
𝜃∈R

. (1.85)

Поскольку задача (1.82) выпукла и ограничение 𝜇⊤𝑦 = 𝜃 линейно, функция 𝑔(𝜃) унимо-

дальна. Если известно, что 𝜃* ∈ [𝜃min, 𝜃max], где 𝜃min и 𝜃max — нижняя и верхняя граница для

𝜃*, то задача (1.85) может быть решена, например, с помощью метода золотого сечения [8].

Таким образом, для решения задачи необходимо выполнить следующую последователь-

ность действий.

Алгоритм 1.1. 1) найти оптимальное значение 𝜃* ∈ [𝜃min, 𝜃max];

2) найти оптимальную стратегию 𝑦*, решая задачу (1.84) для 𝜃 = 𝜃*.

Используя оптимальную стратегию последователя, можно решить задачу лидера,

которая в общем случае не является выпуклой. Её решение может быть найдёно с помо-

щью методов невыпуклой оптимизации.

1.4.4. Модель инвестирования производства

На основе сформулированной двухуровневой задачи (1.73) построим модель инве-

стирования производства.

Пусть лидер является инвестором, а последователь — производителем. Стратегия

лидера 𝑢 ∈ R описывает объём инвестиций в развитие производства. Производить выпус-

кает два вида продукции. Стратегией последователя является вектор (𝑦1, 𝑦2)
⊤, в котором

𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, — объём выпуска 𝑖-го продукта.

Критериальная функция последователя имеет вид

Φ𝛼(𝑦) = min{𝜙 | P{−(𝑋1𝑦1 +𝑋2𝑦2) 6 𝜙} > 𝛼}.
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где 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, — случайная прибыль, получаемая с единицы продукции 𝑖-го типа. Задача

последователя формулируется в виде

Φ𝛼(𝑦) → min
𝑦

при ограничениях

𝐵2𝑦 6 𝑏2,

𝑏⊤3 𝑦 6 𝑢,

где 𝐵2 — технологическая матрица, 𝑏2 — вектор доступных ресурсов, 𝑏3 — вектор, зада-

ющий стоимости производства единиц продукции. Заметим, что значение критериальной

функции последователя описывает минимальный уровень потерь последователя (−𝑋⊤𝑦 =

= −(𝑋1𝑦1 +𝑋2𝑦2)), которые не могут быть превышены с вероятностью 𝛼.

Задача лидера формулируется в виде

𝑢− 𝑓⊤𝑦 → min
𝑢>0,𝑦∈𝑌 *(𝑢)

, (1.86)

где 𝑓𝑖 — доход, получаемый инвестором с единицы продукции 𝑖-го типа. Лидер стремится

минимизировать разность между объёмом инвестиций 𝑢 и доходом 𝑓⊤𝑦.

Решим задачу для следующих исходных данных:

𝐵2 =
(︁

1 2
)︁
, 𝑏2 = 2, 𝑏3 = (2, 1,6)⊤; 𝑓 = (1,8, 2,4)⊤; 𝛼 = 0,975.

Будем считать, что

𝑋 ∼

⎛⎝⎛⎝2

3

⎞⎠ ,

⎛⎝0,7 0

0 1

⎞⎠⎞⎠ .

С помощью предложенного алгоритма, задача последователя может быть решена для

фиксированной стратегии лидера. Устанавливая различные значения стратегии лидера,

получаем график зависимости критериальной функции лидера от стратегии. Этот график

изображён на рисунке 1.1.

Как видно из полученного графика, малые и большие значения уровня инвестиций

обеспечивают большие значения критериальной функции. При малом объёме инвестиро-

вания лидер не получаем прибыль. При большом объёме инвестиций прибыль оказывается

меньше, чем объём вложенных средств.

При решении задач получены такие результаты: оптимальная стратегия лидера

𝑢* = 2,024; оптимальное значение целевой функции лидера −0,5872; оптимальная страте-

гия последователя 𝑦* = (0,3540, 0,8225)⊤.



—73—

Рисунок 1.1. Зависимость критериальной функции лидера от стратегии

1.5. Стохастические двухуровневые модели конкурентного размещения

предприятий

Цель построения математических моделей размещения предприятий заключается

в поиске множества открываемых предприятий, позволяющего с минимальными затра-

тами удовлетворить потребности всех потребителей. Классическая задача размещения

предприятий сформулирована в [2]. В подобных задачах, как правило, невозможно за-

ранее предсказать величину затрат на открытие предприятий и величину получаемой

прибыли от их открытий, поэтому необходимо рассматривать стохастические постановки

задач размещения. Одной из первых работ, где была учтена стохастическая природа за-

дачи размещения предприятий, является [199]. В ней был использован сценарный подход

для моделирования неопределенности размещения предприятия. Данная модель позволя-

ет найти такой план размещения предприятий, при котором математическое ожидание

затрат сводится к минимуму. Также следует отметить [135], где предложена математиче-

ская модель с критериальной функцией в форме математического ожидания суммы по-

терь. Обзор работ, посвященных задачам размещения с учетом неопределенности, можно

найти в [176,201].

Квантильный критерий для моделирования размещения предприятий рассматри-

вался в [121], где показано, что решение оптимизационной задачи в рамках модели явля-
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ется трудным с вычислительной точки зрения, и предложен метод построения вспомога-

тельной задачи, решение которой позволяет найти верхнюю оценку функции квантили со

значительно меньшими вычислительными затратами.

Другим направлением развития подобных моделей являются модели конкурентного

размещения предприятий [1,3]. Данные модели формулируются с помощью двухуровневой

задачи целочисленного программирования. В задаче конкурентного размещения предпри-

ятий имеются две соперничающие стороны (лидер и последователь), которые последова-

тельно открывают свои предприятия, стремясь привлечь потребителей, чтобы получить

максимальную прибыль. Процесс принятия решений в данной модели имеет трехэтапную

структуру. На первом этапе лидер, учитывая оптимальную стратегию последователя как

функцию собственной стратегии, размещает свои предприятия. На втором этапе после-

дователь, зная стратегию лидера (открытые предприятия лидера), открывает свои пред-

приятия. А на третьем этапе каждый потребитель исходя из собственных предпочтений

выбирает лучшее для себя предприятие. Цель лидера заключается в поиске такого множе-

ства предприятий, открывая которые, он получит максимальную прибыль с учетом того

факта, что некоторые потребители предпочтут предприятия, открытые последователем.

В данном разделе описывается предложенная в работе автора [34] модель размеще-

ния предприятий, сформулированная как стохастическая задача конкурентного размеще-

ния предприятий с квантильным критерием. В ней учитываются как наличие случайных

параметров, так и присутствие конкурента. Для математической постановки данной зада-

чи используется двухуровневая задача стохастического программирования с квантильным

критерием, в которой переменные как лидера, так и последователя являются бинарными.

Данная задача также тесно связана с детерминированной задачей конкурентного разме-

щения предприятий [1, 3], но в предлагаемой постановке предполагается, что величина

дохода, получаемого от потребителя, не зависит от открываемого предприятия. Оказы-

вается, что данное предположение позволяет разработать специальные методы решения

задачи, которые и описаны в работе. Отметим, что эти методы получили дальнейшее раз-

витие в работах [99,170].
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1.5.1. Модель конкурентного размещения предприятий с асимметрич-

ной информацией

Будем считать, что имеется два конкурирующих игрока, последовательно одно-

кратно размещающие свои предприятия. В данном разделе предполагается, что игроки

владают асимметричной информаций: реализация случайных факторов известна только

второго игроку (последователю).

Пусть 𝐼 = {1, . . . , 𝑟} — множество возможных мест размещения предприятий, 𝐽 =

= {1, . . . , 𝑠} — множество потребителей.

Будем считать, что доход 𝑋𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , получаемый любым предприятием от потреби-

теля, является случайной величиной с реализациями 𝑥𝑗. Совместное распределение слу-

чайных величин 𝑋𝑗 будем считать известным. При этом лидер размещает свои предприя-

тия, не зная реализацию случайного дохода, а последователь размещает свои предприятия,

учитывая реализацию 𝑥𝑗. Введем случайный вектор 𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑠)⊤ с реализациями

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)⊤, определённый на вероятностном пространстве (R𝑠,ℱ ,P).

Пусть известен линейный порядок ≻𝑗 на множестве 𝐼, задающий предпочтения

потребителя 𝑗 ∈ 𝐽 . При данном линейном порядке 𝑖 ≻𝑗 𝑘 означает, что из двух открытых

предприятий 𝑖 ∈ 𝐼 и 𝑘 ∈ 𝐼 потребитель 𝑗 выберет предприятие 𝑖.

Пусть затраты лидера 𝑓𝑖 на открытие предприятия 𝑖 ∈ 𝐼 известны и являются

фиксированными, как и затраты последователя 𝑔𝑖 на открытие предприятия 𝑖 ∈ 𝐼.

В качестве стратегии лидера введем переменные 𝑢𝑖, 𝑢𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 . Вектор, состав-

ленный из данных переменных, обозначим через 𝑢. Переменная 𝑢𝑖 показывает, открывает

ли лидер предприятие 𝑖 ∈ 𝐼: 𝑢𝑖 = 1, если открывает, и 𝑢𝑖 = 0, если не открывает. Перемен-

ная 𝑢𝑖𝑗 показывает, выбрано ли лидером предприятие 𝑖 ∈ 𝐼 для обслуживания потребителя

𝑗 ∈ 𝐽 : 𝑢𝑖𝑗 = 1, если выбрано, и 𝑢𝑖𝑗 = 0, если не выбрано.

В качестве стратегии последователя введем переменные 𝑦𝑖, 𝑦𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 . Через 𝑦

обозначим вектор, составленный из переменных последователя. Переменная 𝑦𝑖 показывает,

открывает ли последователь предприятие 𝑖 ∈ 𝐼: 𝑦𝑖 = 1, если открывает, и 𝑦𝑖 = 0, если не

открывает. Переменная 𝑦𝑖𝑗 показывает, выбрано ли последователем предприятие 𝑖 ∈ 𝐼 для

обслуживания потребителя 𝑗 ∈ 𝐽 : 𝑦𝑖𝑗 = 1, если выбрано, и 𝑦𝑖𝑗 = 0, если не выбрано.

Рассмотрим задачу последователя, которая решается при известной стратегии ли-
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дера 𝑢 и известной реализации 𝑥 случайного вектора 𝑋:∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖𝑦𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐼

∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝑦𝑖𝑗 → min
𝑦

(1.87)

при ограничениях ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 6 1, 𝑗 ∈ 𝐽 ; (1.88)

𝑦𝑖 > 𝑦𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ; (1.89)

𝑢𝑖 + 𝑦𝑖 +
∑︁
𝑙|𝑖≻𝑗 𝑙

𝑦𝑙𝑗 6 1, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ; (1.90)

𝑦𝑖, 𝑦𝑖𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽. (1.91)

Целевая функция задачи (1.87) представляет разность двух сумм. Первая сумма

выражает затраты на открытие предприятий последователя, а вторая сумма выражает

доход, полученный от потребителей. Таким образом, последователем минимизируется при-

быль, взятая с обратным знаком. Ограничение (1.88) не позволяет последователю назна-

чить более одного предприятия для обслуживания 𝑗-го потребителя. Ограничение (1.89)

позволяет последователю назначать для обслуживания потребителей только открытые им

предприятия. Ограничение (1.90) запрещает последователю открывать 𝑖-е предприятие,

если оно уже открыто лидером. Также данное ограничение не позволяет назначить для

обслуживания 𝑗-го потребителя предприятия, которые менее предпочтительны для него,

чем предприятие с номером 𝑖, если оно открыто лидером или последователем.

Множество оптимальных значений переменных в задаче (1.87) обозначим через

𝑌 *(𝑢, 𝑥).

Введем функцию потерь лидера:

Φ(𝑢, 𝑥) = max
𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)

{︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑗𝑢𝑖𝑗

)︃(︃
1 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗

)︃}︃
. (1.92)

Внешний максимум по стратегии последователя, выбираемой из множества оптимальных

стратегий последователя, означает, что лидер учитывает наихудшую для себя оптималь-

ную стратегию последователя. Так же как и целевая функция последователя, функция

потерь лидера состоит из разности двух сумм. Первая сумма выражает затраты на от-

крытие предприятий. А вторая сумма выражает доход, полученный от потребителей при

известной реализации случайных параметров. При этом учитывается, что если
∑︀
𝑖∈𝐼
𝑦𝑖𝑗 = 1,

то 𝑗-й потребитель обслуживается некоторым предприятием последователя.
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Также может быть рассмотрена функция потерь лидера

Φ′(𝑢, 𝑥) = min
𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)

{︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑗𝑢𝑖𝑗

)︃(︃
1 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗

)︃}︃
. (1.93)

В этом случае лидер учитывает лучшую для себя оптимальную стратегию последователя.

Рассмотрим функцию квантили потерь лидера

𝜙𝛼(𝑢) = min{𝜙 | P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼}, (1.94)

где 𝛼 ∈ (0, 1) – уровень надежности. Функция квантили (1.94) представляет собой мини-

мальный уровень потерь (прибыли, взятой с обратным знаком), непревышение которого

гарантируется с вероятностью 𝛼.

Сформулируем задачу лидера:

𝜙𝛼(𝑢) → min
𝑢

(1.95)

при ограничениях ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑢𝑖𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝐽 ; (1.96)

𝑢𝑖 > 𝑢𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ; (1.97)

𝑢𝑖 +
∑︁
𝑙|𝑖≻𝑗 𝑙

𝑢𝑙𝑗 6 1, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ; (1.98)

𝑢𝑖, 𝑢𝑖𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽. (1.99)

Ограничения (1.96)–(1.99) задачи лидера имеют аналогичный смысл, что и ограничения

(1.88)–(1.91) задачи последователя. Однако в отличие от задачи последователя в силу

ограничений (1.96) и (1.97) требуется, чтобы лидером было открыто хотя бы одно пред-

приятие. Таким образом, из рассмотрения исключается решение, при котором лидер не

открывает ни одного предприятия. Однако лидеру следует принять такое решение, ес-

ли решение задачи обеспечивает положительное значение критериальной функции (т.е.

отрицательный уровень гарантированной прибыли).

Сформулированная задача (1.95) является двухуровневой задачей стохастического

линейного программирования с квантильным критерием в пессимистической постановке.

Пессимистическая постановка значит, что лидер учитывает наихудшую для себя опти-

мальную стратегию последователя.
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Также может быть рассмотрена оптимистическая постановка задачи:

𝜙′
𝛼(𝑢) → min

𝑢
(1.100)

при ограничениях (1.96)–(1.99), где 𝜙′
𝛼(𝑢) = min{𝜙 | P{Φ′(𝑢,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼}.

1.5.2. Модель конкурентного размещения предприятий с симметричной

информацией

Предположение о том, что игроки, размещающие предприятия, владеют различной

информацией о реализациях случайных факторов, не всегда оправдано. Представляет

интерес ситуация, когда реализация случайных факторов не известны ни лидеру, ни по-

следователю. В связи с этим модифицируем предложенную в предыдущем разделе модель

конкурентного размещения предприятий на случай, когда игроки владеют симметричной

информацией.

Описание переменных, параметров и случайных факторов соответствует предыду-

щему разделу. Введём обозначение для функции потерь последователя

Ψ(𝑢, 𝑦, 𝑥) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖𝑦𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐼

∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝑦𝑖𝑗.

Функция потерь лидера обозначена через

Φ̄(𝑢, 𝑦, 𝑥) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑗𝑢𝑖𝑗

)︃(︃
1 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗

)︃
.

Введём функцию квантили потерь лидера

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦) = min{𝜙 | P{Φ̄(𝑢, 𝑦,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼}, (1.101)

и функцию квантили потерь последователя

𝜓𝛽(𝑢, 𝑦) = min{𝜙 | P{Ψ(𝑢, 𝑦,𝑋) 6 𝜙} > 𝛽}, (1.102)

где 𝛼 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0, 1). Отметим, что вероятности 𝛼 и 𝛽 показывают склонности к риску

лидера и последователя и в общем случае могут отличаться.

В условиях симметричной информации последователь выбирает свою стратегию,

когда известна только стратегия лидера. Задача последователя принимает вид

𝜓𝛽(𝑢, 𝑦) → min
𝑦

(1.103)
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при ограничениях ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 6 1, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑦𝑖 > 𝑦𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑢𝑖 + 𝑦𝑖 +
∑︁
𝑙|𝑖≻𝑗 𝑙

𝑦𝑙𝑗 6 1, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑦𝑖, 𝑦𝑖𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽.

Смысл этих ограничений такой же, как и в задаче (1.87). Множество оптимальных значе-

ний переменных в задаче (1.103) обозначим через 𝑌 *(𝑢).

Постановка двухуровневой задачи конкурентного размещения предприятий прини-

мает вид

max
𝑦∈𝑌 *(𝑢)

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦) → min
𝑢

при ограничениях ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑢𝑖𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑢𝑖 > 𝑢𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑢𝑖 +
∑︁
𝑙|𝑖≻𝑗 𝑙

𝑢𝑙𝑗 6 1, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

𝑢𝑖, 𝑢𝑖𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽.

Отметим, что для некоторых распределений, например для гауссовского, функции

квантили (1.101) и (1.102) могут быть легко найдены, что позволяет свести сформулиро-

ванную задачу к дискретной детерминированной двухуровневой задаче и применить для

её решения специальные методы, разработанные для этого класса задач.

1.6. Выводы по главе 1

1) Описан подход к построению двухэтапных и двухуровневых математических моде-

лей сложных стохастических систем.

2) На основе предложенного подхода сформулированы стохастические модели плани-

рования производства, распределения инвестиций, выбора энергосберегающих про-

ектов, определения налоговой ставки, размещения предприятий.
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3) Доказаны теоремы о достаточных условиях измеримости целевой функции потерь

в двухэтапных задачах стохастического программирования и в двухуровневой задаче

со случайными коэффициентами целевой функции последователя.

4) Доказаны теоремы о достаточных условиях полунепрерывности функций вероятно-

сти и квантили в двухэтапных и двухуровневых задачах стохастического програм-

мирования.

5) Обоснован доверительный метод для двухэтапных задач стохастического програм-

мирования с квантильным критерием.

6) Доказана эквивалентность априорной и апостериорной постановок задач стохасти-

ческого программирования с вероятностным и квантильным критериями.

7) Предложен метод вычисления значения критериальной функции последователя

в двухуровневой задаче стохастического программирования с квантильным крите-

рием, с помощью которого решена задача инвестирования производства.

Основные результаты главы опубликованы в [22, 23, 28, 30, 31, 33–35,37, 38, 72, 73, 80,

127,142,143].



Глава 2. Дискретизация вероятностной меры в задачах сто-

хастического программирования с вероятностными

критериями

В главе обсуждаются подходы к дискретизации вероятностной меры в задачах сто-

хастического программирования с вероятностными и квантильными критериями. В раз-

деле 2.1 изучается подход, основанный на аппроксимации распределения случайных пара-

метров сходящейся по распределению последовательностью случайных величин. Описаны

классы задач, для которых удалость доказать сходимость построенных аппроксимаций.

В разделе 2.2 описан подход, основанный на выборочной аппроксимации решаемых за-

дач. Доказаны теоремы о достаточных условиях сходимостей выборочных аппроксимаций.

В разделе 2.3 приводятся оценки объёма выборки, обеспечивающего заданную точность и

надёжность получаемых решений при выборочной аппроксимации рассматриваемых за-

дач.

2.1. Исследование класса задач, для которых возможно построение де-

терминированного эквивалента

В данном разделе описывается подход к аппроксимации задач стохастического про-

граммирования вида

G[Φ(𝑢,𝑋)] → min
𝑢∈𝑈

, (2.1)

где 𝐺 — некоторый функционал, определённый на множестве случайных величин, на-

пример функционал вероятности или квантили. Исследуется возможность аппроксимации

задачи (2.1) последовательностью задач

G[Φ(𝑢,𝑋𝑛)] → min
𝑢∈𝑈

, 𝑛 ∈ N (2.2)

где {𝑋𝑛} — последовательность случайных величин, сходящаяся к случайной величине 𝑋

по распределению. Отметим, что приведённые ниже результаты справедливы как для дис-

кретных аппроксимаций случайной величины 𝑋, так и для произвольных распределений

случайных величин 𝑋𝑛.

81
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Требуется установить, при каких условиях имеет место сходимость решений задач

(2.2) к решению задачи (2.1). Для произвольных функционалов G и функций потерь Φ

данная задача оказывается достаточно сложной. В данном разделе рассматриваются веро-

ятностный и квантильный функционалы. Для исследования свойств сходимости исполь-

зуется метод детерминированного эквивалента [11], позволяющий переходить от стохасти-

ческой задачи (2.1) к детерминированной задаче. К сожалению, метод накладывает ряд

ограничений на функцию потерь Φ. В данном разделе с помощью этого метода выделены

классы задачи, для которых удаётся установить желаемую сходимость.

2.1.1. Аппроксимации задач стохастического программирования с веро-

ятностными критериями

Пусть 𝑋 — случайная величина, определённая на вероятностном пространстве

(R,ℱ ,P) и обладающая функцией распределения 𝐹 . По-прежнему предполагается, что

𝑋(𝑥) = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ R. Носитель вероятностной меры P обозначается через 𝒳 .

Стратегию оптимизации обозначим через 𝑢 ∈ R𝑟, а множество допустимых страте-

гий — через 𝑈 ⊂ R𝑟. Будем предполагать, что множество 𝑈 компактно. Функцию потерь

обозначим через Φ: 𝑈 ×𝒳 → R. Рассмотрим функцию вероятности

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}, (2.3)

где 𝜙 — фиксированный параметр, и функцию квантили

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}, (2.4)

где 𝛼 — фиксированный уровень вероятности.

Изучаются задачи максимизации функции вероятности

𝑈*
𝜙 , Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃𝜙(𝑢)

и минимизации функции квантили

𝑉 *
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙𝛼(𝑢).

Пусть {𝑋𝑛} — некоторая последовательность случайных величин, определённых

на вероятностном пространстве (R,ℱ ,P), сходящаяся по распределению к случайной ве-

личине 𝑋, что обозначается как 𝑋𝑛
𝑑−→ 𝑋 при 𝑛 → ∞. Предполагается, что функции
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распределения случайных величин 𝑋𝑛 известны и обозначены через 𝐹𝑛. Для всех 𝑛 ∈ N

определим функцию вероятности

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋𝑛) 6 𝜙}

и функцию квантили

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , min{𝜙 : 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}.

Рассмотрим последовательность задач максимизации функций вероятности

𝑢(𝑛)𝜙 ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢), 𝑛 ∈ N (2.5)

и последовательность задач минимизации функций квантили

𝑢(𝑛)𝛼 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢), 𝑛 ∈ N. (2.6)

Поскольку множество 𝑈 компактно, последовательность {𝑢(𝑛)𝜙 } имеет сходящуюся

подпоследовательность {𝑢(𝑛𝑘)
𝜙 }, а последовательность {𝑢(𝑛)𝛼 } имеет сходящуюся подпосле-

довательность {𝑢(𝑛𝑘)
𝛼 }. Обозначим пределы последовательностей {𝑢(𝑛𝑘)

𝜙 } и {𝑢(𝑛𝑘)
𝛼 } через �̄�𝜙

и �̄�𝛼 соответственно. Цель данного раздела состоит в поиске условий, гарантирующих оп-

тимальность �̄�𝜙 и �̄�𝛼 в исходных задачах (2.3) и (2.4), что можно записать как �̄�𝜙 ∈ 𝑈*
𝜙,

�̄�𝛼 ∈ 𝑈*
𝛼.

2.1.2. Вспомогательные результаты

Рассмотрим последовательность случайных величин {𝑋𝑛}, сходящуюся к случай-

ной величине 𝑋. Напомним, что через 𝐹𝑛 и 𝐹 обозначены функции распределения слу-

чайных величин 𝑋𝑛 и 𝑋 соответственно. Нижеприведённая теорема обеспечивает равно-

мерную сходимость функций распределения [86, с. 152].

Теорема 2.1 ( [86]). Пусть 𝑋𝑛
𝑑−→ 𝑋 при 𝑛→ ∞ и случайная величина 𝑋 непре-

рывна. Тогда

lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈R

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹 (𝑥)| = 0. (2.7)

Рассмотрим вспомогательную задачу

𝑈*
𝐹 , Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹 (𝑡(𝑢)), (2.8)
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где 𝑡 : R𝑟 → R — непрерывная функция, 𝐹 — функция распределения случайной величины

𝑋. Предположим, что дана последовательность задач

𝑈
(𝑛)
𝐹 , Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹𝑛(𝑡(𝑢)), (2.9)

где 𝐹𝑛 — функция распределения случайной величины 𝑋𝑛. Предположим, что существует

сходящаяся последовательность {𝑢𝑛} такая, что 𝑢𝑛 ∈ 𝑈
(𝑛)
𝐹 . Обозначим её предел через �̄�.

Сформулируем теорему о достаточных условиях, гарантирующих оптимальность �̄� в за-

даче (2.8)

Лемма 2.1. Пусть выполнены условия:

(i) функция распределения 𝐹 непрерывна;

(ii) функция 𝑡 : R𝑟 → R непрерывна;

(iii) 𝑋𝑛
𝑑−→ 𝑋;

(iv) 𝑢𝑛 ∈ 𝑈
(𝑛)
𝐹 ;

(v) 𝑢𝑛 → �̄� при 𝑛→ ∞.

Тогда �̄� ∈ 𝑈*
𝐹

Доказательство леммы 2.1. Сначала докажем, что

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑡(𝑢𝑛)) = 𝐹 (𝑡(�̄�)). (2.10)

Для упрощения записи введём обозначение 𝑔𝑛(𝑢) , 𝐹𝑛(𝑡(𝑢)), 𝑔(𝑢) , 𝐹 (𝑡(𝑢)). Из (i) и (ii)

следует, что функция 𝑔 непрерывна. Тогда

|𝐹𝑛(𝑡(𝑢𝑛)) − 𝐹𝑛(𝑡(�̄�))| = |𝑔𝑛(𝑢𝑛) − 𝑔(�̄�)| 6 |𝑔𝑛(𝑢𝑛) − 𝑔(𝑢𝑛) + 𝑔(𝑢𝑛) − 𝑔(�̄�)| 6

6 |𝑔𝑛(𝑢𝑛) − 𝑔(𝑢𝑛)| + |𝑔(𝑢𝑛) − 𝑔(�̄�)|.

Поскольку 𝑔 непрерывна, |𝑔(𝑢𝑛) − 𝑔(�̄�)| → 0 при 𝑛→ ∞. Заметим, что

|𝑔𝑛(𝑢𝑛) − 𝑔(𝑢𝑛)| 6 sup
𝑥∈R1

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹 (𝑥)|.

По теореме 2.1 sup
𝑥∈R

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹 (𝑥)| → 0 при 𝑛 → ∞. Таким образом, выполнено равен-

ство (2.10).
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Чтобы доказать лемму, предположим противное, т. е. �̄� /∈ 𝑈*
𝐹 . Тогда существует

стратегия 𝑢* ∈ 𝑈 такая, что 𝑔(𝑢*) = 𝑔(�̄�) + 𝑐, где 𝑐 > 0. Согласно (i) и (v), 𝑔𝑛(𝑢*) → 𝑔(𝑢*)

при 𝑛→ ∞. Это значит, что найдётся номер 𝑁 такой, что для всех 𝑛 > 𝑁 выполнено

|𝑔𝑛(𝑢*) − 𝑔(𝑢*)| = |𝑔𝑛(𝑢*) − (𝑔(�̄�) + 𝑐)| 6 𝑐

3
,

|𝑔𝑛(𝑢𝑛) − 𝑔(�̄�)| 6 𝑐

3
.

Тогда

𝑔(�̄�) +
2

3
𝑐 6 𝑔𝑛(𝑢*) 6 𝑔(�̄�) +

4

3
𝑐,

𝑔(�̄�) − 1

3
𝑐 6 𝑔𝑛(𝑢𝑛) 6 𝑔(�̄�) +

1

3
𝑐.

Поэтому 𝑔𝑛(𝑢*) > 𝑔𝑛(𝑢𝑛), т. е. стратегия 𝑢𝑛 не является оптимальной в задаче (2.9), что

противоречит условию (iv). �

Обозначим через [𝑋]𝛼 квантиль уровня 𝛼 распределения случайной величины 𝑋.

Рассмотрим задачу

𝑉 *
𝑡 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝑡(𝑢, [𝑋]𝛼), (2.11)

где 𝑡 : 𝑈 × R → R — непрерывная функция. Пусть дана последовательность случайных

величин {𝑋𝑛}. Рассмотрим последовательность задач

𝑉
(𝑛)
𝑡 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝑡(𝑢, [𝑋𝑛]𝛼).

Пусть 𝑢𝑛 ∈ 𝑉
(𝑛)
𝑡 . Предположим, что последовательность {𝑢𝑛} сходится к �̄� при 𝑛 → ∞.

Теперь сформулируем теорему об условиях, гарантирующих, что стратегия �̄� оптимальна

в задаче 2.11.

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия:

(i) [𝑋𝑛]𝛼 → [𝑋]𝛼 при 𝑛→ ∞;

(ii) функция 𝑡 : 𝑈 × R → R непрерывна;

(iii) 𝑢𝑛 ∈ 𝑉
(𝑛)
𝑡 ;

(iv) 𝑢𝑛 → �̄� при 𝑛→ ∞.

Тогда �̄� ∈ 𝑉 *
𝑡 .
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Доказательство леммы 2.2. Предположим противное: �̄� /∈ 𝑉 *
𝑡 . Тогда существуют 𝑐 > 0

и 𝑢* ∈ 𝑉 *
𝑡 такие, что 𝑡(𝑢*, [𝑋]𝛼) = 𝑡(�̄�, [𝑋]𝛼) − 𝑐. Поскольку функция 𝑡 непрерывна,

lim
𝑛→∞

𝑡(𝑢𝑛, [𝑋𝑛]𝛼) = 𝑡(�̄�, 𝑥𝛼).

Это значит, что существует номер 𝑁 такой, что для всех 𝑛 > 𝑁 выполнено

|𝑡(𝑢*, [𝑋𝑛]𝛼) − 𝑡(𝑢*, [𝑋]𝛼)| = |𝑡(𝑢*, [𝑋𝑛]𝛼) − (𝑡(�̄�, [𝑋]𝛼) − 𝑐)| 6 𝑐

3
,

|𝑡(𝑢𝑛, [𝑋𝑛]𝛼) − 𝑡(�̄�, [𝑋𝑛]𝛼)| 6 𝑐

3
.

Таким образом, можно заключить, что

𝑡(𝑢*, [𝑋𝑛]𝛼) < 𝑡(𝑢𝑛, [𝑋𝑛]𝛼).

Это противоречит оптимальности 𝑢𝑛. �

2.1.3. Детерминированные эквиваленты

Приведём детерминированные эквиваленты задач (2.3) и (2.4). На них будет осно-

вана последующее доказательство сходимостей построенных аппроксимаций задач стоха-

стического программирования.

2.1.3.1. Случай симметричного распределения

Будем считать, что

Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑡(𝑠(𝑢)(𝑥+ 𝑐)), (2.12)

где 𝑠 : 𝑈 → R — функция, 𝑡 : R → R строго возрастающая непрерывная функция, 𝑐 —

действительное число. Предположим, что 𝑠(𝑢) ̸= 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 . Будем считать, что

распределение случайной величины 𝑋 симметрично, т. е. для всех 𝑥 ∈ R:

𝐹 (𝑥) , P{𝑋 6 𝑥} = P{−𝑋 6 𝑥}. (2.13)

Аналогичный случай был рассмотрен в [11], где 𝑋 — сферически симметричный случай-

ный вектор, а функция 𝑠 линейна.

Теорема 2.2. Пусть функция потерь задана формулой (2.12), 𝑠(𝑢) ̸= 0 для всех

𝑢 ∈ 𝑈 , распределение 𝑋 симметрично. Тогда функция вероятности имеет вид

𝑃𝜙(𝑢) = 𝐹

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
, (2.14)
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где 𝑡−1 — функция, обратная к 𝑡, а функция квантили —

𝜙𝛼(𝑢) = 𝑡 (|𝑠(𝑢)|[𝑋]𝛼 + 𝑐𝑢) . (2.15)

Доказательство теоремы 2.14. Сначала докажем (2.14):

𝑃𝜙(𝑢) = P {Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} = P {𝑡(𝑠(𝑢)(𝑋 + 𝑐)) 6 𝜙} = P
{︀
𝑠(𝑢)(𝑋 + 𝑐) 6 𝑡−1(𝜙)

}︀
.

Если 𝑠(𝑢) > 0, то

P
{︀
𝑠(𝑢)(𝑋 + 𝑐) 6 𝑡−1(𝜙)

}︀
= P

{︂
𝑋 6

𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

𝑠(𝑢)

}︂
= 𝐹

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
.

Если 𝑠(𝑢) < 0, то

P
{︀
𝑠(𝑢)(𝑋 + 𝑐) 6 𝑡−1(𝜙)

}︀
= P

{︂
𝑋 >

𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

𝑠(𝑢)

}︂
=

= P

{︂
−𝑋 6 𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

}︂
= 𝐹

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
.

Теперь докажем (2.15):

𝜙𝛼(𝑢) = min

{︂
𝜙 : 𝐹

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
> 𝛼

}︂
=

min

{︂
𝜙 :

𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|
> [𝑋]𝛼

}︂
= min {𝜙 : 𝑡 (|𝑠(𝑢)|[𝑋]𝛼 + 𝑐𝑢) 6 𝜙} =

= 𝑡 (|𝑠(𝑢)|[𝑋]𝛼 + 𝑐𝑢) .

�

Таким образом, в рассматриваемом случае исходная задача (2.3) эквивалентна за-

даче

𝑈*
𝜙 = Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
,

а задача (2.4) эквивалентна

𝑉 *
𝛼 = Arg min

𝑢∈𝑈
𝑡 (|𝑠(𝑢)|[𝑋]𝛼 + 𝑐𝑢) .

2.1.3.2. Случай функции потерь, возрастающей по реализации случай-

ной величины

Рассмотрим случай, когда функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) строго возрастает и непрерывна для

всех 𝑢 ∈ 𝑈 . Введём обозначение Φ−1
𝑥 (𝑢, 𝜙) для значения обратной функции к 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥),

т. е.

Φ(𝑢,Φ−1
𝑥 (𝑢, 𝜙)) = 𝜙. (2.16)
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Теорема 2.3 ( [11]). Пусть функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) строго возрастает и непрерыв-

на по 𝑥 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 . Тогда функция вероятности имеет вид

𝑃𝜙(𝑢) = 𝐹 (Φ−1
𝑥 (𝑢, 𝜙)),

а функция квантили —

𝜙𝛼(𝑢) = Φ(𝑢, [𝑋]𝛼). (2.17)

В работе автора [59] доказано, что формула (2.17) справедлива, если функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥)

является неубывающей. Приведём это доказательство.

Теорема 2.4. Пусть функцию 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) не возрастает при всех 𝑢 ∈ 𝑈 и непре-

рывна справа в точке 𝑥 = [𝑋]𝛼. Тогда

𝜙𝛼(𝑢) = Φ(𝑢, [𝑋]𝛼). (2.18)

Доказательство теоремы 2.4. Так как функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) не возрастает по

𝑥, то

P{Φ(𝑢,𝑋) 6 Φ(𝑢, [𝑋]𝛼)} > P{−𝑋 6 −[𝑋]𝛼} > 𝛼, (2.19)

а значит, 𝜙𝛼(𝑢) 6 Φ(𝑢, [𝑋]𝛼).

Теперь докажем, что 𝜙𝛼(𝑢) > Φ(𝑢, [𝑋]𝛼). Предположим противное: 𝜙𝛼(𝑢) =

= Φ(𝑢, [𝑋]𝛼) − 𝜀, где 𝜀 > 0. Из определения непрерывности справа по 𝑥 в точке [𝑋]𝛼 и

монотонности Φ(𝑢, 𝑥) по 𝑥 следует, что найдётся 𝛿 > 0 такое, что

{𝑥 | 0 6 𝑥− [𝑋]𝛼 < 𝛿} ⊂ {𝑥 | −𝜀 < Φ(𝑢, 𝑥) − Φ(𝑢, [𝑋]𝛼) 6 0}. (2.20)

Из монотонности Φ(𝑢, 𝑥) по 𝑥 следует, что

{𝑥 | 𝑥− [𝑋]𝛼 6 0} ⊂ {𝑥 | Φ(𝑢, 𝑥) − Φ(𝑢, [𝑋]𝛼) > 0}. (2.21)

Из вложений (2.20), (2.21) получаем, что

{𝑥 | 𝑥− [𝑋]𝛼 < 𝛿} ⊂ {𝑥 | −𝜀 < Φ(𝑢, 𝑥) − Φ(𝑢, [𝑋]𝛼)}. (2.22)

Переходя в равенстве (2.22) к дополнениям множеств, получаем вложение

{𝑥 | Φ(𝑢, 𝑥) − Φ(𝑢, [𝑋]𝛼) 6 −𝜀} ⊂ {𝑥 | [𝑋]𝛼 − 𝑥 6 𝛿},
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откуда следует, что

P{Φ(𝑢,𝑋) 6 Φ(𝑢, [𝑋]𝛼) − 𝜀} 6 P{−𝑋 6 −[𝑋]𝛼 − 𝛿}.

По определению [𝑋]𝛼 справедливо неравество P{−𝑋 6 −[𝑋]𝛼 − 𝛿} < 𝛼, а значит,

P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙𝛼(𝑢)} < 𝛼, что противоречит определению квантили, поэтому 𝜙𝛼(𝑢) =

= Φ(𝑢, [𝑋]𝛼). �

Таким образом, детерминированный эквивалент задачи имеет вид

𝑈*
𝜙 = Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹 (Φ−1

𝑥 (𝑢, 𝜙)),

𝑉 *
𝛼 = Arg min

𝑢∈𝑈
Φ(𝑢, [𝑋]𝛼).

2.1.3.3. Случай функции потерь, возрастающей по стратегии оптимиза-

ции

Пусть

Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑡(𝑠(𝑢), 𝑥), (2.23)

где 𝑠 : R𝑟 → R, а функция 𝑡 : R× R → R строго возрастающая и непрерывная по первому

аргументу.

Теорема 2.5 ( [11]). Пусть функция потерь Φ(𝑢, 𝑥) определена согласно (2.23).

Тогда

𝑃𝜙(𝑢) = 𝐹𝜉(−𝑠(𝑢)), (2.24)

где

𝐹𝜉(𝑥) = P{𝜉 6 𝑥}, (2.25)

𝜉 , −𝑡−1
𝑠 (𝜙,𝑋), 𝑡−1

𝑠 (𝜙, 𝑥) — значение обратной функции к 𝑠0 ↦→ 𝑡(𝑠0, 𝑥).

Таким образом, при выполнении условий теоремы 2.5 исходная задача (2.4) эквивалента

𝑈*
𝜙 = Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹𝜉(−𝑠(𝑢)), (2.26)

2.1.4. Теоремы о сходимости

Рассмотрим последовательности {𝑢(𝑛)𝜙 } и {𝑢(𝑛)𝛼 }, определённые согласно (2.5) и (2.6)

Как было замечено выше, эти последовательности имеют сходящиеся подпоследователь-
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ности {𝑢(𝑛𝑘)
𝜙 } и {𝑢(𝑛𝑘)

𝛼 }. В данном разделе будут описаны условия, при которых каждый ча-

стичный предел последовательности {𝑢(𝑛)𝜙 } оптимален в задаче (2.3), а также условия, при

которых каждый частичный предел последовательности {𝑢(𝑛)𝛼 } оптимален в задаче (2.4).

2.1.4.1. Случай симметричного распределения

Сначала рассмотрим случай из раздела 2.1.3.1, когда

Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑡(𝑠(𝑢)(𝑥+ 𝑐)) (2.27)

где функция 𝑠 : 𝑈 → R такая, что 𝑠(𝑢) ̸= 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑡 : R → R — строго возрастаю-

щая и непрерывная функция, а распределение случайной величины 𝑋 симметрично.

Сформулируем теорему о сходимости задач максимизации функций вероятности.

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия:

(i) функция потерь Φ(𝑢, 𝑥) определена формулой (2.27);

(ii) функция 𝑠 : 𝑈 → R непрерывна и обладает таким свойством, что 𝑠(𝑢) ̸= 0 для всех

𝑢 ∈ 𝑈 ;

(iii) распределения случайных величин 𝑋 и 𝑋𝑛 симметричны;

(iv) 𝑋𝑛
𝑑−→ 𝑋 при 𝑛→ ∞;

(v) случайная величина 𝑋 непрерывна;

(vi) 𝑢
(𝑛)
𝜙 ∈ Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃

(𝑛)
𝜙 (𝑢).

Тогда каждый частичный предел �̄�𝜙 последовательности {𝑢(𝑛)𝜙 } принадлежит множе-

ству 𝑈*
𝜙.

Доказательство теоремы 2.6. Пусть {𝑢(𝑛𝑘)
𝜙 } — сходящаяся подпоследовательность

последовательности {𝑢(𝑛)𝜙 }. Из теоремы 2.2 следует, что

𝑈*
𝜙 = Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
,

𝑢(𝑛)𝜙 ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝐹𝑛

(︂
𝑡−1(𝜙) − 𝑐𝑠(𝑢)

|𝑠(𝑢)|

)︂
, 𝑛 ∈ N.
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Поскольку функция 𝑠 непрерывна и 𝑠(𝑢) ̸= 0, функция 𝑢 ↦→ 𝑡−1(𝜙)−𝑐𝑠(𝑢)
|𝑠(𝑢)| также непрерывна.

Таким образом, из леммы 2.1 следует, что �̄�𝜙 = lim
𝑘→∞

𝑢
(𝑛𝑘)
𝜙 ∈ 𝑈*

𝜙. �

Теперь сформулируем теорему о сходимости задач минимизации функций кванти-

ли.

Теорема 2.7. Пусть выполнены условия:

(i) Φ(𝑢, 𝑥) определена согласно (2.27);

(ii) функция 𝑠 : 𝑈 → R непрерывна и такая, что 𝑠(𝑢) ̸= 0 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 ;

(iii) распределения случайных величин 𝑋 и 𝑋𝑛 симметричны;

(iv) [𝑋𝑛]𝛼 → [𝑋]𝛼 при 𝑛→ ∞;

(v) 𝑢
(𝑛)
𝛼 ∈ Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢).

Тогда каждый частичный предел �̄�𝛼 последовательности {𝑢(𝑛)𝛼 } принадлежит множе-

ству 𝑉 *
𝛼 .

Доказательство теоремы 2.7. Пусть {𝑢(𝑛𝑘)
𝛼 } — сходящаяся подпоследовательность

последовательности {𝑢(𝑛)𝛼 }. Из теоремы 2.2 следует, что

𝑉 *
𝛼 = Arg min

𝑢∈𝑈
𝑟 (|𝑠(𝑢)|[𝑋]𝛼 + 𝑐𝑢) ,

𝑢(𝑛)𝛼 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

𝑟 (|𝑠(𝑢)|[𝑋𝑛]𝛼 + 𝑐𝑢) .

Поскольку функция 𝑡 непрерывная и строго возрастающая, из леммы 2.2 следует, что

�̄�𝛼 = lim
𝑘→∞

𝑢
(𝑛𝑘)
𝛼 ∈ 𝑉 *

𝛼 . �

2.1.4.2. Случай функции потерь, возрастающей по реализации случай-

ной величины

Рассмотрим случай из раздела 2.1.3.2.

Сформулируем теорему об условиях, гарантирующих сходимость задач максимиза-

ции функций вероятности.

Теорема 2.8. Пусть выполнены условия:

(i) для всех 𝑢 ∈ 𝑈 функция 𝑥 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) строго возрастает и непрерывна по 𝑥;
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(ii) функция 𝑢 ↦→ Φ−1
𝑥 (𝑢, 𝜙) непрерывна 𝑢 ∈ 𝑈 ;

(iii) 𝑋𝑛
𝑑−→ 𝑋 при 𝑛→ ∞;

(iv) случайная величина 𝑋 непрерывна;

(v) 𝑢
(𝑛)
𝜙 ∈ Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃

(𝑛)
𝜙 (𝑢).

Тогда каждый частичный предел �̄�𝜙 последовательности {𝑢(𝑛)𝜙 } принадлежит множе-

ству 𝑈*
𝜙.

Доказательство теоремы 2.8. Из теоремы 2.3 следует, что

𝑈*
𝜙 = Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹 (Φ−1

𝑥 (𝑢, 𝜙)), (2.28)

𝑢(𝑛)𝜙 ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝐹𝑛(Φ−1
𝑥 (𝑢, 𝜙)), 𝑛 ∈ N. (2.29)

Поскольку функция 𝑢 ↦→ Φ−1
𝑥 (𝑢, 𝜙) непрерывна, из леммы 2.1 следует, что �̄�𝜙 ∈ 𝑈*

𝜙. �

Теперь опишем условия сходимости задач минимизации функции квантили.

Теорема 2.9. Пусть выполнены условия:

(i) функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) не убывает по 𝑥 и непрерывна по совокупности переменных

(𝑢, 𝑥);

(ii) [𝑋𝑛]𝛼 → [𝑋]𝛼 при 𝑛→ ∞;

(iii) 𝑢
(𝑛)
𝛼 ∈ Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢).

Тогда каждый частичный предел �̄�𝛼 последовательности {𝑢(𝑛)𝛼 } принадлежит множе-

ству 𝑈*
𝛼.

Доказательство теоремы 2.9. Из теоремы 2.3 и теоремы 2.4 следует, что

𝑉 *
𝛼 = Arg min

𝑢∈𝑈
Φ(𝑢, [𝑋]𝛼),

𝑢(𝑛)𝛼 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

Φ(𝑢, [𝑋𝑛]𝛼), 𝑛 ∈ N.

Поскольку функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) непрерывна, из леммы 2.2 получаем, что �̄�𝛼 ∈ 𝑉 *
𝛼 �
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2.1.4.3. Случай функции потерь, возрастающей по стратегии оптимиза-

ции

Рассмотрим случай из раздела 2.1.3.3. Обозначим через 𝐹𝜉𝑛 функцию распределе-

ния случайной величины 𝜉𝑛 , −𝑡−1
𝑠 (𝜙,𝑋𝑛). Напомним, что 𝜉 , −𝑡−1

𝑠 (𝜙,𝑋), 𝐹𝜉 — функция

распределения случайной величины 𝜉.

Сформулируем теорему о сходимости задач максимизации функций вероятности.

Теорема 2.10. Пусть выполнены условия:

(i) Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑡(𝑠(𝑢), 𝑥), где функция 𝑠 : R𝑚 → R непрерывна, функция 𝑡 : R × R → R

строго возрастает и непрерывна по первому аргументу;

(ii) 𝜉𝑛
𝑑−→ 𝜉 при 𝑛→ ∞;

(iii) случайная величина 𝜉 непрерывна;

(iv) 𝑢
(𝑛)
𝜙 ∈ Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃

(𝑛)
𝜙 (𝑢).

Тогда каждый частичный предел �̄�𝜙 последовательности {𝑢(𝑛)𝜙 } принадлежит множе-

ству 𝑈*
𝜙.

Доказательство теоремы 2.10. Из теоремы 2.5 следует, что

𝑈*
𝜙 = Arg max

𝑢∈𝑈
𝐹𝜉(−𝑠(𝑢)),

𝑢(𝑛)𝜙 ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝐹𝜉𝑛(−𝑠(𝑢)), 𝑛 ∈ N.

Поскольку функции Φ и 𝑠 непрерывны, по лемме 2.1, заключаем, что �̄�𝜙 ∈ 𝑈*
𝜙. �

2.2. Выборочные аппроксимации задач стохастического программиро-

вания с вероятностными критериями

2.2.1. Выборочная аппроксимация одноэтапной задачи

Опишем процедуру выборочной аппроксимации для одноэтапной задачи стохасти-

ческого программирования. Сначала приведём постановку задачи. Пусть задано полное

вероятностное пространство (R𝑚,ℱ ,P). Как и ранее, 𝑋 — случайный вектор, определён-

ный на этом вероятностном пространстве, для которого 𝑋(𝑥) = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ R𝑚. Носи-

тель вероятностной меры P обозначен через 𝒳 . Пусть Φ: 𝑈 ×𝒳 → (−∞,+∞] — функция
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потерь, 𝑄 : 𝑈 × 𝒳 → ( − ∞,+∞] — функция, задающая дополнительные вероятностные

ограничения, где 𝑈 ⊂ R𝑟 — непустое компактное множество допустимых стратегий опти-

мизации 𝑢. Возможность равенства Φ(𝑢, 𝑥) = +∞ позволяет проводить анализ двухэтап-

ных задач стохастического программирования, когда функция потерь определяется через

решение оптимизационной задачи второго этапа.

Будем считать, что функции Φ, 𝑄 являются нормальными интегрантами (см. опре-

деление 1.1).

Рассмотрим функцию вероятности

𝑃𝜙(𝑢) , 𝑃 (𝑢, 𝜙) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0}.

Здесь вводятся два обозначения для функции вероятности, потому что в дальнейшем

будет необходимо рассматривать как функцию 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) при фиксированном 𝜙 ∈ R, так

и функцию двух аргументов (𝑢, 𝜙) ↦→ 𝑃 (𝑢, 𝜙).

Функция квантили определяется следующим образом:

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼},

где 𝛼 ∈ (0, 1) — заданный уровень надёжности. Целесообразно рассматривать уровни

𝛼 ∈ (0, 𝑃 *),

𝑃 * = sup
𝑢∈𝑈

P{Φ(𝑢,𝑋) < +∞, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0},

но величину 𝑃 * не всегда легко найти. Поэтому описываемый ниже метод выборочных

аппроксимаций может применяться и при 𝛼 > 𝑃 *.

Если при заданном 𝑢 ∈ 𝑈 при всех 𝜙 ∈ R выполнено условие

P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} < 𝛼,

считается, что 𝜙𝛼(𝑢) = +∞.

Рассмотрим задачу максимизации функции вероятности

𝛼* , max
𝑢∈𝑈

𝑃𝜙(𝑢), (2.30)

𝑈*
𝜙 , Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃𝜙(𝑢)

и задачу минимизации функции квантили

𝜙* , min
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢), (2.31)

𝑉 *
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙𝛼(𝑢).
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В [51] доказана теорема о существовании решений задач (2.30) и (2.31).

Теорема 2.11 ( [51]). Пусть функции (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) и (𝑢, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥) явля-

ются нормальными интегрантами, тогда

1) функция вероятности 𝑃𝜙 является полунепрерывной сверху, а функция кван-

тили 𝜙𝛼 — полунепрерывной снизу;

2) если множество 𝑈 является непустым и компактным, то 𝑈*
𝜙 ̸= ∅ и 𝑉 *

𝛼 ̸= ∅.

Опишем процедуру построения выборочных аппроксимаций задач (2.30) и (2.31).

Рассмотрим последовательность {𝑋𝑘}∞𝑘=1 независимых случайных векторов, распределе-

ния которых совпадают с распределением случайного вектора 𝑋. Согласно теореме Кол-

могорова [87, гл. 2, § 3, теорема 3] такая последовательность всегда существует и может

быть определена на вероятностном пространстве (𝒳∞,ℱ ′,P′). Процедура построения дан-

ного вероятностного пространства описана в доказательстве теоремы Колмогорова [87].

В качестве пространства элементарных событий рассматривается пространство 𝒳∞ реали-

заций последовательности {𝑋𝑘}∞𝑘=1. 𝜎-алгебра ℱ ′ строится как бесконечное произведение

𝜎-алгебр ℱ , а вероятностная мера P′ согласована с вероятностной мерой P, т. е. для всех

последовательностей борелевских множеств {𝐵𝑘}∞𝑘=1 и всех 𝑛 ∈ N справедливо равенство

P′

(︃
𝑛⋂︁
𝑘=1

{𝑋𝑘 ∈ 𝐵𝑘}

)︃
=

𝑛∏︁
𝑘=1

P{𝑋 ∈ 𝐵𝑘}. (2.32)

Конечно, последовательность {𝑋𝑘}∞𝑘=1 можно определять и на другом вероятностном про-

странстве, если это возможно.

Рассмотрим частоту появления события {Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0}, которую мож-

но записать в виде

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) , 𝑃 (𝑛)(𝑢, 𝜙) ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](max{Φ(𝑢,𝑋𝑘) − 𝜙,𝑄(𝑢,𝑋𝑘)}),

где 𝜒𝐴(𝑥) = 1, если 𝑥 ∈ 𝐴, и 𝜒𝐴(𝑥) = 0, если 𝑥 /∈ 𝐴. Как известно из математической

статистики, частота является несмещённой сильно состоятельной оценкой вероятности по

выборке {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1. Поэтому в качестве выборочной оценки функции вероятности 𝑃𝜙(𝑢) при-

мем величину 𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢). Тогда дискретная аппроксимация задачи максимизации функции

вероятности примет вид

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) → max

𝑢∈𝑈
, 𝑛 ∈ N. (2.33)
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Введём обозначения:

𝑈 (𝑛)
𝜙 , Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢), 𝑛 ∈ N,

𝛼𝑛 = max
𝑢∈𝑈

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢), 𝑛 ∈ N.

Используя оценку функции вероятности, построим оценку функции квантили

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , min{𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}. (2.34)

Таким образом, аппроксимация задачи (2.31) может быть записана в виде

𝜙𝑛 , min
𝑢∈𝑈

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N, (2.35)

𝑉 (𝑛)
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N.

Заметим, что данные аппроксимации можно построить даже в том случае, когда

закон распределения случайного вектора 𝑋 неизвестен, а доступна только выборка его

значений {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1.

Покажем, что введённая оценка функции квантили при 𝑄(𝑢, 𝑥) ≡ 0 совпадает с по-

рядковой статистикой выборки значений {Φ𝑘}𝑛𝑘=1 случайной величины Φ0 , Φ(𝑢,𝑋), име-

ющей номер ⌈𝛼𝑛⌉ и называемой выборочной квантилью, где ⌈𝑥⌉ , min{𝑘 ∈ N | 𝑥 6 𝑘}.

Рассмотрим соответствующий вариационный ряд

Φ(1) 6 Φ(2) 6 . . . 6 Φ(𝑛).

Лемма 2.3. Если 𝑄(𝑢, 𝑥) ≡ 0, то 𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢) = Φ(⌈𝛼𝑛⌉).

Доказательство леммы 2.3. Заметим, что 𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) > 𝛼 тогда и только тогда,

когда 𝑘-й элемент вариационного ряда удовлетворяет неравенству Φ(𝑘) 6 𝜙, где номер 𝑘

такой, что 𝑘
𝑛
> 𝛼. Таким образом,

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) = min

{︀
𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼
}︀

= min

{︂
Φ(𝑘) |

𝑘

𝑛
> 𝛼

}︂
= min

{︀
Φ(𝑘) | 𝑘 > 𝑛𝛼

}︀
= Φ(⌈𝛼𝑛⌉).

�

Из леммы 2.3 следует, что при 𝑄(𝑢, 𝑥) ≡ 0 значение оценки функции квантили

𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢), определённой согласно (2.34), может быть вычислено без явного вычисления оцен-

ки функции вероятности 𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢).
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2.2.2. Используемый математический аппарат и известные результаты

2.2.2.1. Гипосходимость и эписходимость

Для исследования сходимости аппроксимаций задач максимизации часто использу-

ется понятие гипосходимости последовательности функций [191].

Определение 2.1 ( [191]). Последовательность функций 𝑓𝑛 : R𝑚 → [−∞,+∞],

𝑛 ∈ N, называется гипосходящейся к функции 𝑓 : R𝑚 → [−∞,+∞], что обозначается

как 𝑓𝑛
ℎ−→ 𝑓 при 𝑛→ ∞, если в любой точке �̄� ∈ R𝑚 выполнены следующие два условия:

1) для любой последовательности 𝑢𝑛, сходящейся к �̄�,

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑢𝑛) 6 𝑓(�̄�);

2) существует последовательность 𝑢𝑛, сходящаяся к �̄�,

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑢𝑛) > 𝑓(�̄�).

Для анализа сходимости аппроксимаций задач минимизации вводится аналогичное

понятию гипосходимости понятие эписходимости.

Определение 2.2 ( [191]). Последовательность функций 𝑓𝑛 : R𝑚 → [−∞,+∞],

𝑛 ∈ N, называется эписходящейся к функции 𝑓 : R𝑚 → [−∞,+∞], что обозначается как

𝑓𝑛
𝑒−→ 𝑓 при 𝑛→ ∞, если последовательность функций {−𝑓𝑛}𝑛∈N является гипосходящейся

к функции −𝑓 .

Справедлива следующая теорема [191], которую переформулируем в терминах за-

дач максимизации для случая компактного множества 𝑈 .

Теорема 2.12 ( [191]). Пусть выполнены следующие условия:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) функции 𝑓𝑛, 𝑓 полунепрерывны сверху, 𝑓𝑛 ̸≡ −∞, 𝑓 ̸≡ −∞ на 𝑈 , а также для всех

𝑢 ∈ 𝑈 𝑓𝑛(𝑢) < +∞, 𝑓(𝑢) < +∞;

(iii) 𝑓𝑛
ℎ−→ 𝑓 при 𝑛→ ∞.
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Тогда

lim
𝑛→∞

max
𝑢∈𝑈

𝑓𝑛(𝑢) = max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢)

и для любого частичного предела �̄� последовательности 𝑢𝑛 ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓𝑛(𝑢), 𝑛 ∈ N, вы-

полнено �̄� ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢).

Приведённая теорема гарантирует сходимость аппроксимаций исходной задачи как по зна-

чению критериальной функции, так и по стратегии. Заметим, что если решение аппрок-

симируемой задачи единственно, т.е. множество Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢) состоит из одной точки �̄�,

то

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = �̄� = arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢).

Сформулируем лемму о сходимости к нулю уклонений множеств оптимальных ре-

шений. Через

𝐷(𝐴,𝐵) , sup
𝑎∈𝐴

inf
𝑏∈𝐵

‖𝑎− 𝑏‖

будем обозначать уклонение множества 𝐴 от множества 𝐵.

Лемма 2.4. Пусть для любого частичного предела �̄� последовательности 𝑢𝑛 ∈

∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓𝑛(𝑢), 𝑛 ∈ N, выполнено �̄� ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢). Тогда

lim
𝑛→∞

𝐷(Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓𝑛(𝑢),Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢)) = 0.

Доказательство леммы 2.4. Предположим противное, что существуют подпоследова-

тельность {𝑢𝑛𝑗
}, где 𝑢𝑛 ∈ Arg max

𝑢∈𝑈
𝑓𝑛(𝑢), такая, что 𝑢𝑛𝑗

→ �̄� при 𝑗 → ∞ и 𝜀 > 0 такие, что

для всех 𝑢* ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢) выполнено

‖𝑢𝑛𝑗
− 𝑢*‖ > 𝜀

В силу непрерывности нормы получаем, что

‖�̄�− 𝑢*‖ > 𝜀 (2.36)

По условию леммы �̄� ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑓(𝑢), а значит, неравенство (2.36) должно быть выполнено

и при 𝑢* = �̄�. Поскольку 𝜀 > 0, получаем противоречие. �
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2.2.2.2. Гипосходимость функций математического ожидания

Рассмотрим функцию, являющуюся математическим ожиданием некоторой функ-

ции потерь,

𝑔(𝑢) ,M[Ψ(𝑢,𝑋)], (2.37)

где Ψ(𝑢, 𝑥) : 𝑈 ×𝒳 → [ −∞,+∞). Выборочная оценка функции 𝑔(·) имеет вид

𝑔(𝑛)(𝑢) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

Ψ(𝑢,𝑋𝑘), 𝑛 ∈ N.

Описание выборки {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1 приведено выше. В [93] доказана следующая теорема, которую

приведём в терминах гипосходимости.

Теорема 2.13 ( [93]). Пусть выполнены следующие условия:

(i) сигма-алгебра ℱ является полной относительно вероятностной меры P;

(ii) функция (𝑢, 𝑥) ↦→ −Ψ(𝑢, 𝑥) является нормальным интегрантом;

(iii) для каждой точки 𝑢 ∈ 𝑈 существует открытая окрестность 𝑂(𝑢) и P-

интегрируемая функция ℎ : 𝒳 → R такая, что для всех �̃� ∈ 𝑂(𝑢) и почти всех

𝑥 ∈ 𝒳 выполено неравенство Ψ(�̃�, 𝑥) 6 ℎ(𝑥).

Тогда 𝑔(𝑛)
ℎ−→ 𝑔 при 𝑛→ ∞ п.н.

Заметим, что при выполнении условия (ii) данной теоремы функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Ψ(𝑢, 𝑥)

является полунепрерывной сверху.

Приведённая теорема задаёт условия, при которых гарантируется гипосходимость

функций математического ожидания п.н. Здесь сходимость почти наверное понимается

в том смысле, что для почти всех реализаций последовательности случайных величин

{𝑋𝑛}𝑛∈N последовательность соответствующих реализаций функций 𝑔(𝑛), 𝑛 ∈ N, является

гипосходящейся к функции 𝑔 при 𝑛→ ∞.
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2.2.2.3. Сходимость аппроксимаций задач стохастического программи-

рования с вероятностными ограничениями

В [178] исследуется аппроксимация задачи стохастического программирования с ве-

роятностным ограничением

𝑓 * , min
𝑢∈𝑈

{𝑓(𝑢) | P{𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} > 𝛼} , (2.38)

𝑈* , Arg min
𝑢∈𝑈

{𝑓(𝑢) | P{𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} > 𝛼}

последовательностью следующих задач:

𝑓 *
𝑛 , min

𝑢∈𝑈

{︃
𝑓(𝑢) | 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](𝑄(𝑢,𝑋𝑘)) > 𝛼

}︃
, 𝑛 ∈ N,

𝑈*
𝑛 , Arg min

𝑢∈𝑈

{︃
𝑓(𝑢) | 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](𝑄(𝑢,𝑋𝑘)) > 𝛼

}︃
, 𝑛 ∈ N,

где {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1 — выборка, описанная выше.

Заметим, что задача (2.38) может быть записана в форме

𝑈* = Arg min
𝑢∈𝑈

min {𝜙 | P{𝑓(𝑢) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} > 𝛼} ,

т.е. является частным случаем задачи (2.31) при Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑓(𝑢).

С другой стороны, задача (2.31) может быть записана в форме задачи (2.38):

(𝑉 *
𝛼 , 𝜙

*) = Arg min
(𝑢,𝜙)∈𝑈×R1

{𝜙 | P{�̃�(𝑢, 𝜙,𝑋) 6 0} > 𝛼}, (2.39)

где �̃�(𝑢, 𝜙, 𝑥) , max{Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙,𝑄(𝑢, 𝑥)}.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.14 ( [178]). Пусть выполнены следующие предположения:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) функция 𝑄 : 𝑈 × 𝒳 → R измерима по 𝑥 ∈ 𝒳 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 и непрерывна по 𝑢 ∈ 𝑈

для почти всех 𝑥 ∈ 𝒳 ;

(iii) функция 𝑓 : 𝑈 → R непрерывна;

(iv) существует оптимальная стратегия 𝑢* ∈ 𝑈* такая, что для любого 𝜀 > 0 суще-

ствует �̃� ∈ 𝑈 , для которого выполнено ‖�̃�− 𝑢*‖ 6 𝜀 и P{𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} > 𝛼.
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Тогда lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = 𝑓 * (п.н.) и lim
𝑛→∞

𝐷(𝑈*
𝑛, 𝑈

*) = 0 (п.н.).

Сформулируем следствие теоремы 2.14 в терминах задачи минимизации функции

квантили (2.39).

Следствие 2.1. Пусть выполнены следующие условия:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) функции (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) и (𝑢, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥) непрерывны по 𝑢 ∈ 𝑈 для почти всех

𝑥 ∈ 𝒳 и измеримы по 𝑥 для всех 𝑢 ∈ 𝑈 ;

(iii) существует оптимальная стратегия 𝑢* ∈ 𝑉 *
𝛼 , при которой для всех 𝜀 > 0 суще-

ствует пара (�̃�, 𝜙) такая, что ‖�̃�− 𝑢*‖ + |𝜙− 𝜙*| 6 𝜀 и 𝑃𝜙(�̃�) > 𝛼.

Тогда lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 = 𝜙* (п.н.) и lim
𝑛→∞

𝐷(𝑉
(𝑛)
𝛼 , 𝑉 *

𝛼 ) = 0 (п.н.).

Доказательство следствия 2.1. Для применения теоремы 2.14 запишем задачу

(2.39) в форме

(𝑉 *
𝛼 , 𝜙

*) = Arg min
(𝑢,𝜙)∈𝑈×[𝜙*,𝜙*+𝛿]

{𝜙 | P{�̃�(𝑢, 𝜙,𝑋) 6 0} > 𝛼}, (2.40)

где 𝛿 — положительная константа. Множество 𝑈 × [𝜙*, 𝜙* + 𝛿] допустимых стратегий оп-

тимизации (𝑢, 𝜙) в задаче (2.40) является компактным, поэтому условие (i) теоремы 2.14

выполнено. Непрерывность функций 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) и 𝑢 ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥) гарантирует непрерыв-

ность функции (𝑢, 𝜙) ↦→ �̃�(𝑢, 𝜙, 𝑥) при почти всех 𝑥 ∈ 𝒳 , что обеспечивает выполнение

условия (ii) теоремы 2.14. Условие (iii) сформулированного следствия является эквива-

лентной записью условия (iii) для стратегии оптимизации (𝑢, 𝜙). Таким образом, утвер-

ждение следствия выполнено. �

2.2.3. Гипосходимость выборочных функций вероятности

Функция вероятности может быть записана в виде математического ожидания, за-

дача минимизации которого описана в разделе 2.2.2.2. Справедливо следующее соотноше-

ние:

𝑃𝜙(𝑢) = 𝑃 (𝑢, 𝜙) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} = M
[︁
Ψ̃(𝑢, 𝜙,𝑋)

]︁
,

где Ψ̃(𝑢, 𝜙,𝑋) , 𝜒(−∞,0](max{Φ(𝑢,𝑋) − 𝜙,𝑄(𝑢,𝑋)}).
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В следующей лемме сформулированы условия, гарантирующие полунепрерывность

сверху функции (𝑢, 𝜙, 𝑥) ↦→ Ψ̃(𝑢, 𝜙, 𝑥) по 𝑢 ∈ 𝑈 .

Лемма 2.5. Пусть функции Φ и 𝑄 являются нормальными интегрантами. Тогда

функция ((𝑢, 𝜙), 𝑥) ↦→ −Ψ̃(𝑢, 𝜙, 𝑥) является нормальным интегрантом.

Доказательство леммы 2.5. Утверждение леммы значит, что функция

Ψ̃(·) : 𝑈 × R × 𝒳 → R является измеримой по совокупности аргументов и полунепре-

рывной сверху по (𝑢, 𝜙) ∈ 𝑈 × R при каждом 𝑥 ∈ 𝒳 . Измеримость функции следует из

измеримости множества

{(𝑢, 𝜙, 𝑥) ∈ 𝑈 × R×𝒳 : max{Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙,𝑄(𝑢, 𝑥)} 6 0} .

Известно [191], что функция 𝑓 : R𝑚 → [−∞,+∞] является полунепрерывной снизу (свер-

ху) тогда и только тогда, когда её надграфик (подграфик) замкнут. Ещё одним кри-

терием полунепрерывности снизу (сверху) является замкнутость множеств вида {𝑢 ∈

𝑈 | 𝑓(𝑢) 6 𝑡} ({𝑢 ∈ 𝑈 | 𝑓(𝑢) > 𝑡}) для всех 𝑡 ∈ [−∞,+∞]. Надграфик функ-

ции (𝑢, 𝜙) ↦→ max{Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙,𝑄(𝑢, 𝑥)} является пересечением надграфиков функций

(𝑢, 𝜙) → Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙 и (𝑢, 𝜙) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥), а значит, в силу полунепрерывности снизу Φ(·)

и 𝑄(·) функция максимума является полунепрерывной снизу при всех 𝑥 ∈ 𝒳 . Для дока-

зательства полунепрерывности сверху функции (𝑢, 𝜙) ↦→ Ψ(𝑢, 𝜙, 𝑥) достаточно показать,

что множество {(𝑢, 𝜙) ∈ 𝑈 × R | Ψ̃(𝑢, 𝜙, 𝑥) > 1} является замнутым для всех 𝑥 ∈ 𝒳 .

Действительно

{(𝑢, 𝜙) ∈ 𝑈 × R | Ψ̃(𝑢, 𝜙, 𝑥) > 1} = {(𝑢, 𝜙) ∈ 𝑈 × R | max{Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙,𝑄(𝑢, 𝑥)} 6 0}.

Последнее множество является замкнутым в силу полунепрерывности снизу функции мак-

симума. �

Из полунепрерывности сверху функции (𝑢, 𝜙, 𝑥) ↦→ Ψ̃(𝑢, 𝜙, 𝑥) по 𝑢 ∈ 𝑈 следует

утверждение о гипосходимости выборочной аппроксимации функции вероятности.

Теорема 2.15. Если функции Φ, 𝑄 являются нормальными интегрантами, то

𝑃 (𝑛) ℎ−→ 𝑃 п.н. и 𝑃
(𝑛)
𝜙

ℎ−→ 𝑃𝜙 п.н. при 𝑛→ ∞ при всех 𝜙 ∈ R.

Доказательство теоремы 2.15.Как было отмечено выше, функция вероятности

может быть представлена в форме (2.37): 𝑃𝜙(𝑢) = M
[︁
Ψ̃(𝑢, 𝜙,𝑋)

]︁
. По лемме 2.5 функция
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((𝑢, 𝜙), 𝑥) ↦→ −Ψ̃(𝑢, 𝜙, 𝑥) является нормальным интегрантом. Из определения индикатор-

ной функции 𝜒(−∞,0] следует ограниченность функции Ψ̃. Таким образом, из теоремы 2.13

следует доказываемое утверждение. �

Ранее результат, аналогичный теореме 2.15, был сформулирован в [178] для случая,

когда функция (𝑢, 𝑥) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥) является непрерывной по 𝑢 и измеримой по 𝑥, а Φ(𝑢, 𝑥) ≡ 0.

Из теорем 2.12 и 2.15 следует

Теорема 2.16. Пусть выполнены следующие условия:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) функции Φ и 𝑄 являются нормальными интегрантами.

Тогда

lim
𝑛→∞

max
𝑢∈𝑈

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) = 𝛼* (п.н.) (2.41)

и

lim
𝑛→∞

𝐷(𝑈 (𝑛)
𝜙 , 𝑈*

𝜙) = 0 (п.н.)

Доказательство теоремы 2.16. По теореме 2.15 𝑃 (𝑛)
𝜙

ℎ−→ 𝑃𝜙 п.н. при 𝑛→ ∞. За-

фиксируем реализацию последовательности {𝑋𝑛}𝑛∈N, при которой имеет место указанная

гипосходимость, и рассмотрим соответствующую последовательность реализаций функ-

ций {𝑃 (𝑛)
𝜙 }𝑛∈N. Тогда по теореме 2.12 реализация последовательности {𝑢𝜙𝑛}𝑛∈N, в кото-

рой 𝑢𝜙𝑛 ∈ Arg max
𝑢∈𝑈

𝑃
(𝑛)
𝜙 (𝑢), обладает свойством (2.41) и любой частичный �̄�𝜙 предел по-

следовательности {𝑢𝜙𝑛}𝑛∈N принадлежит множеству 𝑈*
𝜙. По лемме 2.4 имеет место сходи-

мость lim
𝑛→∞

𝐷(𝑈
(𝑛)
𝜙 , 𝑈*

𝜙) = 0. В силу произвольного выбора реализации последовательности

{𝑋𝑛}𝑛∈N утверждение теоремы выполнено п.н. �

Таким образом, теорема 2.16 гарантирует сходимость п.н. выборочных аппрокси-

маций задачи максимизации функции вероятности (2.33) к решению задачи (2.30) как по

значению критериальной функции, так и по стратегии. Заметим, что в случае, когда ре-

шение задачи (2.30) является единственным, случайная последовательность {𝑢𝜙𝑛}𝑛∈N схо-

дится к детерминированному вектору �̄�𝜙, который и является решением задачи (2.30).

В том случае, когда множество 𝑈*
𝜙 состоит более чем из одной точки, значение �̄�𝜙 может

зависеть от реализации случайной последовательности {𝑋𝑛}𝑛∈N.
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2.2.4. Сходимость выборочных аппроксимаций задачи стохастического

программирования с квантильным критерием

Рассмотрим задачу минимизации функции квантили (2.31), а также последователь-

ность её выборочных аппроксимаций (2.35) и сформулируем теорему об их сходимости

к исходной задаче, обобщающую следствие 2.1 теоремы 2.14.

Теорема 2.17. Пусть выполнены следующие условия:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) функции Φ и 𝑄 являются нормальными интегрантами, и Φ(𝑢, 𝑥) > −∞ для

всех (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 ;

(iii) если 𝜙* ̸= +∞, то для всех 𝜀 > 0 существует пара (�̃�, 𝜙) такая, что |𝜙 −

− 𝜙*| 6 𝜀 и 𝑃𝜙(�̃�) > 𝛼.

Тогда lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 = 𝜙* (п.н.) и lim
𝑛→∞

𝐷
(︁
𝑉

(𝑛)
𝛼 , 𝑉 *

𝛼

)︁
= 0 (п.н.) при 𝑉 *

𝛼 ̸= ∅.

Доказательство теоремы 2.17. Пусть 𝑢𝑛 ∈ 𝑉
(𝑛)
𝛼 (𝑢𝑛 ∈ 𝑈 при 𝑉 (𝑛)

𝛼 = ∅) для всех

𝑛 ∈ N.

Условие Φ(𝑢, 𝑥) > −∞ исключает возможность 𝜙* = −∞. Согласно условию (iii)

при 𝜙* ̸= +∞ для любого 𝜀 > 0 найдётся пара (�̃�, 𝜙) такая, что 𝑃𝜙(�̃�) > 𝛼 и 𝜙 6 𝜙* + 𝜀.

Из усиленного закона больших чисел следует, что

lim
𝑛→∞

𝑃
(𝑛)
𝜙 (�̃�) = 𝑃𝜙(�̃�) > 𝛼 (п.н.).

Это значит, что существует 𝑁 ∈ N такое, что при всех 𝑛 > 𝑁 выполнено

𝑃
(𝑛)
𝜙 (�̃�) > 𝛼.

Отсюда следует, что при всех 𝑛 > 𝑁 выполнено

𝜙𝑛 6 𝜙(𝑛)
𝛼 (�̃�) 6 𝜙 6 𝜙* + 𝜀.

В силу произвольного выбора 𝜀 > 0 получаем

lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 6 𝜙* (п.н.). (2.42)

Очевидно, что неравенство (2.42) выполнено и при 𝜙* = +∞.

Рассмотрим последовательность {𝜙𝑛}𝑛∈N. Обозначим нижний предел данной после-

довательности через 𝜙 , lim
𝑛→∞

𝜙𝑛.
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Покажем, что 𝜙 ̸= −∞. Рассмотрим случайную величину 𝜉 , min
𝑢∈𝑈

Φ(𝑢,𝑋). По-

скольку Φ является нормальным интегрантом, согласно [191] 𝜉 действительно является

случайной величиной, т. е. измеримой функцией элементарного исхода. В силу полунепре-

рывности Φ(𝑢, 𝑥) по 𝑢 имеем 𝜉 > −∞ (п.н.), а значит, и квантиль уровня 𝛼 распределения

данной случайной величины удовлетворяет условию [𝜉]𝛼 > −∞. Так как для любого 𝑢

почти наверное 𝜉 6 Φ(𝑢,𝑋), для любого 𝑢 ∈ 𝑈 справедливо соотношение

[𝜉]𝛼 6 min{𝜙 : P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼} 6

6 min{𝜙 : P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} > 𝛼} = 𝜙𝛼(𝑢).

Докажем, что выборочные оценки квантили [𝜉]𝛼, обозначенные через 𝜉
(𝑛)
𝛼 , ограничены сни-

зу п.н. Выберем уровень вероятности 𝛼′ < 𝛼 так, чтобы [𝜉]𝛼′ < [𝜉]𝛼 и P{𝜉 6 [𝜉]𝛼′} = 𝛼′.

Если такого 𝛼′ не существует, то 𝜉 почти наверное ограничена снизу, а значит, огра-

ничены снизу и выборочные оценки квантили. Согласно теореме Гливенко-Кантелли

𝐹 (𝑛)([𝜉]𝛼′) → P{𝜉 6 [𝜉]𝛼′} = 𝛼′ при 𝑛→ ∞, где через 𝐹 (𝑛) обозначена выборочная функция

распределения случайной величины 𝜉. Поэтому начиная с некоторого номера 𝑁 ′ для всех

𝑛 > 𝑁 ′ будет выполнено

𝐹 (𝑛)([𝜉]𝛼′) < 𝛼.

Отсюда следует, что начиная с номера 𝑁 ′ выполнено 𝜉(𝑛)𝛼 > [𝜉]𝛼′ . Поскольку 𝜉(𝑛)𝛼 является

нижней оценкой 𝜙(𝑛)(𝑢𝑛), справедливо 𝜙 ̸= −∞.

Пусть {𝑢𝑛}𝑛∈𝐾 — некоторая сходящаяся к �̄� подпоследовательность {𝑢𝑛}𝑛∈N такая,

что

𝜙 = lim
𝑛→∞
𝑛∈𝐾

𝜙𝑛, (2.43)

где 𝐾 — множество номеров элементов сходящейся подпоследовательности. В силу ком-

пактности множества 𝑈 подпоследовательность {𝑢𝑛}𝑛∈𝐾 , обладающая свойством (2.43),

существует. Согласно следствию 2.15 𝑃 (𝑛) ℎ−→ 𝑃 (п.н.). Из определения гипосходимости 2.1

следует, что при конечном значении 𝜙

lim
𝑛→∞
𝑛∈𝐾

𝑃 (𝑛)
𝜙𝑛

(𝑢𝑛) 6 𝑃𝜙(�̄�) (п.н.). (2.44)
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Полученное неравенство (2.44) верно и при 𝜙 = +∞, т. к. 𝑃+∞(�̄�) = 1. Соотношение (2.44)

выполнено для почти всех реализаций последовательности {𝑋𝑛}𝑛∈N. Каждой фиксирован-

ной реализации данной последовательности соответствует детерминированная последова-

тельность {(𝑢𝑛, 𝜙𝑛)}𝑛∈N, подпоследовательность которой сходится к (�̄�, 𝜙), что и обеспечи-

вает корректность применения понятия гипосходимости к последовательности случайных

функций.

Так как 𝑃 (𝑛)
𝜙𝑛 (𝑢𝑛) > 𝛼 для любого 𝑛 ∈ N, для предельной точки выполнено соотно-

шение 𝑃𝜙(�̄�) > 𝛼, откуда следует, что

𝜙 = lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 > 𝜙* (п.н.). (2.45)

Из (2.42) следует, что 𝜙 6 lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 6 𝜙*, а значит, 𝜙 = 𝜙*. Таким образом,

lim
𝑛→∞

𝜙𝑛 = 𝜙* (п.н.). (2.46)

Теперь докажем, что для любой предельной точки �̄� последовательности {𝑢𝑛}𝑛∈N
выполнено �̄� ∈ 𝑉 *

𝛼 (п.н.). В силу доказанного равенства (2.46) соотношение (2.44) выполне-

но для любой сходящеся к �̄� подпоследовательности {𝑢𝑛}𝑛∈N. А значит, справедливо нера-

венство 𝑃𝜙(�̄�) > 𝛼, которое обеспечивает 𝜙𝛼(�̄�) 6 𝜙. С другой стороны, 𝜙𝛼(�̄�) > 𝜙* = 𝜙.

Отсюда следует оптимальность стратегии �̄� в исходной задаче. Таким образом, из леммы

2.4 следует утверждение теоремы. �

Как и теорема 2.16 для функции вероятности, теорема 2.17 гарантирует сходимость

выборочных аппроксимаций функции квантили как по значению критериальной функции,

так и по стратегии оптимизации.

Схема доказательства теоремы 2.17 схожа с доказательством теоремы 2.14 в [178],

однако условия теоремы 2.17 слабее по сравнению со следствием 2.1 теоремы 2.14. Во-

первых, требуется не непрерывность, а только полунепрерывность функций Φ и 𝑄. Во-

вторых, не требуется близость стратегии �̃� к стратегии 𝑢*.

Условие (iii) теоремы 2.17 выполнено, когда функция 𝜙 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является строго

монотонной при некотором 𝑢 ∈ 𝑈*
𝛼.
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В [51] приведено условие строгой монотонности 𝑃𝜙(𝑢) по 𝜙. Определим множество

𝑁(𝑢) , (𝜙*(𝑢), 𝜙*(𝑢)), где

𝜙*(𝑢) , ess inf
𝑥∈𝒳

{Φ(𝑢, 𝑥) : 𝑄(𝑢, 𝑥) 6 0},

𝜙*(𝑢) , ess sup
𝑥∈𝒳

{Φ(𝑢, 𝑥) : 𝑄(𝑢, 𝑥) 6 0}.

Лемма 2.6 ( [51]). Пусть |Φ(𝑢, 𝑥)| < +∞ для всех 𝑥 ∈ 𝒳 , для всех 𝜀 > 0 и 𝜙 ∈

𝑁(𝑢) выполнено

P{|Φ(𝑢,𝑋) − 𝜙| 6 𝜀, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0} > 0.

Тогда функция 𝜙 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является строго возрастающей по 𝜙 ∈ 𝑁(𝑢), а функция 𝛼 ↦→

𝜙𝛼(𝑢) непрерывной по 𝛼 ∈ (0,P{𝑄(𝑢,𝑋) 6 0}).

Приведём пример, демонстрирующий, что нарушение условия (iii) теоремы 2.17 мо-

жет приводить к тому, что не все предельные точки последовательности решений задач

минимизации выборочных оценок квантили будут оптимальными в исходной задаче (2.31).

В данном примере рассматривается дискретное распределение случайных параметров.

Несмотря на то, что задача с дискретным распределением случайных параметров может

быть решена специальными методами стохастического программирования, предложенную

методику выгодно применять, например, в том случае, когда истинные вероятности реали-

заций не известны, а доступна только выборка значений дискретной случайной величины.

Пример 2.1. Пусть функция потерь имеет вид Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑢𝑥, 𝑄(𝑢, 𝑥) ≡ 0, где 𝑢 ∈

∈ [0; 1], случайный вектор 𝑋 является скалярным, имеющим дискретное распределение

с двумя равновероятными реализациями 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 1, P{𝑋 = 𝑥1} = P{𝑋 = 𝑥2} = 1
2
.

Тогда функция вероятности будет иметь вид

𝑃𝜙(𝑢) = P{𝑢𝑋 6 𝜙} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, если 𝜙/𝑢 < −1 или (𝑢 = 0 и 𝜙 < 0);

1/2, если −1 6 𝜙/𝑢 < 1;

1, если 𝜙/𝑢 > 1 или (𝑢 = 0 и 𝜙 > 0).

График функции вероятности 𝜙 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) приведён на рис. 2.1. На рис 2.1, а изображён

график выборочной функции вероятности, когда в выборке {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1 больше положитель-

ных реализаций, чем отрицательных, а на рис. 2.1, б — аналогичный график для случая,
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когда в выборке больше отрицательных реализаций, чем положительных. В первом слу-

чае 𝑋(⌈𝑛
2
⌉) = 1, где через 𝑋(⌈𝑛

2
⌉) обозначена порядковая статистика выборки {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1,

имеющая номер ⌈𝑛
2
⌉. Во втором случае 𝑋(⌈𝑛

2
⌉) = −1, сюда также включён случай равного

количества положительных и отрицательных реализаций.

Рисунок 2.1. Графики функции вероятности (сплошные линии) и её оценки (пунктирные

линии).

Выберем 𝛼 = 1/2. Из построенного графика видно, что функция квантили имеет

вид 𝜙 1
2
(𝑢) = −𝑢, а выборочная функция квантили имеет вид

𝜙
(𝑛)
1
2

(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑢, если 𝑋(⌈𝑛
2
⌉) = 1;

−𝑢, если 𝑋(⌈𝑛
2
⌉) = −1.

Решением задачи минимизации функции квантили

𝜙 1
2
(𝑢) = −𝑢→ min

𝑢∈[0;1]

является точка 𝑢 = 𝑢* = 1, при этом 𝜙* = −1. В окрестности {𝜙 : |𝜙 − 𝜙*| 6 1/2} при

любых 𝑢 ∈ [0; 1] выполнено 𝑃𝜙(𝑢) 6 1/2, а значит, условие (iii) теоремы 2.17 нарушается.

Рассмотрим теперь последовательность задач минимизации выборочной функции

квантили

𝜙
(𝑛)
1
2

(𝑢) → min
𝑢∈[0;1]

.

В силу симметричности рассматриваемого распределения последовательность решений

данных задач будет иметь п.н. два частичных предела �̄�1 = 0 и �̄�2 = 1. При этом точка

�̄�1 = 0 не является оптимальной в исходной задаче, так как 𝜙 1
2
(�̄�1) = 0 > 𝜙* = −1.
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Таким образом, невыполнение условия (iii) теоремы 2.17 может приводить к то-

му, что некоторые частичные пределы последовательности решений дискретизированных

задач не являются оптимальными в исходной задаче. �

Теперь продемонстрируем, что при выполнении условий теоремы 2.17 существуют

решения исходной задачи (2.31), не являющиеся частичными пределами последователь-

ности дискретизированных задач п.н.

Пример 2.2. Пусть, как и в примере 2.1, Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑢𝑥, 𝑄(𝑢, 𝑥) ≡ 0, но 𝑢 ∈ [−1; 1].

Будем считать, что скалярный случайный вектор 𝑋 распределён равномерно на отрезке

𝒳 = [−1; 1]. Очевидно, что условия (i) и (ii) теоремы 2.17 выполнены. Покажем, что

выполнено условие (iii) теоремы 2.17. При 𝑢 = 0 выполнено 𝑃𝜙(0) = 𝜒[0,+∞)(𝜙). При 𝑢 ̸= 0

случайная величина Φ(𝑢,𝑋) распределена равномерно на отрезке [−|𝑢|, |𝑢|], поэтому

𝑃𝜙(𝑢) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, если 𝜙 < −|𝑢|;

1
2

(𝜙/|𝑢| + 1) , если −|𝑢| 6 𝜙 6 |𝑢|;

1, если 𝜙 > |𝑢|.

График функции 𝜙 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) изображён на рис. 2.2. Пусть по-прежнему 𝛼 = 1
2
. Тогда

𝜙 1
2
(𝑢) ≡ 0, откуда следует 𝑉 *

𝛼 = [−1; 1], 𝜙* = 0. Тогда для любого 𝜀 > 0 существует пара

𝜙 = min{1, 𝜀}, �̃� = min{1, 𝜀}, для которой 𝑃𝜙(�̃�) = 1 > 𝛼 = 1/2.

Рисунок 2.2. График функции вероятности.

Задачи минимизации функции квантили имеют вид

𝜙
(𝑛)
1
2

(𝑢) → min
𝑢∈[−1;1]

,
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где согласно лемме 2.3

𝜙
(𝑛)
1
2

(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑋(⌈𝑛
2
⌉), если 𝑢 ∈ [0; 1];

𝑢𝑋(𝑛+1−⌈𝑛
2
⌉), если 𝑢 ∈ [−1; 0].

Заметим, что при нечётных 𝑛 выполнено ⌈𝑛
2
⌉ = 𝑛 + 1 − ⌈𝑛

2
⌉. В силу абсолютной непре-

рывности и симметричности распределения случайной величины 𝑋 последовательность

решений {𝑢𝑛}𝑛∈N дискретизированных задач п.н. будет иметь ровно два частичных пре-

дела �̄�1 = −1 и �̄�2 = 1, а оптимальное значение критериальной функции п.н. будет отри-

цательным. Таким образом, решения исходной задачи из интервала (−1; 1) не являются

частичными пределами рассматриваемой последовательности. �

2.2.5. Сходимость выборочных аппроксимаций двухэтапной линейной

задачи с квантильным критерием

Рассмотрим двухэтапную задачу стохастического линейного программирования

с квантильным критерием. Пусть функция потерь определяется как оптимальное решение

задачи второго этапа

Φ(𝑢, 𝑥) ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
inf

𝑦∈𝑌 (𝑢,𝑥)
𝑞⊤(𝑥)𝑦, если 𝑌 (𝑢, 𝑥) ̸= ∅;

+∞, если 𝑌 (𝑢, 𝑥) = ∅,
(2.47)

где

𝑌 (𝑢, 𝑥) , {𝑦 ∈ R𝑠 | 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥), 𝑦 > 0},

𝐴(𝑥) , 𝐴0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝑥𝑖, 𝐵(𝑥) , 𝐵0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑥𝑖, (2.48)

𝑞(𝑥) , 𝑞0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑥𝑖, 𝑏(𝑥) , 𝑏0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖, (2.49)

𝐴𝑖 ∈ R𝑙×𝑟, 𝐵𝑖 ∈ R𝑙×𝑠, 𝑞𝑖 ∈ R𝑠, 𝑏𝑖 ∈ R𝑙 — детерминированные матрицы и векторы, 𝑖 = 0,𝑚.

Определим функцию вероятности 𝑃𝜙 : 𝑈 → [0, 1] по правилу

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}, (2.50)

где 𝜙 ∈ R — некоторый фиксированный уровень минимального значения функции потерь

второго этапа.
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Функция квантили 𝜙𝛼(·) : 𝑈 → [−∞,+∞] определяется как минимальный уровень

функции потерь второго этапа, непревышение которого гарантируется с заданной вероят-

ностью 𝛼 ∈ (0, 1):

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 ∈ R* : 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}.

В отличие от постановки, рассмотренной в предыдущем разделе, возможно равенство

𝜙𝛼(𝑢) = −∞, если для всех 𝜙 ∈ R выполнено 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼.

Двухэтапная задача стохастического программирования с квантильным критерием

формулируется в виде

𝜓* , inf
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙𝛼(𝑢)},

𝑈* , Arg min
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙𝛼(𝑢)}, (2.51)

где 𝑐 ∈ R𝑟 — вектор коэффициентов целевой функции первого этапа, а величина 𝑐⊤𝑢

характеризует потери на первом этапе.

Для построения выборочной аппроксимации задачи минимизации функции кванти-

ли (2.51) по выборке (𝑋1, 𝑋2, . . . 𝑋𝑛), заменим функцию вероятности её выборочной оцен-

кой, которой является частота события {Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}:

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](Φ(𝑢,𝑋𝑘) − 𝜙), (2.52)

где

𝜒𝐴(𝑥) ,

⎧⎪⎨⎪⎩1, если 𝑥 ∈ 𝐴;

0, если 𝑥 /∈ 𝐴.

С помощью данной оценки построим выборочную оценку функции квантили 𝜙𝛼(𝑢)

в виде

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , inf{𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}.

Теперь запишем аппроксимацию исходной задачи минимизации функции кванти-

ли (2.51) в форме

𝜓𝑛 , inf
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢)}, 𝑛 ∈ N,

𝑈𝑛 , Arg min
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢)}, 𝑛 ∈ N. (2.53)

Основной трудностью доказательства сходимости дискретных аппроксимаций двух-

этапной задачи является установление сходимости по стратегии второго этапа. Данная
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сходимость исследовалась в работе [163] для двухэтапной задачи с критерием в форме ма-

тематического ожидания. Однако стратегия второго этапа в двухэтапной задаче является

вспомогательной, а для формулировки задачи достаточно рассмотреть минимальное зна-

чение функции потерь второго этапа, при этом саму двухэтапную задачу формулировать

в том виде, в каком она представлена в данной работе. Поэтому теорему о сходимости

решений задачи (2.53) к решению исходной задачи (2.51) можно сформулировать только

относительно стратегии первого этапа.

Наличие возможности Φ(𝑢, 𝑥) = −∞ приводит к тому, что применить теорему

2.17 непосредственно для доказательства теоремы об условиях сходимости выборочных

аппроксимаций двухэтапной задачи невозможно, поэтому ниже приведено независимое

доказательство теоремы о сходимости решений аппроксимирующих задач (2.53). Будем

предполагать, что выполнено предположение 1.1, сформулированное в разделе 1.2.1.

Теорема 2.18. Пусть выполнены следующие условия:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) выполнено предположение 1.1 и 𝛼 < 𝛼 < 1;

(iii) если 𝜓* < +∞, то для всех 𝜀 > 0 существует пара (�̃�, 𝜓) такая, что

|𝜓* − 𝜓| 6 𝜀, 𝑃𝜓−𝑐⊤�̃�(�̃�) > 𝛼. (2.54)

Тогда 𝜓𝑛 → 𝜓* (п.н.) при 𝑛 → ∞. Если 𝑈* ̸= ∅, то 𝐷(𝑈𝑛, 𝑈
*) → 0 (п.н.) при

𝑛→ ∞.

Доказательство теоремы 2.18. Пусть 𝑢𝑛 ∈ 𝑈𝑛 (𝑢𝑛 ∈ 𝑈 , если 𝑈 = ∅) для всех

𝑛 ∈ 𝑁 .

Условие (ii) доказываемой теоремы гарантирует в силу утверждения 1.1 выполне-

нение неравенства 𝜓* > −∞.

Покажем, что

lim
𝑛→∞

𝜓𝑛 6 𝜓* (п.н.). (2.55)

Согласно условию (iii), при 𝜓* < +∞ для всех 𝜀 > 0 существует пара (�̃�, 𝜓) такая,

что выполнено (2.54). Из закона больших чисел следует, что

lim
𝑛→∞

𝑃
(𝑛)

𝜓−𝑐⊤�̃�(�̃�) = 𝑃𝜓−𝑐⊤�̃�(�̃�) > 𝛼 (п.н.).
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Таким образом, при достаточно больших 𝑛 выполнено

𝜓𝑛 6 𝑐⊤𝑢+ 𝜙(𝑛)
𝛼 (�̃�) 6 𝑐⊤𝑢+ 𝜓 − 𝑐⊤�̃� = 𝜓 6 𝜓* + 𝜀 (п.н.).

Поскольку величина 𝜀 > 0 произвольна,неравенство (2.55) выполнено при |𝜓*| <

+∞. В случае 𝜓* = +∞ неравенство (2.55) выполнено, т. к. его правая часть бесконечна.

Таким образом, неравенство (2.55) доказано.

Теперь докажем, что

lim
𝑛→∞

𝜓𝑛 > 𝜓* (п.н.). (2.56)

Рассмотрим последовательность {𝜓𝑛}𝑛∈N. Обозначим нижний предел данной после-

довательности через

𝜓 , lim
𝑛→∞

𝜓𝑛.

Покажем, что 𝜓 > −∞. Рассмотрим случайную величину 𝜂 , min
𝑢∈𝑈

Φ(𝑢,𝑋). В силу

леммы 1.1, полунепрерывности функции 𝑢 ↦→ Φ(𝑢, 𝑥), компактности множества 𝑈 выпол-

нено

P{𝜂 = −∞} = 𝛼.

Поэтому при 𝛼 > 𝛼 выборочные оценки 𝜂(𝑛)𝛼 квантили уровня 𝛼 распределения случайной

величины 𝜂 при достаточно большом 𝑛 ограничены снизу некоторой константой 𝐶. Таким

образом,

𝐶 6 𝜂(𝑛)𝛼 6 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢).

В силу компактности множества 𝑈 также выполнено

𝐶 ′ , min
𝑢∈𝑈

𝑐⊤𝑢+ 𝐶 6 𝜓𝑛,

откуда следует, что 𝜓 > −∞.

Пусть {𝑢𝑛}𝑛∈𝐾 — некоторая сходящаяся к �̄� подпоследовательность {𝑢𝑛}𝑛∈N такая,

что

𝜓 = lim
𝑛→∞
𝑛∈𝐾

𝜓𝑛,

где 𝐾 — множество номеров элементов сходящейся подпоследовательности. В силу ком-

пактности множества 𝑈 данная подпоследовательность существует.

Заметим, что функцию вероятности (2.50) можно представить в виде

𝑃𝜙(𝑢) = −M[𝑓(𝑢, 𝜙,𝑋)],
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где 𝑓(𝑢, 𝜙, 𝑥) , −𝜒(−∞,0](Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙). Так как функция Φ(·) является нормальным инте-

грантом, функция ((𝑢, 𝜙), 𝑥) ↦→ 𝑓(𝑢, 𝜙, 𝑥) также является нормальным интегрантом. Со-

гласно [191, Theorem 2.3], при конечном значении 𝜓

lim
𝑛→∞
𝑛∈𝐾

𝑃
(𝑛)

𝜓𝑛−𝑐⊤𝑢𝑛(𝑢𝑛) = − lim
𝑛→∞
𝑛∈𝐾

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑢𝑛, 𝜓𝑛 − 𝑐⊤𝑢𝑛, 𝑋𝑘) 6

6 −M[𝑓(�̄�, 𝜓 − 𝑐⊤�̄�, 𝑋)] = 𝑃𝜓−𝑐⊤�̄�(�̄�). (2.57)

При 𝜓 = +∞ данное неравенство также выполнено, потому что правая часть неравенства

равна 1.

Поскольку 𝑃 (𝑛)

𝜓𝑛−𝑐⊤𝑢𝑛(𝑢𝑛) > 𝛼 для любого 𝑛 ∈ N, из (2.57) следует выполнение соот-

ношения 𝑃𝜓−𝑐⊤�̄�(�̄�) > 𝛼, откуда следует, что

𝜓 = lim
𝑛→∞

𝜓𝑛 = lim
𝑛→∞

(︀
𝑐⊤𝑢𝑛 + (𝜓𝑛 − 𝑐⊤𝑢𝑛)

)︀
=
(︀
𝑐⊤�̄�+ (𝜓 − 𝑐⊤�̄�)

)︀
> 𝜓* (п.н.),

что и доказывает неравенство (2.56).

Из неравенств (2.55) и (2.56) следует выполнения равенства

lim
𝑛→∞

𝜓𝑛 = 𝜓* (п.н.). (2.58)

Теперь докажем, что для любой предельной точки последовательности {𝑢𝑛}𝑛∈N вы-

полнено �̄� ∈ 𝑈* (п.н.). В силу (2.58) соотношение (2.57) выполнено для любой сходящеся к

�̄� подпоследовательности {𝑢𝑛}𝑛∈N. А значит, выполнено неравенство 𝑃𝜓−𝑐⊤�̄�(�̄�) > 𝛼, кото-

рое обеспечивает 𝑐⊤�̄�+𝜙𝛼(�̄�) 6 𝜓. С другой стороны, 𝑐⊤�̄�+𝜙𝛼(�̄�) > 𝜓* = 𝜓. Таким образом,

стратегия �̄� оптимальна в исходной задаче. Заключение теоремы следует из леммы 2.4. �

Заметим, что теорема 2.18 гарантирует сходимость выборочных аппроксимаций как

по значению критериальной функции, так и по стратегии оптимизации.

Условие 3 теоремы 2.18 будет выполнено, например, в том случае, когда для всех

𝑢 ∈ 𝑈 функция вероятности 𝜙 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является строго монотонной по 𝜙 ∈ R.

Рассмотрим случай 𝜓* = −∞, не учитываемый в данной теореме. Заметим, что

данное равенство выполнено в том и только том случае, когда

𝛼 , P{Φ(𝑢,𝑋) = −∞} > 𝛼.

Согласно лемме 1.1, величина 𝛼 не зависит от 𝑢, поэтому при 𝛼 < 𝛼 решение аппроксими-

рующей задачи (2.53) будет п.н. давать решение 𝜓𝑛 = −∞ при всех 𝑛, начиная с некоторого

достаточно большого номера.
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2.2.6. Сходимость выборочных аппроксимаций двухуровневой задачи

со случайными коэффициентами в целевой функции последова-

теля

В данном разделе рассматривается аппроксимация задачи (1.65) по выборке

(𝑋1, 𝑋2, . . . 𝑋𝑛). Все обозначения соответствуют разделу 1.3.4. Если в выражении (1.64)

вероятность события {𝜙 | Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} заменить его частотой

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](Φ(𝑢,𝑋𝑘) − 𝜙), 𝑛 ∈ N,

то получится следующая оценка функции квантили:

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , min{𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}, 𝑛 ∈ N.

Таким образом, вместо исходной задачи (1.65) будем рассматривать её выборочную

аппроксимацию

𝜓𝑛 , min
𝑢∈𝑈

{︀
𝑐⊤1 𝑢+ 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑢)
}︀
, 𝑛 ∈ N, (2.59)

𝑈𝑛 , Arg min
𝑢∈𝑈

{︀
𝑐⊤1 𝑢+ 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑢)
}︀
, 𝑛 ∈ N. (2.60)

Полученная задача при фиксированных реализациях случайных векторов являет-

ся детерминированной двухуровневой задачей и для её решения могут быть применены

соответствующие методы [94,125,128].

Для исследования сходимости построенной аппроксимации будем использовать тео-

рему 2.17. Задачу (1.65) нетрудно записать в виде задачи минимизации функции квантили

𝜓* , min
𝑢∈𝑈

[Ψ(𝑢,𝑋)]𝛼, (2.61)

в которой Ψ(𝑢, 𝑥) = 𝑐⊤1 𝑢 + Φ(𝑢, 𝑥). Через 𝑢𝑛 и 𝜓𝑛 обозначим соответственно оптимальную

стратегию и оптимальное значение целевой функции в задаче минимизации выборочной

оценки квантили [Ψ(𝑢,𝑋)]𝛼, соответствующей выборке объёма 𝑛. Также используется обо-

значение

𝑃𝜓(𝑢) , P{Ψ(𝑢,𝑋) 6 𝜓}.

В данных обозначениях теорему 2.17 можно переписать в следующем виде.

Теорема 2.19. Пусть выполнены следующие условия:
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(i) Множество 𝑈 компактно и непусто.

(ii) Для всех (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 × 𝒳 выполнено Ψ(𝑢, 𝑥) > −∞, и функция Ψ является

нормальным интегрантом

(iii) Если 𝜓* ̸= +∞, то для всех 𝜀 > 0 существует пара (�̃�, 𝜓) ∈ 𝑈 ×R такая, что

|𝜓* − 𝜓| 6 𝜀,

𝑃𝜓(�̃�) > 𝛼.

Тогда 𝜓𝑛 → 𝜓* (п.н.) при 𝑛→ ∞ и

𝐷

(︂
𝑈𝑛,Arg min

𝑢∈𝑈
[Ψ(𝑢,𝑋)]𝛼

)︂
→ 0 (п.н.)

при 𝑛→ ∞.

Из теоремы 1.13 следует выполнение условия (ii) теоремы 2.19.

Докажем утверждение о том, что условие (iii) теоремы 2.19 выполнено для почти

всех значений 𝛼 ∈ (0, 1).

Теорема 2.20. Условие 3 теоремы 2.19 выполнено всех 𝛼, принадлежащих ин-

тервалу (0, 1), за исключением не более чем счётного множества точек.

Доказательство теоремы 2.20. Предположим, что условие (iii) теоремы 2.19 не вы-

полнено. Тогда существует 𝜀 > 0 такое, что для любого 𝜓 ∈ [𝜓* − 𝜀, 𝜓* + 𝜀] выполнено

sup
𝑢∈𝑈

𝑃𝜓(𝑢) 6 𝛼.

Согласно следствию 1.2, решение задачи (2.61) существует, поэтому

sup
𝜓∈[𝜓*−𝜀,𝜓*+𝜀]

sup
𝑢∈𝑈

𝑃𝜓(𝑢) = max
𝜓∈[𝜓*−𝜀,𝜓*+𝜀],

𝑢∈𝑈

𝑃𝜓(𝑢) = 𝛼.

В силу монотонности вероятности, функция

𝜓 ↦→ sup
𝑢∈𝑈

𝑃𝜓(𝑢) (2.62)

является монотонно неубывающей. Поэтому

sup
𝑢∈𝑈

𝑃𝜓(𝑢) = 𝛼.



—117—

для всех 𝜓 ∈ [𝜓*, 𝜓* + 𝜀], а значит, область определения монотонной функции (2.62) со-

держит участок, на котором она постоянна. Каждому такому участку можно сопоста-

вить принадлежащее ему рациональное число, поэтому множество участков постоянства

функции (2.62) не более чем счётно. Таким образом, множество значений 𝛼, при которых

условие 3 теоремы 2.19 не выполнено, не более чем счётно. �

Если множество 𝑈 конечно, то сформулированное утверждение 2.20 можно усилить.

Теорема 2.21. Пусть множество 𝑈 конечно. Тогда условие (iii) теоремы 2.19

выполнено для всех 𝛼 ∈ (0, 1) за исключением некоторого конечного множества.

Доказательство теоремы 2.21. Как следует из доказательства теоремы 2.20, усло-

вие (iii) теоремы 2.19 может быть не выполнено, только если

𝑃𝜓(𝑢) = P{Ψ(𝑢,𝑋) 6 𝜓} = 𝛼 (2.63)

для некоторой пары 𝜓 ∈ R, 𝑢 ∈ 𝑈 . Из теоремы 1.13 следует, что при каждом 𝑢 ∈ 𝑈

случайная величина Ψ(𝑢,𝑋) имеет дискретное распределение с конечным множеством

реализаций. Таким образом, множество

𝐴 ,
⋃︁
𝑢∈𝑈

⋃︁
𝜓∈R

{︁
𝑃𝜓(𝑢)

}︁
конечно, а значит, равенство (2.63) может нарушаться только при 𝛼 ∈ 𝐴. �

Для определения, в каких именно точках может быть не выполнено условие 3 тео-

ремы 2.19, может быть использована теорема 1.14 о свойствах функции (𝑢, 𝜙) ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) и

равенство 𝑃𝜓(𝑢) = 𝑃𝜓−𝑐⊤𝑢(𝑢).

2.3. Оценивание необходимого объёма выборки

В данном разделе получены объёмы выборки, необходимые для аппроксимаций за-

дач стохастического программирования с вероятностными и квантильными критериями.

Для задачи максимизации вероятности исследован случай конечного и случай ограничен-

ного множества допустимых стратегий оптимизации, а для задачи минимизации функции

квантили получены оценки для случая конечного множества допустимых стратегий.
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2.3.1. Максимизация вероятности при конечном множестве стратегий

Рассмотрим задачу максимизации функции вероятности

𝛼* , sup
𝑢∈𝑈

𝑃𝜙(𝑢), (2.64)

где

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙},

на конечном множестве допустимых стратегий 𝑈 ⊂ R𝑟. Мощность множества 𝑈 , т. е. ко-

личество его элементов, обозначим через |𝑈 |. Все остальные обозначения соответствуют

обозначениям, введённым в главе 1. Предполагается, что функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) явля-

ется нормальным интегрантом.

Множество 𝜀-оптимальных решений задачи (2.64) обозначим через

𝑈 𝜀
𝜙 , {𝑢 ∈ 𝑈 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼* − 𝜀}.

Пусть (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) — выборка, порождённая распределением случайного векто-

ра 𝑋, т. е. случайные векторы 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 являются независимыми и обладают функцией

распределения 𝐹 (𝑥) = P{𝑋 6 𝑥}. Предполагается, что выборка определена на некото-

ром вероятностном пространстве (Ω,ℱ ′,P′), которое может отличаться от вероятностного

пространства (𝒳 ,ℱ ,P), на котором определяется функция вероятности. Однако в даль-

нейшем для вероятностной меры P′ будет использоваться обозначение P, поскольку из

контекста всегда ясно, о каком вероятностном пространстве идёт речь.

Выборочная аппроксимация задачи максимизации функции вероятности имеет вид

𝑈 (𝑛)
𝜙 , Arg max

𝑢∈𝑈
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢), 𝑛 ∈ N, (2.65)

где

𝑃 (𝑛)
𝜙 ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒[−∞,𝜙](Φ(𝑢,𝑋𝑘)). (2.66)

Здесь используется обозначение

𝜒𝐴(𝑥) ,

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑥 ∈ 𝐴;

0, 𝑥 /∈ 𝐴.

Рассмотрим событие{︀
𝑈 (𝑛)
𝜙 ̸⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︀
=

⋃︁
𝑢∈𝑈∖𝑈𝜀

𝜙

⋂︁
𝑦∈𝑈

{︀
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) > 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑦)
}︀
.
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Смысл события
{︁
𝑈

(𝑛)
𝜙 ̸⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︁
состоит в том, что существует оптимальная стратегия 𝑢(𝑛)𝜙

в аппроксимирующей задаче (2.65) такая, что 𝑢(𝑛)𝜙 не является 𝜀-оптимальные решением

исходной задачи (2.64).

Тогда, учитывая, что множество 𝑈 конечно, можно найти верхнюю границу веро-

ятности

P
{︀
𝑈 (𝑛)
𝜙 ̸⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︀
6

∑︁
𝑢∈𝑈∖𝑈𝜀

𝜙

P

(︃⋂︁
𝑦∈𝑈

{︀
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) > 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑦)
}︀)︃

. (2.67)

Пусть 𝑢* — оптимальное решение исходной задачи (2.64). Если задача (2.64) имеет

несколько оптимальных решений, то 𝑢* можно взять произвольно. Из (2.67) следует, что

P
{︀
𝑈 (𝑛)
𝜙 ̸⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︀
6

∑︁
𝑢∈𝑈∖𝑈𝜀

𝜙

P
{︀
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) > 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢*)
}︀
6

6 |𝑈 | max
𝑢∈𝑈∖𝑈𝜀

𝜙

P
{︀
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) > 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢*)
}︀
. (2.68)

Введём случайные величины

𝜉𝑘 = 𝜒[−∞,𝜙](Φ(𝑢,𝑋𝑘)) − 𝜒[−∞,𝜙](Φ(𝑢*, 𝑋𝑘)).

Заметим, что случайные величины 𝜉𝑘 независимы. Тогда можно записать

P
{︀
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) > 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢*)
}︀

= P

{︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 > 0

}︃
= P

{︃
exp

(︃
𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘

)︃
> 1

}︃
,

где 𝑡 > 0. По неравенству Чебышёва

P

{︃
exp

(︃
𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘

)︃
> 1

}︃
6M

[︃
exp

(︃
𝑡

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘

)︃]︃
= (𝑀(𝑡))𝑛, (2.69)

где

𝑀(𝑡) ,M [exp (𝑡𝜉1)] (2.70)

производящая функция моментов случайной величины 𝜉1.

Лемма 2.7. Пусть 𝑀(𝑡) определена согласно (2.70). Пусть 0 < 𝜀 < 𝛼*. Тогда

inf
𝑡>0

𝑀(𝑡) 6
√

1 − 𝜀2.

Если 𝛼* 6 1+𝜀
2
, то

inf
𝑡>0

𝑀(𝑡) 6 2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼* 6
√

1 − 𝜀2.
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Доказательство леммы 2.7. Введём события

𝐴 , {Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙},

𝐵 , {Φ(𝑢*, 𝑋) 6 𝜙}.

Тогда

𝑀(𝑡) = 𝑝+𝑒
𝑡 + 𝑝−𝑒

−𝑡 + 1 − 𝑝+ − 𝑝−,

где

𝑝+ = P(𝐴 ∩𝐵), 𝑝− = P(𝐴 ∩𝐵). (2.71)

Поскольку 𝑢* — оптимальное решение задачи (2.64), а 𝑢 ∈ 𝑈 ∖ 𝑈 𝜀
𝜙, выполнено равенство

P(𝐴) 6 𝛼* − 𝜀, P(𝐵) = 𝛼*. (2.72)

Из (2.71) и (2.72) следует, что

𝑝+ ∈ [0, 𝛼* − 𝜀], 𝑝− ∈ [𝜀, 𝛼*]. (2.73)

Таким образом,

𝜀 6 P(𝐵) −P(𝐴) = P(𝐴 ∩𝐵) + P(𝐴 ∩𝐵) − (P(𝐴 ∩𝐵) + P(𝐴 ∩𝐵)) = 𝑝− − 𝑝+. (2.74)

Функция 𝑡 ↦→𝑀(𝑡) выпукла. Приравнивая к нулю её производную, получаем, что

Arg min
𝑡>0

𝑀(𝑡) =

{︂
1

2
ln
𝑝−
𝑝+

}︂
если 𝑝+ > 0. Из (2.74) следует, что

1

2
ln
𝑝−
𝑝+

> 0.

Поэтому

𝑄(𝑝+, 𝑝−) = inf
𝑡>0

𝑀(𝑡) = 2
√
𝑝−𝑝+ + 1 − 𝑝+ − 𝑝−. (2.75)

Если 𝑝+ = 0, то равенство (2.75) также выполнено.

Функция (𝑝+, 𝑝−) ↦→ 𝑄(𝑝+, 𝑝−) вогнута (см, например, [105, P. 74]). Найдём решение

задачи

max
𝑝+,𝑝−

𝑄(𝑝+, 𝑝−)

при ограничениях (2.73), (2.74) и (2.75).
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Поскольку безусловный максимум функции 𝑄(𝑝+, 𝑝−) достигается, когда 𝑝+ = 𝑝−,

условный максимум достигается, когда ограничение (2.74) активно. Учитывая неравенство

𝑝+ + 𝑝− 6 1, нетрудно заметить, что

inf
𝑡>0

𝑀(𝑡) 6 max
𝑝+,𝑝−

{𝑄(𝑝+, 𝑝−) | 𝑝− − 𝑝+ = 𝜀, 𝑝+ + 𝑝− 6 1, 𝑝+ ∈ [0, 𝛼* − 𝜀], 𝑝− ∈ [𝜀, 𝛼*]} =

= max
𝑝+

{︁
2
√︀
𝑝+(𝑝+ + 𝜀) + 1 − 2𝑝+ − 𝜀 | 𝑝+ + 𝑝+ + 𝜀 6 1, 𝑝+ ∈ [0, 𝛼* − 𝜀]

}︁
=

=

⎧⎪⎨⎪⎩2
√︁

1−𝜀
2

· 1+𝜀
2

+ 1 − (1 − 𝜀) − 𝜀 =
√

1 − 𝜀2 if 𝛼* − 𝜀 > 1−𝜀
2
,

2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼* 6
√

1 − 𝜀2 if 𝛼* − 𝜀 6 1−𝜀
2
.

Таким образом, лемма доказана �

Докажем теорему о необходимом объёме выборки для аппроксимации задачи (2.64).

Теорема 2.22. Пусть 𝛽 ∈ (0, 1). Если множество 𝑈 конечно

𝑛 > 2
ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)

| ln(1 − 𝜀2)|
, (2.76)

то

P
{︀
𝑈 (𝑛)
𝜙 ⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︀
> 𝛽. (2.77)

Более того, если известно, что 𝛼* 6 1+𝜀
2
, то неравенство (2.77) выполнено, когда

𝑛 >
ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)⃒⃒⃒

ln
(︁

2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼*
)︁⃒⃒⃒ . (2.78)

Доказательство теоремы 2.22. Сначала рассмотрим случай 𝛼* 6 𝜀. Тогда

P
{︀
𝑈 (𝑛)
𝜙 ⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︀
= 1,

что и доказывает утверждение теоремы.

Если 𝛼* > 𝜀 и 𝛼* 6 1+𝜀
2
, то из (2.68), (2.69) и леммы 2.7 следует, что

P
{︀
𝑈 (𝑛)
𝜙 ̸⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︀
6 inf

𝑡>0
|𝑈 |(𝑀(𝑡))𝑛 6

(︁
2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼*
)︁𝑛
.

Таким образом, неравенство (2.77) выполнено, если

|𝑈 |
(︁

2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼*
)︁𝑛
6 1 − 𝛽 ⇔

𝑛 >
ln(1 − 𝛽) − ln |𝑈 |

ln
(︁

2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼*
)︁ =

ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)⃒⃒⃒
ln
(︁

2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼*
)︁⃒⃒⃒ .
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Поскольку

2
√︀

(𝛼* − 𝜀)𝛼* + 1 + 𝜀− 2𝛼* 6
√

1 − 𝜀2,

можно заключить, что неравенство (2.77) выполнено для

𝑛 >
ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)⃒⃒

ln
√

1 − 𝜀2
⃒⃒ = 2

ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)

|ln (1 − 𝜀2)|
.

В случае, когда 𝛼* > 𝜀 и 𝛼* > 1+𝜀
2
, теорема доказывается аналогично. �

В [198, Theorem 5.17] результат, аналогичный теореме 2.22, доказан для задачи

максимизации функции математического ожидания. Применяя этот результат к задаче

(2.64) непосредственно, можно получить, что неравенство (2.77) выполнено

𝑛 > 2
ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)

𝜀2
.

Нетрудно проверить, что

𝜀2 <
⃒⃒
ln
(︀
1 − 𝜀2

)︀⃒⃒
для 𝜀 ∈ (0, 1). Таким образом, оценка объёма выборки (2.76) улучшает результат, который

может быть получен с помощью непосредственно применения теорем из [197,198].

Замечание 2.1. Чтобы применить оценку объёма выборки (2.78), необходимо

знать точное решение задачи (2.64). Для некоторых классов задач возможно указать верх-

нюю границу �̄� > 𝛼*. Если �̄� 6 1+𝜀
2
, то оценку (2.76) можно улучшить. Тогда можно

гарантировать, что неравенство (2.77) выполнено для

𝑛 >
ln |𝑈 | − ln(1 − 𝛽)⃒⃒⃒

ln
(︁

2
√︀

(�̄�− 𝜀)�̄� + 1 + 𝜀− 2�̄�
)︁⃒⃒⃒ .

2.3.2. Максимизация вероятности при ограниченном множестве страте-

гий

Теперь будет считать, что в задаче (2.64) множество 𝑈 — компактное подмножество

R𝑟. Диаметр множества 𝑈 обозначим через

𝐷 , sup
𝑢,𝑣∈𝑈

‖𝑢− 𝑣‖,

где используется норма ‖𝑢‖ = max{|𝑢1|, . . . , |𝑢𝑟|}.
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Предположим, что функция вероятности 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) является липшицевой на 𝑈

с константой Липшица 𝐿, т. е.

|𝑃𝜙(𝑢) − 𝑃𝜙(𝑣)| 6 𝐿‖𝑢− 𝑣‖ (2.79)

для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 .

Выберем конечное подмножество 𝑈 и обозначим его через �̃� . Пусть

𝜈 , sup
𝑢∈𝑈

inf
𝑣∈�̃�

‖𝑢− 𝑣‖.

Значение 𝜈 показывает максимальное расстояние между произвольной точкой 𝑈 и бли-

жайшей к ней точкой множества �̃� . Множество �̃� может быть выбрано таким образом,

что

|�̃� | 6
⌈︂
𝐷

𝜈

⌉︂𝑟
. (2.80)

Далее будет предполагаться, что условие (2.80) выполнено.

Рассмотрим задачу максимизации выборочной функции вероятности на множе-

стве �̃� :

�̃� (𝑛)
𝜙 , Arg max

𝑢∈�̃�
𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢), 𝑛 ∈ N, (2.81)

Выясним, при каком объёме выборки выполнено

�̃� (𝑛)
𝜙 ⊂ 𝑈 𝜀

𝜙,

т. е. все оптимальные решения аппроксимирующей задачи на конечном множестве явля-

ются 𝜀-оптимальными решениями исходной задачи.

Теорема 2.23. Пусть 𝛽 ∈ (0, 1). Если выполнены предположения (2.79) и (2.80),

𝐿𝜈 < 𝜀 и

𝑛 > 2 inf
𝛾∈(0,1−𝐿𝜈

𝜀 )

𝑟 ln
⌈︁

𝐷𝐿
(1−𝛾)𝜀

⌉︁
− ln(1 − 𝛽)

| ln(1 − 𝛾2𝜀2)|
, (2.82)

то

P
{︁
�̃� (𝑛)
𝜙 ⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︁
> 𝛽. (2.83)

Доказательство теоремы 2.23.

Пусть

�̃� 𝜀
𝜙 , {𝑢 ∈ �̃� | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼*

�̃�
− 𝜀},
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где

𝛼*
�̃�
, sup

𝑢∈�̃�
𝑃𝜙(𝑢).

Поскольку функция 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) липшицева, условие 𝑢 ∈ �̃� 𝜀
𝜙 влечёт, что 𝑢 ∈ 𝑈 𝜀+𝐿𝜈

𝜙 . Если

𝛾 ∈
(︀
0, 1 − 𝐿𝜈

𝜀

)︀
— фиксированное число и 𝐿𝜈 6 (1 − 𝛾)𝜀, то{︁

�̃� (𝑛)
𝜙 ⊂ �̃�𝛾𝜀

𝜙

}︁
⊂
{︁
�̃� (𝑛)
𝜙 ⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︁
. (2.84)

Из (2.84) и теоремы 2.22 следует, что

P
{︁
�̃� (𝑛)
𝜙 ⊂ 𝑈 𝜀

𝜙

}︁
> P

{︁
�̃� (𝑛)
𝜙 ⊂ �̃�𝛾𝜀

𝜙

}︁
> 𝛽

если

𝑛 > 2
ln |�̃� | − ln(1 − 𝛽)

| ln(1 − 𝛾2𝜀2)|
6 2

ln
⌈︀
𝐷
𝜈

⌉︀𝑟 − ln(1 − 𝛽)

| ln(1 − 𝛾2𝜀2)|
= 2

𝑟 ln
⌈︁

𝐷𝐿
(1−𝛾)𝜀

⌉︁
− ln(1 − 𝛽)

| ln(1 − 𝛾2𝜀2)|
.

В силу того, что 𝛾 выбрана произвольно, утверждение теоремы доказано. �

Аналогичный результат для минимизации функции математического ожидания до-

казан в [197]. Этот результат может быть получен из теоремы 2.23 при 𝑡 = 1/2. Дополни-

тельная оптимизация по 𝑡 ∈
(︀
0, 1 − 𝐿𝜈

𝜀

)︀
может улучшить результат из [197] для многих за-

дач максимизации функции вероятности. Если точное значение инфимума найти трудно,

то значение объёма выборки 𝑛 можно найти, подставляя несколько значений 𝑡 ∈
(︀
0, 1 − 𝐿𝜈

𝜀

)︀
в (2.82). Получаемое при этом минимальное значение может быть использовано в качестве

оценки объёма выборки 𝑛.

Замечание 2.2. Для вычислений по формуле (2.82) необходимо знать константу

Липшица. Если функция 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) непрерывно дифференцируема на множестве 𝑈 , то

по теореме о среднем значении справедливо, что

|𝑃𝜙(𝑢) − 𝑃𝜙(𝑣)| 6 sup
𝑤∈𝑈

‖∇𝑃𝜙(𝑤)‖1‖𝑢− 𝑣‖,

где норма градиента является сопряжённой, т. е.

‖𝑤‖1 =
𝑟∑︁
𝑖=1

|𝑤𝑖|.

Таким образом, можно взять

𝐿 = sup
𝑤∈𝑈

‖∇𝑃𝜙(𝑤)‖1.

Для этого требуется оценить градиент функции вероятности, методы нахождения кото-

рого описаны в [155,209].
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2.3.3. Минимизация квантили

Найдём выборки, необходимый для аппроксимации задачи минизизации функции

квантили

𝜙* , inf
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢), (2.85)

где

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}.

Множество 𝜀-оптимальных решений поставленной задачи обозначим через

𝑉 𝜀
𝛼 , {𝑢 ∈ 𝑈 | 𝜙𝛼(𝑢) 6 𝜙* + 𝜀}.

Задача максимизации выборочной функции квантили имеет вид

𝑉 (𝑛)
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N, (2.86)

где

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , min{𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}. (2.87)

Будем считать, что выполнено следующее предположение.

Предположение 2.1. Случайная величина Φ(𝑢,𝑋) абсолютно непрерывна для

всех 𝑢 ∈ 𝑈 , обладает плотностью вероятности 𝑝𝑢, непрерывной в точке 𝜙𝛼(𝑢) и некоторой

её окрестности. Кроме того, существует число 𝐶 > 0 такое, что

min
𝑢∈𝑈

𝑝𝑢(𝜙𝛼(𝑢)) > 𝐶,

и число 𝐶2 такое, что

P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝐶2} = 1.

Аналогично тому, как это было сделано для функции вероятности, рассмотрим со-

бытие {︀
𝑉 (𝑛)
𝛼 ̸⊂ 𝑉 𝜀

𝛼

}︀
=

⋃︁
𝑢∈𝑈∖𝑉 𝜀

𝛼

⋂︁
𝑦∈𝑈

{︀
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) 6 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑦)
}︀
.

Тогда можно найти верхнюю границу вероятности

P
{︀
𝑉 (𝑛)
𝛼 ̸⊂ 𝑉 𝜀

𝛼

}︀
6

∑︁
𝑢∈𝑈∖𝑉 𝜀

𝛼

P

(︃⋂︁
𝑦∈𝑈

{︀
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) 6 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑦)
}︀)︃

. (2.88)
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Зафиксирует оптимально решение 𝑢* задачи (2.85) . Из (2.88) получаем, что

P
{︀
𝑉 (𝑛)
𝛼 ̸⊂ 𝑉 𝜀

𝛼

}︀
6

∑︁
𝑢∈𝑈∖𝑉 𝜀

𝛼

P
{︀
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) 6 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑢*)
}︀
6 |𝑈 | max

𝑢∈𝑈∖𝑉 𝜀
𝛼

P
{︀
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) 6 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑢*)
}︀
. (2.89)

Определим случайные величины

𝜂𝑛 = 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢*) − 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N.

Заметим, что случайные величины 𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢*) и 𝜙(𝑛)

𝛼 (𝑢) могут быть зависимыми. Необходимо

оценить сверху вероятность

P{𝜂𝑛 > 0}.

По теореме Мостеллера [172], распределения порядковых статистик 𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢*) и

𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢) сходятся к нормальному закому

√
𝑛
(︀
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢*) − 𝜙*)︀ 𝑑−→ 𝑍𝑢* ∼ 𝒩

(︂
0,
𝛼(1 − 𝛼)

𝑝2𝑢*(𝜙*)

)︂
,

√
𝑛
(︀
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) − 𝜙𝛼(𝑢)

)︀ 𝑑−→ 𝑍𝑢 ∼ 𝒩
(︂

0,
𝛼(1 − 𝛼)

𝑝2𝑢(𝜙𝛼(𝑢))

)︂
.

Таким образом, в силу предположения (2.1) справедливо, что

lim
𝑛→∞

M𝜂𝑛 6 −𝜀,

lim
𝑛→∞

D
[︀
𝜂𝑛
√
𝑛
]︀
<

4𝛼(1 − 𝛼)

𝐶
.

А значит, для всех 0 < 𝜀′ < 𝜀 найдётся число �̃�(𝜀′) ∈ N такое, что

M𝜂𝑛 6 −𝜀+ 𝜀′, (2.90)

D𝜂𝑛 <
4𝛼(1 − 𝛼)

𝐶𝑛
(2.91)

для всех 𝑛 > �̃�(𝜀′). Заметим, что число �̃�(𝜀′) может зависеть от 𝑢. В это случае нужно

взять максимальное значение �̃�(𝜀′).

Из неравенства Кантелли следует, что при𝑛 > �̃�(𝜀′) выполнено

P{𝜂𝑛 > 0} 6 P{𝜂𝑛 −M𝜂𝑛 > 𝜀− 𝜀′} 6 D𝜂𝑛
D𝜂𝑛 + (𝜀− 𝜀′)2

<
4𝛼(1 − 𝛼)

4𝛼(1 − 𝛼) + (𝜀− 𝜀′)2𝐶𝑛
.

Таким образом, из (2.89) следует теорема.



—127—

Теорема 2.24. Пусть 𝑈 — конечное множество, 𝛽 ∈ (0, 1), выполнено предполо-

жение 2.1. Тогда

P
{︀
𝑉 (𝑛)
𝛼 ̸⊂ 𝑉 𝜀

𝛼

}︀
6 |𝑈 | 4𝛼(1 − 𝛼)

4𝛼(1 − 𝛼) + (𝜀− 𝜀′)2𝐶𝑛
. (2.92)

для достаточно большого 𝑛.

Получим следствие из теоремы 2.24.

Следствие 2.2. Пусть условия теоремы 2.24 выполнены. Тогда

P
{︀
𝑉 (𝑛)
𝛼 ⊂ 𝑉 𝜀

𝛼

}︀
> 𝛽

если

𝑛 >
4𝛼(1 − 𝛼)(|𝑈 | + 𝛽 − 1)

(1 − 𝛽)(𝜀− 𝜀′)2𝐶
(2.93)

и 𝑛 > �̃�(𝜀′).

Доказательство следствия 2.2. Из (2.92) следует, что утверждение теоремы выпол-

нено, если

|𝑈 | 4𝛼(1 − 𝛼)

4𝛼(1 − 𝛼) + (𝜀− 𝜀′)2𝐶𝑛
6 1 − 𝛽.

Решая это неравенство, получаем (2.93). �

К сожалению, трудно найти значение �̃�(𝜀′). Чтобы использовать оценки (2.93), необ-

ходимо проверить неравенства (2.90) и (2.91). Это можно сделать статистическими мето-

дами.

2.4. Выводы по главе 2

1) Доказаны теоремы о сходимости детерминированных аппроксимаций задач стоха-

стического программирования с вероятностным и квантильным критериями в слу-

чае симметричного распределения случайного параметра и в случае функции потерь,

монотонной по реализации случайной величин, а для задачи с вероятностным кри-

терием — в случае функции потерь, монотонной по стратегии оптимизации.

2) Доказаны теоремы о достаточных условиях сходимости выборочных аппроксимаций

одноэтапных, двухэтапных и двухуровневых задач стохастического программирова-

ния с вероятностным и квантильным критериями
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3) Для двухуровневой линейной задачи показано, что условия сходимости выборочных

аппроксимаций выполнены для почти всех уровней надёжности.

4) Получена оценка объёма выборки, обеспечивающая заданную точность и надёжность

выборочных аппроксимаций задач стохастического программирования с вероятност-

ным и квантильным критериями при конечном множестве допустимых стратегий.

5) Получена оценка объёма выборки, обеспечивающая заданную точность и надёж-

ность выборочной аппроксимаций задачи стохастического программирования с ве-

роятностным критериям при компактном множестве допустимых стратегий.

Основные результаты главы опубликованы в [18,23,28,29,31,144,152].



Глава 3. Численные методы решения задач стохастическо-

го программирования, основанные на дискретиза-

ции вероятностной меры

Целью главы является разработка численных методов и алгоритмов решения задач

стохастического программирования с вероятностными критериями. Предлагаемые числен-

ные методы и алгоритмы основаны на описанной в главе 2 процедуре дискретизации веро-

ятностной меры. После проведения дискретизации получаемая аппроксимирующая зада-

ча может рассматриваться как задача стохастического программирования с дискретным

распределением случайных параметров. В разделе 3.1 приводится метод сведения двух-

этапных задач стохастического линейного программирования с вероятностным и кван-

тильным критериями к эквивалентным смешанным целочисленным линейным задачам.

В разделе 3.2 аналогичный метод описан для двухуровневых задач стохастического про-

граммирования. В разделе 3.3 для дискретной стохастической задачи размещения пред-

приятий строится эквивалентная детерминированная двухуровневая задача и приводятся

методы оценки оптимального значения её критериальной функции. В разделе 3.4 описан

численный метод решения задачи стохастического программирования с целевой функ-

цией потерь специального вида. Метод основан на дискретизации вероятностной меры и

последующим применением поиска с чередующимися окрестностями. В разделе 3.5 опи-

санный метод адаптируется для задачи стохастического линейного программирования с

квантильным критерием, а в разделе 3.6 — для двухэтапной задачи.

3.1. Метод сведения двухэтапных линейных задач к детерминирован-

ным задачам при дискретном распределении случайных парамет-

ров

В данном разделе описан метод решения задач стохастического программирования,

основанный на переходе к детерминированной задаче смешанной целочисленной задаче.

В линейном случае, рассматриваемом в данном разделе, получаемая эквивалентная задача

является задачей смешанного целочисленного программирования.

129
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Рассмотрим двухэтапную задачу стохастического линейного программирования

с квантильным критерием, в которой функция потерь определена соотношением

Φ(𝑢, 𝑥) ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
inf

𝑦∈𝑌 (𝑢,𝑥)
𝑞⊤(𝑥)𝑦, если 𝑌 (𝑢, 𝑥) ̸= ∅;

+∞, если 𝑌 (𝑢, 𝑥) = ∅,
(3.1)

где

𝑌 (𝑢, 𝑥) , {𝑦 ∈ 𝑌 ⊂ R𝑠 | 𝐴(𝑥)𝑢+𝐵(𝑥)𝑦 > 𝑏(𝑥), 𝑦 > 0},

𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝑞(𝑥), 𝑏(𝑥) определены соотношениями (2.48) и (2.49).

Функции вероятности и квантили определяются по правилам

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}, (3.2)

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 ∈ R* | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}. (3.3)

где 𝜙 ∈ R, 𝛼 ∈ (0, 1).

Двухэтапная задача стохастического программирования с вероятностным критери-

ем формулируется в виде

𝛼* , sup
𝑢∈𝑈

{𝑃𝜙−𝑐⊤𝑢(𝑢)}, (3.4)

𝑈*
𝜙 , Arg max

𝑢∈𝑈
{𝑃𝜙−𝑐⊤𝑢(𝑢)},

где 𝑐 ∈ R𝑟 — вектор коэффициентов целевой функции первого этапа, 𝑈 ⊂ R𝑟.

Двухэтапная задача стохастического программирования с квантильным критерием

имеет вид

𝜓* , inf
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙𝛼(𝑢)}, (3.5)

𝑉 *
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
{𝑐⊤𝑢+ 𝜙𝛼(𝑢)},

где 𝑐 ∈ R𝑟 — вектор коэффициентов целевой функции первого этапа.

3.1.1. Задача с вероятностным критерием

Выборочная аппроксимация задачи (3.4) при фиксированной реализации {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1

выборки {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1 имеет вид

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒[−∞,𝜙]

(︂
𝑐⊤𝑢+ inf

𝑦∈𝑌
{𝑞⊤(𝑥𝑘)𝑦 | 𝐴(𝑥𝑘)𝑢+𝐵(𝑥𝑘)𝑦 > 𝑏(𝑥𝑘)}

)︂
→ sup

𝑢∈𝑈
(3.6)
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Полученная задача является детерминированной задачей математического программиро-

вания. Как следует из приведённой ниже теоремы, задачу (3.6) можно свести к смешанной

целочисленной задаче. Смешанными целочисленными задачами здесь и далее называются

задачи, в которых присутствуют переменные двух видов: дискретные и непрерывные.

Теорема 3.1. Пусть 𝜙 ∈ R и множество 𝑈 непусто и ограничено. Тогда любая

оптимальная стратегия 𝑢𝜙𝑛 в задаче (3.6) является оптимальным значением перемен-

ной 𝑢 в задаче
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿𝑘 → sup
𝑢∈𝑈, 𝑦1,...,𝑦𝑛∈𝑌, 𝛿∈{0,1}𝑛

(3.7)

при ограничениях

𝑐⊤𝑢+ 𝑞⊤(𝑥𝑘)𝑦𝑘 6 𝜙+ 𝐿1(1 − 𝛿𝑘), (3.8)

и

𝐴(𝑥𝑘)𝑢+𝐵(𝑥𝑘)𝑦𝑘 > 𝑏(𝑥𝑘) − 𝐿2(1 − 𝛿𝑘)𝑒𝑙, (3.9)

где 𝑒𝑙 — вектор, составленный из 𝑙 единиц,

𝐿1 > sup
𝑢∈𝑈

|𝑐⊤𝑢− 𝜙|,

𝐿2 > max
𝑘=1,𝑛

sup
𝑢∈𝑈

‖𝑏(𝑥𝑘) − 𝐴(𝑥𝑘)𝑢‖∞,

и любое оптимальное значение 𝑢 в задаче (3.7) является оптимальной стратегией в за-

даче (3.6).

Доказательство теоремы 3.1. Пусть 𝑢𝜙𝑛 — оптимальная стратегия в зада-

че (3.6). Обозначим оптимальное значение целевой функции задачи (3.7) через 𝑃 * и пока-

жем, что 𝑃 * = 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛). Для этого построим вектор допустимых стратегий в задаче (3.7).

Пусть 𝑦𝑘 — некоторый элемент множества

{︀
𝑦 ∈ 𝑌 | 𝑐⊤𝑢+ 𝑞⊤(𝑥𝑘)𝑦 6 𝜙, 𝐴(𝑥𝑘)𝑢+𝐵(𝑥𝑘)𝑦 > 𝑏(𝑥𝑘)

}︀
, (3.10)

если оно непусто, и 𝑦𝑘 = 0, если данное множество пусто. Если множество (3.10) при

заданном 𝑘 непусто, то определим 𝛿𝑘 = 1 и 𝛿𝑘 = 0, если при заданном 𝑘 множество (3.10)

пусто. В силу определения констант 𝐿1 и 𝐿2 вектор стратегий (𝑢𝜙𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝛿) является

допустимым в задаче (3.7) и обеспечивает значение 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛) критериальной функции. Таким

образом, 𝑃 * > 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛).
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Пусть теперь (𝑢, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝛿) — оптимальная стратегия в задаче (3.7). Если 𝛿𝑘 = 1,

то

𝑐⊤𝑢+ 𝑞⊤(𝑥𝑘)𝑦𝑘 6 𝜙 (3.11)

и

𝐴(𝑥𝑘)𝑢+𝐵(𝑥𝑘)𝑦𝑘 > 𝑏(𝑥𝑘), (3.12)

поэтому

𝑐⊤𝑢+ inf
𝑦∈𝑌

{𝑞⊤(𝑥𝑘)𝑦 | 𝐴(𝑥𝑘)𝑢+𝐵(𝑥𝑘)𝑦 > 𝑏(𝑥𝑘)} 6 𝜙.

Таким образом, 𝑃 * = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛿𝑘 6 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛), а значит, 𝑃 * = 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛). Из полученного

равенства и первой части доказательства видно, что значение 𝑢𝜙𝑛 является оптимальным

значением 𝑢 в задаче (3.7). Для доказательства того, что оптимальное значение 𝑢 в за-

даче (3.7) оптимально в (3.6), предположим противное, а именно: 𝑃𝜙(𝑢) < 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛). Но из

неравенств (3.11) и (3.12) следует, что 𝑃𝜙(𝑢) > 𝑃 * = 𝑃𝜙(𝑢𝜙𝑛). Полученное противоречие

доказывает теорему. �

Отметим, что в случае когда множество 𝑈 является выпуклым многогранником,

задача (3.7) является смешанной целочисленной задачей линейного программирования.

3.1.2. Задача с квантильным критерием

Выборочная оценка функции квантили 𝜙𝛼(𝑢) имеет вид

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , inf

{︃
𝜙 | 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](Φ(𝑢, 𝑥) − 𝜙) > 𝛼

}︃
.

Запишем аппроксимацию исходной задачи минимизации функции квантили (3.5)

в форме

𝜓𝑛 , inf
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢)}, 𝑛 ∈ N,

𝑈𝑛 , Arg min
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢)}, 𝑛 ∈ N. (3.13)

При фиксированной реализации последовательности {𝑋𝑘}𝑘∈N и заданном 𝑛 ∈ N за-

дача (3.13) может быть рассмотрена как задача стохастического программирования с дис-

кретным распределением случайных параметров. Для построения данной задачи рассмот-

рим некоторую реализацию выборки {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1 объёма 𝑛 в виде 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Без ограни-

чения общности предположим, что уникальные значения данных реализаций 𝑥1, 𝑥2, . . . ,
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𝑥𝑛 приходятся на первые �̃� элементов. Введём случайную величину 𝜉(𝑛). Будем считать,

что 𝜉(𝑛) имеет �̃� 6 𝑛 реализаций 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥�̃�. Вероятности данных реализаций будем

считать равными

P{𝜉 = 𝑥𝑘} , 𝑝𝑘 , 𝑚𝑘/𝑛, 𝑘 = 1, �̃�, (3.14)

где 𝑚𝑘 — количество элементов реализации выборки {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, совпадающих с 𝑥𝑘. Тогда

задачу (3.13) можно записать в форме двухэтапной задачи стохастического линейного

программирования с квантильным критерием

𝑈𝑛 = Arg min
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ inf{𝜙 | P{Φ(𝑢, 𝜉(𝑛)) 6 𝜙} > 𝛼}}, 𝑛 ∈ N.

Метод сведения двухэтапной задачи стохастического программирования с кван-

тильным критерием в общем случае описан в [78], однако для его применения необходи-

мо выполнение ряда предположений, которые в линейном случае могут не выполняться.

В частности, требуется достижимость оптимального решения задачи второго этапа, что

в случае Φ(𝑢, 𝑥) = −∞ не выполнено. Предложим способ сведения задачи (3.13) к сме-

шанной целочисленной задаче, который может быть реализован в предположении, что

𝜓𝑛 > −∞.

Пусть известна константа 𝛾1, такая что

𝛾1 > max
𝑢∈𝑈

max{0, 𝑐⊤𝑢− 𝜓𝑛}.

Пусть также для каждого 𝑥 ∈ {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥�̃�} известна константа 𝛾2(𝑥) такая, что

𝛾2(𝑥) > max
𝑢∈𝑈

‖𝑏(𝑥) − 𝐴(𝑥)𝑢‖∞,

где через ‖ · ‖∞ обозначена ∞-норма вектора, т. е. максимальное абсолютное значение его

координат. В силу компактности и непустоты множества 𝑈 значения 𝛾1 и 𝛾2(𝑥) всегда

конечны.

Рассмотрим следующую задачу смешанного целочисленного линейного программи-

рования:

𝑐⊤𝑢+ 𝜙→ inf
𝑢∈𝑈,𝜙∈(−∞,+∞], 𝑦(1),...,𝑦(�̃�)∈R𝑙, 𝛿∈{0,1}�̃�

(3.15)
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при ограничениях

𝑞⊤
(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑦(𝑘) − 𝛾1(1 − 𝛿𝑘) 6 𝜙, 𝑘 = 1, �̃�,

𝐴
(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑢+𝐵

(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑦(𝑘) > 𝑏

(︀
𝑥𝑘
)︀
− 𝛾2

(︀
𝑥𝑘
)︀
(1 − 𝛿𝑘)𝑒𝑙, 𝑘 = 1, �̃�,

𝑦(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, �̃�,

�̃�∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑘 > 𝛼,

где 𝑒𝑙 — вектор из 𝑙 единиц. В задаче (3.15) для каждой реализации случайных параметров

𝑥𝑘 вводится переменная 𝑦(𝑘), соответствующая стратегии второго этапа, и бинарная пере-

менная 𝛿𝑘, которая равна единице, если оптимальное значение стратегии второго этапа не

больше оптимального значения функции квантили, и равна нулю в противном случае.

Сформулируем теорему об эквивалентности задач (3.13) и (3.15).

Теорема 3.2. Пусть 𝜓𝑛 > −∞ и выполнено предположение 1.1. Тогда справедли-

вы следующие утверждения.

1. Если (𝑢*, 𝜙*, 𝑦
(1)
* , . . . , 𝑦

(�̃�)
* , 𝛿*) — оптимальные значения переменных в зада-

че (3.15), то 𝑢* ∈ 𝑈𝑛.

2. Если �̄� ∈ 𝑈𝑛, то существует набор (𝑢*, 𝜙*, 𝑦
(1)
* , . . . , 𝑦

(�̃�)
* , 𝛿*) оптимальных значе-

ний переменных в задаче (3.15) такой, что �̄� = 𝑢*.

Доказательство теоремы 3.2. Пусть (𝑢*, 𝜙*, 𝑦
(1)
* , . . . , 𝑦

(�̃�)
* , 𝛿*) — оптимальные значения

переменных в задаче (3.15). Тогда для всех 𝑥𝑘 таких, что 𝛿𝑘 = 1, выполнено

𝑞⊤
(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑦(𝑘)* 6 𝜙*, 𝑘 = 1, �̃�,

𝐴
(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑢* +𝐵

(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑦(𝑘)* > 𝑏

(︀
𝑥𝑘
)︀
, 𝑘 = 1, �̃�,

𝑦(𝑘)* > 0, 𝑘 = 1, �̃�,

а значит, Φ(𝑢*, 𝑥𝑘) 6 𝜙* для набора реализаций случайных параметров 𝑥𝑘 с суммарной

вероятностью больше 𝛼. Поэтому

𝜓𝑛 = min
𝑢∈𝑈

{𝑐⊤𝑢+ inf{𝜙 | P{Φ(𝑢, 𝜉(𝑛)) 6 𝜙} > 𝛼} 6 𝑐⊤𝑢* + 𝜙*. (3.16)

Пусть теперь �̄� ∈ 𝑈𝑛. Построим решение (�̄�, 𝜙, 𝑦(1), . . . , 𝑦(�̃�), 𝛿), являющееся допусти-

мым в задаче (3.15). Пусть 𝜙 = inf{𝜙 | P{Φ(�̄�, 𝜉(𝑛)) 6 𝜙} > 𝛼}. В силу предположения
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𝜓𝑛 > −∞ выполнено 𝜙 > −∞. Определим значения 𝛿𝑘 по правилу

𝛿𝑘 ,

⎧⎪⎨⎪⎩1, если Φ(�̄�, 𝑥𝑘) 6 𝜙,

0, иначе.

Значение вектора 𝛿 = 𝛿 является допустимым в задаче (3.15). Если 𝛿𝑘 = 1 и |Φ(�̄�, 𝑥𝑘)| <

< +∞, то выберем

𝑦(𝑘) ∈ Arg min
𝑦∈𝑌 (�̄�,𝑥𝑘)

{𝑞⊤(𝑥𝑘)𝑦}.

Если Φ(�̄�, 𝑥𝑘) = −∞, то выберем 𝑦(𝑘) так, чтобы

𝑞⊤
(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑦(𝑘) 6 𝜙, 𝑘 = 1, �̃�,

𝐴
(︀
𝑥𝑘
)︀
�̄�+𝐵

(︀
𝑥𝑘
)︀
𝑦(𝑘) > 𝑏

(︀
𝑥𝑘
)︀
, 𝑘 = 1, �̃�,

𝑦(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, �̃�,

что будет гарантировать допустимость 𝑦(𝑘) = 𝑦(𝑘) в задаче (3.15) Если 𝛿𝑘 = 0 или

Φ(�̄�, 𝑥𝑘) = +∞, то установим 𝑦(𝑘) = 0. По определению констант 𝛾1 и 𝛾2(𝑥𝑘), значение

переменной 𝑦(𝑘) = 0 будет являться допустимым в рассматриваемом случае. Таким обра-

зом, по оптимальному значению переменных в задаче (3.13) построен набор допустимых

значений переменных в задаче (3.15) такой, что

𝜓𝑛 = 𝑐⊤�̄�+ 𝜙. (3.17)

Из соотношения (3.16) следует, что для решения задачи (3.15) выполнено 𝜓𝑛 6

6 𝑐⊤𝑢* + 𝜙*. Согласно (3.17) для построенного решения задачи (3.15) вместо неравен-

ства выполнено равенство, поэтому значения переменных (�̄�, 𝜙, 𝑦(1), . . . , 𝑦(�̃�), 𝛿) оптималь-

ны в задаче (3.15), что доказывает второе утверждение теоремы. Из оптимальности

(𝑢*, 𝜙*, 𝑦
(1)
* , . . . , 𝑦

(�̃�)
* , 𝛿*) и достижимости равенства в (3.16) следует, что 𝜓𝑛 = 𝑐⊤�̄� + 𝜙 =

= 𝑐⊤𝑢* + 𝜙*, что и гарантирует 𝑢* ∈ 𝑈𝑛. Таким образом, оба утверждения теоремы дока-

заны. �

Для применения теоремы 3.2 необходимо проверить, что 𝜓𝑛 ̸= −∞. Согласно лем-

ме 1.1, P{Φ(𝑢, 𝜉(𝑛)) = −∞} не зависит от 𝑢. Таким образом, 𝜓𝑛 = −∞ тогда и только

тогда, когда при некотором 𝑢 ∈ 𝑈 выполнено

P{Φ(𝑢, 𝜉(𝑛)) = −∞} > 𝛼.
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Отсюда следует, что для проверки равенства 𝜓𝑛 = −∞ достаточно вычислить значение

функции квантили только для одного значения 𝑢.

При 𝜓𝑛 > −∞ справедливо

max
𝑢∈𝑈

max{0, 𝑐⊤𝑢− 𝜓𝑛} 6
⃒⃒⃒⃒
max
𝑢∈𝑈

𝑐⊤𝑢− min
𝑢∈𝑈

min
𝑘∈Δ

{𝑐⊤𝑢+ Φ(𝑢, 𝑥𝑘)}
⃒⃒⃒⃒
,

где ∆ — набор индексов 𝑘 таких, что Φ(𝑢, 𝑥𝑘) > −∞. Поэтому константа 𝛾1 может быть

выбрана равной

𝛾1 =

⃒⃒⃒⃒
max
𝑢∈𝑈

𝑐⊤𝑢− min
𝑢∈𝑈

min
𝑘∈Δ

{𝑐⊤𝑢+ Φ(𝑢, 𝑥𝑘)}
⃒⃒⃒⃒
. (3.18)

Заметим, что вычисление данной константы в случае полиэдрального множества 𝑈 сво-

дится к решению конечного числа задач линейного программирования.

Таким образом, задача (3.13) может быть решена следующим образом. Сначала

необходимо проверить выполнение равенства 𝜓𝑛 = −∞. Если оно выполнено, то 𝑈𝑛 = 𝑈 .

Если данное равенство не выполнено, то необходимо найти константу 𝛾1 согласно (3.18)

и константы 𝛾2(𝑥𝑘), а затем найти решение задачи (3.15), которое даст решение зада-

чи (3.13).

3.2. Метод сведения двухуровневой задачи стохастического программи-

рования с квантильным критерием к смешанной целочисленной за-

даче

В данном разделе описывается численный метод решения двухуровневой задачи

с асимметричной информаций (1.49), сформулированной в разделе 1.3.1. Предлагаемый

метод основан на переходе к эквивалентной детерминированной задаче математического

программирования при дискретном распределении случайных параметров.

Будем считать, что распределение случайных параметров в задаче (1.49) является

дискретным с конечным числом реализаций. Это может быть обусловлено спецификой

моделируемой системы, а может быть связано с тем, что исходное непрерывное распреде-

ление заменено его дискретной аппроксимацией с помощью методов, изложенных в главе 2.

Реализации случайного вектора 𝑋 обозначим через 𝑥𝑘, а их вероятности — через

𝑝𝑘 = P{𝑋 = 𝑥𝑘} > 0, 𝑘 = 1, 𝑛,
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘 = 1. (3.19)
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Лемма 3.1. Пусть множество 𝑈 непусто и компактно, функции 𝑢 ↦→

𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑢 ↦→ 𝑏(𝑢, 𝑥) непрерывны на 𝑈 при любом фиксированном 𝑥 ∈ 𝒳 . Тогда мно-

жество 𝑌 замкнуто.

Доказательство леммы 3.1. Поскольку множество реализаций случайного век-

тора 𝑋 конечно, выполнено равенство

𝑌 =
⋃︁

𝑢∈𝑈,𝑥∈𝒳

𝑌 (𝑢, 𝑥) =
𝑛⋃︁
𝑘=1

⋃︁
𝑢∈𝑈

𝑌 (𝑢, 𝑥𝑘).

Если 𝑦 ̸∈ 𝑌 , то 𝑦 ̸∈ 𝑌 (𝑢, 𝑥𝑘) для всех 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑘 = 1, 𝑛. Это значит, что либо существует

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} такое, что 𝑦𝑖 < 0, либо

min
𝑖=1,...,𝑙

(𝐵(𝑢, 𝑥𝑘)𝑦 − 𝑏(𝑢, 𝑥𝑘))𝑖 < 0

для всех 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑘 = 1, 𝑛. Из конечности множества реализаций 𝑋, компактности множе-

ство 𝑈 и непрерывности функций 𝑢 ↦→ 𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑢 ↦→ 𝑏(𝑢, 𝑥) следует, что

max

{︂
min
𝑖=1,...,𝑙

(𝐵(𝑢, 𝑥𝑘)𝑦 − 𝑏(𝑢, 𝑥𝑘))𝑖 | 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑘 = 1, 𝑛

}︂
< 0.

Таким образом, существует 𝛿 > 0 такое, что 𝑦 ̸∈ 𝑌 для всех 𝑦 при ‖𝑦 − 𝑦‖ 6 𝛿. А значит,

множество 𝑌 замкнуто. �

Применяя доказанную лемму 3.1 и считая, что множество реализаций случайного

вектора состоит из единственного элемента 𝑥𝑘, заключаем, что множества

̂︀𝑌 (𝑥𝑘) =
⋃︁
𝑢∈𝑈

𝑌 (𝑢, 𝑥𝑘)

также являются замкнутыми.

При фиксированной паре (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 × 𝒳 стратегия последователя является опти-

мальной (𝑦 ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥)) в том и только том случае, когда существует значение 𝜆 ∈ R𝑙
+ ,

, {𝜆 ∈ R𝑙 | 𝜆 > 0} такое, что выполнена система ограничений

𝐵(𝑢, 𝑥)⊤𝜆 6 𝑐(𝑢, 𝑥), (3.20)

(𝐵(𝑢, 𝑥)𝑦 − 𝑏(𝑢, 𝑥))⊤𝜆 = 0, (3.21)

(𝐵(𝑢, 𝑥)⊤𝜆− 𝑐(𝑢, 𝑥))⊤𝑦 = 0. (3.22)

При заданном значении пары (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 введём обозначение

Λ(𝑢, 𝑥) , {𝜆 > 0 | 𝐵(𝑢, 𝑥)⊤𝜆 6 𝑐(𝑢, 𝑥)},
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для множества допустимых стратегий двойственной задачи линейного программирования

к задаче (1.46). Пусть

Λ ,
⋃︁

(𝑢,𝑥)∈𝑊

Λ(𝑢, 𝑥).

Множество отпимальных решений двойственной задачи линейного программирования

обозначим через

Λ*(𝑢, 𝑥) , Arg max
𝜆

{𝑏(𝑢, 𝑥)⊤𝜆 | 𝜆 ∈ Λ(𝑢, 𝑥)},

Λ* ,
⋃︁

(𝑢,𝑥)∈𝑊

Λ*(𝑢, 𝑥).

Для (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈×𝒳 обозначим через 𝑉 (𝑢, 𝑥) множество пар решений прямой и двойственной

задач линейного программирования:

𝑉 (𝑢, 𝑥) , {(𝑦, 𝜆) ∈ R𝑠 × R𝑙 | 𝑦 ∈ 𝑌 *(𝑢, 𝑥), 𝜆 ∈ Λ*(𝑢, 𝑥)},

𝑉 ,
⋃︁

(𝑢,𝑥)∈𝑊

𝑉 (𝑢, 𝑥).

Используя технику, предложенную в [175] для одноэтапных и двухэтапных задач

стохастического программирования, сведём рассматриваемую задачу к смешанной цело-

численной задаче математического программирования, которая эквивалентна исходной

двухуровневой задаче (1.49). Пусть

𝜓𝛼(𝑢) , inf
𝑦(·)∈𝒴(𝑢)

𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·))

— значение критериальной функции задачи (1.49) при фиксированной стратегии 𝑢 ∈ 𝑈 .

Предположим существование функций 𝛾𝑖 : 𝑈 × 𝑌 → [0,+∞), 𝑖 = 1, 2, таких, что

𝛾1(𝑢, 𝑦) > Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) − 𝜓𝛼(𝑢) для всех (𝑢, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 ×𝒳 × 𝑌 . (3.23)

и

𝛾2(𝑢, 𝑦) > 𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) для всех (𝑢, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 ×𝒳 × 𝑌 . (3.24)

Если значения Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) имеют нижнюю границу 𝛾1 на 𝑈 ×𝒳 × 𝑌 , то можно установить

𝛾1(𝑢, 𝑦) = max
𝑘=1,𝑛

{Φ(𝑢, 𝑥𝑘, 𝑦) − 𝛾1}

для всех 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑦 ∈ 𝑌 .
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Введём штрафную функцию 𝜒 : 𝑈 × 𝒳 × 𝑌 × R𝑙 → R множества 𝑉 (𝑢, 𝑥), т. е. обла-

дающую свойствами

𝜒(𝑢, 𝑥, 𝑦, 𝜆) 6 0 для всех (𝑦, 𝜆) ∈ 𝑉 (𝑢, 𝑥), (3.25)

𝜒(𝑢, 𝑥, 𝑦, 𝜆) > 0 для всех (𝑦, 𝜆) ̸∈ 𝑉 (𝑢, 𝑥). (3.26)

Например, эту функцию можно определить следующим образом:

𝜒(𝑢, 𝑥, 𝑦, 𝜆) = max{ max
𝑖=1,...,𝑚

{𝑏𝑖(𝑢, 𝑥) − 𝐴𝑖(𝑢, 𝑥)𝑦}, max
𝑗=1,...,𝑘

{(𝐴⊤)𝑗(𝑢, 𝑥)𝜆− 𝑐𝑗(𝑢, 𝑥)},

‖(𝐵(𝑢, 𝑥)𝑦 − 𝑏(𝑢, 𝑥))⊤𝜆‖, ‖(𝐴⊤(𝑢, 𝑥)𝜆− 𝑐(𝑢, 𝑥))⊤𝑦‖}. (3.27)

В качестве нормы ‖ · ‖ будем рассматривать максимальный модуль координат вектора.

Рассмотрим смешанную целочисленную задачу

𝜙→ inf
𝜙∈R,𝑢∈𝑈,𝑦1,...,𝑦𝑛,𝜆1,...,𝜆𝑛,𝛿∈{0,1}𝑛

(3.28)

при ограничениях

Φ(𝑢, 𝑥𝑘, 𝑦
𝑘) − 𝛾1(𝑢, 𝑦

𝑘)(1 − 𝛿𝑘) 6 𝜙, 𝑘 = 1, 𝑛, (3.29)

𝑄(𝑢, 𝑥𝑘, 𝑦
𝑘) − 𝛾2(𝑢, 𝑦

𝑘)(1 − 𝛿𝑘) 6 0, 𝑘 = 1, 𝑛, (3.30)

𝛿𝑘𝜒(𝑢, 𝑥𝑘, 𝑦
𝑘, 𝜆𝑘) 6 0, 𝑘 = 1, 𝑛, (3.31)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑘 > 𝛼, (3.32)

𝑦𝑘 > 0, 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 𝑛. (3.33)

Сформулируем теорему об эквивалентности задач (1.49) и (3.28)–(3.33).

Теорема 3.3. Пусть случайный вектор 𝑋 имеет конечное число реализаций, удо-

влетворяющих (3.19), и известны функции 𝛾1, 𝛾2, 𝜒, обладающие свойствами (3.23)–

(3.26). Тогда

1) для каждой оптимальной пары стратегий (𝑢, 𝑦(·)) задачи (1.49) существуют зна-

чения переменных 𝜙, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝜆1,. . . , 𝜆𝑛, 𝛿1,. . . , 𝛿𝑛 такие, что набор переменных

(𝜙, 𝑢, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 𝛿1, . . . , 𝛿𝑛)

оптимален в задаче (3.28)–(3.33);
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2) для каждого оптимального набора переменных (𝜙, 𝑢, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 𝛿1, . . . , 𝛿𝑛)

задачи (3.28)–(3.33) существует функция 𝑦(·) такая, что пара (𝑢, 𝑦(·)) оптимальна

в задаче (1.49);

3) оптимальные значения целевых функций (1.49) и (3.28)–(3.33) равны, и они дости-

гаются (либо не достигаются) в обеих задачах одновременно;

4) если оптимальные значения целевых функций (1.49) и (3.28)–(3.33) не достигают-

ся, то минимизирующие последовательности переменных 𝑢 в обеих задачах совпа-

дают.

Доказательство теоремы 3.3.

Для доказательства теоремы будем использовать лемму 1 в [60], согласно которой

две оптимизационные задачи эквиваленты, если по любому заданному допустимому ре-

шению первой задачи можно построить допустимое решение второй задачи такое, что

значение критериальной функции во второй задаче на построенном решении меньше ли-

бо равно значению критериальной функции в первой задаче для заданного решения, и

наоборот.

Пусть (𝑢, 𝑦(·)) — допустимое решение задачи (1.49). Поскольку 𝑦(·) ∈ 𝒴(𝑢), суще-

ствует функция 𝜆(·) : 𝒳 → R𝑙, соответствующая двойственным переменным такая, что

(𝑢, 𝑥) ∈ 𝑊 ⇒ (𝑦(𝑥), 𝜆(𝑥)) ∈ 𝑉 (𝑢, 𝑥).

Обозначим через 𝜓 соответствующее значение целевой функции задачи (1.49). По тройке

(𝑢, 𝑦(·), 𝜆(·)) построим допустимое решение задачи (3.28)–(3.33) со значением целевой

функции не большем, чем 𝜓. Пусть 𝑘 ∈ {1, · · · , 𝑛} и

𝜙 = 𝜓, �̂� = 𝑢, (3.34)

𝛿𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, если Φ(𝑢, 𝑥𝑘, 𝑦(𝑥𝑘)) 6 𝜓 и 𝑄(𝑢, 𝑥𝑘, 𝑦(𝑥𝑘)) 6 0,

0, иначе.
(3.35)

𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑛)⊤, (3.36)

𝑦𝑘 = 𝑦(𝑥𝑘), �̂�
𝑘 = 𝜆(𝑥𝑘) для 𝑥𝑘 ∈ 𝒳 (𝑢). (3.37)

Для каждого 𝑥𝑘 /∈ 𝒳 (𝑢) выберем 𝑦𝑘 такое, что 𝑦𝑘 ∈ 𝑌 и неравенства (3.23), (3.24) выпол-

нены для 𝑢 = �̂�, 𝑥 = 𝑥𝑘, 𝑦 = 𝑦𝑘. Нетрудно проверить, что для вектора (𝜙, �̂�, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛,
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�̂�1, . . . , �̂�𝑛, 𝛿
)︁
выполнены все ограничения задачи (3.28). Кроме того, 𝜙 — верхняя гра-

ница соответствующего значения критериальной функции задачи (3.28). Таким образом,

решение задачи (3.28) с требуемыми свойствами построено.

Теперь возьмём допустимое решение (𝜙, 𝑢, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 𝛿) задачи (3.28).

Определим функции 𝑦(·), 𝜆(·) по правилу: 𝑦(𝑥𝑘) = 𝑦𝑘, 𝜆(𝑥𝑘) = 𝜆𝑘 для 𝑥𝑘 ∈ 𝒳 (𝑢), для

других 𝑥𝑘 ∈ 𝒳 ∖ 𝒳 (𝑢) значение 𝑦(𝑥𝑘) можно взять произвольно. Поскольку выполнено

ограничение (3.32), справедливо неравенство

P {Φ(𝑢,𝑋, 𝑦(𝑋)) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋, 𝑦(𝑋)) 6 0} > 𝛼. (3.38)

Поэтому 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) 6 𝜙, т. е. 𝜙 является верхней оценкой критериальной функции зада-

чи (1.49).

Таким образом, задачи (1.49) и (3.28)–(3.33) эквивалентны. �

Замечание 3.1. Если 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅ для всех (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 ×𝒳 (а также в том случае,

когда множество 𝑌 *(𝑢, 𝑥) не зависит от 𝑥), ограничение (3.31) можно заменить на более

простое

(𝑦𝑘, 𝜆𝑘) ∈ 𝑉 (𝑢, 𝑥𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (3.39)

Замечание 3.2. Теорема 3.3 описывает способ, позволяющий найти решение ис-

ходной стохастической двухуровневой задачи (1.49). Пусть найдено решение (𝜙*, 𝑢*, 𝑦1*,

. . . , 𝑦𝑛*, 𝜆1*, . . . , 𝜆𝑛*, 𝛿*) задачи (3.28)–(3.33). Введём функции 𝑦*(·) по правилам: 𝑦*(𝑥𝑘) =

= 𝑦𝑘* для всех 𝑥𝑘 ∈ 𝒳 . Согласно приведённому доказательству, пара (𝑢*, 𝑦*(·)) обеспечива-

ет верхнюю границу 𝜙* критериальной функции задачи (1.49). Но 𝜙* является оптималь-

ным значением критериальных функций задачи (1.49) и (3.28)–(3.33) в силу доказанной

эквивалентности этих задачи. А значит, пара (𝑢*, 𝑦*(·)) значений переменных оптимальна

в задаче (1.49).

Полученная задача (3.28)–(3.33) является нелинейной смешанной целочисленной за-

дачей, для решения которой в зависимости от её специфики могут быть применены методы

глобальной оптимизации, методы ветвей и границ, построение сечений, декомпозиционные

алгоритмы. В главе 5 будут продемонстрированы способы упрощения задач (3.28)–(3.33),

позволяющие её решить с помощью разработанного программного обеспечения.
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Поскольку задачи (1.49) и (3.28)–(3.33) эквивалентны, существование решения зада-

чи (1.49) может быть проверено через решение задачи (3.28)–(3.33). Если решение задачи

(3.28)–(3.33) существует, то существует и решение задачи (1.49).

Условия, гарантирующие существование решения задачи (1.49) даны в следующей

теореме.

Теорема 3.4. Пусть выполнены условия:

(i) множество 𝑈 компактно и непусто;

(ii) случайный вектор 𝑋 имеет конечно число реализаций, определённых соотношени-

ями (3.19);

(iii) задача (1.49) имеет допустимое решение (𝑢, 𝑦(·)) с конечным значением критери-

альной функции 𝜙𝛼(𝑢, 𝑦(·)) < +∞;

(iv) функции 𝑢 ↦→ 𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑢 ↦→ 𝑏(𝑢, 𝑥), 𝑢 ↦→ 𝑐(𝑢, 𝑥) непрерывны на 𝑈 ;

(v) множества 𝑌 и Λ* ограничены;

(vi) функции (𝑢, 𝑦) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) и (𝑢, 𝑦) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) полунепрерывны снизу по (𝑢, 𝑦) ∈

𝑈 × 𝑌 для каждого фиксированного 𝑥 ∈ 𝒳 и ограничены сверху на 𝑈 × 𝑌 .

Тогда существует решение задачи (1.49).

Доказательство теоремы 3.4. Сначала заметим, что множество допустимых

решений задачи (1.49) непусто в силу условия (iii). Поэтому множество 𝑌 и Λ* непусты.

По лемме 3.1 множество 𝑌 замкнуто, если выполнены условия (ii), (iv). А значит, мно-

жество 𝑌 компактно в силу условия (v). По условию (vi), функции (𝑢, 𝑦) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) и

(𝑢, 𝑦) ↦→ 𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) ограничены сверху. Более того, можно выбриать константы 𝛾1(𝑢, 𝑦) ≡ 𝛾1

и 𝛾2(𝑢, 𝑦) ≡ 𝛾2, для которых неравенства (3.23) и (3.24) выполнены, потому что полуне-

прерывные снизу функции достигают свою нижнюю грань на компактном множестве.

Зададим функцию 𝜒 по правилу (3.27). Тогда по теореме 3.3 задачи (1.49) и (3.28)–(3.33)

эквиваленты. А значит, можно доказать теорему 3.4 с помощью решения эквивалентной
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задачи (3.28)–(3.33). Заметим, что добавление ограничений

min
𝑢∈𝑈,𝑥∈𝒳 ,𝑦∈𝑌

Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) 6 𝜙 6 𝛾1,

‖𝑦𝑘‖∞ 6 max
𝑦∈𝑌

‖𝑦‖∞, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

‖𝜆𝑘‖∞ 6 sup
𝜆∈Λ*

‖𝜆‖∞, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

к ограничениям задачи (3.28)–(3.33) не изменяет её оптимальное решение. Но множество

её допустимых решений становится компактным. Неравенство

min
𝑢∈𝑈,𝑥∈𝒳 ,𝑦∈𝑌

Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) > −∞

выполнено, потому что множество 𝑈 непустое и компактное, а функция (𝑢, 𝑦) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦)

полунепрерывна снизу. Следовательно, существует оптимальное решение задачи (3.28)–

(3.33), что гарантирует существование оптимального решения задачи (1.49). �

Обратим внимание на то, что множество Λ*, упоминаемое в теореме 3.4, является

ограниченным, например, при выполнении условий Слейтера [134].

Пример 3.1. Продемонстрируем предложенный численный метод на простой за-

даче

min

{︂
𝜙 | P

{︂
𝑢2 +𝑋𝑦(𝑋) + 1 6 𝜙,−𝑦(𝑋) 6

1

4

}︂
>

2

3

}︂
→ min

𝑢∈[−1,1],𝑦(·)∈𝒴(𝑢)
, (3.40)

где

𝒴(𝑢) =

{︂
𝑦(·) | 𝑦(𝑥) ∈ Arg min

𝑦∈[−𝑢,𝑢]
𝑢𝑥𝑦

}︂
,

случайная величина 𝑋 принимает три значения −1, 0, 1 с равными вероятностями 1
3
.

Решая задачу последователя, получаем, что 𝑦(−1) = 𝑦1 = |𝑢|, 𝑦(0) = 𝑦2 ∈ [−𝑢, 𝑢], 𝑦(1) =

= 𝑦3 = −|𝑢|. В качестве констант можно установить 𝛾1(𝑢, 𝑦) = 𝛾2(𝑢, 𝑦) ≡ 3. Эквивалентная

задача смешанного математического программирования принимает вид

𝜙→ min
𝜙∈R,𝑢∈[−1,1],𝛿1,𝛿2,𝛿3∈{0,1}
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при ограничениях

𝑢2 − |𝑢| + 1 − 3(1 − 𝛿1) 6 𝜙,

𝑢2 + 1 − 3(1 − 𝛿2) 6 𝜙,

𝑢2 − |𝑢| + 1 − 3(1 − 𝛿3) 6 𝜙,

−|𝑢| − 1

4
− 3(1 − 𝛿1) 6 0,

−3 − 1

4
− 3(1 − 𝛿2) 6 0,

|𝑢| − 1

4
− 3(1 − 𝛿3) 6 0,

𝛿1 + 𝛿2 + 𝛿3 > 2.

Решая полученную эквивалентную задачу, находим решение задачи (3.40):

𝑢* = ±1

4
, 𝜙*

2
3

=
13

16
.

Значения дополнительных переменных в эквивалентной задаче:

𝛿*1 = 𝛿*3 = 1, 𝛿*2 = 0.

3.3. Метод решения двухуровневой задачи размещения предприятий

В данном разделе предлагается метод решения стохастической двухуровневой за-

дачи размещения предприятий (1.95), сформулированной в разделе 1.5 для дискретного

распределения случайных параметров. Метод основан на переходе к эквивалентной де-

терминированной дискретной двухуровневой задаче. Будем считать, что случайный век-

тор 𝑋 имеет дискретное распределение с конечным числом реализаций 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, где

𝑛 — число реализаций случайного вектора 𝑋. Пусть заданы вероятности реализаций

𝑝𝑘 = P{𝑋 = 𝑥𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑛.

3.3.1. Эквивалентная детерминированная двухуровневая задача

В первую очередь, заметим, что в силу ограничения (1.96) целевая функция потерь

может быть переписана в виде

Φ(𝑢, 𝑥) = max
𝑦∈𝑌 *(𝑢,𝑥)

{︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗

(︃
1 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗

)︃}︃
. (3.41)
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Поскольку функция потерь лидера Φ не зависит от переменных 𝑢𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽 , и обяза-

тельно должно быть открыто хотя бы одно предприятие, ограничения (1.96)–(1.99) можно

заменить на ограничения ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑢𝑖 > 1, (3.42)

𝑢𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ 𝐼. (3.43)

Получим эквивалентную рассматриваемой задаче (1.95) детерминированную задачу

с помощью доверительного метода. Согласно данному методу задача (1.95) эквивалентна

минимаксной задаче

min
�̃�∈{0,1}𝑟, 𝑆∈ℱ𝛼

max
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) (3.44)

при ограничениях (3.42), (3.43), где �̃� = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟)
⊤, ℱ𝛼 — семейство всех доверительных

множеств, т. е. имеющих вероятностную меру не менее 𝛼:

P(𝑆) > 𝛼. (3.45)

Как отмечалось в [36], при дискретном распределении случайного вектора 𝑋 мини-

мизацию по всем доверительным множествам можно заменить минимизацией по подмно-

жествам множества 𝒳 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} всех реализаций случайного вектора.

Пусть 𝑆 — некоторое подмножество множества 𝒳 . Свяжем с этим подмножеством

вектор 𝛿 ∈ {0, 1}𝑛, координаты которого 𝛿𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, определяются по правилу:

𝛿𝑘 =

⎧⎨⎩ 1, если 𝑥𝑘 ∈ 𝑆,

0, если 𝑥𝑘 /∈ 𝑆.
(3.46)

Таким образом, каждому бинарному вектору 𝛿 соответствует некоторое подмножество

множества 𝒳 и наоборот.

В этом случае вероятностное ограничение (3.45) примет вид

P{𝑆} =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛿𝑘𝑝𝑘 > 𝛼. (3.47)

Справедлива следующая теорема о сведении рассматриваемой задачи к целочис-

ленной двухуровневой задаче.

Теорема 3.5. Пусть 𝑋 имеет дискретное распределение с конечным числом ре-

ализаций. Тогда все оптимальные значения переменных 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟 в стохастической
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двухуровневой задаче (1.95) при ограничениях (1.96)–(1.99) являются оптимальными ре-

шениями детерминированной двухуровневой задачи

max
𝑦(·)∈𝒴

𝜙→ min
�̃�,𝛿,𝜙

(3.48)

при ограничениях (3.42)–(3.43) и ограничениях

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝑘

(︃
1 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 (𝑥𝑘)

)︃
− (1 − 𝛿𝑘)𝛾 6 𝜙, 𝑘 = 1, 𝑛; (3.49)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑘𝑝𝑘 > 𝛼; (3.50)

𝑦𝑖𝑗 (𝑥𝑘) ∈ 𝑌 * (𝑢, 𝑥𝑘) , (3.51)

где 𝛾 > 2(‖𝑓‖1 + 𝑟 · max
𝑘=1,𝑛

‖𝑥𝑘‖1), 𝒴 , {𝑦(·) : 𝒳 → {0, 1}𝑟+𝑠𝑟}. И все оптимальные значения

переменных 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟 в задаче (3.48) оптимальны в задаче (1.95) при ограничениях

(1.96)–(1.99).

Здесь ‖ · ‖1 — сумма модулей координат вектора. В теореме 3.5 стратегия последо-

вателя рассматривается как функция, определенная на множестве реализаций случайного

вектора.

Доказательство теоремы 3.5. Заметим, что эквивалентная исходной задаче

(1.95) задача (3.44) может быть записана в виде

𝜙→ min
�̃�,𝑆,𝜙

(3.52)

при ограничениях (3.42), (3.43), (3.45) и

max
𝑥∈𝑆

Φ (𝑢, 𝑥) 6 𝜙. (3.53)

Как было отмечено выше, при поиске оптимального решения достаточно ограничиться

рассмотрением множеств 𝑆, состоящих из реализаций случайного вектора 𝑋.

Пусть (𝑢1, 𝑆1, 𝜙1) — допустимое решение задачи (3.52), при этом 𝑆1 = {𝑥𝑘1 , . . . , 𝑥𝑘𝐾}.

Построим вектор 𝛿1, соответствующий множеству 𝑆1, по правилу

𝛿1𝑘 =

⎧⎨⎩ 1, если 𝑥𝑘 ∈ 𝑆1,

0, если 𝑥𝑘 /∈ 𝑆1.
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Покажем, что решение (𝑢1, 𝛿1, 𝜙1) – допустимое решение задачи (3.48). Ограничение (3.50)

выполнено в силу сохранения вероятностной меры (3.45). Из (3.53) следует, что ограни-

чение (3.49), соответствующее единичным координатам вектора 𝛿1, выполнено. Получим

оценку функции, записанной в левой части неравенства (3.49):⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝑘

(︃
1 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 (𝑥𝑘)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 6∑︁

𝑖∈𝐼

|𝑓𝑖| +
∑︁
𝑗∈𝐽

∑︁
𝑖∈𝐼

|𝑥𝑗𝑘| 6

6 ‖𝑓‖1 + 𝑟 · max
𝑘=1,𝑛

‖𝑥𝑘‖1 6
𝛾

2
. (3.54)

Поскольку хотя бы одна координата вектора 𝛿1 ненулевая, из ограничения (3.49) следует,

что

𝜙1 > −𝛾
2
. (3.55)

Ограничения (3.49), соответствующие нулевым координатам вектора 𝛿1, выполнены в силу

неравенств (3.54), (3.55). Остальные ограничения задач совпадают. Таким образом, по

допустимому решению задачи (3.52) можно построить допустимое решение задачи (3.48)

с таким же значением критериальной функции.

Пусть теперь (𝑢2, 𝛿2, 𝜙2) — допустимое решение задачи (3.48). Сопоставим вектору

𝛿2 множество 𝑆2 по правилу (3.46). Покажем, что (𝑢2, 𝛿2, 𝜙2) — допустимое решение задачи

(3.52). Ограничение (3.45) на значение вероятностной меры выполнено в силу условий

(3.49). Выполнение ограничения (3.53) следует из выполнения ограничения (3.49). Таким

образом, по допустимому решению задачи (3.48) можно построить допустимое решение

задачи (3.52) с таким же значением критериальной функции.

Итак, по допустимому решению задачи (3.52) можно построить допустимое решение

задачи (3.48) и наоборот. Данные условия согласно лемме, доказанной в [60], гарантируют

эквивалентность задач (3.52) и (3.48).

Замечание 3.3. Результат, аналогичный теореме 3.5, можно сформулировать и

для оптимистической постановки задачи (1.100). В этом случае задача (1.100) при огра-

ничениях (1.96)–(1.99) эквивалентна детерминированной двухуровневой задаче

𝜙→ min
�̃�,𝛿,𝜙,𝑦(·)∈𝒴

(3.56)

при ограничениях (3.42)–(3.43), (3.49)–(3.51).
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3.3.2. Верхние и нижние оценки критериальной функции задачи

Предложим метод поиска нижней оценки критериальной функции задачи.

Исключим из рассмотрения последователя. Тогда ограничения (3.49) будут замене-

ны на ограничения ∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖𝑢𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝑘 − (1 − 𝛿𝑘)𝛾 6 𝜙, 𝑘 = 1, 𝑛. (3.57)

Таким образом, оптимальное значение критериальной функции задачи (3.48), в которой

ограничения (3.49) заменены огранениями (3.57), является оценкой снизу оптимального

значения критериальной функции исходной задачи (1.95).

Заметим, что ограничение (3.57) не содержит переменной последователя, поэто-

му для поиска оценки снизу оптимального значения критериальной функции исходной

задачи (1.95) необходимо решить задачу смешанного целочисленного линейного програм-

мирования

𝜙→ min
�̃�,𝛿,𝜙

(3.58)

при ограничениях на значение вероятностной меры (3.50) и ограничениях задачи лидера

(3.42), (3.43).

Задача (3.58) может быть решена точно. Открывается предприятие с наименьшей

стоимостью открытия, т.е. оптимальные значения переменных 𝑢𝑖 имеют вид: 𝑢𝑖* = 1 для

некоторого 𝑖* ∈ Arg min
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖, остальные 𝑢𝑖 = 0. Потери лидера при реализации 𝑥𝑘 случайного

спроса имеют вид

𝜙𝑘 = min
𝑖∈𝐼

𝑓𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗𝑘.

Упорядочив величины 𝜙𝑘 по возрастанию, найдём минимальный номер 𝑘* при котором

𝑘*∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘 > 𝛼.

Оптимальное значение переменной 𝜙 составляет 𝜙𝑘* , оптимальные значения переменных

𝛿𝑘 определяются следующим образом:

𝛿𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, если 𝑘 6 𝑘*,

0 иначе.

Для поиска оценки критериальной функции сверху предложим метод вычисления

значения критериальной функции при фиксированной стратегии лидера 𝑢.
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Пусть 𝜓*(𝑢, 𝑥) — оптимальное значение целевой функции задачи последователя при

фиксированной стратегии лидера 𝑢.

Чтобы учесть пессимистическую постановку задачи, нужно из всех оптимальных

стратегий последователя выбрать наиболее неблагоприятную для лидера. Для этого ре-

шим для всех 𝑥 ∈ 𝒳 следующую вспомогательную задачу:∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 → max
𝑦

(3.59)

при ограничениях (1.88)–(1.91) задачи последователя, а также∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔𝑖𝑦𝑖 −
∑︁
𝑗∈𝐽

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥𝑗𝑦𝑖𝑗 6 𝜓*(𝑢, 𝑥). (3.60)

Решение задачи обозначим через 𝑦*(𝑢, 𝑥). Заметим, что для вычисления 𝑦*(𝑢, 𝑥) необхо-

димо знать лишь значения переменных 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 стратегии лидера. Целевая функция

задачи (3.59) является той частью целевой функции задачи лидера, которая связана со

стратегией последователя. Ограничение (3.60) позволяет выбирать только оптимальные

стратегии последователя. Таким образом, данная задача позволяет находить оптимальную

стратегию последователя, наименее благоприятную для лидера.

Для получения верхней оценки исходной задачи (1.95) найдём значение целевой

функции при фиксированных стратегии лидера 𝑢 и стратегии последователя 𝑦*(𝑢, ·) как

функции реализации 𝑥 случайного вектора 𝑋.

Замечание 3.4. При оптимистической постановке задачи (1.100) вспомогатель-

ную задачу (3.59) следует заменить на задачу∑︁
𝑗∈𝐽

𝑥𝑗
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 → min
𝑦
. (3.61)

В остальном метод получения верхней оценки остается аналогичным.

3.3.3. Алгоритм локального поиска

Поскольку решение задачи последователя (1.87) зависит только от вектора пере-

менных �̃� = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)⊤ стратегии лидера, а переменные 𝑢𝑖𝑗 могут быть найдены при

решении задачи лидера (1.95) при фиксированных значениях переменных �̃�, рассмотрим

функцию

𝜙𝛼(�̃�) = min
𝑢11,...,𝑢𝑟𝑠

𝜙𝛼
(︀
(�̃�⊤, 𝑢11, . . . , 𝑢𝑟𝑠)

⊤)︀ , (3.62)
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где минимум в правой части равенства вычисляется при ограничениях задачи лиде-

ра (1.96)–(1.99). Таким образом, исходная задача (1.95) может быть переписана в сле-

дующей форме:

𝜙𝛼(�̃�) → min
𝑢∈{0,1}𝑟

. (3.63)

Локально-оптимальным решением [1] задачи (3.63) называется решение �̃�, удовле-

творяющее соотношению

𝜙𝛼(�̃�) 6 𝜙𝛼(�̃�′) (3.64)

для всех �̃�′ из некоторой окрестности 𝑊 (�̃�).

В качестве окрестности решения �̃� будем рассматривать множество 𝑊 (�̃�) = {�̃�′ ∈

∈ {0, 1}𝑟 | 𝑑(�̃�, �̃�′) 6 1}, где через

𝑑(�̃�, �̃�′) = ‖�̃�− �̃�′‖1 =
𝑟∑︁
𝑖=1

|�̃�𝑖 − �̃�′𝑖|

обозначено расстояние Хэмминга, равное числу несовпадающих компонент векторов �̃� и �̃�′.

Пусть известно некоторое начальное решение задачи лидера �̃�(0), например найден-

ное при решении задачи (3.57) для построения нижней оценки критериальной функции

задачи (1.95). Алгоритм поиска локально-оптимального решения записывается следую-

щим образом.

Алгоритм 3.1.

1) Пусть �̃� := �̃�(0).

2) С помощью перебора найдём �̃�′ ∈ 𝑊 (�̃�) такое, что 𝜙𝛼(�̃�′) < 𝜙𝛼(�̃�). Если такое реше-

ние �̃�′ найти не удается, то �̃� является локально оптимальным решением. В против-

ном случае �̃� := �̃�′, и повторяем шаг 2.

3.3.4. Результаты численных экспериментов

Пример 3.2. Рассмотрим исходную двухуровневую задачу (1.95) для случая трех

предприятий и двенадцати потребителей, т. е. 𝑟 = 3, 𝑠 = 12.

Пусть случайный вектор 𝑋 имеет 100 случайным образом полученных реализаций;

при этом значение каждой координаты реализации случайного вектора принадлежит от-

резку от 1 до 99. Предпочтения потребителей также формируются случайным образом.
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Таблица 3.1. Решение задачи из примера 3.2.

𝛼 0,9 0,8 0,6

Нижняя оценка −408 −437 −485

Верхняя оценка −137 −153 −200

Значение целевой функции (локальный поиск) −137 −153 −200

Номера открываемых лидером предприятий(локальный поиск) 3 3 3

Время локального поиска (c) 87 89 81

Точное значение целевой функции −137 −153 −200

Номера открываемых лидером предприятий (точное решение) 3 3 3

Время поиска точного решения (c) 244 250 224

Затраты на открытие предприятий лидера и последователя:

𝑓 = (200; 160; 100)⊤ , 𝑔 = (120; 120; 120)⊤ .

Результаты решения задачи отображены в табл. 3.1.

Таким образом, рассматриваемая задача при 100 реализациях случайного вектора

может быть решена за приемлемое время (1,5 мин). Первоначально найденное решение

при процедуре поиска верхней оценки оказывается оптимальным. Видно, что при изме-

нении 𝛼 структура решения не изменяется, а гарантированный доход при уменьшении 𝛼

увеличивается.

Пример 3.3. Пусть теперь 𝑟 = 10, 𝑠 = 15. Пусть случайный вектор 𝑋 имеет 10

случайным образом полученных реализаций; при этом так же, как и в предыдущем при-

мере, значение каждой координаты реализации случайного вектора принадлежит отрезку

от 1 до 99, а предпочтения потребителей формируются случайным образом.

Затраты на открытие предприятий лидера и последователя:

𝑓 = (200; 200; 180; 160; 160; 140; 120; 100; 60; 40)⊤ ,

𝑔 = (140; 140; 140; 140; 140; 140; 140; 140; 140; 140)⊤ .

Результаты решения задачи отображены в табл. 3.2.

В данном примере для поиска точного решения использование полного перебора

требует очень много времени, поэтому был осуществлен только локальный поиск. В двух
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Таблица 3.2. Решение задачи из примера 3.3.

𝛼 0,9 0,8 0,6

Нижняя оценка −591 −678 −713

Верхняя оценка −146 −143 −205

Номера открываемых лидером предприятий (верхняя оценка) 10 10 10

Значение целевой функции (локальный поиск) −146 −181 −220

Номера открываемых лидером предприятий (локальный поиск) 10 8, 10 8, 10

Время локального поиска (c) 210 397 398

случаях (при 𝛼 = 0,8 и 𝛼 = 0,6) удалось улучшить начальное решение с помощью про-

цедуры локального поиска. При этом требуется открытие двух предприятий, а не одного,

как в случае 𝛼 = 0,9.

3.4. Численный метод решения задачи стохастического программиро-

вания с квантильным критерием и функцией потерь, имеющей се-

парабельную структуру

В данной разделе рассматривается задача стохастического программирования

с квантильным критерием и функцией потерь, имеющей сепарабельную структуру. Изу-

чаемая задача не является выпуклой. Для её решения используется метод выборочных

аппроксимаций, описанный в главе 2. В дальнейшем с помощью доверительного метода

выборочная аппроксимация задачи сводится к комбинаторной задаче, в которой значе-

ние целевой функции определяется через решение задачи выпуклого программирования.

В полученной комбинаторной задаче выбирается набор реализаций случайных факторов,

задающий доверительное множество. Для решения полученной задачи сначала строит-

ся начальное решение для доверительного множества, состоящего из точек, находящих-

ся внутри некоторого шара. Затем осуществляется процедура улучшения доверительного

множества. На первом этапе этой процедуры строится многогранник с заданной мерой,

а затем этот многогранник трансформируется с помощью поиска с чередующимися окрест-

ностями [171].
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3.4.1. Постановка задачи

Пусть случайный вектор 𝑋 размерности 𝑚 распределён по стандартному нормаль-

ному закону, 𝑋 ∼ 𝒩 (0, 𝐼𝑚), где 𝐼𝑚 — единичная ковариационная матрица размера 𝑚×𝑚.

Реализации случайного вектора 𝑋 будем обозначать через 𝑥. Вектор стратегий 𝑢 принад-

лежит выпуклому множеству 𝑈 ⊂ R𝑟. Пусть функция потерь имеет структуру

Φ(𝑢, 𝑥) , max
𝑖=1,𝐼

{︀
𝜙⊤
𝑖 (𝑥)𝑔𝑖(𝑢)

}︀
,

где

𝜙𝑖(𝑥) , (𝜙𝑖1(𝑥), . . . , 𝜙𝑖𝐿(𝑥))⊤ , 𝑖 = 1, 𝐼,

𝑔𝑖(𝑢) , (𝑔𝑖1(𝑢), . . . , 𝑔𝑖𝐽(𝑢))⊤ , 𝑖 = 1, 𝐼.

Предположим, что 𝜙𝑖𝑙, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑙 = 1, 𝐿, — выпуклые на R𝑟 функции, 𝑔𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑗 = 1, 𝐽 —

выпуклые на 𝑈 функции. Будем считать, что 𝜙𝑖𝑙(𝑥) > 0 для всех 𝑥 ∈ R𝑟, 𝑔𝑖𝑗(𝑢) > 0 для

всех 𝑢 ∈ 𝑈 .

Рассмотрим функцию вероятности

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙},

где 𝜙 ∈ R — фиксированный параметр, и функцию квантили

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼},

𝛼 ∈ (0, 1) — заданный уровень надёжности.

Сформулируем задачу квантильной оптимизации

𝑢𝛼 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢). (3.65)

Замечание. В [153, 188] даются достаточные условия выпуклости функции кван-

тили, заключающиеся в квазивогнутости меры P и выпуклости функции потерь (𝑢, 𝑥) ↦→

Φ(𝑢, 𝑥) по обоим аргументам. В приведённой постановке функция потерь является выпук-

лой отдельно по 𝑥 ∈ R𝑚 и 𝑢 ∈ 𝑈 , а вероятностная мера P квазивогнута. Поэтому нельзя

гарантировать выпуклость функции квантили по 𝑢 ∈ 𝑈 .
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3.4.2. Применение доверительного метода

Применим доверительный метод [54] к сформулированной задаче, чтобы получить

эквивалентную минимаксную задачу. Пусть

Ψ(𝑢, 𝑆) , sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥),

где 𝑆 ⊂ R𝑚. Рассмотрим задачу

(𝑆𝛼, �̃�𝛼) ∈ Arg min
𝑆∈ℱ𝛼,
𝑢∈𝑈

sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) = Arg min
𝑆∈ℱ𝛼,
𝑢∈𝑈

Ψ(𝑢, 𝑆), (3.66)

где ℱ𝛼 — семейство доверительных множеств

ℱ𝛼 , {𝑆 | P(𝑆) > 𝛼}.

Суть доверительного метода для одноэтапных задач стохастического программирования,

отражает следующая теорема.

Теорема 3.6 ( [54,153]). Пусть 𝛼 ∈ (0, 1). Тогда

1) Ψ(�̃�𝛼, 𝑆𝛼) = 𝜙𝛼(𝑢𝛼);

2) Ψ(�̃�𝛼, 𝑆𝛼) = 𝜙𝛼(�̃�𝛼);

3) если 𝑢𝛼 — решение задачи (3.65), то существует множество 𝑆𝛼 ∈ ℱ𝛼 такое, что

Ψ(𝑢𝛼, 𝑆𝛼) = 𝜙𝛼(𝑢𝛼).

Замечание 3.5. Из теоремы 3.6 следует, что 𝜙𝛼(𝑢𝛼) 6 inf
𝑢∈𝑈

Ψ(𝑢, 𝑆) для всех 𝑆 ∈ ℱ𝛼.

Это значит, что можно найти верхнюю границу оптимального значения критериальной

функции (3.65), зафиксировав доверительное множество в задаче (3.66). Такая техни-

ка будет использована при поиске начального приближения для применения алгоритма,

предложенного ниже.

В соответствии с доверительным методом задача (3.65) эквивалентна задаче (3.66)

в смысле теоремы 3.6. Из теоремы 3.6 следует, что оптимальное доверительное множество

𝑆𝛼 имеет вид

𝑆𝛼 = {𝑥 | Φ(𝑢𝛼, 𝑥) 6 𝜙𝛼(𝑢𝛼)} .
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Поскольку функция потерь (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) выпукла по 𝑥 ∈ R𝑚 для каждого фик-

сированного 𝑢 ∈ 𝑈 , множество 𝑆𝛼 выпукло и замкнуто. Поэтому семейство ℱ𝛼 довери-

тельных множеств в задаче (3.66) можно заменить на семейство ℱ𝛼 выпуклых замкнутых

доверительных множеств. Рассмотрим доверительное множество 𝐵𝛼 в форме шара

𝐵𝛼 , {𝑥 : ‖𝑥‖ 6 𝑟𝛼}, P(𝐵𝛼) = 𝛼.

Радиус 𝑟𝛼 доверительного множества 𝐵𝛼 определяется однозначно из уравнения P(𝐵𝛼) =

= 𝛼, которое может быть преобразовано согласно [153] в

1 − 𝑒−
𝑟2𝛼
2

𝑛
2
−1∑︁
𝑖=1

(𝑟2𝛼/2)𝑖

𝑖!
= 𝛼, 𝑛 — чётное,

2𝐹0(𝑟) −
2√
2𝜋
𝑒−

𝑟2𝛼
2

𝑛−1
2∑︁
𝑖=1

𝑟2𝑖−1

(2𝑖− 1)!!
= 𝛼, 𝑛 — нечётное,

где 𝐹0 — функция Лапласа,

𝐹0(𝑟) =
1√
2𝜋

𝑟∫︁
0

𝑒−
𝑟2

2 𝑑𝑟.

Для доверительного шара 𝐵𝛼, согласно (3.66), имеем следующую оценку сверху

функции квантили:

𝜙𝛼(𝑢) 6 Ψ(𝐵𝛼, 𝑢) , sup
𝑥∈𝐵𝛼

Φ(𝑢, 𝑥)

для всех 𝑢 ∈ 𝑈 .

Рассмотрим теперь ядро 𝐾𝛼 вероятностной меры P, т. е. наибольшее множество,

содержащееся в любом выпуклом замкнутом доверительном множестве 𝑆 ∈ ℱ𝛼. Согласно

[153], ядро в данном случае имеет вид

𝐾𝛼 = {𝑥 : ‖𝑥‖ 6 𝜌𝛼},

где 𝜌𝛼 — квантиль уровня 𝛼 стандартного нормального распределения 𝒩 (0, 1). Поскольку

ядро 𝐾𝛼 является подмножеством оптимального доверительного множества 𝑆𝛼, получаем

следующую оценку снизу для функции квантили:

Ψ(𝐾𝛼, 𝑢) = sup
𝑥∈𝐾𝛼

Φ(𝑢, 𝑥) 6 𝜙𝛼(𝑢)

для всех 𝑢 ∈ 𝑈 .
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Поскольку функция потерь (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) выпукла по 𝑢 ∈ 𝑈 для любого 𝑥 ∈ R𝑚,

то функции максимума 𝑢 ↦→ Ψ(𝐵𝛼, 𝑢) и 𝑢 ↦→ Ψ(𝐾𝛼, 𝑢) являются выпуклыми по 𝑢 ∈ 𝑈 .

Сформулируем минимаксные задачи

𝑢𝑟𝛼 , arg min
𝑢∈𝑈

Ψ(𝐵𝛼, 𝑢),

𝑢𝜌 , arg min
𝑢∈𝑈

Ψ(𝐾𝛼, 𝑢).

Известно [153], что

𝑟𝛼 − 𝜌𝛼 → 0 при 𝛼 → 1.

Поэтому, если 𝛼 близко к 1, то можно получить близкие верхнюю и нижнюю оценки

оптимального решения

Ψ(𝐾𝛼, 𝑢
𝜌) 6 𝜙𝛼(𝑢𝛼) 6 Ψ(𝐵𝛼, 𝑢

𝑟𝛼).

Замечание 3.6. Отметим, что нахождение значений Ψ(𝐵𝛼, 𝑢), Ψ(𝐾𝛼, 𝑢) представ-

ляется довольно сложной задачей. Для её решения используем схему дискретизации ве-

роятностной меры P.

3.4.3. Дискретизация вероятностной меры

Для решения поставленной задачи дискретизируем вероятностную меру P следую-

щим образом. Сгенерируем 𝑛 точек 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, в соответствии с плотностью нормального

распределения 𝒩 (0, 𝐼𝑚). Положим, что дискретный случайный вектор �̄� имеет распреде-

ление

P{�̄� = 𝑥𝑘} =
1

𝑛
, 𝑘 = 1, 𝑛,

где через P обозначена соответствующая вероятностная мера.

Применим доверительный метод для решения задачи (3.65) с дискретным распре-

делением, т. е. будем решать задачу (3.66) для дискретного распределения

(𝑆𝛼, �̄�𝛼) , arg min
𝑆∈ ̃︀ℱ𝛼,
𝑢∈𝑈

{︂
sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥)

}︂
, (3.67)

где ̃︀ℱ𝛼 =
{︀
𝑆 ⊂ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} | P(𝑆) > 𝛼

}︀
.

Для каждого фиксированного множества 𝑆 ∈ ̃︀ℱ𝛼 будет получаться задача выпуклого

программирования

�̄�𝑆 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

{︂
sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥)

}︂
. (3.68)
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Значение функции максимума

Ψ(𝑆, 𝑢) = sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) (3.69)

можно легко найти перебором всех точек 𝑥𝑘 ∈ 𝑆. В дальнейшем необходимо организовать

перебор множеств 𝑆 ∈ ̃︀ℱ𝛼, чтобы решить задачу (3.67).

Отметим связь задач (3.67) и (3.66).

Теорема 3.7. Если множество 𝑈 непусто и компактно, 𝜙𝛼(𝑢𝛼) > 0 и все функ-

ции 𝜙𝑖𝑙, 𝑖 = 1, 𝐼, 𝑙 = 1, 𝐿, не являются постоянными, то

min
𝑆∈ ̃︀ℱ𝛼

Ψ(𝑆, �̄�𝑆) → 𝜙𝛼(𝑢𝛼) при 𝑛→ ∞

при почти всех реализациях последовательности {𝑥𝑘}∞𝑘=1.

Доказательство теоремы 3.7. Как следует из теоремы 2.17, для обеспечения указан-

ной сходимости достаточно выполнения трёх условий: непустота и компактность множе-

ства 𝑈 , полунепрерывность по 𝑢 и измеримость по 𝑥 функции (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) и чтобы

для любого 𝜀 > 0 существовала пара (�̃�, 𝜙) такая, что |𝜙𝛼(𝑢𝛼) − 𝜙| 6 𝜀 и 𝑃𝜙(�̃�) > 𝛼.

Первое условие явно содержится в формулировке доказываемой теоремы, второе условие

следует из определения функции (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥). Из предположения 𝜙𝛼(𝑢𝛼) > 0 следует,

что хотя бы для одной пары индексов (𝑖, 𝑗) выполнено 𝑔𝑖𝑗(𝑢𝛼) > 0. Так как функции 𝜙𝑖𝑙(·)

не являются постоянными, в силу выпуклости, они непрерывны и неограничены сверху.

Поэтому функция 𝜙 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢𝛼) является строго монотонно возрастающей при 𝜙 > 𝜙𝛼(𝑢𝛼),

что гарантирует выполнение третьего условия. �

3.4.4. Процедура решения задачи

Поиск множества 𝑆𝛼 будем осуществлять в два этапа. На первом этапа будем ис-

пользовать доверительное множество, состоящее из точек, расположенных внутри дове-

рительного шара. На втором этапе будем использовать метод поиска с чередующимися

окрестностями [171], с помощью которого будем включить и исключать точки довери-

тельного множества, сохраняя его вероятностную меру.

I этап. Вначале построим два множества �̄�𝑟𝛼 и �̄�𝜌. Множество �̄�𝑟𝛼 пусть состоит из

точек 𝑥𝑘, попавших в шар 𝐵𝛼, таких, что P(�̄�𝑟𝛼) > 𝛼. При необходимости множество �̄�𝑟𝛼

следует расширить, чтобы было выполнено указанное неравенство. Множество �̄�𝜌 пусть



—158—

состоит из точек 𝑥𝑘, попавших в ядро 𝐾𝛼. Решим задачу (3.68) для этих двух множеств.

В результате решения этих задач найдём �̄�𝑟𝛼 , �̄��̄�𝑟𝛼
и �̄�𝜌 , �̄��̄�𝜌

. Вычислим вероятностные

меры

𝑃𝑟𝛼 , P
{︀

Φ(�̄�𝑟𝛼 , �̄�) 6 Ψ(�̄�𝑟𝛼 , �̄�
𝑟𝛼)
}︀
,

𝑃𝜌 , P
{︀

Φ(�̄�𝜌, �̄�) 6 Ψ(�̄�𝜌, �̄�
𝜌)
}︀
.

Поскольку для точек 𝑥𝑘 из множеств �̄�𝑟𝛼 выполняется неравенство

Φ(�̄�𝑟𝛼 , 𝑥𝑘) 6 Ψ(�̄�𝑟𝛼 , �̄�
𝑟𝛼) для всех 𝑥𝑘 ∈ �̄�𝑟𝛼 ,

получаем оценку

𝑃𝑟𝛼 > 𝛼.

Поскольку вероятностная мера ядра не превосходит 𝛼, то при достаточно большом коли-

честве точек

𝑃𝜌 6 𝛼.

Рассмотрим шар радиуса 𝑅 ∈ (𝜌𝛼, 𝑟𝛼). Для него найдём по вышеописанной схеме

значение функции Ψ(�̄�𝑅, 𝑢
𝑅). Если при этом

𝑃𝑅 , P
{︀

Φ(�̄�𝑟𝛼 , �̄�) 6 Ψ(�̄�𝑟𝛼 , �̄�
𝑟𝛼)
}︀
> 𝛼,

то будут выполняться неравенства

Ψ(�̄�𝜌, �̄�
𝜌) 6 𝜙𝛼(�̄�𝛼) 6 Ψ(�̄�𝑅, �̄�

𝑅) 6 Ψ(�̄�𝑟𝛼 , �̄�
𝑟𝛼),

где через 𝜙𝛼 обозначена функция квантили для дискретизированной меры.

Выберем минимальный радиус 𝑅 шара �̄�𝑅 из отрезка [𝜌𝛼, 𝑟𝛼] такой, что 𝑃𝑅 > 𝛼,

например, методом дихотомии. Подчеркнём, что если 𝑅1 < 𝑅2, то

Ψ(�̄�𝑅1 , �̄�
𝑅1) 6 Ψ(�̄�𝑅2 , �̄�

𝑅2),

так как 𝐵𝑅1 ⊂ 𝐵𝑅2 . При вычислении вероятностной меры 𝑃𝑅2 для каждого нового радиуса

𝑅2 следует рассматривать только те точки, которые не попали в 𝐵𝑅1 , если 𝑅1 < 𝑅2, считая,

что мера P(𝐵𝑅1) известна, так как она найдена ранее.

II этап. Продолжим варьирование доверительного множества 𝑆 ∈ ̃︀ℱ𝛼, используя

поиск с чередующимися окрестностями. С этой целью рассмотрим множество

𝑆𝑅 ,
{︀
𝑥𝑘 | Φ(�̄�𝑅, 𝑥𝑘) 6 Ψ(�̄�𝑅, �̄�

𝑅), 𝑘 = 1, 𝑛
}︀
. (3.70)
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Исключим из него 𝑠 случайных точек 𝑥𝑘, в которых Φ(�̄�𝑅, 𝑥𝑘) − Ψ(�̄�𝑅, �̄�
𝑅) > −𝜀, где

𝜀 > 0. Добавим ко множеству 𝑆𝑅 𝑠 ближайших точек, лежащих вне 𝑆𝑅. В результате

получим новое доверительное множество 𝑆(1). Решим для него минимаксную задачу (3.68).

Получим новую стратегию �̄�(1). Если для неё значение целевой функции меньше, чем для

первоначальной стратегии 𝑢𝑅, то построим новое доверительное множество

𝑆(2) =
{︀
𝑥𝑘 | Φ(�̄�(1), 𝑥𝑘) 6 Ψ(𝑆(1), �̄�(1)), 𝑘 = 1, 𝑛

}︀
. (3.71)

В противном случае увеличим значение 𝜀 и попробуем снова построить множество 𝑆(1).

Применяя ко множеству 𝑆(2) ту же процедуру, что и к множеству 𝑆𝑅, найдём множество

𝑆(3) и снова решим минимаксную задачу (3.68) и т. д. Перед каждой итерацией перво-

начальное значение 𝜀 восстанавливается. Процедура останавливается, когда увеличение

значения 𝜀 перестаёт приносить результаты.

Замечание 3.7. Если функции 𝜙𝑖, 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼 являются скалярными, то легко

получить явное выражение для значения функции максимума (3.69):

Ψ(𝑆, 𝑢) = max
𝑖=1,𝐼

𝜙𝑆𝑖 𝑔𝑖(𝑢), (3.72)

где

𝜙𝑆𝑖 , sup
𝑥∈𝑆

𝜙𝑖(𝑥).

Таким образом, значения 𝜙𝑆𝑖 можно найти для каждого 𝑆 ∈ ̃︀ℱ𝛼 независимо от значения

стратегии 𝑢 ∈ 𝑈 . Поэтому процедура вариации доверительного множества, описанная

выше, значительно упрощается, так как образ множества 𝑆 при преобразовании 𝑥 ↦→

(𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝐼(𝑥))⊤ будет ограничен гиперплоскостями, параллельно сдвигающимися при

изменении множества 𝑆.

3.5. Алгоритм решения одноэтапной задачи, основанный на поиске с че-

редующимися окрестностями

В данном разделе метод, предложенный в предыдущем разделе, адаптируется для

одноэтапной задачи стохастического программирования с полиэдральной функцией по-

терь. Данная задача изучалась в работах автора [36, 74], где были предложены методы

поиска верхних оценок оптимального решения для непрерывных и дискретных распреде-

лений случайных факторов. В данном разделе для решения задачи применяется метод
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выборочных аппроксимаций. Специфика рассматриваемой задачи позволяет получаемую

выборочную аппроксимацию свести к задаче комбинаторной оптимизации, для которой

разрабатывается алгоритм решения, основанный на поиске с чередующимися окрестно-

стями.

3.5.1. Постановка задачи

Пусть функция потерь имеет полиэдральную структуру:

Φ(𝑢, 𝑥) , max
𝑖=1,𝑙1

{𝐴⊤
1𝑖𝑢+𝐵⊤

1𝑖𝑥+ 𝑏1𝑖}. (3.73)

Вероятностные ограничения описываются функцией

𝑄(𝑢, 𝑥) , max
𝑗=1,𝑙2

{𝐴⊤
2𝑗𝑢+𝐵⊤

2𝑗𝑥+ 𝑏2𝑗},

где 𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑟 — стратегия оптимизации, 𝑥 — реализация случайного вектора 𝑋. 𝐴⊤
1𝑖, 𝐵

⊤
1𝑖,

𝐴⊤
2𝑗, 𝐵

⊤
2𝑗 — строки матриц 𝐴1 ∈ R𝑙1×𝑟, 𝐵1 ∈ R𝑙1×𝑚, 𝐴2 ∈ R𝑙2×𝑟, 𝐵2 ∈ R𝑙2×𝑚 соответственно;

𝑏1𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙1, 𝑏2𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙2 — координаты векторов 𝑏1 ∈ R𝑙1 , 𝑏2 ∈ R𝑙2 соответственно. Как

и ранее, предполагается, что случайный вектор 𝑋 определён на полном вероятностном

пространстве (R𝑚,ℱ ,P). Будем считать, что случайный вектор 𝑋 имеет строго положи-

тельную плотность распределения вероятностей 𝑓(𝑥) > 0 для всех 𝑥 ∈ R𝑚. Кроме того,

предполагается, что матрицы 𝐵1 и 𝐵2 не содержат нулевых строк.

Функция вероятности определена соотношением

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0},

а функции квантили —

𝜙𝛼(𝑢) , min {𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}, (3.74)

где 𝛼 ∈ (0, 𝑃 *),

𝑃 * , sup
𝑢∈𝑈

P{𝑄(𝑢,𝑋) 6 0}.

Будем считать, что множество допустимых стратегий

𝑈 , {𝑢 ∈ R𝑟 | 𝐴3𝑢 6 𝑏3} (3.75)

компактно и непусто, где 𝑏3 ∈ R𝑙3 , 𝐴3 ∈ R𝑙3×𝑟.
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Задача стохастического линейного программирования с квантильным критерием

формулируется следующим образом:

𝜙*
𝛼 , min

𝑢∈𝑈
𝜙𝛼(𝑢), (3.76)

𝑉 *
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙𝛼(𝑢).

3.5.2. Выборочная аппроксимация задачи

Пусть дана выборка {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1. Распределения случайных векторов 𝑋𝑘 совпадают

с распределением случайного вектора 𝑋. Будем считать, что выборка определена на неко-

тором вероятностном пространстве (Ω,ℱ ′,P′).

Оценим функцию вероятности через частоту события {Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙, 𝑄(𝑢,𝑋) 6 0}:

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](max{Φ(𝑢,𝑋𝑘) − 𝜙,𝑄(𝑢,𝑋𝑘)}),

где 𝜒𝐴(𝑥) = 1, если 𝑥 ∈ 𝐴, и 𝜒𝐴(𝑥) = 0, если 𝑥 /∈ 𝐴.

Функцию квантили можно оценить с помощью оценки функции вероятности:

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , min{𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}.

Таким образом, выборочная аппроксимация задачи (3.76) имеет вид

𝜙𝑛 , min
𝑢∈𝑈

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N, (3.77)

𝑉 (𝑛)
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N.

Сходимость построенных выборочных аппроксимаций следует из теоремы 2.17.

Проверим её условия. Условие (i) выполнено в силу постановки задачи. Условие (ii) выпол-

нено, потому что функции Φ и 𝑄 непрерывны. Условие (iii) выполнено, так как случайный

вектор𝑋 имеет строго положительную плотность распределения вероятностей, а матрицы

𝐵1 и 𝐵2 не имеют нулевых строк. Отметим, что класс распределений, удовлетворяющих

условию (iii) значительно шире рассматриваемого, но описать его достаточно сложно.

Зафиксируем реализацию {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 выборки {𝑋𝑘}𝑛𝑘=1. Тогда задача (3.77) может рас-

сматриваться как задача стохастического программирования с квантильным критерием

при дискретном распределении случайных параметров:

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈

min
𝜙∈R

{𝜙 | P{Φ(𝑢, 𝜉𝑛) 6 𝜙,𝑄(𝑢, 𝜉𝑛) 6 0} > 𝛼}, (3.78)

𝑉 (𝑛)
𝛼 = Arg min

𝑢∈𝑈
min
𝜙∈R

{𝜙 | P{Φ(𝑢, 𝜉𝑛) 6 𝜙,𝑄(𝑢, 𝜉𝑛) 6 0} > 𝛼},
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где дискретный случайный вектор обозначен через 𝜉𝑛, а вероятностная мера, порождённая

его распределением, обозначена через P Распределение случайного вектора 𝜉𝑛 сосредото-

чено на множестве 𝒳0 , {𝑥𝑘 | 𝑘 = 1, 𝑛}. Для простоты предположим, что 𝑥𝑘1 ̸= 𝑥𝑘2 при

𝑘1 ̸= 𝑘2. Тогда P{𝜉𝑛 = 𝑥𝑘} = 1/𝑛, 𝑘 = 1, 𝑛. Заметим, что 𝑋𝑘1 ̸= 𝑋𝑘2 (P
′-п.н.) при 𝑘1 ̸= 𝑘2,

потому что случайный вектор 𝑋 является непрерывным. В общем случае 𝒳0 можно счи-

тать мультимножеством, т. е. множеством, некоторые элементы которого представлены

несколькими экземплярами.

3.5.3. Построение эквивалентной задачи комбинаторной оптимизации

Согласно доверительному методу, задача стохастического программирования (3.78)

эквивалентна задаче

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈,𝑆∈ℱ𝛼

{︂
sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) | sup
𝑥∈𝑆

𝑄(𝑢, 𝑥) 6 0

}︂
,

(𝑢𝑛, 𝑆𝑛) ∈ Arg min
𝑢∈𝑈,𝑆∈ℱ𝛼

{︂
sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥) | sup
𝑥∈𝑆

𝑄(𝑢, 𝑥) 6 0

}︂
,

(3.79)

где ℱ𝛼 — семейство доверительных множеств 𝑆 ⊂ R𝑚 таких, что P(𝑆) > 𝛼.

Задача (3.79) может быть переписана в форме

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈,𝜙∈R,𝑆∈ℱ𝛼

𝜙 (3.80)

при ограничениях ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴⊤

1𝑖𝑢+ sup
𝑥∈𝑆

𝐵⊤
1𝑖𝑥+ 𝑏1𝑖 6 𝜙, 𝑖 = 1, 𝑙1,

𝐴⊤
2𝑗𝑢+ sup

𝑥∈𝑆
𝐵⊤

2𝑗𝑥+ 𝑏2𝑗 6 0, 𝑗 = 1, 𝑙2.

Докажем лемму о структуре оптимального доверительного множества 𝑆𝑛.

Лемма 3.2. Пусть 𝑃 * > 0, множество 𝑈 компактно и непусто. Тогда существу-

ет оптимальное доверительное множество вида

𝑆𝑛 = {𝑥 ∈ 𝒳0 | 𝐵⊤
1𝑖𝑥 6 ℎ𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙1; 𝐵

⊤
2𝑗𝑥 6 ℎ𝑙1+𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙2}, (3.81)

где

ℎ𝑖 ∈ 𝐻𝑖 , {𝐵⊤
1𝑖𝑥𝑘 | 𝑘 = 1, 𝑛}, 𝑖 = 1, 𝑙1, (3.82)

ℎ𝑙1+𝑗 ∈ 𝐻𝑙1+𝑗 , {𝐵⊤
2𝑗𝑥𝑘 | 𝑘 = 1, 𝑛}, 𝑗 = 1, 𝑙2. (3.83)

Более того, все подмножества 𝑆𝑛 мощности не менее ⌈𝛼𝑛⌉ являются оптимальными

доверительными множествами.
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Доказательство леммы 3.2. Условия леммы обеспечивают существование оптималь-

ного решения задачи (3.77), что доказано в работе [74]. Оптимальное доверительное мно-

жество 𝑆𝑛 можно записать в виде

𝑆𝑛 = {𝑥 ∈ 𝒳0 | 𝐵⊤
1𝑖𝑥 ≤ 𝜙𝑛 − 𝐴⊤

1𝑖𝑢𝑛 − 𝑏1𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙1; 𝐵
⊤
2𝑗𝑥 6 −𝐴⊤

2𝑗𝑢𝑛 − 𝑏2𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙2} =

= {𝑥 ∈ 𝒳0 | 𝐵⊤
1𝑖𝑥 6 ℎ̄𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙1, 𝐵

⊤
2𝑗𝑥 6 ℎ̄𝑙1+𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙2},

где 𝑢𝑛 — некоторая оптимальная стратегия в аппроксимирующей задаче, 𝜙𝑛 — соответ-

ствующее значение критериальной функции,

ℎ̄𝑖 = max
𝑥∈𝑆𝑛

{︀
𝐵⊤

1𝑖𝑥
}︀
∈ 𝐻𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙1

ℎ̄𝑙1+𝑗 = max
𝑥∈𝑆𝑛

{︀
𝐵⊤

2𝑗𝑥
}︀
∈ 𝐻𝑙1+𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙2.

Докажем второе утверждение леммы. Рассмотрим подмножество 𝑆𝑛 оптимального

доверительного множества 𝑆𝑛 такое, что мощность 𝑆𝑛 не меньше чем ⌈𝛼𝑛⌉ и значение

критериальной функции равно 𝜙𝑛. Поскольку вероятности реализаций 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, равны

1/𝑛, неравенство P{𝑆𝑛} > 𝛼 выполнено, т. е. множество 𝑆𝑛 является доверительным. Из

постановки задачи (3.80) следует, что 𝜙𝑛 6 𝜙𝑛. Однако, 𝜙𝑛 не может быть меньше 𝜙𝑛,

потому что 𝑆𝑛 — оптимальное доверительное множество. Таким образом, 𝜙𝑛 = 𝜙𝑛, и 𝑆𝑛 —

оптимальное доверительное множество. �

Из леммы 3.2 следует, что оптимальное доверительное множество 𝑆𝑛 не является

единственным, если оно содержит более чем ⌈𝛼𝑛⌉ элементов.

Заметим, что вектор

ℎ , (ℎ1, . . . , ℎ𝑙)
⊤ ∈ 𝐻 , 𝐻1 × . . .×𝐻𝑙,

в котором 𝑙 , 𝑙1 + 𝑙2, определяет доверительное множество

𝑆(ℎ) , {𝑥 ∈ 𝒳0 | 𝐵𝑥 6 ℎ}, (3.84)

где 𝐵 ,

⎛⎝𝐵1

𝐵2

⎞⎠.
По лемме 3.2 задача (3.80) эквивалентна задаче оптимизации

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈,𝜙∈R, ℎ∈𝐻

𝜙 (3.85)
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при ограничениях ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐴⊤

1𝑖𝑢+ ℎ𝑖 + 𝑏1𝑖 6 𝜙, 𝑖 = 1, 𝑙1,

𝐴⊤
2𝑗𝑢+ ℎ𝑙1+𝑗 + 𝑏2𝑗 6 0, 𝑗 = 1, 𝑙2,

|𝑆(ℎ)| > ⌈𝛼𝑛⌉.

Чтобы описать доверительное множество вида (3.81), введём целочисленный вектор

𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑙) ∈ Z𝑙+, где Z+ = N ∪ {0}, такой, что

‖𝑧‖1 ,
𝑙∑︁

𝑖=1

𝑧𝑖 = ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋.

Значение 𝑧1 показывается число исключённых точек из множества 𝒳0, соответствующих

первому ограничению (задаваемому строкой 𝐵⊤
1 ). Множество, получаемое из 𝒳0 исклю-

чением данных точек, обозначим через 𝒳 1. Значение 𝑧2 показывает количество исклю-

чаемых точек из множества 𝒳 1, соответствующих второму ограничению (задаваемому

строкой 𝐵⊤
2 ). Ранее исключенные точки повторно не учитываются. Остальные значения

𝑧𝑖 определяются аналогично.

Дадим формальное определение вектора 𝑧. Каждому ограничению в (3.84) сопоста-

вим линейный порядок ≤𝑖 на множестве 𝒳0 по правилу

𝑥𝑘1 ≤𝑖 𝑥𝑘2 , если 𝐵
⊤
𝑖 𝑥𝑘1 < 𝐵⊤

𝑖 𝑥𝑘2 или (𝐵
⊤
𝑖 𝑥𝑘1 = 𝐵⊤

𝑖 𝑥𝑘2 и 𝑘1 6 𝑘2),

где 𝐵⊤
𝑖 — 𝑖-я строка матрицы 𝐵.

Отсортируем элементы множество 𝒳0 согласно линейному порядку ≤1:

𝑥1(1) ≤1 𝑥
1
(2) ≤1 · · · ≤1 𝑥

1
(𝑛).

Через 𝑥𝑖(𝑘) обозначен 𝑘-й элемент множества 𝒳0 согласно линейному порядку ≤𝑖. Опреде-

лим множество 𝒳 1: 𝒳 1 , 𝒳0 ∖ {𝑥1(𝑛−𝑧1+1), . . . , 𝑥
1
(𝑛)}, если 𝑧1 > 1, и 𝒳 1 , 𝒳0, если 𝑧1 = 0.

Затем отсортируем элементы множества 𝒳 1 согласно линейному порядку ≤2:

𝑥2(1) ≤2 𝑥
2
(2) ≤2 · · · ≤2 𝑥

2
(𝑛−𝑧1).

Продолжая эту процедуру, получаем множества

𝒳 𝑖+1 ,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝒳 𝑖 ∖

⎧⎨⎩𝑥𝑖(︀𝑛−𝑖+1∑︀
𝑗=1

𝑧𝑗+1
)︀, . . . , 𝑥𝑖(︀

𝑛−
𝑖∑︀

𝑗=1
𝑧𝑗

)︀
⎫⎬⎭ , если 𝑧𝑖 > 1,

𝒳 𝑖, если 𝑧𝑖 = 0,
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𝑖 = 1, 𝑙 − 1. Обозначим множество 𝒳 𝑙 через 𝒳 (𝑧). Пусть

ℎ𝑖(𝑧) , max
𝑥∈𝒳 (𝑧)

𝐵⊤
𝑖 𝑥, 𝑖 = 1, 𝑙.

Теперь задача (3.85) может быть записана в виде

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈,𝜙∈R, 𝑧∈Z𝑙

+

𝜙 (3.86)

при ограничениях ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐴⊤

1𝑖𝑢+ ℎ𝑖(𝑧) + 𝑏1𝑖 6 𝜙, 𝑖 = 1, 𝑙1,

𝐴⊤
2𝑗𝑢+ ℎ𝑙1+𝑗(𝑧) + 𝑏2𝑗 6 0, 𝑗 = 1, 𝑙2,

‖𝑧‖1 6 ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋.

Докажем, что задача (3.85) эквивалентна задаче (3.86),

Лемма 3.3. Существует вектор 𝑧 ∈ Z𝑙+ такой, что 𝒳 (𝑧) является оптималь-

ным доверительным множеством и ‖𝑧‖1 = ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋.

Доказательство леммы 3.3. Для доказательства построим вектор 𝑧 такой, что

утверждение леммы выполнено. Рассмотрим оптимальное доверительное множество 𝑆𝑛

вида (3.81). Пусть

𝒳1 ,

{︂
𝑥 ∈ 𝒳0 | 𝐵⊤

1 𝑥 > max
𝑥∈𝑆𝑛

𝐵⊤
1 𝑥

}︂
,

𝑧1 , |𝒳1|,

𝒳𝑖 ,

{︃
𝑥 ∈ 𝒳0 ∖

𝑖−1⋃︁
𝑗=1

𝒳𝑗 | 𝐵⊤
𝑖 𝑥 > max

𝑥∈𝑆𝑛

𝐵⊤
𝑖 𝑥

}︃
, 𝑖 = 2, 𝑙,

𝑧𝑖 , |𝒳𝑖|, 𝑖 = 2, 𝑙 − 1,

𝑧𝑙 , ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋ −
𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖.

По построению и в силу неравенства |𝑆𝑛| > 𝛼𝑛, заключаем, что 𝑧𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑙, и

‖𝑧‖1 = ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋. Поскольку

ℎ𝑖(𝑧) 6 max
𝑥∈𝑆𝑛

𝐵⊤
𝑖 (𝑥),

множество 𝒳 (𝑧) является подмножеством 𝑆𝑛, и его мощность равна ⌈𝛼𝑛⌉. Поэтому из лем-

мы 3.2 следует, что множество 𝒳 (𝑧) является оптимальным доверительным множеством.

�
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Из леммы 3.3 следует, что задача (3.86) может быть заменена эквивалентной зада-

чей

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈,𝜙∈R, 𝑧∈Z𝑙

+

𝜙 (3.87)

при ограничениях ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐴⊤

1𝑖𝑢+ ℎ𝑖(𝑧) + 𝑏1𝑖 6 𝜙, 𝑖 = 1, 𝑙1,

𝐴⊤
2𝑗𝑢+ ℎ𝑙1+𝑗(𝑧) + 𝑏2𝑗 6 0, 𝑗 = 1, 𝑙2,

‖𝑧‖1 = ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋.

Если зафиксировать переменные 𝑧, то задача (3.87) становится задачей линейного

программирования и может быть решена соответствующими методами. Обозначим значе-

ние критериальной функции (3.87) при фиксированном значении 𝑧 через

𝜙(𝑧) , min
𝑢∈𝑈,𝜙∈R

{︀
𝜙 | 𝐴⊤

1𝑖𝑢+ ℎ𝑖(𝑧) + 𝑏1𝑖 6 𝜙, 𝑖 = 1, 𝑙1, 𝐴
⊤
2𝑗𝑢+ ℎ𝑙1+𝑗(𝑧) + 𝑏2𝑗 6 0, 𝑗 = 1, 𝑙2

}︀
.

3.5.4. Алгоритм

Для поиска доверительного множества, обеспечивающее значение критериальной

функции, близкое к оптимальному, построим алгоритм решения задачи (3.86), основанный

на поиске с чередующимися окрестностями [171].

3.5.4.1. Поиск начального решения

Для применения метода поиска с чередующимися окрестностями, полезно получить

хорошее начальное приближение оптимального решения. Известно [153, теорема 3.13], что

верхняя граница, соответствующая доверительному шару 𝑆𝑟 , {𝑥 | ‖𝑥‖2 6 𝑟}, имеюще-

му вероятностную меру 𝛼, стремится к оптимальному значению критериальной функции

исходной задачи при 𝛼 → 1 для стандартного нормального распределения вектора случай-

ных параметров и квазивыпуклой функции потерь. Кроме того, нижняя граница значения

критериальной функции в этом случае может быть получена с помощью 𝛼-ядра вероят-

ностной меры [153]. Доказано, что 𝛼-ядро стандартного нормального распределения имеет

вид

𝐾𝛼 = {𝑥 | ‖𝑥‖2 6 𝜌𝛼}, (3.88)

где 𝜌𝛼 — квантиль уровня 𝛼 стандартного нормального распределения, ‖ · ‖2 — евклидова

норма. Решение задачи (3.80) при 𝑆 = 𝐾𝛼 обеспечивает нижнюю границу оптимального

значения критериальной функции исходной задачи (3.76).
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Решение, соответствующее доверительному шару, может быть улучшено с помо-

щью алгоритма, предложенного в [74]. Поскольку решается аппроксимирующая задачи,

представим данный алгоритм для дискретного распределения случайного вектора.

Рассмотрим задачу

𝜙(𝑟) = min
𝑢∈𝑈,𝜙∈R

𝜙 (3.89)

при ограничениях ⎧⎨⎩ 𝐴⊤
1𝑖𝑢+ ‖𝐵1𝑖‖2𝑟 + 𝑏1𝑖 6 𝜙, 𝑖 = 1, 𝑙1,

𝐴⊤
2𝑗𝑢+ ‖𝐵2𝑖‖2𝑟 + 𝑏2𝑗 6 0, 𝑗 = 1, 𝑙2.

Обозначим оптимальное значение переменной 𝑢 в задаче (3.89) через 𝑢(𝑟). Задача (3.89)

получается из задачи (3.80), когда множество 𝑆 является шаром радиуса 𝑟.

Определим доверительное множество

𝐶(𝑟) ,
{︀
𝑥 ∈ 𝒳0 | 𝐵⊤

1𝑖𝑥 6 𝜙(𝑟) − 𝐴1𝑖𝑢(𝑟), 𝑖 = 1, 𝑙1, 𝐵⊤
2𝑖𝑥 6 𝜙− 𝐴2𝑗𝑢(𝑟), 𝑗 = 1, 𝑙2

}︀
Приведём алгоритм [74] для поиска доверительного множества вида 𝐶(𝑟).

Алгоритм 3.2.

0. Присвоить 𝑟 := 0. Выбрать значение параметра ∆𝑟 ∈ (0,+∞).

1. Найти 𝜙(𝑟) и 𝑢(𝑟) как решение задачи (3.89). Если P(𝐶(𝑟)) > 𝛼, то доверительное

множество 𝐶(𝑟) найдено.

2. Установить 𝑟 := 𝑟 + ∆𝑟. Перейти к шагу 1.

Зная доверительное множество 𝐶(𝑟), можно определить соответствующие значе-

ния переменных 𝑧. Можно использовать полученные значения 𝑧 в качестве начального

приближения для алгоритма, представленного ниже.

Как было отмечено выше, приведённый алгоритм даёт хорошее начальное прибли-

жение для стандартного нормального распределения и значений 𝛼, близких к 1. В случае

произвольного нормального распределения, можно изменить векторы и матрицы 𝐵1, 𝐵2,

𝑏1, 𝑏2, чтобы центрировать и нормировать случайный вектор. Также можно рассчитывать

на то, что алгоритм 3.2 даёт хорошие начальные решения для других симметричных рас-

пределений. Однако, оценить качество этих решений проблематично. В общем случае для

применения этого алгоритма рекомендуется центрировать и нормировать вектор случай-

ных параметров.
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3.5.4.2. Поиск с чередующимися окрестностями

Изложим суть поиска с чередующимися окрестностями на примере рассматривае-

мой задачи. Для данного начального решения 𝑧0 выбирается решение 𝑧′ из его окрестно-

сти. Затем предпринимается попытка улучшить решение 𝑧′ с помощью локального поиска.

Если локальный поиск позволяет найти более хорошее решение 𝑧′′, то процедура, описан-

ная выше, повторяется для 𝑧′′ как для начального решения. В противном случае выби-

рается другое решение 𝑧′ из более широкой окрестности 𝑧0. Окрестность расширяется,

пока не будет найдено более хорошее решение 𝑧′′ или не будет выполнен критерий оста-

новки. Затем описанная процедура повторяется для 𝑧0 = 𝑧′′. Численные эксперименты

показали, что для изучаемой задачи целесообразно использовать различные структуры

окрестностей для локального поиска и для поиска нового решения.

Сначала определим структуру окрестностей 𝑧0 для поиска новых решений:

𝑂𝜈(𝑧
0) , {𝑧 ∈ Z𝑙+ | ‖𝑧‖1 = ⌊(1 − 𝛼)𝑛⌋, ‖𝑧 − 𝑧0‖1 6 2 + (𝜈 − 1)∆},

где ∆ — положительный параметр, 𝜈 ∈ {1, 2, . . . , 𝜈max}.

Определим окрестность, используемую для локального поиска. Использование

окрестностей вида 𝑂1(·) нецелесообразно, потому что возможна ситуация, когда 𝑧 ∈ 𝑂1(𝑧
0)

и 𝒳 (𝑧) = 𝒳 (𝑧0). Поэтому построим более широкую окрестность �̃�1(·). Все точки, принад-

лежащие окрестности 𝑂1(𝑧
0), включаются в окрестность �̃�1(𝑧

0). Если 𝒳 (𝑧) = 𝒳 (𝑧0) при

𝑧 = 𝑧0 + 𝛿, где 𝛿𝑖1 = 1, 𝛿𝑖2 = −1, и 𝛿𝑖 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑖1 и 𝑖 ̸= 𝑖2, то находим 𝑧1 = 𝑧0 + 𝑗𝛿, 𝑗 ∈ N

с минимальным значением 𝑗 таким, что 𝑧1 ∈ Z𝑙+ и 𝒳 (𝑧1) ̸= 𝒳 (𝑧0). Если такое значение 𝑧1

существует, то решение 𝑧1 включается в окрестность �̃�1(·).

Перейдём к описанию алгоритма решения (3.87), основанному на поиске с череду-

ющимися окрестностями.

Алгоритм 3.3.

1. Выбрать начальное решение 𝑧, например, с помощью процедуры, описанной вы-

ше, установить 𝜈 := 1.

2. Пока не выполнено условие 𝜈 = 𝜈max, повторить шаги:

а) выбрать случайное решение 𝑧′ ∈ 𝑂𝜈(𝑧);

б) найти точку локального минимума 𝑧′′ (по отношению к окрестностям �̃�1(·)),

применяя процедуру локального поиска с начальным решением 𝑧′;
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в) если 𝜙(𝑧′′) < 𝜙(𝑧), то установить 𝑧 := 𝑧′′ и 𝜈 := 1, иначе 𝜈 := 𝜈 + 1.

Значение 𝑧, получаемое с помощью приведённого алгоритма задаёт доверительное

множество 𝒳 (𝑧). Кроме того, оптимальное значение 𝑢 в задаче (3.87) является допусти-

мым решением задачи (3.77), и 𝜙 — хорошее (но не обязательно оптимальное) значение

критериальной функции. Из теоремы 2.17 следует, что решение 𝑢 обеспечивает близкое к

оптимальному значение критериальной функции в исходной задаче (3.76) при достаточно

больших значениях 𝑛.

Для поиска решения задачи (3.76) предложим нижеприведённый алгоритм. Основ-

ная идея предлагаемого алгоритма заключается в увеличении объёма выборки до тех пор,

пока не стабилизируется значение критериальной функции.

Алгоритм 3.4.

0. Выбрать начальное значение 𝑛 ∈ N и шаг ∆𝑛 ∈ N. Сгенерировать реализации

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 случайного вектора 𝑋.

1. Найти начальное решение 𝑧𝑛 с помощью алгоритма 3.2.

2. Решить задачу (3.87), используя алгоритм 3.3 с начальным решением 𝑧𝑛. Пусть

𝑢𝑛 — лучшее найденное значение переменной 𝑢 в этой задаче.

3. Оценить значение 𝜙𝛼(𝑢𝑛) функции квантили (3.74) по выборке объёма 𝑁 ≫ 𝑛.

4. Если выполнено критерий окончания, то взять 𝑢𝑛 в качестве приближённого

решения задачи (3.76).

5. Сгенерировать реализации 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥𝑛+Δ𝑛 случайного вектора𝑋. Присвоить 𝑛 :=

= 𝑛+ ∆𝑛.

6. Найти значение переменной 𝑧, соответствующее решению 𝑢𝑛−Δ𝑛 . Установить 𝑧𝑛 :=

= 𝑧. Перейти к шагу 2.

В приведённом алгоритме могут быть использованы различные критерии оконча-

ния, например

|𝜙𝛼(𝑢𝑛) − 𝜙𝛼(𝑢𝑛−Δ𝑛)| 6 𝜀,

или 𝑛 > 𝑛max, где 𝜀, 𝑛max — заданные параметры.

Если выполнены условия теоремы 3.7 и при этом на шаге 2 алгоритма 3.4 зада-

ча решается точно, то можно гарантировать сходимость получаемых решений к точному
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решению исходной задачи. В общем случае, с помощью алгоритма, как ниже будет проде-

монстрировано на примерах, можно найти приближённое решение задачи (3.76), близкое

к точному решению.

3.6. Алгоритм решения двухэтапной задачи, основанный на поиске с че-

редующимися окрестностями

В данном разделе разрабатывается алгоритм решения двухэтапной задачи стоха-

стического программирования с билинейной целевой функцией и квантильным критери-

ем. Ранее для решения данной задачи были предложены и исследованы два алгоритма

в [151]. Первый алгоритм основан на сведении задачи к задаче смешанного целочисленно-

го программирования. Второй алгоритм использует сведение задачи к последовательности

задач выпуклой оптимизации, однако с его помощью может быть найдена только верх-

няя оценка оптимального решения задачи. К сожалению, предложенные ранее алгоритмы

испытывают трудности при решении задач большой размерности, в связи с чем возника-

ет необходимость разработки эффективных процедур решения данной задачи. В данном

разделе предлагается алгоритм, основанный на выборочной аппроксимации задачи и при-

менении поиска с чередующимися окрестностями.

3.6.1. Постановка задачи

Рассматривается двухэтапная задача стохастического программирования с кван-

тильным критерием, изучаемая в [151].

Пусть случайный вектор 𝑋 определен на полном вероятностном пространстве

(R𝑚,ℱ ,P), Предполагается, что случайный вектор 𝑋 распределен по стандартному нор-

мальному закону, т. е. 𝑋 ∼ 𝒩 (0, 𝐼), где 𝐼 — единичная ковариационная матрица. Как и

ранее, считаем, что 𝑋(𝑥) = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ R𝑚.

Пусть множество 𝑈 допустимых стратегий 𝑢 первого этапа является выпуклым

полиэдром, т. е.

𝑈 , {𝑢 ∈ R𝑟 | 𝐴0𝑢 6 𝑏0},

где 𝐴0 ∈ R𝑙0×𝑟 — матрица и 𝑏0 ∈ R𝑙0 — вектор. Будем предполагать, что множество 𝑈

ограничено.

Определим функцию потерь (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥), зависящую от стратегии первого этапа
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𝑢 ∈ 𝑈 ⊂ R𝑟 и от реализации 𝑥 случайного вектора 𝑋, так:

Φ(𝑢, 𝑥) , 𝑐⊤0 𝑢+ 𝑥⊤𝐴1𝑢+ inf
𝑦∈𝑌 (𝑢,𝑥)

𝑐⊤1 𝑦, (3.90)

где 𝑦 — стратегия второго этапа, принадлежащая множеству

𝑌 (𝑢, 𝑥) , {𝑦 ∈ R𝑠 | 𝑥⊤𝐴2𝑖𝑢+ 𝑐⊤2𝑖𝑢+ 𝑏⊤𝑖 𝑦 > 𝑎⊤3𝑖𝑥+ 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑦 > 0}, (3.91)

𝑐0 ∈ R𝑟, 𝑐1 ∈ R𝑠, 𝑐2𝑖 ∈ R𝑟, 𝑏𝑖 ∈ R𝑠, 𝑎3𝑖 ∈ R𝑚 — детерминированные векторы, 𝐴1, 𝐴2𝑖 ∈

∈ R𝑚×𝑟 — матрицы, 𝑑𝑖 ∈ R. Если 𝑌 (𝑢, 𝑥) = ∅ для пары (𝑢, 𝑥) ∈ R𝑟×R𝑚, то по определению

полагаем, что Φ(𝑢, 𝑥) = +∞.

Для фиксированного 𝜙 ∈ R определим функцию вероятности 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) по правилу

𝑃𝜙(𝑢) , P{𝑐⊤0 𝑢+𝑋⊤𝐴1𝑢+ Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}, (3.92)

где

Φ(𝑢, 𝑥) ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
inf

𝑦∈𝑌 (𝑢,𝑥)
𝑐⊤1 𝑦, если 𝑌 (𝑢, 𝑥) ̸= ∅,

+∞, если 𝑌 (𝑢, 𝑥) = ∅.
(3.93)

Значения функции квантили 𝜙𝛼 : 𝑈 → (−∞,+∞] определяются по правилу

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 ∈ R | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}, (3.94)

где 𝛼 ∈ (0, 𝑃 *) — фиксированная вероятность,

𝑃 * , sup
𝑢∈𝑈

P{𝑌 (𝑢,𝑋) ̸= ∅}.

Сформулируем задачу первого этапа в виде

𝜙𝛼 , inf
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢), 𝑉𝛼 , Arg min
𝑢∈𝑈

𝜙𝛼(𝑢). (3.95)

Задача (3.95) является двухэтапной задачей стохастического программирования с кван-

тильным критерием.

Будем считать, что выполнено следующее предположение.

Предположение 3.1. Векторы 𝑐1 и 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙, являются такими, что множество

Λ , {𝜆 ∈ R𝑙 | 𝐵⊤𝜆 6 𝑐1, 𝑣𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑙} (3.96)

компактно, где

𝐵 ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏⊤1

. . .

𝑏⊤𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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3.6.2. Сведение к одноэтапной задаче

Рассмотрим задачу второго этапа (3.90). Используя обозначение

�̄�(𝑢, 𝑥) ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎⊤31𝑥− 𝑢⊤𝐴⊤

21𝑥+ 𝑑1 − 𝑐⊤21𝑢

. . .

𝑎⊤3𝑙𝑥− 𝑢⊤𝐴⊤
2𝑙𝑥+ 𝑑𝑙 − 𝑐⊤2𝑙𝑢

⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.97)

множество (3.91) может быть представлено как

𝑌 (𝑢, 𝑥) ,
{︀
𝑦 ∈ R𝑙 | 𝐵𝑦 > �̄�(𝑢, 𝑥), 𝑦 > 0

}︀
.

Согласно теории двойственности задач линейного программирования справедливо, что

Φ(𝑢, 𝑥) = max
{︀
�̄�⊤(𝑢, 𝑥)𝜆 | 𝐵⊤𝜆 6 𝑐1, 𝜆 > 0

}︀
, (3.98)

если максимум в (3.98) конечен, где через 𝜆 ∈ R𝑙 обозначена двойственная переменная.

Для каждой фиксированной пары (𝑢, 𝑥) ∈ 𝑈 × R𝑚 задача (3.98) является задачей линей-

ного программирования. Заметим, что предположение 3.1 гарантирует конечное значение

Φ(𝑢, 𝑥). Кроме того, максимум в (3.98) достигается в некоторой вершине Λ. Таким образом,

при выполнении предположения 3.1 значение Φ(𝑢, 𝑥) может быть записано в форме

Φ(𝑢, 𝑥) = max
𝑗=1,𝐽

�̄�⊤(𝑢, 𝑥)𝜆𝑗, (3.99)

где 𝜆𝑗, 𝑗 = 1, 𝐽 , — вершины выпуклого ограниченного полиэдра Λ.

Подставляя (3.99) в (3.90), получаем

Φ(𝑢, 𝑥) = max
𝑗=1,𝐽

Φ𝑗(𝑢, 𝑥),

где

Φ𝑗(𝑢, 𝑥) , 𝑐⊤0 𝑢+ 𝑥⊤𝐴1𝑢+ �̄�⊤(𝑢, 𝑥)𝜆𝑗.

Данное представление Φ(𝑢, 𝑥) не содержит в явном виде стратегии второго этапа. Это

значит, что задача (3.95) сведена к одноэтапной задаче стохастического программирования

с квантильным критерием

𝜙*
𝛼 = inf

𝑢∈𝑈
min

{︂
𝜙 ∈ R | P

{︂
max
𝑗=1,𝐽

Φ𝑗(𝑢, 𝑥) 6 𝜙

}︂
> 𝛼

}︂
. (3.100)

Поскольку функция (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) измерима по 𝑥 для всех 𝑢 и непрерывна по 𝑢

для всех 𝑥, то минимумы в (3.100) и в (3.95) достигаются, если множество 𝑈 компактно [51].

Отсюда следует, что 𝑉𝛼 ̸= ∅.
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3.6.3. Выборочная аппроксимация

Пусть дана последовательность {𝑋𝑘}𝑘∈N независимых стандартных нормальных

случайных векторов. Будем считать, что случайная последовательность определена на

некотором вероятностном пространстве (Ω,ℱ ′,P′).

Функция вероятности может быть оценена как частота события {Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙}:

𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑢) ,

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(−∞,0](Φ(𝑢,𝑋𝑘) − 𝜙),

где 𝜒𝐴(𝑥) = 1, если 𝑥 ∈ 𝐴, и 𝜒𝐴(𝑥) = 0, если 𝑥 /∈ 𝐴.

Используя оценку функции вероятности, так же можно оценить функцию квантили

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢) , min{𝜙 | 𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑢) > 𝛼}.

Таким образом, выборочная аппроксимация задачи (3.95) записывается в виде

𝜙𝑛 , inf
𝑢∈𝑈

𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N, (3.101)

𝑉 (𝑛)
𝛼 , Arg min

𝑢∈𝑈
𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢), 𝑛 ∈ N.

Сходимость построенных выборочных аппроксимаций следует из теоремы 2.17.

Проверим её условия. Условие (i) выполнено в силу постановки задачи. Условие (ii) теоре-

мы 2.17 следует из предположения 3.1. Условие (iii) теоремы 2.17 выполнено, потому что

плотность стандартного нормального распределения строго положительна.

Рассмотрим задачу (3.101) для фиксированной реализации {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 выборки

{𝑋𝑘}𝑛𝑘=1. В этом случае задача (3.101) может быть рассмотрена как одноэтапная задача

стохастического программирования с квантильным критерием и дискретным распределе-

нием случайных параметров:

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈

min{𝜙 ∈ R | P{Φ(𝑢, 𝜉𝑛) 6 𝜙} > 𝛼}, (3.102)

𝑈𝑛 = Arg min
𝑢∈𝑈

min{𝜙 ∈ R | P{Φ(𝑢, 𝜉𝑛) 6 𝜙} > 𝛼},

где дискретный случайный вектор обозначен через 𝜉𝑛, а порождённая им дискретная ве-

роятностная мера — через P. Распределение случайного вектора 𝜉𝑛 сосредоточено на мно-

жестве 𝒳0 , {𝑥𝑘 | 𝑘 = 1, 𝑛}. Поскольку случайный вектор 𝑋 распределен непрерывно, то

𝑋𝑘1 ̸= 𝑋𝑘2 (P
′-п.н.) для 𝑘1 ̸= 𝑘2. Поэтому будем считать, что 𝑥𝑘1 ̸= 𝑥𝑘2 для 𝑘1 ̸= 𝑘2. Тогда

P{𝜉𝑛 = 𝑥𝑘} = 1/𝑛, 𝑘 = 1, 𝑛. В (3.102) можно написать min вместо inf, потому что минимум

достигается в случае компактного множества 𝑈 [51].
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3.6.4. Применение доверительного метода

Рассмотрим семейство доверительных множеств

ℱ𝛼 ,
{︀
𝑆 ∈ 2R𝑚 | P{𝜉𝑛 ∈ 𝑆} > 𝛼

}︀
и функцию максимума 𝜓(·) : 2R𝑚 × 𝑈 → (−∞,+∞], определенную условием

𝜓(𝑆, 𝑢) , sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑢, 𝑥). (3.103)

Согласно доверительному методу, задача минимизации функции квантили (3.102)

эквивалентна минимаксной задаче

𝜙𝑛 = min
𝑢∈𝑈,𝑆∈ℱ𝛼

𝜓(𝑆, 𝑢), (3.104)

(𝑢𝑛, 𝑆𝑛) ∈ Arg min
𝑢∈𝑈, 𝑆∈ℱ𝛼

𝜓(𝑆, 𝑢). (3.105)

Введем обозначения

𝜓(𝑆) , inf
𝑢∈𝑈

𝜓(𝑆, 𝑢),

𝑢𝑆 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

𝜓(𝑆, 𝑢).

Поскольку распределение 𝜉𝑛 дискретно, хотя бы одно оптимальное доверительное

множество содержится в семействе всех подмножеств 𝒳0 с мерой меньшей или равной 𝛼.

Обозначим данное семейство множеств через 𝒳𝛼 , {𝑆 ∈ ℱ𝛼 | 𝑆 ⊂ 𝒳0}.

Таким образом, можно сформулировать задачи (3.104), (3.105) в виде

𝜙𝑛 = min
𝑆∈𝒳𝛼

𝜓(𝑆), (3.106)

𝑆𝑛 ∈ Arg min
𝑆∈𝒳𝛼

𝜓(𝑆). (3.107)

Легко видеть, что 𝜓(𝑆) и 𝑢𝑆 для 𝑆 ∈ 𝒳𝛼 могут быть найдены как решение (𝜙, 𝑢)

задачи линейного программирования

𝜓(𝑆) = min
𝜙∈R,𝑢∈𝑈

{𝜙 | Φ𝑗(𝑢, 𝑥) 6 𝜙, 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑗 = 1, 𝐽}. (3.108)

Поиск точного решения задачи (3.106), (3.107) требует вычисления 𝜓(𝑆) для всех

𝑆 ∈ 𝒳𝛼. Однако, учитывая структуру оптимального доверительного множества, количе-

ство перебираемых множеств может быть сокращено. Структура оптимального довери-
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тельного множества может быть определена с помощью подстановки неизвестного опти-

мального решения (𝜙𝑛, 𝑢𝑛) в ограничения задачи (3.108). Совершив указанную подстанов-

ку, можно заключить, что оптимальное доверительное множество имеет форму

𝑆𝑛 = {𝑥 ∈ 𝒳0 | Φ𝑗(𝑢𝑛, 𝑥) 6 𝜙, 𝑗 = 1, 𝐽}.

Таким образом, оптимальное доверительное множество удовлетворяет условию Conv(𝑆𝑛)∩

∩ 𝒳0 = 𝑆𝑛. Это значит, что никакие точки из 𝒳0 ∖ 𝑆𝑛 не принадлежат выпуклой оболочке

(Conv) множества 𝑆𝑛. Поэтому можно перебирать только множества, обладающие данном

свойством.

Известно, что 𝛼-ядро вероятностной меры является подмножеством оптимального

доверительного множества для исходной задачи (3.95) [51]. Для стандартного нормального

распределения 𝛼-ядро может быть определено как

𝐾𝛼 , {𝑥 : ‖𝑥‖ 6 𝜌𝛼},

где 𝜌𝛼 — квантиль уровня 𝛼 стандартного нормального распределения и ‖ · ‖ — евклидова

норма. По этой причине будем рассматривать только доверительные множества, удовле-

творяющие условию 𝐾𝛼 ⊂ 𝑆.

𝛼-ядро также позволяет найти нижнюю оценку оптимального значения критери-

альной функции исходной задачи (3.95). Доказано в [51], что

𝜓(𝐾𝛼) 6 𝜙*
𝛼.

3.6.5. Алгоритм

Даже принимая во внимание структуру оптимального доверительного множества,

поиск точного решения задачи (3.106) требует значительных вычислений. Поэтому для

решения задачи могут быть использованы различные метаэвристики. Предлагается ис-

пользовать модификацию поиска с чередующимися окрестностями [137,171].

3.6.5.1. Поиск начального решения

Для успешного применения поиска с чередующимися окрестностями полезно иметь

хорошее начальное решение. Опишем процедуру, предлагаемую для поиска начального

решения.
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Известно [51, теорема 3.13], что верхняя оценка 𝜓(𝑆𝑅), соответствующая довери-

тельному шару 𝑆𝑅 , {𝑥 | ‖𝑥‖ 6 𝑅} с мерой 𝛼, стремится к оптимальному значению

критериальной функции исходной задачи при 𝛼 → 1, если функция потерь квазивыпукла

по 𝑥 и распределение случайного вектора является стандартным нормальным.

Предлагается следующий алгоритм поиска начального решения задачи.

Алгоритм 3.5.

1. Найти 𝜙𝑅 , 𝜓(𝑆𝑅) и 𝑢𝑆𝑅 как решение задачи линейного программирова-

ния (3.108), где 𝑆𝑅 , 𝑆𝑅 ∩ 𝒳0.

2.Вычислить 𝜙 , 𝜙
(𝑛)
𝛼 (𝑢𝑆𝑅).

3. Найти начальное доверительное множество 𝑆0 и начальную стратегию 𝑢0, обес-

печивающие значение критериальной функции 𝜙0, как

𝑆0 , {𝑥 ∈ 𝒳0 | Φ(𝑢𝑆𝑅 , 𝑥) 6 𝜙},

𝑢0 ∈ Arg min
𝑢∈𝑈

𝜓(𝑆0, 𝑢),

𝜙0 , 𝜓(𝑆0).

Несмотря на то что множество 𝑆𝑅 обычно обеспечивает хорошую верхнюю оценку

𝜙𝑛, алгоритм 3.5 позволяет улучшить эту границу, поскольку множество 𝑆0 лучше, чем

𝑆𝑅, и поэтому 𝜙0 6 𝜓(𝑆𝑅).

3.6.5.2. Алгоритм

Для применения поиска с чередующимися окрестностями необходимо определить

структуру окрестностей. Рассмотрим некоторое доверительное множество 𝑆 ⊂ 𝒳0. Опре-

делим следующие множества:

𝑆− , {𝑥 ∈ 𝑆 | Φ(𝑢𝑆, 𝑥) = 𝜓(𝑆)},

𝑆+ ,
⋃︁
𝑗∈𝐽

Arg min
𝑥∈𝒳0∖𝑆

{︂
Φ𝑗(𝑢

𝑆, 𝑥) | max
𝑗′=1,𝑛, 𝑗′ ̸=𝑗

Φ𝑗′(𝑢
𝑆, 𝑥) 6 𝜓(𝑆)

}︂
.

Множество 𝑆− состоит из реализаций 𝑥 ∈ 𝑆, максимизирующих Φ(𝑢𝑆, 𝑥). Чтобы по-

лучить новое доверительное множество, исключим из доверительного множества точку,

принадлежащую 𝑆−, и включим точку, принадлежащую 𝑆+. Чтобы минимизировать сле-

дующее значение 𝜓(𝑆), в доверительное множество включаются точки, минимизирующие

Φ𝑗(𝑢
𝑆, 𝑥).
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Таким образом, будут использоваться следующие окрестности доверительного мно-

жества 𝑆:

𝑂1(𝑆) , {𝑆 ′ | 𝑆 ′ = (𝑆 ∖ {�̄�}) ∪ {�̃�}, �̄� ∈ 𝑆−, �̃� ∈ 𝑆+},

𝑂𝜈+1(𝑆) ,
⋃︁

𝑆′∈𝑂𝜈(𝑆)

𝑂1(𝑆
′), 𝜈 ∈ N.

Доверительное множество 𝑆 называется локально-оптимальным, если 𝜓(𝑆) 6 𝜓(𝑆 ′)

для всех 𝑆 ′ ∈ 𝑂1(𝑆).

Опишем поиск с чередующимися окрестностями для задачи (3.106).

Алгоритм 3.6.

1. Выбрать начальное доверительное множество 𝑆, например 𝑆 := 𝑆0. Установить

𝜈 := 1.

2. Пока 𝜈 < 𝜈max повторять следующие шаги:

а) случайным образом получить множество 𝑆 ′ ∈ 𝑂𝜈(𝑆);

б) установить 𝑆 ′′ , {𝑥 ∈ 𝒳0 | Φ(𝑢𝑆
′
, 𝑥) 6 𝜓(𝑆 ′)};

в) найти локальный оптимум 𝑆 ′′′, применяя локальный поиск с 𝑆 ′′ в качестве на-

чального решения;

г) если 𝜓(𝑆 ′′) < 𝜓(𝑆), то установить 𝑆 := 𝑆 ′′ и 𝜈 := 1, иначе 𝜈 := 𝜈 + 1.

Применяя алгоритм 3.6, получаем доверительное множество 𝑆. Стратегию 𝑢𝑆 мож-

но взять в качестве приближенного решения задачи (3.101).

Для поиска решения, близкого к оптимальному решению исходной задачи (3.95),

предлагается следующий алгоритм, основная идея которого состоит в увеличении объема

выборки.

Алгоритм 3.7.

1. Выбрать начальное значение 𝑛 ∈ N и шаг ∆𝑛 ∈ N. Получить реализации

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

2. Найти стратегию 𝑢𝑛, 𝜙𝑛, применяя алгоритмы 3.5 и 3.6.

3. Получить реализации 𝑥𝑛+1, . . . , 𝑥𝑛+Δ𝑛 . Установить 𝑛 := 𝑛+ ∆𝑛.

4. Найти решение 𝑢𝑛, 𝜙𝑛 задачи (3.101), применяя алгоритм 3.6 с начальным дове-

рительным множеством

{𝑥 ∈ 𝒳0 | Φ(𝑢𝑛−Δ𝑛 , 𝑥) 6 𝜙(𝑛)
𝛼 (𝑢𝑛−Δ𝑛)}.
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5. Найти оценку значения 𝜙𝛼(𝑢𝑛) функции квантили (3.94) в виде

𝜙𝛼(𝑢𝑛) , 𝜙(𝑁)
𝛼 (𝑢𝑛),

где 𝑁 ≫ 𝑛.

6. Если выполнен критерий остановки, считать 𝑢𝑛 приближённым решением (3.95).

В противном случае перейти к шагу 3.

В приведённом алгоритме могут быть использованы различные критерии останов-

ки, например

|𝜙𝛼(𝑢𝑛) − 𝜙𝛼(𝑢𝑛−Δ𝑛)| 6 𝜀

или 𝑛 > 𝑛max, где 𝜀 и 𝑛max — заданные параметры точности.

3.7. Выводы по главе 3

1) Предложен метод сведения двухэтапных линейных задач стохастического програм-

мирования с вероятностным и квантильным критериями к эквивалентным задачам

смешанного целочисленного линейного программирования.

2) Предложен метод сведения двухуровневой задачи стохастического программирова-

ния с квантильным критерием к эквивалентной смешанной целочисленной задаче

оптимизации.

3) Предложены методы построения верхних и нижних оценок оптимального значения

критериальной функции в стохастической двухуровневой задаче размещения пред-

приятий.

4) Предложен численный метод решения задачи стохастического программирования

с функцией потерь, имеющей сепарабельную структуру, и квантильным критери-

ем, основанный на дискретизации вероятностной меры и поиске с чередующимися

окрестностями.

5) Разработаны алгоритмы решения одноэтапных и двухэтапных задач стохастического

программирования с квантильным критерием, основанные на предложенном числен-

ном методе.

Основные результаты главы опубликованы в [24,25,28,32,34,35,127,140,141].



Глава 4. Построение доверительных множеств поглощения в

стохастических системах

В данной главе рассматривается задача о построении доверительного множества по-

глощения начальных позиций системы. Под доверительным множеством поглощения [51]

понимается множество начальных позиций системы, при которых в терминальный момент

времени состояние системы не выйдет за пределы допустимых значений с заранее опре-

делённой вероятностью. Доверительное множество поглощения в статических стохастиче-

ских системах можно рассматривать как множество уровня функции вероятности, в связи

с чем для его построения можно использовать свойства функций вероятности и квантили.

В разделе 4.1 исследуются свойства доверительного множества поглощения, предлагает-

ся два метод его построения. Первый метод основан на детерминированной внутренней

аппроксимации на основе доверительного метода. Второй метод основан на выборочной

оценки функции вероятности. Приводится пример построения доверительного множества

поглощения в двухэтапной модели планирования производства. В разделе 4.2 разработан-

ные методы применяются для построения доверительного множества поглощения в задаче

прогнозирования скорости ветра в районе аэродрома.

4.1. Методы построения доверительных множеств поглощения

4.1.1. Свойства множеств поглощения

В данном разделе приводится сформулированное в [51] определение доверительного

множества множества поглощения и формулируется утверждение о его выпуклости.

Предположим, что известна зависимость 𝑧(𝑦, 𝑥) вектора 𝑧 ∈ R𝑙 терминального со-

стояния системы от вектора начальных позиций 𝑦 ∈ R𝑠 системы и от реализации 𝑥 ∈ R𝑚

случайного вектора𝑋, влияющего на положение системы. Предполагается, что случайный

вектор 𝑋 имеет известную функцию распределения 𝐹𝑋(𝑥). Пусть вектор терминального

состояния 𝑧 должен удовлетворять заданным ограничениям

Φ(𝑦, 𝑥) , Φ̃(𝑧(𝑦, 𝑥)) 6 𝜙, 𝜙 ∈ R, (4.1)

179
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где функция Φ̃(𝑧) описывает эти ограничения. Установим вероятность выполнения тер-

минальных ограничений

𝑃𝜙(𝑦) , P{Φ(𝑦,𝑋) 6 𝜙} > 𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1). (4.2)

Множество значений 𝑦, для которых выполнено неравенство

𝒴𝜙,𝛼 , {𝑦 | 𝑃𝜙(𝑦) > 𝛼}. (4.3)

называется доверительным множеством поглощения.

Задача построения доверительного множества поглощения аналогична задачам сто-

хастического программирования с вероятностным и квантильным критериями, в которых

роль функции Φ(𝑢,𝑋) играет функция потерь, а вместо начальных позиций 𝑦 рассматри-

ваются стратегии управления 𝑢 ∈ 𝑈 . Для этой функции потерь вводятся функция веро-

ятности

𝑃𝜙(𝑢) , P{Φ(𝑢,𝑋) 6 𝜙} (4.4)

и функция квантили

𝜙𝛼(𝑢) , min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢) > 𝛼}. (4.5)

Согласно лемме Розенблатта [51,153]

𝒴𝜙,𝛼 , {𝑦 | 𝑃𝜙(𝑦) > 𝛼} = {𝑦 | 𝜙𝛼(𝑦) 6 𝜙}. (4.6)

Таким образом, для построения доверительного множества поглощения можно использо-

вать не только свойства функции вероятности, но и свойства функции квантили.

В [51] приводятся условия, когда функция квантили 𝜙𝛼(𝑢) квазивыпукла, а функ-

ция вероятности 𝑃𝜙(𝑢) квазивогнута. Для формулировки этого результата приведём необ-

ходимые определения и утверждения.

Определение 4.1 ( [189]). Вероятностная мера P на борелевских подмножествах

R𝑚 называется квазивогнутой, если для любой пары непустых выпуклых множеств 𝐴,𝐵 ⊂

R𝑚 и любого 𝜆 ∈ (0, 1) выполняется неравенство

P(𝜆𝐴+ (1 − 𝜆)𝐵) > min{P(𝐴),P(𝐵)}.
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Здесь сумма множеств и умножение множества на число понимаются в смысле

Минковского:

(𝐴+𝐵) = {𝑧 | 𝑧 = 𝑥+ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵},

𝜆𝐴 = {𝑧 | 𝑧 = 𝜆𝑥, 𝑥 ∈ 𝐴}.

Приведём достаточное условие, обеспечивающее квазивогнутость вероятностной

меры.

Лемма 4.1 ( [189]). Если случайный вектор имеет плотность вероятности 𝑝(𝑥)

такую, что функция 𝑥 ↦→ 𝑝−
1
𝑚 (𝑥) выпукла на R𝑚, то соответствующая ей вероятност-

ная мера P квазивогнута.

На основании этой леммы легко установить, что многие известные распределения

имеют квазивогнутую вероятностную меру: нормальное распределение, экспоненциальное

распределение, распределение Коши и т. д.

Определение 4.2 ( [189]). Функция 𝑓 , определенная на выпуклом множестве

𝑈 ⊂ R𝑟, называется квазивыпуклой на 𝑈 , если для любых 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈 и любого 𝜆 ∈ (0, 1)

выполняется неравенство

𝑓(𝜆𝑢1 + (1 − 𝜆)𝑢2) 6 max{𝑓(𝑢1), 𝑓(𝑢2)}.

Определение 4.3 ( [189]). Функция 𝑓 , определенная на выпуклом множестве

𝑈 ⊂ R𝑟, называется квазивогнутой на 𝑈 , если для любых 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈 и любого 𝜆 ∈ (0, 1)

выполняется неравенство

𝑓(𝜆𝑢1 + (1 − 𝜆)𝑢2) > min{𝑓(𝑢1), 𝑓(𝑢2)}.

Приведём основной результат из [51], касающийся свойств выпуклости функции

квантили 𝜙𝛼(𝑢) и функции вероятности 𝑃𝜙(𝑢).

Теорема 4.1 ( [51]). Пусть функция потерь (𝑢, 𝑥) ↦→ Φ(𝑢, 𝑥) квазивыпукла по

совокупности аргументов на 𝑈 × 𝒳 , где 𝑈 ⊂ R𝑟 — выпуклое подмножество, а 𝒳 —

выпуклый носитель квазивогнутой вероятностной меры P. Тогда функция вероятно-

сти 𝑢 ↦→ 𝑃𝜙(𝑢) квазивогнута на 𝑈 для любого 𝜙 ∈ R, а функция квантили 𝑢 ↦→ 𝜙𝛼(𝑢)

квазивыпукла на 𝑈 для любого 𝛼 ∈ (0, 1).
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Из этой теоремы получаем следствие для исследования доверительного множества

поглощения.

Следствие 4.1. Пусть функция (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ(𝑦, 𝑥), определяющая множество по-

глощения, квазивыпукла по совокупности аргументов на R𝑠 × 𝒳 , где 𝒳 — выпуклый

носитель квазивогнутой вероятностной меры P. Тогда доверительное множество по-

глощения 𝒴𝜙,𝛼 выпукло для любых 𝜙 ∈ R, 𝛼 ∈ (0, 1).

Доказательство этого следствия основано на факте, что множество 𝒴𝜙,𝛼 играет роль

множества уровня для квазивогнутой функции вероятности 𝑃𝜙(𝑦), а множество уровня

квазивогнутой функции выпукло.

4.1.2. Построение внутренней аппроксимации доверительного множе-

ства поглощения

Для построения внутренней аппроксимации доверительного множество поглощения

будем использовать доверительный метод.

Пусть 𝑆 — доверительное множество, т. е. множество в пространстве R𝑚 реализаций

случайного вектора𝑋 с вероятностной мерой не менее 𝛼. Рассмотрим функцию максимума

𝜓(𝑦, 𝑆) , sup
𝑥∈𝑆

Φ(𝑦, 𝑥).

Из [51] вытекает следующее утверждение.

Лемма 4.2. Для любого доверительного множества 𝑆 с вероятностной мерой не

менее 𝛼 выполняется неравенство

𝜙𝛼(𝑦) 6 𝜓(𝑦, 𝑆)

при всех 𝑦 ∈ R𝑠.

Данное утверждение вытекает из леммы 3.4 из [51]. Аналогично, переформулируя

теорему 3.9 из [51], получаем следующий результат.

Теорема 4.2. Для любого 𝛼 ∈ (0, 1) справедливы соотношения

𝜙𝛼(𝑦) = min
𝑆∈ℱ𝛼

𝜓(𝑦, 𝑆),

𝑆𝛼(𝑦) = arg min
𝑆∈ℱ𝛼

𝜓(𝑦, 𝑆),

где ℱ𝛼 — семейство доверительных множеств с вероятностной мерой не менее 𝛼.
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Приме́ним доверительный метод для построения доверительного множества погло-

щения. Зафиксируем множество 𝑆 ∈ ℱ𝛼 и рассмотрим множества

𝒴𝜙(𝑥) , {𝑦 | Φ(𝑦, 𝑥) 6 𝜙},

𝒴𝜙(𝑆) ,
⋂︁
𝑥∈𝑆

𝒴𝜙(𝑥) = {𝑦 | 𝜓(𝑦, 𝑆) 6 𝜙}.

В соответствии с доверительным методом получается внутренняя аппроксимация

доверительного множества поглощения

𝒴𝜙,𝛼 ⊃ 𝒴𝜙(𝑆).

Если при этом перебрать все доверительные множества 𝑆 ∈ ℱ𝛼, то получится точное

множество поглощения

𝒴𝜙,𝛼 =
⋃︁
𝑆∈ℱ𝛼

𝒴𝜙(𝑆).

Исследуем свойства множества 𝒴𝜙(𝑆).

Пусть �̃� ∈ 𝑆 — некоторая точка из 𝑆, a 𝑁𝑖(�̃�) — прямая, содержащая точку �̃� и

являющаяся параллельной 𝑖-й координатной оси. Введём обозначения:

𝑎𝑖(�̃�) , min
𝑥∈𝑁𝑖(�̃�)∩𝜕𝑆

𝑥𝑖,

𝑏𝑖(�̃�) , max
𝑥∈𝑁𝑖(�̃�)∩𝜕𝑆

𝑥𝑖.

Определим часть 𝜕𝑖𝑆 границы множества 𝑆 следующим образом:

𝜕𝑖𝑆 ,
⋃︁
�̃�∈𝑆

[{𝑥 ∈ 𝑁𝑖(�̃�) ∩ 𝜕𝑆 | 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖(�̃�)} ∪ {𝑥 ∈ 𝑁𝑖(�̃�) ∩ 𝜕𝑆 | 𝑥𝑖 = 𝑏𝑖(�̃�)}]. (4.7)

Теорема 4.3. Пусть множество 𝑆 компактно. Пусть функция (𝑦, 𝑥) ↦→ Φ(𝑦, 𝑥)

непрерывна и квазивыпукла по координате 𝑥𝑖 вектора 𝑥 ∈ 𝑆 ⊂ R𝑚 для каждого 𝑦 ∈ R𝑠.

Тогда

𝜓(𝑦, 𝑆) = max
𝑥∈𝜕𝑖𝑆

Φ(𝑦, 𝑥), (4.8)

𝒴𝜙(𝑆) = 𝒴𝜙(𝜕𝑖𝑆), (4.9)

где 𝜕𝑖𝑆 — часть границы множества 𝑆, определяемая выражением (4.7).
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Доказательство теоремы 4.3. Равенство (4.8) следует из определения части границы

𝜕𝑖𝑆 и квазивыпуклости функции потерь по 𝑥𝑖:

𝜓(𝑦, 𝑆) = max
𝑥∈𝑆

Φ(𝑦, 𝑥) = max
�̃�∈𝑆

max
𝑥∈𝑁𝑖(�̃�)

Φ(𝑦, 𝑥) =

= max
�̃�∈𝑆

max
𝑥∈𝑁𝑖(�̃�)∩𝜕𝑆

{Φ(𝑦, 𝑥) | 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖(�̃�) или 𝑥𝑖 = 𝑏𝑖(�̃�)} = max
𝑥∈𝜕𝑖𝑆

Φ(𝑦, 𝑥).

По построению 𝒴𝜙(𝑆) ⊂ 𝒴𝜙(𝜕𝑖𝑆). Таким образом, для доказательства (4.9) нужно

показать, что 𝒴𝜙(𝑆) ⊃ 𝒴𝜙(𝜕𝑖𝑆). Пусть 𝑦 ∈ 𝒴𝜙(𝜕𝑖𝑆). Это означает, что Φ(𝑦, 𝑥) 6 𝜙 для всех

𝑥 ∈ 𝜕𝑖𝑆, или, что то же самое,

max
𝑥∈𝜕𝑖𝑆

Φ(𝑦, 𝑥) 6 𝜙.

Но по доказанному выше

max
𝑥∈𝜕𝑖𝑆

Φ(𝑦, 𝑥) = 𝜓(𝑦, 𝑆),

что эквивалентно выполнению неравенства Φ(𝑦, 𝑥) 6 𝜙 для всех 𝑥 ∈ 𝑆. Таким образом,

𝑦 ∈ 𝒴𝜙(𝑆), т. е. равенство (4.9) выполнено. �

Таким образом, для вычисления функции 𝜓(𝑦, 𝑆) и построения множества 𝒴𝜙(𝑆)

достаточно перебрать только точки, лежащие на части 𝜕𝑖𝑆 границы 𝜕𝑆 доверительного

множества 𝑆 ∈ ℱ𝛼.

Рассмотрим множество

𝒵𝜙 , {𝑧 ∈ R𝑙 | Φ̃(𝑧) 6 𝜙}

и часть 𝜕𝑗𝒵𝜙 границы 𝜕𝒵𝜙 множества 𝒵𝜙, которое соответствует координате 𝑧𝑗 вектора

𝑧 ∈ R𝑙 и построено аналогично множеству 𝜕𝑖𝑆 (4.7).

Теперь рассмотрим вопрос построения множества 𝒴𝜙(𝑥).

Теорема 4.4. Пусть отображение 𝑦 ↦→ 𝑧(𝑥, 𝑦) при заданном 𝑥 ∈ 𝒳 является

гомеоморфизмом, а множество 𝒵𝜙 компактно. Тогда прообразом множества 𝒵𝜙 при

данном отображении является множество 𝒴𝜙(𝑥). При этом

𝜕𝒴𝜙(𝑥) = {𝑦 | 𝑧(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝒵𝜙}. (4.10)

Доказательство теоремы 4.4. Согласно свойствам гомеоморфных отображений про-

образом компакта является компакт, при этом граничные точки множества 𝒵𝜙 переходят
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под действием отображения 𝑦 ↦→ 𝑧(𝑥, 𝑦) в граничные точки множества 𝒴𝜙(𝑥), и наоборот.

�

Таким образом получаем следующий алгоритм построения множества 𝒴𝜙(𝑆) при

выполнении условий теорем 4.3 и 4.4.

Алгоритм 4.1.

1. Для различных 𝑥 ∈ 𝜕𝑖𝑆 построить множества 𝜕𝒴𝜙(𝑥) по формуле (4.10).

2. По границе 𝜕𝒴𝜙(𝑥) восстановить множество 𝒴𝜙(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑖𝑆.

3. Найти пересечение множеств 𝒴𝜙(𝑥) по всем 𝑥 ∈ 𝜕𝑖𝑆.

Замечание 4.1. Если семейство доверительных множеств 𝑆(𝑎) зависит от некото-

рого вектора параметров 𝑎 ∈ 𝐴, то описанный алгоритм 4.1 можно дополнить еще одним

шагом, чтобы получить лучшую интерпретацию доверительного множества поглощения:

𝒴𝜙,𝛼 ⊃
⋃︁
𝑎∈𝐴

𝒴𝜙(𝑆(𝑎)). (4.11)

Рассмотрим вектор 𝑦 в многомерной сферической системе координат (𝑦, 𝛽), где 𝑦 ,

, ‖𝑦‖, а 𝛽 — вектор углов.

Введём определение звёздчатого множества.

Определение 4.4. Множество 𝒴 ⊂ R𝑠 является звёздчатым относительно нуля,

если отрезок, соединяющий начало координат с произвольной точкой 𝑦 ∈ 𝒴 , полностью

принадлежит множеству 𝒴 ⊂ R𝑠.

Теорема 4.5. Пусть функция (𝑦, 𝛽, 𝑥) ↦→ ̂︀Φ(𝑦, 𝛽, 𝑥) , Φ(𝑦, 𝑥) квазивыпукла по 𝑦

для каждого 𝛽. Если 0 ∈ 𝒴𝜙(𝑥), то множество 𝒴𝜙(𝑥) является односвязным и звёздча-

тым относительно нуля.

Доказательство теоремы 4.5. Из квазивыпуклости функции Φ̂ следует, что при вы-

полнении условий 0 ∈ 𝒴𝜙(𝑥) и 𝑦 ∈ 𝒴𝜙(𝑥) справедливо, что

Φ(𝑦, 𝑥) 6 max{Φ(0, 𝑥), Φ(𝑦, 𝑥)} 6 𝜙,

для всех 𝑦, принадлежащих отрезку, соединяющему точки 0 и 𝑦. Таким образом, доказана

звёздчатость множества 𝒴𝜙(𝑥). А звёздчатое множество является односвязным. �
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Следствие 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.5. Тогда множество 𝒴𝜙(𝑆)

является звёздчатым относительно нуля и односвязным.

Доказательство следствия 4.2. Доказательство следует из факта, что пересечение

звёздчатых множеств оказывается также звёздчатым, а следовательно и односвязным. �

4.1.3. Выборочный метод построения доверительного множества погло-

щения

Опишем метод построения доверительного множества поглощения на основе выбор-

ки (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛), порождённой случайным вектором𝑋. Пусть зафиксировано некоторое

конечное множество 𝑌 ⊂ R𝑠.

Алгоритм 4.2.

1. Фиксируется точка 𝑦 ∈ 𝑌 .

2. С помощью метода статистических испытаний оценивается вероятность 𝑃𝜙(𝑦):

̂︀𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑦) =

𝑀(𝑆𝜙(𝑦))

𝑛
,

где 𝑀(𝑆𝜙(𝑦)) — число успешных испытаний в серии из 𝑛 испытаний, когда элементы

выборки 𝑋𝑘 принадлежат множеству

𝑆𝜙(𝑦) , {𝑥 | Φ(𝑦, 𝑥) 6 𝜙}.

3. Проверяется условие ̂︀𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑦) > 𝛼. Если оно выполнено, то точка 𝑦 включается

в множество ̂︀𝒴(𝑛)
𝜙,𝛼, являющееся статистической аппроксимацией доверительного множества

поглощения 𝒴𝜙,𝛼.

4. Процедура повторяется с шага 2 для новой точки 𝑦 ∈ 𝑌 .

Отметим, что после проведения описанной процедуры нет гарантии, что выполнено

включение ̂︀𝒴(𝑛)
𝜙,𝛼 ⊂ 𝒴𝜙,𝛼 или 𝒴𝜙,𝛼 ∩ 𝑌 ⊂ ̂︀𝒴(𝑛)

𝜙,𝛼. Поэтому будем для построения выборочной

аппроксимации доверительного множества поглощения увеличим уровень надёжности 𝛼.

Вместо множества ̂︀𝒴(𝑛)
𝜙,𝛼 построим множество ̂︀𝒴(𝑛)

𝜙,𝛼+𝜀, где 𝜀 — заданная малая положитель-

ная константа. Тогда можно рассчитывать, что при достаточно большом объёме выборки 𝑛

с высокой вероятностью выполнено включение ̂︀𝒴(𝑛)
𝜙,𝛼+𝜀 ⊂ 𝒴𝜙,𝛼, что обеспечивает построение

внутренней аппроксимации доверительного множества поглощения.
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Известно [87], что

P
{︁ ̂︀𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑦) − 𝑃𝜙(𝑦) > 𝜀
}︁
6 𝑒−2𝑛𝜀2 .

Поэтому справедлива цепочка неравенств:

P
{︁̂︀𝒴(𝑛)

𝜙,𝛼+𝜀 ̸⊂ 𝒴𝜙,𝛼
}︁

= P

⎛⎝ ⋃︁
𝑦∈𝑌 ∖𝒴𝜙,𝛼

{︁ ̂︀𝑃 (𝑛)
𝜙 (𝑦) > 𝛼 + 𝜀

}︁⎞⎠ 6
6 |𝑌 | max

𝑦∈𝑌 ∖𝒴𝜙,𝛼

P
{︁ ̂︀𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑦) > 𝛼 + 𝜀
}︁
6 |𝑌 | max

𝑦∈𝑌 ∖𝒴𝜙,𝛼

P
{︁ ̂︀𝑃 (𝑛)

𝜙 (𝑦) > 𝑃𝜙(𝑦) + 𝜀
}︁
6 |𝑌 |𝑒−2𝑛𝜀2 .

Чтобы обеспечить выполнение неравенства

P
{︁̂︀𝒴(𝑛)

𝜙,𝛼+𝜀 ⊂ 𝒴𝜙,𝛼
}︁
> 𝛽, (4.12)

где 𝛽 ∈ (0, 1) — вероятность, близкая к единице, достаточно выполнения условия

1 − 𝛽 > |𝑌 |𝑒−2𝑛𝜀2 .

Решая полученное неравенство, заключаем, что при

𝑛 >
ln |𝑌 | − ln(1 − 𝛽)

2𝜀2
(4.13)

справедливо неравенство (4.12).

Таким образом, для применения алгоритма 4.2 необходимо взять достаточно много

точек 𝑦 из R𝑠 и по выборке объёма (4.13) построить множество ̂︀𝒴(𝑛)
𝜙,𝛼+𝜀. При этом можно

гарантировать, что с вероятностью не меньшей 𝛽 все полученные в результате применения

алгоритма точки принадлежат доверительному множеству поглощения 𝒴𝜙,𝛼.

4.1.4. Построение доверительных множеств поглощения в модели пла-

нирования производства

Рассмотрим простейшую модель планирования производства. Предположим, что

для производства продукции двух видов может быть закуплено сырьё трёх типов. Через

𝑣 , (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)
⊤ обозначим вектор, в котором 𝑣𝑖 — объём закупаемого сырья 𝑖-го типа,

𝑖 ∈ {1, 2, 3}. Цены на каждый из видов сырья образуют вектор 𝑐 , (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3)
⊤. Техноло-

гию производства описывает матрица 𝐵 , (𝑏𝑖𝑗), 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, в которой величина

𝑏𝑖𝑗 показывает количество 𝑖-го вида продукции, получаемого из единицы сырья 𝑗-го типа.
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Спрос на продукцию складывается из двух компонент. Первая компонента соответствует

спросу, возникающему в следствие заранее подписанных договоров на поставку продук-

ции, и поэтому является детерминированной. Для этого этой компоненты спроса введём

обозначение

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2)
⊤ ∈ 𝑌 = {𝑦 ∈ R2 | 0 6 𝑦1 6 𝑦1, 0 6 𝑦2 6 𝑦2}.

Вторая компонента 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2)
⊤ случайна, реализации которой обозначены через

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)
⊤. Случайность спроса связана с непредсказуемостью поведения потребителей

продукции. Необходимо удовлетворить весь возникающий спрос. Тогда потери, связанные

с функционированием системы описываются функцией

Φ(𝑦, 𝑥) = max
𝑣∈R3

{𝑐⊤𝑣 | 𝐵𝑣 > 𝑥+ 𝑦, 𝑣 > 0}.

Требуется выяснить, при каких значениях 𝑦 ∈ 𝑌 вероятность того, что потери при

функционировании системы не превысят величину 𝜙 с вероятностью 𝛼, т. е. построить

доверительное множество поглощения.

Переходя к двойственной задаче, получаем, что

Φ(𝑦, 𝑥) = min
𝜆∈R2

{(𝑥+ 𝑦)⊤𝜆 | 𝐵⊤𝜆 6 𝑐, 𝜆 > 0}.

Через 𝜆𝑗, 𝑗 = 1, 𝐽 , обозначим вершины множества

Λ , {𝜆 ∈ R2 | 𝐵⊤𝜆 6 𝑐, 𝜆 > 0}.

Тогда функцию потерь можно записать в виде

Φ(𝑦, 𝑥) = max
𝑗=1,𝐽

{(𝑥+ 𝑦)⊤𝜆𝑗}.

Вычисления были проведены для следующих модельных данных:

𝑐 = (8; 17; 11)⊤, 𝜙 = 100, 𝑦1 = 20, 𝑦2 = 20,

𝐵 =

⎛⎝1 2 1

1 3 2

⎞⎠ .

для уровней 𝛼 = 0,8 и 𝛼 = 0,9. Компоненты случайного вектора 𝑋 независимы и распре-

делены по нормальному закону 𝑋1 ∼ 𝒩 (5, 1), 𝑋2 ∼ 𝒩 (6, 4).

Результаты построения доверительных множеств поглощения представлены на

рис. 4.1 и 4.2.
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Рисунок 4.1. Аппроксимации доверительного множества поглощения при 𝛼 = 0,8.

Штрихпунктирной линией обозначена граница внутренней аппроксимации довери-

тельного множества поглощения, полученной с помощью доверительного шара с центром

в точке математического ожидания.

Выборочная аппроксимация строилась для уровня доверительной вероятности 𝛽 =

= 0,99 при 𝜀 = 0,01. Для построения выборочной аппроксимации доверительного множе-

ства поглощения использовался алгоритм 4.2. Конечное множество 𝑌 строилось на сетке в

полярных координатах с числом равным 1002. Сетка строилась за пределами области по-

лученной внутренней аппроксимации доверительного множества поглощения, что помогло

повысить точность решения за счёт более мелкого разбиения. Согласно оценке (4.13) для

построения статистической аппроксимации достаточен объём выборки 69079, определяе-

мый по формуле (4.13). Полученная внутренняя выборочная аппроксимация доверитель-

ного множества поглощения изображена на рис. 2.1 и 2.2 сплошной линией.



—190—

Рисунок 4.2. Аппроксимации доверительного множества поглощения при 𝛼 = 0,9.

4.2. Построение множества допустимых значений скорости ветра в рай-

оне аэродрома

В данном разделе с помощью предложенных выше методов решается задача по-

строения доверительного множества поглощения допустимых скоростей значений скоро-

сти ветра в районе аэродрома.

4.2.1. Постановка задачи

Сформулируем задачу. Пусть некоторый самолёт вылетает из города 𝑁 в город 𝑀 ,

до которого время полёта равно 𝑡. Посадка самолёта в аэропорту города𝑀 возможна, если

скорость ветра в продольном и боковом направлениях не выходит за допустимые пределы

𝒲𝑡 = {(𝑤𝑡𝑥, 𝑤
𝑡
𝑧) | |𝑤𝑡𝑧| 6 𝑤max

𝑧 , 𝑤min
𝑥 6 𝑤𝑡𝑥 6 𝑤max

𝑥 }, (4.14)

где 𝑤𝑡𝑥, 𝑤
𝑡
𝑧 — скорости ветра в точке посадки в момент посадки самолета в продольном и

боковом направлениях.

В нулевой момент, т. е. в момент вылета самолета из города 𝑁 , в аэропорту города

𝑀 скорость ветра была (𝑤0
𝑥, 𝑤

0
𝑧). Но по истечении времени 𝑡 ветер может значительно
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измениться и его скорости не будут удовлетворять допустимым значениям, т. е. посадка

самолёта станет невозможной. Пусть значение скорости ветра 𝑤𝑡 в момент 𝑡 связано со

скоростью ветра 𝑤0 в нулевой момент соотношениями:

𝑤𝑡𝑥 = (𝑣0 + 𝜉) cos(𝛽0 + 𝜂), (4.15)

𝑤𝑡𝑧 = (𝑣0 + 𝜉) sin(𝛽0 + 𝜂), (4.16)

где 𝑣0, 𝛽0 — полярные координаты вектора 𝑤0, а 𝜉 и 𝜂 — независимые случайные величины,

имеющие усечённое нормальное распределение

𝜉 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝜉 ), 𝜂 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2

𝜂),

причём 𝜉 ∈ [𝑣*, 𝑣
*], 𝜂 ∈ [𝛽*, 𝛽

*].

Найдём вероятность такого события, что самолету разрешат посадку в городе 𝑀 ,

когда в момент его вылета из города 𝑁 вектор скорости ветра был равен 𝑤0:

𝑃 (𝑤0) = P{𝑤𝑡(𝑤0, 𝜉, 𝜂) ∈ 𝒲𝑡}. (4.17)

Необходимо построить множество 𝒲0 допустимых скоростей ветра 𝑤0 в начальным

момент, при которых по происшествии времени 𝑡 скорость ветра 𝑤𝑡 не выйдет за допусти-

мые пределы с вероятностью 𝛼:

𝒲0 = {𝑤0 | 𝑃 (𝑤0) > 𝛼}. (4.18)

Другими словами, нужно построить доверительное множество поглощения.

4.2.2. Алгоритм построения доверительного множества поглощения

Для построения множества 𝒲0 воспользуемся результатами из предыдущего раз-

дела. Заметим, что множество 𝒲𝑡 можно записать через функцию потерь:

𝒲𝑡 = {𝑤𝑡𝑥, 𝑤𝑡𝑧 | ̃︀Φ(𝑤𝑡) 6 1}, (4.19)

где

̃︀Φ(𝑤𝑡) = max
{︁̃︀Φ1(𝑤

𝑡
𝑥), ̃︀Φ2(𝑤

𝑡
𝑧)
}︁
,

̃︀Φ1(𝑤
𝑡
𝑥) =

|2𝑤𝑡𝑥 − 𝑤min
𝑥 − 𝑤max

𝑧 |
𝑤max
𝑥 − 𝑤min

𝑥

,

̃︀Φ2(𝑤
𝑡
𝑧) =

|𝑤𝑡𝑧|
𝑤max
𝑧

.
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Далее заметим, что скорости ветра в начальный и конечный моменты связаны меж-

ду собой соотношениями в полярной системе координат:

𝛽0 = 𝛽𝑡 − 𝜂,

𝑣0 = 𝑣𝑡 − 𝜉.

Приведём связь между декартовой и полярной системами координат:

𝑤𝑡𝑥 = 𝑣𝑡 cos(𝛽𝑡),

𝑤𝑡𝑧 = 𝑣𝑡 sin(𝛽𝑡),

𝑣𝑡 =
√︀

(𝑤𝑡𝑥)
2 + (𝑤𝑡𝑧)

2,

𝛽𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
arctg 𝑤𝑡

𝑧

𝑤𝑡
𝑥
, 𝑤𝑡𝑥 > 0,

𝜋 + arctg 𝑤𝑡
𝑧

𝑤𝑡
𝑥
, 𝑤𝑡𝑥 < 0,

𝜋
2
, 𝑤𝑡𝑥 = 0.

Рассмотрим в нормированной системе координат случайные векторы

𝜉 =
𝜉

𝜎𝜉
, 𝜂 =

𝜂

𝜎𝜂

и доверительное множество в форме квадрата

𝑆Δ = {|𝜉| 6 ∆, |𝜂| 6 ∆},

где параметр ∆ выбирается из условия 𝒫(𝑆Δ) = 𝛼. Предположим, что для случайной

величины 𝑈 со стандартным нормальным распределением 𝒩 (0, 1) соответствующие веро-

ятности удовлетворяют неравенствам:

P{𝑈 < 𝑣*/𝜎𝜉, 𝑈 > 𝑣*/𝜎𝜉} ≪ 1 − 𝛼,

P{𝑈 < 𝛽*/𝜎𝜂, 𝑈 > 𝛽*/𝜎𝜂} ≪ 1 − 𝛼.

Тогда поскольку случайные величины 𝜉 и 𝜂 независимы, то параметр ∆ может быть найден

из условий

𝐹0(∆) =
1

2

√
𝛼,

где

𝐹0(∆) =
1√
2𝜋

Δ∫︁
0

𝑒
−𝑥2

2 𝑑𝑥.
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Рассмотрим также семейство квадратов 𝑆Δ(𝛾), подобных 𝑆Δ, но повёрнутых отно-

сительно 𝑆Δ на угол 𝛾 ∈ [−𝜋/2, 0].

В данном случае 𝑤𝑡𝑥 и 𝑤
𝑡
𝑧 линейно зависят от 𝜉 и 𝑣

0, поэтому согласно теореме 4.5

множество

𝒲0(𝜉, 𝜂) = {(𝑤0
𝑥, 𝑤

0
𝑧) | ̃︀Φ(𝑤𝑡(𝑤0

𝑥, 𝑤
0
𝑧 , 𝜉, 𝜂)) 6 1}

является звёздчатым и односвязным. Поэтому для построения множества 𝒲0(𝜉, 𝜂) доста-

точно рассмотреть границу доверительного множества 𝑆Δ(𝛾).

Отображение (𝑤0
𝑥, 𝑤

0
𝑧) ↦→ (𝑤𝑡𝑥, 𝑤

𝑡
𝑧) области{︀

(𝑤0
𝑥, 𝑤

0
𝑧) : 𝑣0 > max{0,−𝜉}

}︀
в область {︀

(𝑤𝑡𝑥, 𝑤
𝑡
𝑧) : 𝑣𝑡 > max{0, 𝜉}

}︀
является гомеоморфизмом. Поэтому в силу теоремы 4.4 при выполнении условия 𝑣𝑡 > |𝜉|

для всех (𝜉, 𝜂) ∈ 𝜕𝑆Δ(𝛾) и (𝑤𝑡𝑥, 𝑤
𝑡
𝑧) ∈ 𝜕𝒲𝑡 для построения множества 𝒲0(𝜉, 𝜂) достаточ-

но найти для всех точек (𝜉, 𝜂) ∈ 𝜕𝑆Δ(𝛾) прообраз в пространстве (𝑤0
𝑥, 𝑤

0
𝑧) границы 𝜕𝒲𝑡

множества 𝒲𝑡.

Построим аппроксимацию доверительного множества поглощения 𝒲0 с помощью

следующего алгоритма.

Алгоритм 4.3.

1. Перебираются (𝜉, 𝜂) на границе 𝜕𝑆Δ(𝛾) множества 𝑆Δ(𝛾).

2. Для каждой точки (𝜉, 𝜂) ∈ 𝜕𝑆Δ(𝛾) находится прообраз 𝒲0(𝜉, 𝜂) в пространстве

переменных (𝑤0
𝑥, 𝑤

0
𝑧) границы множества 𝒲𝑡.

3. Находится пересечение множеств

𝒲0(𝑆Δ(𝛾)) =
⋂︁

(𝜉,𝜂)∈𝑆Δ(𝛾)

𝒲0(𝜉, 𝜂).

4. Пп. 1–3 алгоритма 4.3 повторяются для разных значений 𝛾 ∈ [−𝜋/2, 0] и строится

множество

𝒲0 =
⋃︁

𝛾∈[−𝜋,0]

𝒲0(𝑆Δ(𝛾)).

5. Множество 𝒲0 принимается за аппроксимацию доверительного множества по-

глощения 𝒲0.
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Заметим, что для корректной работы алгоритма 4.3 необходимо выполнение усло-

вия 𝑣𝑡 > |𝜉| для всех (𝜉, 𝜂) ∈ 𝜕𝑆Δ(𝛾) и (𝑤𝑡𝑥, 𝑤
𝑡
𝑧) ∈ 𝜕𝒲𝑡.

Уточним полученную оценку.

Рассмотрим теперь доверительные множества 𝑆𝑟 в форме круга

𝑆𝑟 , {(𝜉, 𝜂) | 𝜉2 + 𝜂2 6 𝑟2},

где радиус круга 𝑟 определяется из условия, что 𝒫(𝑆𝑟) = 𝛼. В данном случае в связи

с независимостью 𝜉 и 𝜂 радиус круга находится аналитически

𝑟 =
√︀
−2 ln(1 − 𝛼).

Для доверительного круга 𝑆𝑟 шаги 1–3 алгоритма 4.3 повторяются и строится мно-

жество 𝒲0(𝐵𝑟), которое является внутренней аппроксимацией доверительного множества

поглощения 𝒲0.

Полученную аппроксимацию можно еще уточнить, если рассмотреть семейство до-

верительных множеств 𝑆Δ(𝛾), где параметр 𝛾 выбирается из интервала [−𝜋, 0], и построить

множество 𝒲0 так, как это описано в алгоритме 4.3.

Поскольку

𝒲0 =
⋃︁
𝑆∈ℱ𝛼

𝒲0(𝑆),

то, взяв объединение множеств 𝒲0(𝐵𝑟) и 𝒲0, получаем более точную аппроксимацию

доверительного множества поглощения

𝒲0 ⊃ 𝒲0(𝑆𝑟) ∪𝒲0.

Можно также сдвинуть одну из границ множества 𝑆Δ(𝛾) ближе к началу координат,

сохраняя при этом вероятностную меру множества. Объединение всех таких множеств

𝒲0(𝑆Δ(𝛾)) будет образовывать внутреннюю аппроксимацию множества поглощения 𝒲0.

4.2.3. Вычислительный эксперимент

Пусть для примера

𝛼 = 0,99; 𝜎𝜉 = 1,9 [м/с]; 𝜎𝜂 = 270; 𝑤max
𝑧 = 15 [м/с]; 𝑤min

𝑥 = −25 [м/с]; 𝑤max
𝑥 = 10 [м/с].

На рис. 4.3 сплошной линией изображена граница множества 𝒲0(𝑆𝑟), а шрих-

пунктирной линией — 𝒲0(𝑆Δ).
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Рисунок 4.3. Множества 𝒲0(𝑆𝑟) и 𝒲0(𝑆Δ).

Сдвигом границ доверительного множества 𝑆Δ(𝛾) влево и последующим вращени-

ем внутреннюю аппроксимацию множества 𝒲0 можно существенно улучшить. Граница

полученного множества ̃︁𝒲0 изображена на рис. 4.4 штрихпунктирной линией. Множество̃︁𝒲0 оказывается выпуклым, хотя, как известно, объединение выпуклых множеств оказы-

вается, как правило, невыпуклым. Для сравнения граница множества 𝒲0(𝑆𝑟) изображена

сплошной линией.

Заметим, что множество ̃︁𝒲0 содержит в себе множество 𝒲0(𝑆𝑟). Это связано с тем,

что доверительное множество 𝑆𝑟 — одно и то же для всех начальных позиций системы

𝑤0, а для каждой начальной точки имеется свое оптимальное доверительное множество,

которое неизвестно. Варьируя множество 𝑆Δ(𝛾), подбираем для каждой точки 𝑤0 довери-

тельное множество лучше, чем 𝑆𝑟, поэтому множество ̃︁𝒲0 оказывается шире множества

𝒲0(𝑆𝑟).

При построении данных множеств существенно использовалась их звездчатая

структура. Граница звездчатого множества в полярных координатах описывается функ-

цией полярного угла. Поэтому пересечению множеств соответствует минимум функций,

описывающих границы, а объединению — максимум.

Границу множества ̃︁𝒲0 можно уточнить с помощью метода статистических испыта-
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Рисунок 4.4. Множества 𝒲0(𝑆𝑟), 𝒲0 и статистическая аппроксимация

ний, используя алгоритм 4.2. Статистическая аппроксимация множества 𝒲0 изображена

на рис. 4.4 точечной линией. Из рис. 4.4 видно, что получаемая статистическая аппрок-

симация доверительного множества поглощения 𝒲0 незначительно отличается от аппрок-

симирующего множества ̃︁𝒲0, но для её построения пришлось провести большой объём

вычислений.

Представляет интерес множество 𝒲0 при 𝜎𝜂 = 0. Как видно из рис. 4.5, это мно-

жество оказывается невыпуклым. При 𝜎𝜂 → ∞ прогнозируемое значение скорости ветра

оказывается распределенным в некотором кольце. Поэтому при возрастании 𝑣0 радиус

кольца увеличивается, а вероятность попадания прогнозируемой скорости ветра в множе-

ство 𝒲𝑡 монотонно убывает. Это значит, что предельная функция вероятности является

квазивогнутой, что гарантирует выпуклость ее множеств уровня. Таким образом, множе-

ство 𝒲0 становится выпуклым при достаточно большом значении 𝜎𝜂.

4.3. Выводы по главе 4

1) Предложены достаточные условия выпуклости доверительного множества поглоще-

ния.

2) Предложен детерминированный метод построения внутренней аппроксимации дове-
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Рисунок 4.5. Множество 𝒲0 при 𝜎𝜂 = 0.

рительного множества поглощения.

3) Предложен метод построения выборочной аппроксимации доверительного множе-

ства поглощения, и определён достаточный объём выборки для его построения.

4) Построены внутренние аппроксимации доверительного множества поглощения в

двухэтапной модели планирования производства.

5) Построено доверительное множество поглощения в задаче прогнозирования скорости

ветра в районе аэродрома.

Основные результаты главы опубликованы в [39,48].



Глава 5. Комплекс программ, реализующих выборочные ме-

тоды решения задач стохастического программиро-

вания

В данной главе описывается разработанный программный комплекс, предназна-

ченный для решения задач стохастического программирования с помощью выборочных

методов и приводятся результаты численных экспериментов, полученные с помощью дан-

ного программного комплекса. В разделе 5.1 приводится описание модульной архитек-

туры комплекса программ. В разделе 5.2 приведены результаты применения алгоритма,

основанного на поиске с чередующимися окрестностями, к решению одноэтапной задачи

стохастического линейного программирования с квантильным критерием. В разделе 5.3

аналогичные результаты приведены для двухэтапной задачи с квантильным критерием и

билинейной функцией потерь. В разделе 5.4 находится численное решение задачи выбора

энергосберегающих проектов, сформулированной в разделе 1.2.3. В разделе 5.5 решается

задача планирования производства с учётом действий производителя и поставщика ре-

сурсов, описанная в разделе 1.3.2. В разделе 5.6 приводятся результаты решения задачи

определения налоговой ставки из раздела 1.3.5. В разделе 5.7 приводится описание алго-

ритма, реализованного в одном из модулей программного комплекса и предназначенного

для решения задачи оптимизации площади взлётно-посадочной полосы.

5.1. Описание архитектуры комплекса программ

Алгоритмы, предложенные в работе для решения задач стохастического програм-

мирования с квантильным критерием, реализованы в программном комплексе на языке

Matlab.

Разработанный комплекс имеет модульную архитектуру. Каждый модуль предна-

значен для решения одной из следующих задач:

1) SSLPQ — одноэтапная задача стохастического линейного программирования (3.76);

2) TSBLPQ — двухэтапная задача стохастического программирования с билинейной

функцией потерь (3.95);
198
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3) BLSPQ — двухуровневая задача стохастического программирования (1.49);

4) ID — двухэтапная задача распределения инвестиций в энергосберегающие проекты

(1.45).

Для взаимодействия различных модулей, ввода и вывода данных предназначен ос-

новной модуль программы (Main). На вход модулю Main пользователь вводит векторы и

матрицы, определяющие функции из описания задач стохастического программирования,

и задаёт распределение случайных параметров. Распределение может задаваться с помо-

щью библиотеки стандартных распределений Matlab. Предусмотрен режим считывания

выборки реализаций случайных параметров из файла для работы программы, когда ис-

тинное распределение случайных параметров не известно, но доступен набор реализаций

случайных параметров. За работы со случайными параметрами отвечает модель статисти-

ки (Statistics). Модель Main в зависимости от введённой задачи запускают подпрограммы

предназначенные для её решения.

Для решения одноэтапной задачи стохастического линейного программирования из

модуля Main на вход модулю SSLPQ передаётся описание задачи в виде задающих её мат-

риц и векторов, выборка, генерируемая или загружаемая из модуля Statistics, указывается

алгоритм решения задачи 3.3 или 3.4 и их параметры. При использовании алгоритма 3.4

статистические данные подаются на вход модулю несколько раз до выполнения крите-

рия окончания алгоритма. В результате решения задачи из модуля SSLPQ в модуль Main

передаются найденные стратегии и значение критериальной функции.

Для решения двухэтапной задачи стохастического программирования с билинейной

функцией потерь из модуля Main на вход модулю TSBLPQ передаются параметры задачи,

алгоритм её решения (3.6 или 3.7) и его параметры. В результате решения задачи из мо-

дуля TSBLPQ в модуль Main передаются найденные стратегии и значение критериальной

функции.

При решении двухуровневой задачи стохастического программирования описание

задачи и статистика передаются на вход модулю BLSPQ. Выходными данными модуля

BLSPQ является найденное решение задачи и значение критериальной функции.

Двухэтапная задача распределения инвестиций в энергосберегающие проекты ре-

шается с помощью модуля ID, на вход которому поступают параметры задачи и статисти-

ка, выбираются используемые критериальные функции. Выходными данными являются
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найденные стратегии и значения критериальных функций.

Структура комплекса программ изображена на рис. 5.1.

Рисунок 5.1. Структура комплекса программ.

5.1.1. Модуль решения одноэтапной линейной задачи

Программа SSLPQ, разработанная на языке Matlab и предназначенная для решения

одноэтапной задачи стохастического линейного программирования (3.76), принимает на

вход матрицы 𝐴1 ∈ R𝑙1×𝑟, 𝐵1 ∈ R𝑙1×𝑚, 𝐴2 ∈ R𝑙2×𝑟, 𝐵2 ∈ R𝑙2×𝑚, 𝐴3 ∈ R𝑙3×𝑟, векторы 𝑏1 ∈ R𝑙1 ,

𝑏2 ∈ R𝑙2 , 𝑏3 ∈ R𝑙3 , уровень надёжности 𝛼 ∈ (0, 1). Распределение случайных параметров

либо задаётся из стандартной библиотеки, либо задаётся выборка реализаций. Возможны

два режима работы с рассматриваемым модулем:

1) решение задачи для фиксированного объёма выборки с помощью алгоритма 3.3;

2) постепенное увеличение объёма выборки с помощью алгоритма 3.4 с вызовом на

каждом шаге подпрограммы, реализующей алгоритм 3.3.

Начальное решение может задаваться несколькими способами:

1) явное задание вручную;

2) случайный выбор;
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3) запуск подпрограммы, реализующей алгоритм 3.2 поиска начального приближённого

решения.

Предусмотрена настройка параметров алгоритмов:

1) шаг ∆𝑟 ∈ (0,+∞) в алгоритме 3.2 поиска начального приближения;

2) шаг увеличения окрестностей ∆ в алгоритме 3.3;

3) максимальная ширина окрестностей 𝜈max в алгоритме 3.3;

4) шаг ∆𝑛 ∈ N, на размер которого увеличивается выборка в алгоритме 3.4;

5) критерий остановки алгоритма 3.4:

|𝜙𝛼(𝑢𝑛) − 𝜙𝛼(𝑢𝑛−Δ𝑛)| 6 𝜀

или

𝑛 > 𝑛max,

где параметры 𝜀, 𝑛max задаются пользователем.

Выходными данными являются полученное решение и значение критериальной

функции задачи (3.76).

Блок-схема алгоритма 3.4, реализованного в модуле SSLPQ, представлена на

рис. 5.2.

Примеры применения разработанного модуля приведены в разделах 5.2 и 5.7.

5.1.2. Модуль решения двухэтапной билинейной задачи

На вход программы TSBLPQ решения двухэтапной задачи стохастического про-

граммирования с билинейной функцией потерь (3.95) подаются матрицы 𝐴0 ∈ R𝑙0×𝑟,

𝐴1, 𝐴2𝑖 ∈ R𝑚×𝑟, векторы 𝑏0 ∈ R𝑙0 𝑐0 ∈ R𝑟, 𝑐1 ∈ R𝑠, 𝑐2𝑖 ∈ R𝑟, 𝑏𝑖 ∈ R𝑠 𝑎3𝑖 ∈ R𝑚, числа

𝑑𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑙, и уровень надёжности 𝛼 ∈ (0, 1). Данные параметры определяют задачу

(3.95). Распределение случайных параметров в силу постановки задачи считается гаус-

совским. Предусмотрена опция, когда вместо распределения на вход подаётся выборка

реализаций случайных параметров.

Так же, как и для одноэтапной задачи, предусмотрено три варианта задания на-

чального решения:
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Рисунок 5.2. Блок-схема алгоритма 3.4.

1) явное задание вручную;

2) случайный выбор;

3) запуск подпрограммы, реализующей алгоритм 3.5 поиска начального приближённого

решения.

Предусмотрены два режима работы с разработанным модулем:

1) решение задачи для фиксированного объёма выборки с помощью алгоритма 3.6;

2) постепенное увеличение объёма выборки с помощью алгоритма 3.7 с вызовом на

каждом шаге подпрограммы, реализующей алгоритм 3.6.
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Возможна настройка параметров алгоритмов:

1) максимальная ширина окрестностей 𝜈max в алгоритме 3.6;

2) шаг ∆𝑛 ∈ N, на размер которого увеличивается выборка в алгоритме 3.7;

3) критерий остановки алгоритма 3.7:

|𝜙𝛼(𝑢𝑛) − 𝜙𝛼(𝑢𝑛−Δ𝑛)| 6 𝜀

или

𝑛 > 𝑛max,

где 𝜀 и 𝑛max — задаваемые пользователем параметры точности.

Выходными данными являются полученное решение и значение критериальной

функции задачи (3.95).

Блок-схема алгоритма 3.7 аналогична блок-схеме алгоритма, представленного на

рис. 5.2, только вместо алгоритма 3.2 реализуется алгоритм 3.5.

Примеры применения разработанного модуля приведены в разделе 5.3.

5.1.3. Модуль решения двухуровневой задачи стохастического програм-

мирования

На вход программы BLSPQ, предназначенной для решения двухуровневой задачи

стохастического программирования с квантильным критерием (1.49), подаётся описание

функций Φ, 𝑄, 𝑐(·), 𝐵(·), 𝑏(·). Предполагается, что все указанные функцию имеют квад-

ратичную структуру, поэтому указываются только матрицы и векторы, задающие эти

функции. Случайные параметры могут задаваться несколькими способами:

1) задание дискретного распределения с помощью ряда распределения;

2) задание распределения из библиотеки Matlab;

3) задание реализации выборки неизвестного распределения случайных параметров.

Специальный модуль преобразует введённую задачу в задачу смешанного целочис-

ленного программирования. После чего полученная эквивалентная задача передаётся на
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вход программе CPLEX, предназначенной для решения задач смешанного целочисленного

программирования.

Для решения частного случая двухуровневой задачи (1.65) со случайными коэффи-

циентами в целевой функции последователя используется следующий алгоритм, заключа-

ющийся в увеличении объёма выборки до тех пор, пока не будет найдено приближённое

решение задачи.

Алгоритм 5.1.

1) Установить 𝑛 := 0. Выбрать ∆𝑛 ∈ N.

2) Получить реализации случайного вектора 𝑋:

𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, . . . , 𝑥𝑛+Δ𝑛 .

3) Увеличить объём выборки: 𝑛 := 𝑛+ ∆𝑛.

4) Найти 𝜓𝑛 и 𝑢𝑛, решив задачу (2.59), (2.60).

5) Если |𝜓𝑛 − 𝜓𝑛−Δ𝑛| > 𝜀, где 𝜀 > 0 — параметр алгоритма, задающий точность, то

перейти к шагу 2.

На шаге 3 алгоритма 5.1 запускается модуль преобразования задачи в смешанную

целочисленную задачу математического программирования. Параметры ∆ и 𝜀 задаются

пользователем.

Выходными данными являются полученное решение и значение критериальной

функции решаемой задачи.

Блок-схема алгоритма 5.1, реализованного в модуле BLSPQ, представлена на

рис. 5.3.

Примеры применения разработанного модуля приведены в разделах 5.5 и 5.6.

5.1.4. Модуль решения задачи распределения инвестиций

Модуль ID предназначен для решения двухэтапной задачи специального вида

(1.45), формулируемой в рамках модели выбора инвестиционных проектов по экономии



—205—

Рисунок 5.3. Блок-схема алгоритма 5.1.

электроэнергиии. Взаимодействие пользователя с модулем ID осуществляется через мо-

дуль Main. Помимо задачи с квантильным критерием, возможно решение и задачи с кри-

терием в форме математического ожидания:

MΦ(𝑢,𝑋) → min
𝑢∈{0,1}𝑟

. (5.1)

В зависимости от вида распределения случайного вектора спроса на электроэнергию ис-

пользуются различные алгоритмы решения задачи. В случае дискретного распределения

случайного вектора используются методы сведе́ния задач стохастического программиро-

вания к целочисленным задачам линейного программирования вида (3.15) (для квантили)

и аналогичного вида для математического ожидания:
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘Φ(𝑢, 𝑥𝑘) → min
𝑢∈{0,1}𝑟

. (5.2)
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Этот алгоритмы реализованы в подпрограммах SLPMD (для решения задачи с кри-

терием в форме математического ожидания) и SLPQD (с квантильным критерием). Для

решения задачи с критерием в форме математического ожидания используется эквива-

лентная задача (5.2). Для её решения предназначена подпрограмма ILP. Для решения

задачи квантильной оптимизации в случае гауссовского распределения случайного векто-

ра используется детерминированный эквивалент. Метод детерминированного эквивален-

та реализован в подпрограмме SLPDE. Для решения задачи квантильной оптимизации

в общем случае применяется алгоритм, основанный на построении выборочных оценок

функции квантили и их последующей оптимизации с помощью сведения к эквивалент-

ным смешанным целочисленным задачам (модуль SPEQ).

Входными данными подпрограмм SLPMD, SLPQD, ILP, SLPDE, SPEQ являются

матрицы и векторы, входящие в математические описания решаемых задач оптимиза-

ции, а также параметры используемых алгоритмов. Выходными данными указанных про-

грамм являются оптимальные стратегии и значения критерительных функций. Все ука-

занные подпрограммы взаимодействуют через основную программу модуля ID. Основная

программа, в зависимости от входных параметров модели и распределения случайного

вектора, выбирает используемый алгоритм (т. е. одну из подпрограмм, описанных выше).

После чего осуществляется запуск соответствующей подпрограммы с предварительно пре-

образованными входными данными. Выбор специальной опции позволяет также строить

графическую иллюстрацию полученного решения.

Структура модуля ID изображена на рис. 5.4.

Примеры применения разработанного модуля приведены в разделе 5.4.

5.2. Решение одноэтапной задачи

В данном разделе описываются результаты применения модуля SSLPQ разработан-

ного программного комплекса, предназначенного для решения одноэтапной задачи стоха-

стического линейного программирования с квантильным критерием.

5.2.1. Пример 1

Рассматривается одноэтапная задача стохастического линейного программирова-

ния (3.76) для следующих размерностей: 𝑙1 = 12, 𝑙2 = 8, 𝑙3 = 20, 𝑟 = 20, 𝑚 = 15. Исходные
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Рисунок 5.4. Структура модуля ID.

данные имеют вид:

𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

6 −9 −1 3 −6 10 −9 4 3 −6 7 2 1 −2 −8 1 −4 −9 −3 5
3 −9 −1 −7 3 6 9 10 −3 −2 −7 9 5 6 −10 −9 9 5 −3 2
7 7 8 −7 10 6 5 −9 2 −10 7 5 −9 −6 3 9 8 9 3 −10
6 −1 10 −3 −5 −8 −2 −1 4 4 −3 −10 9 −8 4 5 4 10 6 −10
7 6 3 2 3 5 −9 8 1 −1 6 −4 4 7 9 3 8 7 5 6
−6 4 −7 4 10 4 1 −7 −4 −5 2 1 9 −10 10 2 9 1 3 −8
−2 −1 10 8 −2 9 −1 −5 1 −5 2 −6 6 1 4 1 −10 −9 10 −8
10 −10 −8 2 10 −1 5 −5 8 −1 −3 −7 6 7 −6 1 1 1 −6 1
−2 6 −10 9 −6 −9 6 −6 −5 1 −7 6 3 8 2 −2 8 1 −10 6
4 10 2 1 −9 7 −3 4 −2 −2 9 7 4 7 −10 −5 −7 3 10 5
−5 3 4 4 8 9 2 6 −4 3 6 −9 −10 3 5 −9 −9 −10 10 9
1 −7 −3 10 −5 −3 −8 6 −2 9 9 1 1 2 6 9 7 −8 6 −9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐴2 =

⎛⎜⎝
8 8 10 8 9 1 5 3 8 7 1 3 2 4 4 9 7 7 9 6
1 5 3 3 8 10 5 2 5 8 7 5 7 7 2 5 7 9 7 7
7 10 1 8 5 6 6 1 5 6 8 7 1 2 9 10 1 5 1 6
5 10 10 1 8 3 8 6 1 6 2 9 5 4 6 9 2 3 1 6
9 8 2 1 10 2 2 2 7 3 9 3 4 10 5 1 3 2 6 5
8 10 4 4 5 1 3 6 6 3 1 4 3 4 6 4 6 7 5 4
1 6 8 4 5 2 6 9 6 2 6 5 3 1 8 7 3 10 3 8
5 5 3 9 1 8 2 6 7 8 1 7 3 8 3 10 1 8 10 6

⎞⎟⎠ ;

𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
5 3 4 4 3 2 2 1 2 3 1 5 1 1 4
2 2 5 3 2 5 1 2 3 5 5 1 2 3 1
4 3 3 4 1 2 2 5 5 3 4 5 5 4 5
3 2 3 5 5 4 4 5 5 3 2 1 5 3 1
2 3 5 4 4 5 3 5 1 2 3 4 1 4 5
2 3 3 4 2 2 4 2 4 5 5 5 1 1 4
3 3 4 2 3 2 3 5 1 1 3 5 1 5 5
5 3 3 5 1 4 1 4 1 1 4 2 2 1 2
1 5 1 1 3 4 4 5 5 1 2 3 3 3 4
2 4 2 4 3 4 5 4 3 5 1 3 1 3 5
4 5 4 5 5 1 5 3 2 4 3 4 3 5 1
2 4 4 5 2 2 3 1 2 5 2 2 4 4 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;𝐵2 =

⎛⎜⎝
1 2 5 3 2 5 5 5 1 4 2 2 5 5 5
5 4 3 2 2 1 2 4 5 1 3 1 4 2 1
4 3 2 1 2 1 2 3 5 2 1 3 4 1 4
3 5 3 3 4 4 3 5 4 4 3 3 5 1 2
2 1 1 5 3 2 5 1 5 1 3 2 4 3 4
2 2 1 1 4 4 2 1 5 2 2 4 2 1 1
3 4 4 3 3 1 4 3 4 5 3 1 4 3 3
2 5 4 4 2 3 4 5 5 4 2 1 2 3 3

⎞⎟⎠ ;

𝑏1 = (9, 8, 6, 9, 7, 8, 5, 7, 5, 9, 7, 8)⊤;

𝑏2 = (−202, −154, −149, −194, −177, −147, −187, −194)⊤;

𝐴3 = −𝐼20, 𝑏3 = 020,
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где 𝐼𝑚 — единичная матрица размера 𝑚 ×𝑚, 0𝑚 — нулевой вектор размера 𝑚. Устанав-

ливается 𝛼 = 0,65, потому что наиболее трудными для решения задачи являются уровни

𝛼 близки к 0,5.

Предполагается, что компоненты вектора 𝑋 — независимые стандартные нормаль-

ные случайные величины.

Все вычисления в этом и последующих примерах проводились на компьютере AMD

Athlon (tm) 64 Processor 3500+, 2,21 ГГц, 512 МБ ОЗУ.

С помощью ядра вероятностной меры была найдена нижняя оценка оптимального

значения критериальной функции: 12,7570.

Решение задачи начиналось при 𝑛 = 400. Для поиска точного решения задача (3.78)

сводилась к смешанной целочисленной задаче линейного программирования. Было полу-

чено решение со значением критериальной функции 19,8219. Вычисления продолжались

45 913 секунд.

Для поиска начального решения при 𝑛 = 400 использовался алгоритм 3.2. После

чего начальное решение улучшалось с помощью алгоритма 3.3 с параметрами ∆ = 0,125 и

𝜈max = 150. Заметим, что это решения оказалось точным, что можно проверить с помощью

программы CPLEX. Значение 𝑛 увеличивалось согласно 3.4. На каждом шаге оценивалось

точное значение критериальной функции 𝜙𝛼(𝑢𝑛) с помощью выборки {𝑋𝑘}𝑀𝑘=1 объёма𝑀 =

106:

𝜙𝛼(𝑢𝑛) = min{𝜙 ∈ R | 𝑃 (𝑀)
𝜙 (𝑢𝑛) > 𝛼}.

Текущее решение использовалось в качестве начального при увеличении объёма выборки

до 𝑛. Результаты вычислений представлены в таблице 5.1.

Таким образом, улучшено начальное решение 𝑢400, являющееся оптимальным для

аппроксимирующей задачи при 𝑛 = 400. Найдено решение 𝑢1200, обеспечивающее значе-

ние критериальной функции 𝜙𝛼(𝑢1200) = 20,5665. Вычислительное время представлено в

таблице 5.1. Заметим, что минимальное время потребовалось на поиск точного решения

аппроксимирующей задачи при 𝑛 = 400. Решения для больших значений 𝑛 дают большее

значение 𝜙𝛼(𝑢𝑁), что связано с трудность поиска точного решения аппроксимирующей

задачи при больших значениях 𝑛. Кроме того, известно, что оценка 𝜙𝑛 является смещён-

ной [198], но её точность увеличивается при увеличении объёма выборки. Можно заметить,

что значение 𝜙𝑛 увеличивается в ростом 𝑛
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Таблица 5.1. Результаты для нормального распределения.

𝑛 Начальное 400 800 1200 1600 2000 2400

(𝑛 = 400)

𝜙𝑛 21,2993 19,8220 19,7042 19,8525 20,2105 20,1861 20,2932

𝜙𝛼(𝑢
𝑛) 20,7361 20,8272 20,6262 20,5665 20,6002 20,5989 20,6066

𝑢𝑛

0

0

0

0

0,0765

0

0,2807

0

0,2969

0,3906

0

0,2685

0

0

0,0586

0,3033

0

0

0

0,3106

0

0,0162

0,1151

0

0,2327

0

0,0227

0

0,7215

0,6317

0

0,5323

0

0

0,1609

0,0306

0

0

0

0,3495

0

0,0166

0,0601

0

0,0575

0

0,0980

0

0,4837

0,4162

0

0,3879

0

0

0,2064

0

0

0

0

0,2618

0

0,0231

0,0799

0

0,0838

0

0,0721

0

0,4890

0,4278

0

0,3825

0

0

0,1775

0

0

0

0

0,2588

0

0,0106

0,1440

0

0,0481

0

0,1402

0

0,7931

0,5472

0

0,5615

0

0

0,2587

0

0

0

0

0,2938

0

0,0172

0,1184

0

0,0454

0

0,1077

0

0,7234

0,4826

0

0,5184

0

0

0,2198

0

0

0

0

0,2790

0

0,0159

0,1057

0

0,0331

0

0,1035

0

0,6820

0,4590

0

0,4832

0

0

0,2184

0,0147

0

0

0

0,2787

Время (с) 0,39 156,11 260,68 272,04 355,68 273,66 287,05
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5.2.2. Пример 2

Аналогичные вычисления были проведены для равномерного распределения на ин-

тервале (−3; 3). Все исходные данные такие же, как и в примере 1. Значение 𝛼 установ-

лено на уровне 0,65. Точное решение при 𝑛 = 400 обеспечивает приближённое значение

критериальной функции 29,8424. Вычисления с помощью CPLEX продолжались 44001

секунд. Как и в предыдущем примере, с помощью алгоритма 3.3 удалось найти оптималь-

ное решение при 𝑛 = 400. Вычисления продолжались 281 секунду. Полученные результаты

представлены в таблице 5.2.

Чтобы оценить точное значение функции квантили, использовалось выборка объё-

ма 106. Лучшее решение было найдено при 𝑛 = 1200. Это можно объяснить так же, как и

в предыдущем примере. Когда число реализаций увеличивается, поиск точного решения

аппроксимирующей задачи становится трудным. Затем, что несмотря на то, что распре-

деление отлично от нормального, вычислительное время отличается незначительно. Это

связано с симметрией распределения случайных факторов. Алгоритм 3.2 позволяет най-

ти хорошее начальное приближение не только для нормального, но и для равномерного

распределения.

5.2.3. Примеры большой размерности

Было сгенерировано десять примеров большой размерности. Случайные парамет-

ры распределены по стандартному нормальному закону. Для каждого примера задача

решалась сведением к смешанной целочисленной линейной задаче, которая решалась и

программой CPLEX, и алгоритмами, предложенными в работе. Каждый пример был ре-

шён для пяти значений 𝛼. Таким образом, были решены 50 задач. Размерности решае-

мых задач и результаты вычислений приведены в таблицах 5.3 и 5.4. Размерности задач

определяются параметрами 𝑟, 𝑚, 𝑙1, 𝑙2. В таблице не приведены значения 𝑙3, потому что

в решённых примерах 𝐴3 = −𝐼𝑟, 𝑏3 = 0𝑟. В таблице представлены значения критери-

альной функции задачи (3.78), обозначенные через через 𝜙𝑛, и оценки точного значения

критериальной функции. Оценки 𝜙𝛼(𝑢𝑛) получены по выборки объёма 106. Заметим, что

неравенство 𝜙𝑛 < 𝜙𝛼(𝑢𝑛), как правило, выполнено. Это связано со смещённостью оценки

𝜙𝑛. Также значения 𝑛 и длительности вычислений (в секундах) представлены в таблице.

Для рассматриваемых алгоритмов приведено значение 𝑛, для которого найдёно лучшее
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Таблица 5.2. Результаты для равномерного распределения.

𝑛 Начальное 400 800 1200 1600 2000 2400

(𝑛 = 400)

𝜙𝑛 31,6816 29,8424 29,5564 29,7533 29,9616 29,9516 30,1634

𝜙𝛼(𝑢
𝑛) 30,8493 30,7446 30,6263 30,5437 30,6471 30,6310 30,5789

𝑢𝑛

0

0

0

0

0,1203

0

0,3298

0

0,6268

0,6795

0

0,4807

0

0

0,0791

0,2937

0

0

0

0,3786

0

0,0005

0,2677

0

0

0

0,4333

0

1,5345

0,8927

0

1,0043

0,0160

0

0,6104

0

0

0

0

0,4401

0

0,0756

0,2284

0

0

0

0,3373

0

1,4599

0,8557

0

0,9496

0,0010

0

0,4551

0

0

0

0

0,4057

0

0,1158

0,2268

0

0,0247

0

0,3795

0

1,5342

0,9279

0

1,0036

0

0

0,4611

0,0001

0

0

0

0,4310

0

0,1491

0,1932

0

0,0183

0

0,4314

0

1,5181

0,9794

0

0,9881

0

0

0,4287

0,0010

0

0

0

0,3832

0

0,1481

0,2029

0

0,0495

0

0,3968

0

1,4930

1,0164

0

0,9906

0

0

0,3979

0,0105

0

0

0

0,3637

0

0,1603

0,1901

0

0,1211

0

0,3078

0

1,3949

1,0167

0

0,9985

0

0

0,3467

0,0002

0

0

0

0,3274

Время (с) 0,80 281,12 193,19 207,57 294,75 242,45 284,63
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решение, и представлен момент времени, в которых это решение было найдено.

При использовании CPLEX был установлен временно́й лимит равный 3600 секун-

дам. Из таблиц 5.3 и 5.4 видно, что удалось улучшить решение для 40 задач из 50. Для

пяти задач было найдёно то же самое решение. И только для 5 задач решение, полученное

с помощью CPLEX, оказалось лучше найденного с помощью разработанного алгоритма.

Результаты сравнивались по значению оценок функции квантили 𝜙𝛼(𝑢𝑁). Кроме того, для

39 примеров из 50, вычислительное время разработанных алгоритмов меньше времени ра-

боты программы. CPLEX. Таким образом, можно заключить, что применение алгоритмов

3.3 и 3.4 позволяет найти лучшее решение за меньшее время.

5.3. Решение двухэтапной задачи

Приведём результаты применения модуля TSBLPQ для решения двухэтапной за-

дачи стохастического программирования с билинейной функцией потерь и квантильным

критерием. Рассмотрим задачу (3.95) для следующих данных:

𝑐0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−0.4

−6

4

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑐1 =

⎛⎝6

3

⎞⎠ , 𝐶2𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑠, 𝑠 = 2, 𝐴1 = 0.1

⎛⎝1 0 0

0 1 1

⎞⎠ ,

𝐴21 =

⎛⎝1 −1 1

0 −4 2

⎞⎠ , 𝐴22 =

⎛⎝−2 3 −1

2 6 0

⎞⎠ , 𝑎31 =

⎛⎝2.5

0

⎞⎠ , 𝑎32 =

⎛⎝ 0

2.5

⎞⎠ ,

𝐵 =

⎛⎝ 2 −2,5

−2 4

⎞⎠ , 𝑑1 = 0, 𝑑2 = 0, 𝛼 = 0,8.

Вычисления проводились на ЭВМ AMD Athlon (tm) 64 Processor 3500+, 2,21 ГГц,

512 МБ ОЗУ. Результат применения алгоритма 3.7 представлен в табл. 5.5.

На каждом шаге оценивалось значение исходной функции квантили 𝜙𝛼(𝑢𝑛) по вы-

борке {𝑋𝑘}𝑀𝑘=1 объёма 𝑀 = 106. Можно заметить по табл. 5.5, что лучшее решение было

получено для выборки объёма 500. Появлению данного результата способствовали две

причины. Во-первых, решалась не исходная задача, а ее аппроксимация. Во-вторых, в

случае большого объема выборки точное решение задачи становится затруднительным.

Сформулированная задача также была решена с помощью процедуры, аналогичной

алгоритму 3.7, но в которой аппроксимирующая задача (3.78) решалась с помощью метода

имитации отжига. Полученные результаты приведены в табл. 5.6, из которых видно, что



—213—

Таблица 5.3. Решение примеров большой размерности.

Пример, 𝛼 CPLEX Алгоритмы 3.3 и 3.4

Размерность 𝑛 𝜙𝑛 𝜙𝛼(𝑢
𝑛) Время 𝑛 𝜙𝑛 𝜙𝛼(𝑢

𝑛) Время

Inst. 1, 0,6 200 17,219 18,050 270 300 17,023 18,220 94

𝑟 = 30, 0,8 300 25,008 26,836 1524 400 25,101 26,538 312

𝑚 = 20, 0,9 400 30,168 32,772 370 400 30,168 32,772 87

𝑙1 = 20, 0,95 500 34,698 37,901 349 500 34,698 37,901 2

𝑙2 = 10. 0,99 600 40,670 47,933 73 600 40,670 47,933 16

Inst. 2, 0,6 200 17,355 18,945 2037 200 18,181 18,902 37

𝑟 = 50, 0,8 250 25,609 27,767 664 350 25,093 27,647 413

𝑚 = 20, 0,9 300 30,326 34,101 658 400 30,242 33,900 314

𝑙1 = 25, 0,95 400 34,943 39,440 158 500 35,253 39,375 73

𝑙2 = 12. 0,99 600 42,628 50,064 291 800 43,226 49,453 45

Inst. 3, 0,6 150 13,307 16,979 1815 250 14,317 16,460 489

𝑟 = 70, 0,8 250 22,082 26,488 3452 350 21,722 26,190 637

𝑚 = 25, 0,9 300 28,588 33,551 737 400 29,988 32,957 793

𝑙1 = 25, 0,95 400 34,678 38,551 639 500 34,773 38,381 355

𝑙2 = 14. 0,99 600 45,588 50,134 108 700 45,419 49,621 121

Inst. 4, 0,6 150 9,431 12,709 1599 250 9,825 12,147 426

𝑟 = 90, 0,8 250 17,641 21,080 3600 350 17,122 21,022 631

𝑚 = 25, 0,9 300 23,785 28,409 1735 300 24,237 28,487 38

𝑙1 = 25, 0,95 400 28,772 34,034 406 500 28,750 33,962 466

𝑙2 = 14. 0,99 600 41,518 46,003 77 700 42,327 45,695 104

Inst. 5, 0,6 150 -10,631 -6,827 3600 250 -10,419 -7,503 1173

𝑟 = 120, 0,8 250 -0,614 3,833 3600 350 -0,093 3,628 1040

𝑚 = 30, 0,9 300 5,793 11,977 947 400 7,274 11,755 1051

𝑙1 = 30, 0,95 400 14,428 20,581 1175 400 14,773 20,358 3

𝑙2 = 16. 0,99 600 24,666 32,803 123 700 23,809 32,077 186
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Таблица 5.4. Решение примеров большой размерности

Пример, 𝛼 CPLEX Алгоритмы 3.3 и 3.4

Размерность 𝑛 𝜙𝑛 𝜙𝛼(𝑢
𝑛) Время 𝑛 𝜙𝑛 𝜙𝛼(𝑢

𝑛) Время

Inst. 6, 0,6 150 16,331 20,382 3600 250 16,343 20,368 1332

𝑟 = 160, 0,8 200 24,762 31,696 3600 300 25,090 30,500 1298

𝑚 = 30, 0,9 250 31,983 39,077 1567 250 32,859 38,665 165

𝑙1 = 35, 0,95 350 39,437 45,454 1612 450 38,613 44,377 1220

𝑙2 = 16. 0,99 500 47,257 56,653 82 600 46,921 56,294 182

Inst. 7, 0,6 150 0,520 8,077 3600 250 2,431 8,107 2185

𝑟 = 200, 0,8 200 11,605 20,510 3600 300 12,294 19,754 4863

𝑚 = 40, 0,9 250 20,417 29,298 1915 350 20,262 29,050 2830

𝑙1 = 40, 0,95 350 27,287 36,977 2443 450 28,463 36,873 1838

𝑙2 = 18. 0,99 450 38,809 51,154 116 550 37,689 50,857 317

Inst. 8, 0,6 150 7,708 15,709 3600 250 9,339 14,870 2067

𝑟 = 240, 0,8 200 19,745 27,746 3600 300 19,995 26,915 1904

𝑚 = 40, 0,9 250 28,383 37,452 3600 350 27,854 36,746 1862

𝑙1 = 40, 0,95 350 33,981 43,995 3089 450 35,639 43,231 1930

𝑙2 = 18, 0,99 450 45,456 57,903 130 550 44,594 57,420 128

Inst. 9, 0,6 150 2,652 9,606 3600 250 3,396 9,923 3206

𝑟 = 280, 0,8 200 12,388 22,356 3600 300 13,558 22,294 1873

𝑚 = 50, 0,9 250 21,162 33,361 3600 350 23,625 32,967 2347

𝑙1 = 45, 0,95 350 30,561 41,813 3600 450 31,632 41,913 1932

𝑙2 = 20. 0,99 400 42,054 57,733 131 400 42,054 57,733 2

Inst. 10, 0,6 150 14,119 23,047 3600 250 14,866 22,262 3215

𝑟 = 350, 0,8 200 25,082 35,009 3600 300 26,136 34,759 2805

𝑚 = 50, 0,9 250 32,519 45,235 3600 350 34,261 44,978 2406

𝑙1 = 50, 0,95 350 41,244 54,394 1325 450 41,218 53,163 1919

𝑙2 = 20. 0,99 350 56,952 70,701 195 350 56,952 70,701 2
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Таблица 5.5. Результаты применения поиска с чередующимися окрестностями

Начальное решение (𝑛 = 500) 𝑛 = 500 𝑛 = 1000 𝑛 = 1500

𝜙𝑛 10,0545 6,5185 7,5775 8,1310

𝜙𝛼(𝑢𝑛) 10,5598 8,1974 8,5239 8,2136

𝑢𝑛1 0 0 0,1699 0,0121

𝑢𝑛2 1,1438 1,2813 1,3774 1,2618

𝑢𝑛3 1,0492 0,2912 0,1041 0,2741

Время, с 0,16 70,71 220,53 2072,95

Таблица 5.6. Результаты применения метода имитации отжига

Начальное решение (𝑛 = 500) 𝑛 = 500 𝑛 = 1000 𝑛 = 1500

𝜙𝑛 10,0545 6,5185 7,5775 8,1178

𝜙𝛼(𝑢𝑛) 10,5598 8,1974 8,5239 8,4959

𝑢𝑛1 0 0 0,1699 0,0483

𝑢𝑛2 1,1438 1,2813 1,3774 1,1891

𝑢𝑛3 1,0492 0,2912 0,1041 0,5515

Время, с 0,16 447,93 1537,63 2739,04

описанный в статье поиск с чередующимися окрестностями позволяет найти решение за

меньшее время. При этом для 𝑛 = 500 и 𝑛 = 1000 найдено то же решение, а при 𝑛 =

1500 — близкое решение, что косвенно свидетельствует о возможности поиска близкого

к оптимальному решения с помощью разработанного алгоритма.

Чтобы найти точное решение аппроксимирующей задачи, задача (3.78) была све-

дена к смешанной целочисленной задаче линейного программирования. Для увеличения

скорости поиска, использовалось описанное выше свойство 𝛼-ядра. Эквивалентная задача

решалась с помощью CPLEX. Было получено решение с значением критериальной функ-

ции 𝜙𝑛 = 8,1138 при 𝑛 = 1500. Вычисления длились 7502 секунд.

Таким образом, видно, что с помощью предложенного алгоритма может быть най-

дено хорошее решение задачи. При этом алгоритму требуется меньшее время, чем время

вычислений с помощью CPLEX и метода имитации отжига.

Кроме того, найдена нижняя оценка 𝜙𝛼, равная 𝜓(𝐾𝛼) = 5,7352.
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5.4. Решение задачи выбора энергосберегающих проектов

В данном разделе приводится пример использования модуля ID разработанного

программного комплекса.

Рассмотрим задачу выбора энергосберегающих проектов (1.45), сформулированную

в виде двухэтапной задачи стохастического программирования с квантильным критери-

ем. Наряду с ней будем рассматривать аналогичную задачу (5.1) с критерием в форме

математического ожидания.

Будем считать, что имеются три энергосберегающих проекта со стоимостями ре-

ализаций 𝑐1 = 10, 𝑐2 = 20, 𝑐3 = 30 млн руб. Плановый период равен одному месяцу.

Первый проект позволит сэкономить 𝑎1𝑖 = 𝑎1 = 2 млн кВт·ч в 𝑖-й плановый период,

второй — 𝑎2𝑖 = 𝑎2 = 3 млн кВт·ч, третий — 𝑎3𝑖 = 𝑎3 = 4 млн кВт·ч, 𝑖 = 1,𝑚. Представ-

ленные параметры модели одинаковы для всех 𝑖 = 1,𝑚. Пусть случайные величины 𝑋𝑖,

𝑖 = 1,𝑚, независимы и имеют нормальное распределение с математическим ожиданием

𝜇1 = 𝜇2 = . . . 𝜇𝑚 = 25 млн кВт·ч и среднеквадратическим отклонением 𝜎 = 4 млн кВт·ч.

Стоимость электроэнергии составляет 𝑞𝑖 = 𝑞 = 1,2 руб. / кВт·ч, 𝑖 = 1,𝑚. Задача решалась

для уровня доверительной вероятности 𝛼 = 0,95.

В таблице 5.7 приведены результаты решения задачи с помощью разработанно-

го программного комплекса для различных параметров 𝑚, оптимальные стратегии 𝑢* =

(𝑢*1, 𝑢
*
2, 𝑢

*
3)

⊤, значения критериальных функций задач (1.45) и (5.1), а также усредненные

по периодам значения критериальных функций.

Как видно из таблицы 5.7, при увеличении количества плановых периодов увеличи-

вается количество реализуемых инвестиционных проектов. Для дополнительного анализа

эффективности проектов приведены среднемесячные издержки. При увеличении количе-

ства плановых периодов уменьшаются среднемесячные затраты.

Представляет интерес сравнение возможных издержек при реализации и нереализа-

ции инвестиционных проектов. Данная зависимость изображена на рис. 5.5. Линия 1 соот-

ветствует издержкам по квантильному критерию (без реализации проекта); линия 2 — из-

держкам по квантильному критерию (при оптимальной реализации проектов); линия 3 —

издержкам по критерию в форме математического ожидания (без реализации проектов);

линия 4 — издержкам по критерию в форме математического ожидания (при оптимальной

реализации проектов).
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Таблица 5.7. Результаты решения задачи выбора проектов.

𝑚 = 1 𝑚 = 2 𝑚 = 3 𝑚 = 4 𝑚 = 5 𝑚 = 6

𝑢1 0 0 0 0 1 1

𝑢2 0 0 0 0 0 1

𝑢3 0 0 0 0 0 0

[Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 37,896 71,167 103,676 135,792 165,656 193,341
[Φ(𝑢,𝑋)]𝛼

𝑚
37,896 35,583 34,559 33,948 33,131 32,224

M[Φ(𝑢,𝑋)] 30,000 60,000 90,000 120,000 148,000 174,000
M[Φ(𝑢,𝑋)]

𝑚
30,000 30,000 30,000 30,000 29,600 29,000

𝑚 = 7 𝑚 = 8 𝑚 = 9 𝑚 = 10 𝑚 = 11 𝑚 = 12

𝑢1 1 1 1 1 1 1

𝑢2 1 1 1 1 1 1

𝑢3 1 1 1 1 1 1

[Φ(𝑢,𝑋)]𝛼 215,291 235,933 256,488 276,969 297,388 317,753
[Φ(𝑢,𝑋)]𝛼

𝑚
30,756 29,492 28,499 27,697 27,035 26,479

M[Φ(𝑢,𝑋)] 194,400 213,600 232,800 252,000 271,200 290,400
M[Φ(𝑢,𝑋)]

𝑚
27,771 26,700 25,867 25,200 24,655 24,200

Рисунок 5.5. Среднемесячные издержки.
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Как видно из рисунка 5.5, при большом количестве плановых периодов реализация

проектов позволяет значительно сократить среднемесячные издержки. Как видно из таб-

лицы, при увеличении числа плановых периодов увеличивается число реализуемых инве-

стиционных проектов. Данная таблица даёт представление как средних издержках, так и

о квантили издержек. Для дополнительного анализа эффективности проектов приведены

среднемесячные издержки. При увеличении числа плановых периодов уменьшаются сред-

немесячные затраты. Представляет интерес сравнение возможных издержек при реали-

зации и нереализации инвестиционных проектов. Зависимость среднемесячных издержек

от числа плановых периодов изображена на рис. 5.5. Различными линиями изображены

усреднённые значения функции квантили при реализации и нереализации инвестицион-

ных проектов. Аналогичные зависимости изображены для решения задачи с критерием

в форме математического ожидания. Как видно из графика, при большом числе пла-

новых периодов реализация проектов позволяет значительно сократить среднемесячные

издержки.

5.5. Решение двухуровневой задачи планирования производства

Решим с помощью разработанного модуля TSBLPQ программного комплекса за-

дачу моделирующую взаимодействие производителя продукции и поставщика ресурсов

(1.58). Пусть параметры, описывающие постановку задачи, определены следующим обра-

зом:

𝑞 = (3; 3,6; 3,8)⊤, 𝑏 = (20; 25; 30)⊤,

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎝
4 6

7 3

5 4

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎝
4 7 5

3 2 1

2 4 6

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

�̄� = (110; 150; 180)⊤, 𝑦 = (0,5; 0,2; 0,4)⊤.

Пусть случайная величина 𝑋 имеет десять реализаций 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥10 с равными вероят-

ностями 0,1. Значения 𝑐(𝑥) и 𝑞(𝑥) приведены в таблице 5.8.

Уровень доверительной вероятности 𝛼 = 0,9. Этот уровень гарантирует получаемый

доход при девяти реализациях из десяти. Обратим внимание на то, что уровни вероятности

𝛼 ∈ (0,8; 0,9] обеспечивают такой же результат. Большие значения 𝛼 не имеют смысла
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Таблица 5.8. Исходные данные.

𝑘 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑐1(𝑥𝑘) 50 50 50 50 45 45 45 40 40 40

𝑐2(𝑥𝑘) 45 45 45 45 40 40 40 35 35 35

𝑞1(𝑥𝑘) 3 3,5 3 3,5 2,5 3 3 2 1,5 1,5

𝑞2(𝑥𝑘) 3,5 3 3,5 3 3 3,5 3 2,5 2 2,5

𝑞3(𝑥𝑘) 3,5 3,5 4 4 3,5 3,5 3,5 3 2,5 2

в решаемой задаче, поскольку будут обеспечивать стратегию, гарантирующую результат

для всех десяти реализаций, что не согласуется со стохастической постановкой задачи.

Уровни 𝛼 6 0,8 неинтересны в силу высокого риска получаемого решения.

Пусть функции, заданные в (3.23) и (3.24), определны следующим образом:

𝛾1(𝑢, 𝑥) ≡ 𝛾1, 𝛾2(𝑢, 𝑥) ≡ 𝛾2. Из (1.55) следует, что ‖𝑦‖∞ 6 150. Из неравенства 𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) 6 0

получается, что ‖𝑢‖∞ 6 60. Таким образом, −600 6 Φ(𝑢, 𝑥, 𝑦) 6 2025, 𝑄(𝑢, 𝑥, 𝑦) 6 840,

𝛾1 = 2625, 𝛾2 = 840. С помощью предложенного метод решения задачи получается экви-

валентная задача, решаемая с помощью разработанного программного комплекса:

𝜙→ inf
𝜙∈R,𝑢,𝑦1,...,𝑦𝑛,𝜆1,...,𝜆𝑛,𝛿∈{0,1}𝑛

(5.3)

при ограничениях

−𝑐(𝑥𝑘)⊤𝑢+ 𝑞⊤𝑦𝑘 − (1 − 𝛿𝑘)𝛾1 6 𝜙, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.4)

𝑇𝑢− 𝑦𝑘 − 𝑏− (1 − 𝛿𝑘)𝛾2𝑒3 6 0, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.5)

(𝑦𝑘, 𝜆𝑘) ∈ 𝑉 (𝑢, 𝑥), 𝑘 = 1, 𝑛, (5.6)
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝛿𝑘 > 𝛼, (5.7)

𝑢 > 0, 𝑦𝑘 > 0, 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.8)

где 𝑒3 вектор, составленный из трёх единиц. Поскольку 𝑌 *(𝑢, 𝑥) ̸= ∅, неравенство (3.31)
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может быть заменено на (3.39) согласно замечанию 3.1. Условие (5.6) имеет вид

𝐴𝑦𝑘 > 𝑏(𝑢), 𝑘 = 1, 𝑛, (5.9)

𝐴⊤𝜆𝑘 6 𝑞(𝑥𝑘), 𝑘 = 1, 𝑛, (5.10)

(𝐴𝑦𝑘 − 𝑏(𝑢))⊤𝜆𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.11)

(𝐴⊤𝜆𝑘 − 𝑞(𝑥𝑘))
⊤𝑦𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.12)

где

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝐼3 𝑂3

−𝐷 −𝐷

𝐼3 𝑂3

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑞(𝑥) =

⎛⎝ 𝑞

𝑞(𝑥)

⎞⎠ ,

𝑏(𝑢) =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑇𝑢

−�̄�

𝑦

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Равенства (5.11) и (5.12) нелинейны, но они могут преобразованы в линейные неравенства

с дополнительными бинарными векторами 𝜂𝑘, 𝜁𝑘 с помощью метод, изложенного в [130]:

𝜆𝑘 6 𝐿(𝑒𝑚 − 𝜂𝑘), (5.13)

𝐴𝑦𝑘 − 𝑏(𝑢) 6 𝐿𝜂𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.14)

𝑦𝑘 6 𝐿(𝑒2𝑘 − 𝜁𝑘), (5.15)

𝑞(𝑥𝑘) − 𝐴⊤𝜆𝑘 6 𝐿𝜁𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, (5.16)

где 𝐿 — достаточно большая константа. В данном примере установлено значение 𝐿 = 2500.

Таким образом, мы свели задачу (1.58) к смешанной целочисленной задаче линей-

ного программирования, в которой минимизируется значение 𝜙, определяемое через (5.3)

при ограничениях (5.4), (5.5), (5.7), (5.8), (5.13), (5.14), (5.15), (5.16). Решение задачи (5.3)

имеет вид

𝑢* = (2,99, 1,42)⊤, 𝜙*
𝛼 = −86,21. (5.17)

Отпимальная стратегия последователя, значения 𝜙*(𝑥) , Φ(𝑢*, 𝑥, 𝑦*(𝑥)) и 𝜓(𝑥𝑘) ,

, 𝑐(𝑥𝑘)
⊤𝑦*(𝑥𝑘) даны в таблице 5.9.
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Таблица 5.9. Оптимальное решение задачи последователя.

𝑘 1 2 3 4 5 6, 7 8, 9, 10

𝑦*1(𝑥𝑘) 0,5 0,5 0,5 0,5 1,35 0,5 1,35

𝑦*2(𝑥𝑘) 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

𝑦*3(𝑥𝑘) 20,64 0,4 0,4 0,4 20,64 20,64 20,64

𝑦*1(𝑥𝑘) 0,84 26,15 0 26,15 0 0,84 0

𝑦*2(𝑥𝑘) 0 0 0 0 0 0 0

𝑦*3(𝑥𝑘) 0 0 20,92 0 0 0 0

−𝜙*(𝑥𝑘) 132,9 209,8 209,8 209,8 108,3 110,8 86,21

𝜓(𝑥𝑘) 83,20 95,27 87,42 95,27 83,20 83,20 83,20

5.6. Решение задачи определения налоговой ставки

В данном разделе приводится ещё один пример использования модуля TSBLPQ раз-

работанного программного комплекса. Рассмотрим задачу (1.70) определения налоговой

ставки для следующих данных:

𝐴2 =

⎛⎝1 2

3 1

⎞⎠ ,

𝑏2 =

⎛⎝2

3

⎞⎠ ,

𝑐 =

⎛⎝5

4

⎞⎠ .

Будем считать, что издержки производства 𝑋1, 𝑋2 являются независимыми и описыва-

ются равномерным распределением на отрезке [0, 3].

Результат применения алгоритма для решения задачи при 𝛼 = 0,8 и 𝛼 = 0,95

отражён в таблице 5.10. Для удобства значение целевой функции приводится с противо-

положным знаком.

Для поиска оптимального значения стратегии лидера 𝑢𝑁 в аппроксимирующей за-

дачей перебирались её значения с шагом 0,005.

Как видно из таблицы, стабилизация значения целевой функции и стратегии на-

блюдается с 𝑛 = 7000. При этом оптимальный размер налоговой ставки для уровня на-
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Таблица 5.10. Решение задачи определения налоговой ставки

𝛼 = 0,8 𝛼 = 0,95

𝑁 𝑢𝑛 −𝜓𝑛 𝑢𝑛 −𝜓𝑛

500 0,630 2,520 0,495 1,980

1000 0,625 2,500 0,490 1,960

1500 0,625 2,500 0,490 1,960

2000 0,625 2,500 0,490 1,960

2500 0,625 2,500 0,490 1,960

3000 0,625 2,500 0,495 1,980

3500 0,625 2,500 0,495 1,980

4000 0,630 2,520 0,495 1,980

4500 0,630 2,520 0,500 2,000

5000 0,630 2,520 0,500 2,000

5500 0,625 2,500 0,495 1,980

6000 0,625 2,500 0,495 1,980

6500 0,630 2,520 0,500 2,000

7000 0,630 2,520 0,495 1,980

7500 0,630 2,520 0,495 1,980

. . . . . . . . . . . . . . .

10000 0,630 2,520 0,495 1,980
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дёжности 0,8 составляет 63%, а для уровня надёжности 0,95 — 49,5%.

График зависимости гарантированной величины сбора налогов для уровня надёж-

ности 0,8 приведён на рис. 5.6, а для уровня надёжности 0,95 — на рис. 5.7.

Рисунок 5.6. Результат при 𝛼 = 0,8.

Как и следовало ожидать, полученные графики показывают, что сбор налогов яв-

ляется низким как при низкой налоговой ставке, так и при высокой налоговой ставке.

При высокой налоговой ставке производителю невыгодно выпускать продукцию, поэтому

он уходит с рынка. Заметим, что при незначительном отклонении от оптимальной стра-

тегии государства производитель будет уходить с рынка. По этой причине полученная в

результате решения модельной задачи стратегия государства, хотя и обеспечивает макси-

мальный сбор налогов, не может быть реализована на практике.

5.7. Решение задачи оптимизации параметров взлётно-посадочной по-

лосы

В данном разделе для решения задачи оптимизации площади взлётно-посадочной

полосы (ВПП) адаптируется метод, изложенный в разделе 3.4.4, после чего для реше-

ния задачи применяется модуль SSLPQ разработанного программного комплекса. Ранее

данная задача рассматривалась в работах [53, 153], где для её решения применялся тру-
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Рисунок 5.7. Результат при 𝛼 = 0,95.

доёмкий стохастический квазиградиентный алгоритм, и в [15], где был предложен метод

поиска верхней оценки оптимального значения целевой функции. Поскольку на посадку

летательного аппарата существенное влияние оказывает ветер, невозможно точно опреде-

лить точку посадки. По этой причине влияние ветра описывается с помощью случайных

величин. Для безопасного приземления необходимо обеспечить запас по ширине и длине

ВПП. Но стоимость сооружения ВПП зависит от её площади. Требования к безопасному

приземлению моделируются с помощью вероятностных ограничений. Таким образом, фор-

мулируется задача минимизации площади ВПП при ограничениях на вероятность успеш-

ной посадки. С использованием идеи, предложенной в [53], полученная задача с помощью

специальной замены переменных сводится к задаче стохастического программирования с

квантильным критерием. Данная задача оказывается более сложной, чем рассмотренная

в первой части работы, тем не менее, разработанный алгоритм оказывается применимым

для её решения.

5.7.1. Постановка задачи

Пусть требуется найти оптимальные размеры взлётно-посадочной полосы (ВПП),

на которую планируется успешная посадка самолёта с заданной вероятностью. Пусть пло-
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щадь ВПП равна

𝑆(𝑙1, 𝑙2, 𝑧1) = 2𝑧1(𝑙0 + 𝑙1 + 𝑙2), (5.18)

где 𝑙1 — запас по длине ВПП на случай недолёта до точки посадки, 𝑙2 — запас по длине

на случай перелёта, 𝑧1 — полуширина ВПП, 𝑙0 — длина свободного пробега самолёта.

Очевидно, что переменные 𝑙1, 𝑙2, 𝑧1 должны удовлетворять ограничениям

𝑙1 > 0, 𝑙2 > 0, 𝑧1 > 0.

Предположим, что отклонение самолёта от линии посадки связано со случайной скоро-

стью ветра в продольном 𝑊𝑥 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝑥) и боковом 𝑊𝑧 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2

𝑧) направлениях, 𝑊𝑥,

𝑊𝑧 независимы. Тогда отклонения в продольном и боковом направлениях можно описать

соотношениями

𝑋 = 𝑎11𝑊𝑥 + 𝑎12|𝑊𝑧|, 𝑍 = 𝑎22𝑊𝑧.

Такая модель возникает при управлении самолётом во время посадки только с помощью

угла крена [153]. Коэффициенты 𝑎11, 𝑎12, 𝑎22 считаются известными. Посадку будем счи-

тать успешной, если выполнено вероятностное ограничение

P{−𝑙1 6 𝑋 6 𝑙2, |𝑍| 6 𝑧1} > 𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1). (5.19)

Сформулируем задачу по выбору оптимального размера ВПП

𝑆(𝑙1, 𝑙2, 𝑧1) → min
𝑙1,𝑙2,𝑧1

(5.20)

при наличии вероятностного ограничения (5.19).

5.7.2. Сведение к задаче минимизации функции квантили

Чтобы применить разработанный метод, преобразует задачу (5.20) с вероятностны-

ми ограничениями к задаче минимизации функции квантили. Произведём замену пере-

менных

𝜙 =
√
𝑆, 𝑢1 =

𝑙1
𝑙2
, 𝑢2 =

𝑙0 + 𝑙1 + 𝑙2
2𝑧1

. (5.21)

Тогда

𝑧1 =
𝜙√
4𝑢2

, 𝑙1 =
(𝜙

√
𝑢2 − 𝑙0)𝑢1
1 + 𝑢1

, 𝑙2 =
𝜙
√
𝑢2 − 𝑙0

1 + 𝑢1
. (5.22)

Вероятностное ограничение (5.19) преобразуется в ограничение

𝑃𝜙(𝑢1, 𝑢2) , P{Φ(𝑢1, 𝑢2, 𝑋, 𝑍) 6 𝜙} > 𝛼, (5.23)
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где

Φ(𝑢1, 𝑢2, 𝑋, 𝑍) , max{Φ1(𝑢1, 𝑢2, 𝑋), Φ2(𝑢1, 𝑢2, 𝑋), Φ3(𝑢2, 𝑍)},

Φ1(𝑢1, 𝑢2, 𝑋) ,
−𝑋(1 + 𝑢1)/𝑢1 + 𝑙0√

𝑢2
,

Φ2(𝑢1, 𝑢2, 𝑋) ,
𝑋(1 + 𝑢1) + 𝑙0√

𝑢2
,

Φ3(𝑢2, 𝑍) , 2|𝑍|
√
𝑢2.

После замены переменных задача (5.20), (5.19) может быть записана в виде задачи мини-

мизации функции квантили

𝜙𝛼(𝑢1, 𝑢2) → min
𝑢1>0,𝑢2>0

, (5.24)

где 𝜙𝛼(𝑢1, 𝑢2) = min{𝜙 | 𝑃𝜙(𝑢1, 𝑢2) > 𝛼}. Отметим, что функция квантили связана с

оптимизируемой площадью ВПП соотношением

𝑆 = (𝜙𝛼(𝑢1, 𝑢2))
2 . (5.25)

Полученная задача содержит только две стратегии оптимизации в отличие от исходной

задачи (5.20) с тремя оптимизационными стратегиями.

5.7.3. Алгоритм

В [153] предложено решение сформулированной задачи, которое достаточно трудо-

ёмкое. Оно основано на непосредственной оптимизации функции квантили и методе сто-

хастической аппроксимации. Предложим другой подход к решению поставленной задачи.

Вначале заметим, что функция потерь в данном случае имеет скалярную структуру (3.72).

Однако, при этом функции 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 3, не являются выпуклыми, что требовалось разделе

3.4.4. Тем не менее, применим описанный метод решения поставленной задачи. Введём

функции, определённые соотношениями

𝜙1(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) , 𝑎11𝑤𝑥 + 𝑎12|𝑤𝑧|,

𝜙2(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) , −𝑎11𝑤𝑥 − 𝑎12|𝑤𝑧|,

𝜙3(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) , 2|𝑎22𝑤𝑧|.

Рассмотрим доверительный эллипсоид

𝐵𝛼 =

{︃
(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) ∈ R2 |

(︂
𝑤𝑥
𝜎𝑥

)︂2

+

(︂
𝑤𝑧
𝜎𝑧

)︂2

6 𝑟2𝛼

}︃
, 𝑟𝛼 =

√︀
−2 ln(1 − 𝛼),
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и 𝛼-ядро вероятностной меры

𝐾𝛼 =

{︃
(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) ∈ R2 |

(︂
𝑤𝑥
𝜎𝑥

)︂2

+

(︂
𝑤𝑧
𝜎𝑧

)︂2

6 𝜌2𝛼.

}︃

Проведём дискретизацию вероятностной меры и получим точки 𝑤𝑘 = (𝑤𝑘𝑥, 𝑤
𝑘
𝑧 )

⊤, 𝑘 = 1, 𝑛,

с вероятностями 𝑝𝑘 = 1/𝑛. Поскольку нормальное распределение является непрерывным,

можно считать, что все полученные точки попарно различны.

Найдём значения функций

𝜙*
1(𝐵𝛼) , max

𝑘|𝑤𝑘∈𝐵𝛼

𝜙1(𝑤
𝑘
𝑥, 𝑤

𝑘
𝑧 ),

𝜙*
2(𝐵𝛼) , max

𝑘|𝑤𝑘∈𝐵𝛼

𝜙2(𝑤
𝑘
𝑥, 𝑤

𝑘
𝑧 ),

𝜙*
3(𝐵𝛼) , max

𝑘|𝑤𝑘∈𝐵𝛼

𝜙3(𝑤
𝑘
𝑥, 𝑤

𝑘
𝑧 ).

Будем считать, что все полученные значения положительны. С высокой вероятностью

это выполнено при достаточно большом количестве точек 𝑤𝑘. хотя функции 𝜙1(·), 𝜙2(·)

и 𝜙3(·) могут принимать отрицательные значения. Рассмотрим функции, определённые

соотношениями

Ψ1(𝐵𝛼, 𝑢1, 𝑢2) =
1

√
𝑢2

(︂
𝜙*
1(𝐵𝛼)

𝑢1 + 1

𝑢1
+ 𝑙0

)︂
,

Ψ2(𝐵𝛼, 𝑢1, 𝑢2) =
1

√
𝑢2

(𝜙*
2(𝐵𝛼)(𝑢1 + 1) + 𝑙0) ,

Ψ3(𝐵𝛼, 𝑢1, 𝑢2) = 𝜙*
3(𝐵𝛼)

√
𝑢2.

Найдём оптимальные значения �̄�𝑟1, �̄�
𝑟
2 как решение задачи

�̄�𝑟 = arg min
�̄�1>0,�̄�2>0

max{Ψ1(𝐵𝛼, �̄�),Ψ2(𝐵𝛼, �̄�),Ψ3(𝐵𝛼, �̄�)}. (5.26)

Заметим, что, хотя в данном случае получаемые функции не являются выпуклыми, но

их максимум является одноэкстремальной функцией. Вначале найдём оптимальное �̄�𝑟1,

которое минимизирует функцию

𝑢1 ↦→ Ψ12(𝐵𝛼, 𝑢) = max{Ψ1(𝐵𝛼, 𝑢),Ψ2(𝐵𝛼, 𝑢)}.

при фиксированном 𝑢2. В данном случае функция (𝑢1, 𝑢2) ↦→ Ψ1(𝐵𝛼, 𝑢1, 𝑢2) убывает по 𝑢1

при фиксированном 𝑢2, а функция (𝑢1, 𝑢2) ↦→ Ψ2(𝐵𝛼, 𝑢1, 𝑢2) возрастает по 𝑢1 при фикси-

рованном 𝑢2. Поэтому минимум из их максимумов по 𝑢1 достигается в точке пересечения
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этих функций, т. е.

�̄�𝑟1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙*
1(𝐵𝛼)/𝜙*

2(𝐵𝛼), 𝑎12 > 0,

𝜙*
2(𝐵𝛼)/𝜙*

1(𝐵𝛼), 𝑎12 < 0,

1, 𝑎12 = 1.

(5.27)

Оптимальное значение 𝑢𝑟2 находится как корень уравнения

Ψ12(𝐵𝛼, �̄�
𝑟
1, �̄�2) = Ψ3(𝐵𝛼, �̄�2),

откуда находим

�̄�𝑟2 =
𝜙*
1(𝐵𝛼) + 𝜙*

2(𝐵𝛼) + 𝑙0
𝜙*
3(𝐵𝛼)

. (5.28)

Здесь существенно используется монотонность функций Ψ1(·), Ψ2(·). В общем случае раз-

личные численные методы могут быть применены для поиска �̄�𝑟. Оптимальное значение

функции максимума, которая является оценкой сверху функции квантили, равняется

Ψ(𝐵𝛼, �̄�
𝑟
1, �̄�

𝑟
2) =

√︀
𝜙*
3(𝐵𝛼) (𝜙*

1(𝐵𝛼) + 𝜙*
2(𝐵𝛼)). (5.29)

Заметим, что хотя функция потерь не является выпуклой, выполняется оценка сверху

Ψ(𝐵𝛼, �̄�
𝑟
1, �̄�

𝑟
2) > min

𝑢1>0,𝑢2>0
𝜙𝛼(𝑢1, 𝑢2)

поскольку множество 𝐵𝛼 доверительное. Аналогично решается минимаксная задача для

ядра 𝐾𝛼. В этой задаче 𝜙*
1(𝐵𝛼), 𝜙*

2(𝐵𝛼), 𝜙*
3(𝐵𝛼) заменены 𝜙*

1(𝐾𝛼), 𝜙*
2(𝐾𝛼), 𝜙*

3(𝐾𝛼) соответ-

ственно.

Рассмотрим теперь эллипсоид 𝐵𝑅 для произвольного характерного радиуса 𝑅 ∈

(𝜌𝛼, 𝑟𝛼). Для каждого 𝑅 структура оптимального управления будет одна и та же (5.27),

(5.28), будут только меняться 𝜙*
1(𝐵𝑅), 𝜙*

2(𝐵𝑅), 𝜙*
3(𝐵𝑅). Выберем такой минимальный па-

раметр 𝑅, чтобы 𝑃𝑅 > 𝛼. Полученное решение (�̄�𝑅1 , �̄�
𝑅
2 , �̄�

𝑅
3 ) будем рассматривать как на-

чальное приближение для применения поиска с чередующимися окрестностями. Заметим,

что при вариации доверительного множества 𝑆 будут параллельно сдвигаться прямые, его

ограничивающие в пространстве переменных (𝑥, 𝑧). Характерный вид данного множество

приведён на рис. 5.8. В пространстве (𝑥, 𝑧) данное множество является прямоугольником,

в отличие от пространства переменных (𝑤𝑥, 𝑤𝑧), где данное множество является невыпук-

лым шестиугольником.
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Рисунок 5.8. Типичный вид доверительного множества.

Применяя далее метод дихотомии и деля отрезок [𝜌𝛼, 𝑟𝛼] пополам, находим решение

�̄�𝑅1 , �̄�
𝑅
2 для эллипсоида {︃

(𝑤𝑥, 𝑤𝑧) ∈ R2 |
(︂
𝑤𝑥
𝜎𝑥

)︂2

+

(︂
𝑤𝑧
𝜎𝑧

)︂2

6 𝑅2

}︃
,

при котором вероятностная мера получаемого множества 𝑆𝑅 вида (3.70) будет наиболее

близка к 𝛼, оказываясь при этом не меньшем чем 𝛼. Поэтому получаемое решение будет

давать по-прежнему оценку сверху для оптимального значения функции квантили.

Затем применим поиск с чередующимися окрестностями, чтобы улучшить получен-

ное приближённое решение. Заметим, что при варьировании доверительного множества 𝑆

его границы будут сдвигаться параллельно друг другу, что связано со скалярной струк-

турой функции потерь. Это значительно упрощает вариацию доверительного множества

на основе поиска с чередующимися окрестностями.

Пусть 𝑆 — некоторое доверительное множество, состоящее из [𝛼𝑛] точек. Оно имеет

вид

𝑆 =
{︀

(𝑤𝑘𝑥, 𝑤
𝑘
𝑧 ) | 𝜙𝑗(𝑤𝑘𝑥, 𝑤𝑘𝑧 ) 6 𝑑𝑗, 𝑗 = 1, 3, 𝑘 = 1, 𝑛

}︀
. (5.30)

Заметим, что множество 𝑆 полностью определяется двумя параметрами 𝑑1 и 𝑑2. Пара-

метр 𝑑3 определяется однозначно из условия P(𝑆) = 𝛼 по значениям 𝑑1 и 𝑑2. Введём
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окрестности 𝑂𝜈(𝑆), 𝜈 ∈ N доверительного множества 𝑆 следующим образом. Включим

в окрестность 𝑂𝜈(𝑆) множества 𝑆 четыре доверительных множества 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4. Для

построения множества 𝑆1 увеличим значение 𝑑1 таким образом, чтобы в получающееся

множество вошли ровно 𝜈 новых точек. Значение 𝑘2 при этом не меняется, а значение 𝑑3

подбирается из условия P(𝑆1) = 𝛼. Для построения множества 𝑆2 значением 𝑑1 выбирает-

ся таким образом, чтобы исключить из множества 𝑆 ровно 𝜈 точек. Как и в предыдущем

случае, значение 𝑑2 при этом не меняется, а значение 𝑑3 подбирается из условия P(𝑆2) = 𝛼.

Множества 𝑆3 и 𝑆4 строятся по аналогии с множествами 𝑆1 и 𝑆2, только изменяется зна-

чение параметра 𝑑2. Если какие-то из множеств построить не удаётся, то в окрестность

𝑂𝜈(𝑆) включается менее четырёх множеств.

Приведём алгоритм решения задачи.

Алгоритм 5.2.

1) В качестве начального приближения доверительного множества выбирается 𝑆𝑅; 𝑆 :=

= 𝑆𝑅, 𝜈 := 1.

2) Строится окрестность 𝑂𝜈(𝑆). Если в построенной окрестности есть доверительное

множество 𝑆*, для которого значение целевой функции меньше лучшего из найден-

ных, то 𝑆 := 𝑆*, 𝜈 := 1. В противном случае 𝜈 := 𝜈 + 1.

3) Если 𝜈 6 𝜈max, то шаг 2 повторяется.

Данный алгоритм реализован в программном комплексе как разновидность поиска

с чередующимися окрестностями в модуле BLSPQ, предназначенном для решения двух-

этапной билинейной задачи.

Значение 𝜈max выступает в роли параметра алгоритма.

Из теоремы 2.17 следует сходимость

min
𝑆∈ ̃︀ℱ𝛼,

(𝑢1,𝑢2)∈𝑈

Ψ(𝑆, 𝑢1, 𝑢2) → min
𝑢1>0,𝑢2>0

𝜙𝛼(𝑢1, 𝑢2) (5.31)

при 𝑛 → ∞ для почти всех реализаций последовательности {𝑥𝑘}∞𝑘=1, если множество 𝑈

компактно и содержит оптимальное решение задачи (5.24), где через ̃︀ℱ𝛼 обозначено се-

мейство доверительных множеств вида (5.30), состоящих из [𝛼𝑛] точек.
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При использовании поиска с чередующимися окрестностями можно гарантировать

лишь верхнюю границу оптимального значения критериальной функции, но, как правило,

получаемое решение оказывается близким к оптимальному решению.

5.7.4. Результаты вычислений

Пусть, согласно [153], 𝑎11 = 𝑎12 = −20 [с], 𝑎22 = 3 [с], 𝑙0 = 1500 [м], 𝜎𝑥 = 𝜎𝑧 = 5 [м/c].

Рассмотрим значения вероятности 𝛼 = 0,99, 0,999, 0,9999, 0,99999. В таблице 5.11 приведе-

ны решения задачи разными алгоритмами. Также приведено решение задачи с помощью

полного перебора доверительных множеств известной структуры оптимального довери-

тельного множества для дискретизированной вероятностной меры, полученной по 𝑛 реа-

лизациям случайного вектора. Для ускорения работы алгоритма начальное решение для

𝐵𝛼 находилось по аналитическим формулам, а промежуточное решение для 𝐵𝑅 — по вы-

борке объёма меньшего 𝑛.

Отметим, что функция потерь и оптимальное доверительное множество в рассмат-

риваемой задаче не являются выпуклыми, однако, как видно из таблицы 5.11, удаётся

найти хорошее начальное приближение для применения поиска с чередующимися окрест-

ностями. Это говорит о возможности применения разработанной методики для решения

широкого класса задач стохастического программирования с квантильным критерием для

широкого класса функций потерь.

Поскольку начальное решение оказывается близким к оптимальному, за небольшое

время удаётся с помощью поиска с чередующимися окрестностями найти решение, отли-

чающееся от оптимального не более чем на 0,001. Также заметим, что время полного пе-

ребора всех доверительных множеств оказывается большим, чем время, необходимое для

применения поиска с чередующимися окрестностями, особенно для больших значений 𝛼.

5.8. Выводы по главе 5

1) Разработан программный комплекс, реализующих выборочные метод решения задач

стохастического программирования с квантильным критерием.

2) Проверена эффективность разработанных алгоритмов на большом количестве чис-

ленных примеров.

3) Получены численные результаты решения задач выбора инвестиционных проектов,
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Таблица 5.11. Решение задачи оптимизации площади ВПП.

𝛼, 𝑛 Алгоритм 𝑙1 [м] 𝑙2 [м] 𝑧1 [м] 𝑆 [км2] Время [с]

начальное решение на 𝐵𝛼 429,0 300,0 45,5 0,203 0,2

0,99 промежуточное решение на 𝐵𝑅 395,1 278,0 42,0 0,182 1,7

105 алгоритм 5.2 444,2 262,1 39,5 0,174 0,4

полный перебор 444,7 256,7 39,5 0,174 9,3

начальное решение на 𝐵𝛼 523,9 368,9 55,7 0,267 0,1

0,999 промежуточное решение на 𝐵𝑅 491,6 346,7 52,1 0,244 0,8

106 алгоритм 5.2 534,1 328,2 50,6 0,239 0,3

полный перебор 534,1 328,2 50,6 0,239 8,9

начальное решение на 𝐵𝛼 605,5 427,3 64,2 0,325 0,5

0,9999 промежуточное решение на 𝐵𝑅 577,9 394,7 61,4 0,304 0,7

107 алгоритм 5.2 611,4 385,0 59,3 0,296 0,6

полный перебор 611,4 385,0 59,3 0,296 48,3

начальное решение на 𝐵𝛼 675,1 474,6 71,8 0,380 1,3

0,99999 промежуточное решение на 𝐵𝑅 653,3 448,8 70,0 0,362 1,2

2 · 107 алгоритм 5.2 667,2 434,9 67,2 0,350 0,4

полный перебор 667,2 434,9 67,2 0,350 47,4

определения налоговой ставки, планирования производства с учётом деятельности

поставщика ресурсов.

4) С помощью разработанного алгоритма решена задача оптимизации площади

взлётно-посадочной полосы.

Основные результаты главы опубликованы в [23,32,37,73,75,127,140,141]. Получены

свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [26,49].



Заключение

В работе получены следующие основные результаты:

1) Предложен и исследован подход к построению математических моделей слож-

ных систем, основанный на двухэтапных и двухуровневых задачах стохастического про-

граммирования с вероятностным и квантильным критериями. Предложен ряд моделей

конкретных экономических систем, включая модели планирования производства, оцени-

вания эффективности проектов, определения налоговой ставки, размещения предприятий.

2) Доказаны теоремы о свойствах критериальных функций в двухэтапных и двух-

уровневых стохастических моделях с вероятностным и квантильным критериями.

3) Для двухэтапных задач стохастического программирования доказаны теоремы

об эквивалентности априорных и апостериорных постановок, обоснован доверительный

метод.

4) Разработана процедура дискретизации вероятностной меры в стохастических мо-

делях с вероятностным и квантильным критериями.

5) Разработаны численные методы решения задач стохастического программирова-

ния с вероятностным и квантильным критериями, основанные на дискретизации вероят-

ностной меры. Доказана теоремы о достаточных условиях их их сходимости.

6) Предложены алгоритмы решения одноэтапных и двухэтапных задач стохастиче-

ского программирования с квантильным критерием, основанные на дискретизации веро-

ятностной меры и поиске с чередующимися окрестностями.

7) Разработаны два численных метода построения доверительного множества по-

глощения в статических стохастических системах: детерминированный и выборочный.

8) Разработан комплекс программ, реализующий разработанные численные мето-

ды и алгоритмы синтеза оптимальных стратегий в стохастических системах. Проведён

обширный численный эксперимент.

Исследования, проведённые в диссертационной работе, могут быть продолжены

в различных направлениях.

Во-первых, предложенные в работе методы могут быть распространены на много-

этапные и многоуровневые стохастические модели, что позволит моделировать системы
233
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ещё более сложной структуры, чем предложенные в работе, например, с несколькими

субъектами, принимающими решения в определённом порядке и обладающими различ-

ной информацией о реализациях случайных факторов задачи.

Во-вторых, представляют интерес стохастические системы, в которых на некоторых

уровнях иерархии находятся несколько игроков. Исследование подобных систем требует

обширного совместного использования методов теории игр, стохастического программи-

рования, теории управления.

В-третьих, может быть более глубоко исследована двухуровневая стохастическая

задача в том случае, когда поведение последователя описывается функцией, нелинейной

по его стратегии. Для исследования данных задач требуется активное использование ме-

тодов нелинейной и выпуклой оптимизации.

В-четвёртых, остаётся открытым вопрос о достаточном объёме выборки для ап-

проксимации задачи минимизации функции квантили в общем случае произвольной функ-

ции потерь и бесконечного множества допустимых стратегий.
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