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Аннотация. В данной работе предлагаются две методики расчета ребристых 

пластин, подкрепленных перекрестной системой ребер жесткости: методика расчета 

на прочность при определении напряженно-деформированного состояния (НДС) и 

методика расчета на устойчивость при определении критической нагрузки. Для 

реализации алгоритмов расчета применялись математические пакеты Mathcad и 

Maple. Проведен сравнительный анализ результатов, полученных по предлагаемым 

методикам, с результатами, полученными методом конечных элементов в 

программном комплексе MSC Patran/Nastran. Анализ показал хорошее соответствие 

результатов расчета, как по НДС, так и по критической нагрузке. 
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Abstract. The desire to increase the reliability of structures forces engineers and designers 

not only to turn to new materials, in particular composite materials, but also to the 

introduction of additional reinforcing elements that do not significantly affect the change in 

the weight of the structure. As such effective means is the use of stiffeners, which have 

become widespread in engineering practice. The foundations of analytical methods of 

structural mechanics applied to the problems of calculating ribbed plates and shells were 

laid by Russian scientists S.P. Timoshenko, I.G. Bubnov, P.F. Papkovich, V.V. Novozhilov, 

A.I. Birger. Currently, many scientists are also engaged in the calculation of ribbed plates 

and shells for strength and stability. In this paper, two analytical methods for calculating 

ribbed plates supported by a cross system of stiffeners are proposed: a method for 

calculating strength in determining the stress-strain state and a method for calculating 

stability in determining the critical load. The calculation of the stress-strain state and 

stability of the structures under consideration is associated with significant mathematical 

difficulties that an engineer can currently overcome with the help of modern mathematical 
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packages. In this paper, the technique of strength analysis of the stress-strain state of a ribbed 

plate is implemented in the Mathcad package, and the stability problem is successfully 

solved in the Maple package. The calculation of the strength and stability of ribbed plates 

reinforced with ribs placed crosswise or parallel to one of the sides of the plate is considered. 

The proposed computational mathematical model is based on the replacement of the original 

ribbed plate with an equivalent flat isotropic plate. The stiffness characteristics of the 

equivalent plate are calculated taking into account the contribution of the reinforcing 

elements of the ribbed plate. It is assumed that the thin-walled structure is supported by a 

sufficiently large number of ribs located at a sufficiently small distance from each other, 

which allows their "smearing" relative to the median surface of the plate.Control examples 

of calculation according to the proposed methods are given. The results of analytical 

calculations are in good agreement with the results of numerical analysis performed by the 

finite element method in the MSC.Nastran/Patran package.The proposed methods will allow 

the engineer at the stage of preliminary calculation and design of the structure to identify 

the features of its stress-strain state, such as stress concentration sites where it is necessary 

to reduce the size of the finite element grid during the refinement calculation in industrial 

packages of finite element analysis. 
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Введение 

Стремление повысить надежность конструкций заставляет инженеров и 

конструкторов не только обращаться к новым материалам, в частности к 

композиционным материалам, но и к введению дополнительных укрепляющих 

элементов, не значительно влияющих на изменение веса конструкции. В качестве 

таких эффективных средств является применение ребер жесткости, получивших 

широкое распространение в инженерной практике (рис. 1). Основы аналитических 

методов строительной механики применительно к задачам расчета ребристых 

пластин и оболочек были заложены русскими учеными С.П. Тимошенко, 

И.Г. Бубновым, П.Ф. Папковичем, В.В. Новожиловым, А.И. Биргер. 

В настоящее время многие ученые также занимаются расчетом ребристых пластин и 

оболочек на прочность и устойчивость [1] – [10].  

Расчет НДС и устойчивости рассматриваемых конструкций связан со 

значительными математическими трудностями, которые в настоящее время инженер 

может преодолеть при помощи современных математических пакетов [11-14].  

В данной работе предложенная методика прочностного анализа НДС ребристой 

пластины реализуется в пакете Mathcad, а задача устойчивости успешно решается в 

пакете Maple.  

Постановка задачи 

Рассмотрим тонкостенную пластину, подкрепленную системой перекрестных 

ребер (рис. 1).  



 
Рис. 1. Ребристая пластина 

Заданы: материал, размеры пластины a и b, толщина h, количество ребер 

параллельных осям X и Y. Ребра имеют прямоугольную форму поперечного сечения, 

заданную толщиной bp и высотой hp. Предполагается равномерное распределение 

ребер вдоль осей. Пластина нагружена равномерно распределенной нагрузкой, 

перпендикулярной к срединной плоскости. Необходимо рассчитать максимальные 

перемещения и напряжения, возникающие в пластине. 

Методика расчета на прочность 

Методика расчета ребристой пластины основана на приведении ребристой 

пластины к эквивалентной изотропной пластине в предположении примерно 

одинакового числа ребер в направлении обеих осей. Для решения задачи изгиба 

изотропной пластины предлагается методика, основанная на комбинации уравнений 

Э. Рейснера для пластин средней толщины (h/a > 1/5)  и определении НДС по теории 

тонких пластин Киргофа-Лява. 

Система дифференциальных уравнений Э. Рейснера для изгиба пластин 

средней толщины при q=const имеет вид:  
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где w(x,y)  – функция прогиба,  (x,y)  – функция сдвига, 2  – оператор Лапласа. 
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Поставленная задача имеет аналитическое решение только при условии, если 

два противоположных края пластины свободно оперты.  

Для прямоугольной пластины, два противоположных края которой свободно 

оперты (рис. 2), функции w(x,y)  и (x,y)  раскладываются в следующие ряды: 
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При шарнирном закреплении по всему контуру пластины решение системы 

дифференциальных уравнений (1) представлено формулами: 
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Рис. 2. Система координат для расчета 

пластины 
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Алгоритм расчета ребристой пластины на прочность  

1) Определение цилиндрических жесткостей Dx, Dy в направлении x и y, жесткости 

на кручение DK  и суммарной жесткости D: 
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Здесь E – модуль упругости материла пластины; G – модуль сдвига; µ – коэффициент 

Пуассона; 

3

12

p p

p

b h
J   – момент инерции ребра относительно его центра тяжести; hp и 

bp – толщина и высота ребра, соответственно; h – толщина пластины; lx и ly – 

расстояния между ребрами параллельными осям Y и X, соответственно. 

2) Определение приведенной толщины пластины по формуле: 
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  , (7) 

здесь a и b – размеры пластины; n1 и n2 – количество ребер параллельных осям Y и X, 

соответственно. 

3) Расчет прогиба по формуле (4). 

4) Определение напряженного состояния по известным  формулам для расчета 

тонких пластин по модели Киргофа-Лява.  

Контрольный пример расчета 

Исходные данные: 

Длина пластины a, мм ...................................................................... 760 

Ширина пластины b, мм .................................................................. 780 

Толщина пластины h, мм ................................................................. 3,3 



Количество ребер n1, параллельных оси Y ..................................... 3 

Количество ребер n2, параллельных оси X ..................................... 5 

Высота ребра hp, мм ......................................................................... 31,7 

Толщина ребра bp, мм....................................................................... 7 

Модуль упругости материала E, МПа ............................................. 7200 

Коэффициент Пуассона ................................................................... 0,3 

Модуль сдвига 
 2 1

E
G





, МПа .................................................. 2769 

Расчет выполнен в среде математического пакета MathCad. 

Результаты расчета представлены в таблице 1. 

 

Результаты расчета ребристой пластины на прочность 

Таблица 1 

Аналитический расчет по 

предлагаемой методике 
Расчет МКЭ в MSC Patran / Nastran 

Максимальный 

прогиб 

w, мм 

Максимальные 

эквивалентные 

напряжения 

 экв,max, кгс/мм2 

Максимальный 

прогиб 

w, мм 

Максимальные 

эквивалентные 

напряжения  

экв,max, кгс/мм2 

8,0 21,9 8,6 22 

  

Полученные результаты расчета ребристой пластины на прочность по 

предлагаемой методике хорошо согласуются с результатами численного расчета 

методом конечных элементов (Таблица 1). По данной методике было просчитано 

семь ребристых пластин, подкрепленных перекрестной системой ребер с разным 

количеством ребер и разным расстоянием между ними. Во всех случаях были 

получены хорошие результаты по перемещениям и хорошие /удовлетворительные 

результаты по напряжениям. Необходимо отметить, что хороших результатов от 



предлагаемой методики можно ожидать при достаточно большом количестве ребер 

как в направлении оси X так и в направлении оси Y. 

Постановка задачи 

Рассмотрим прямоугольную тонкостенную пластину, подкрепленную системой 

перекрестных ребер. Пластина находится в состоянии чистого сдвига и 

деформируется усилиями t, равномерно распределенными по всем четырем сторонам; 

все стороны шарнирно оперты (рис. 3). Требуется определить усилия tkр, при которых 

пластина теряет устойчивость. 

Методика расчета на устойчивость 

Ребристую пластину приводим к эквивалентной ортотропной пластине по 

формулам: 
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здесь E – модуль упругости материла пластины; G – модуль сдвига; µ – коэффициент 

Пуассона; Jp – момент инерции ребра относительно его центра тяжести; h – толщина 

пластины; lx и ly – расстояния между ребрами параллельными осям Y и X, 

соответственно. 

Расчет на устойчивость полученной ортотропной пластины проведем 

энергетическим методом Ритца-Тимошенко. Потенциальная энергия упругой 

деформации изгиба ортотропной пластины имеет вид: 
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Работа касательных сил, соответствующая малым прогибам равна: 
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Приравнивая потенциальную энергию упругой деформации к работе касательных 

сил получаем: 
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. (11) 

Задача отыскания минимума дроби (11) равносильна задаче отыскания минимума 

функционала: 
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В зависимости от формы пластинки и закрепления ее краев зададимся подходящим 

выражением для определения прогиба в виде суммы с неопределенными 

коэффициентами: 

    ,
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   (13) 

где  ,x y  – непрерывные функции, удовлетворяющие всем условиям на контуре. 

 С учетом шарнирного закрепления пластины базисные функции можно принять в 

следующем виде: 

  , sin sin
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   . (14) 

Таким образом, функция, аппроксимирующая прогиб будет выглядеть так: 
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Коэффициенты 
,i jC  следует подобрать так, чтобы  параметр t, входящий в формулу 

(12), принял наименьшее значение.  

Подставляем аппроксимирующую функцию (15) в функционал (12); находим 

производные
,i jU C  и приравниваем их к нулю. В результате получаем однородную 

систему линейных уравнений, количество которых равно количеству неизвестных 

,i jC . Для отыскания нетривиальных решений этой системы приравниваем 

определитель коэффициентов при неизвестных 
,i jC  к нулю и получаем уравнение для 

определения критической силы tкр.  

Данный метод легко распространяется на пластину с жестким закреплением 

краев; в этом случае достаточно только заменить аппроксимирующую функцию. 

Указанный алгоритм удобно реализовать в виде набора процедур в программе Maple. 

Алгоритм расчета ребристой пластины на устойчивость 

1) Определяем геометрические характеристики поперечного сечения 

подкрепляющего набора рёбер: площадь, координаты центра тяжести, момент 

инерции относительно центра тяжести. 

2) Определяем цилиндрические жесткости Dx, Dy и DK по формулам (8). 

3) Используя язык Maple, составляем подпрограммы, определяющие 

аппроксимирующую функцию (14) и (15). 

4) При помощи аналитической системы Maple находим производные 
,i jU C  для 

каждого члена ряда и приравниваем полученные выражения к нулю. Нахождение 



производных и составление системы линейных однородных уравнений также 

реализуется в виде процедуры на языке Maple. 

5) Составляется определить коэффициентов системы при неизвестных 
,i jC  и 

приравнивается к нулю. Раскрывая определитель, получаем нелинейное 

уравнение относительно неизвестного параметра нагрузки t. 

6) Решаем полученное уравнение и находим его корни. Наименьший по модулю 

корень и будет искомой критической нагрузкой tкр. 

7) Делим критическую нагрузку на толщину пластины и находим критическое 

напряжениекр. 

Контрольный пример расчета 

Исходные данные (рис. 3, 4): 

Длина пластины a, мм ...................................................................... 840 

Ширина пластины  b, мм ................................................................. 815 

Толщина пластины h, мм ................................................................. 3,0 

Количество ребер n параллельных оси X ....................................... 5 

Расстояние между ребрами L, мм  ................................................... 140 

Ширина верхней полки ребра b1, мм ............................................... 29 

Толщина верхней полки ребра  h1, мм ............................................ 3 

Высота стенки ребра  b2, мм ............................................................ 44 

Толщина стенки ребра  h2, мм ......................................................... 3 

Ширина нижней полки ребра b3, мм ............................................... 29 

Толщина нижней полки ребра  h3, мм ............................................. 3 



Модуль упругости материала E, МПа ............................................. 7200 

Коэффициент Пуассона ................................................................... 0,3 

Модуль сдвига 
 2 1

E
G





, МПа .................................................. 2769 

 
Рис. 3. Расчетная схема ребристой 

пластины 

 
 

Рис. 4. Размеры профиля 

 

Конечно-элементная модель ребристой пластины приведена на рис. 5. 

На рис.6 – результаты расчета критической нагрузки и форма потери устойчивости, 

найденные методом конечных элементов в программном комплексе 

MSC.Nastran/Patran. 

 
 

 

Рис. 5. Конечно-элементная модель 

ребристой пластины 

 
Рис. 6. Критическая нагрузка 

qкр=80 кгс/мм и форма потери 

устойчивости 
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В Таблице 2 представлены результаты расчета, выполненные по предлагаемому 

алгоритму, реализованному в пакете Maple и методом конечных элементов в 

MSC.Nastran/Patran. 

Результаты расчета ребристой пластины на устойчивость 

Таблица 2 

Критическое напряжение кр, кгс/мм2 

Аналитический расчет по 

предлагаемой методике 
Расчет МКЭ в MSC Patran / Nastran 

84 80 

 

Заключение 

Предлагаемые методики позволят инженеру на этапе предварительного расчета 

конструкции выявить особенности ее напряженно деформированного состояния 

такие как места концентрации напряжений, где необходимо сгущать конечно-

элементную сетку для дальнейшего уточняющего расчета МКЭ.  
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