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Аннотация: 

Рассматривается новый рекуррентный алгоритм вычисления коэффициентов уравнений ди-

намки в замкнутой форме для простой кинематической цепи. Он имеет вычислительную эф-

фективность О(n2) и предназначен для моделирования движения космических манипулято-

ров с вращательными шарнирами. Этот алгоритм может быть модифицирован для учета уп-

ругости звеньев и реализации параллельных вычислений. 
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Вычислительная механика системы твердых и деформируемых тел развивается с 

конца 50-х годов 20-го века, с момента появления первых серийных компьютеров. Основные 

направления развития теории моделирования динамики таких систем на современном этапе 

проанализированы в обзоре [1]. Существуют различные алгоритмы расчета коэффициентов 

уравнений динамики в замкнутой форме. Среди них вычислительно наиболее эффективным 

является рекуррентный алгоритм, впервые предложенный Ю.А Степаненко [2] и имеющий 

вычислительную эффективность )( 2nO , где n - количество степеней свободы системы. 

Позднее он был назван алгоритмом составного твердого тела (CRBA – Composite Rigid Body 

Algorithm) [3]. Он основан на многократном использовании более простого алгоритма реше-

ния обратной задачи динамики. Близким к нему по эффективности является алгоритм «ко-

сынка» [4, 5] с эффективностью )( 3nO . Его рекуррентные соотношения основаны на ана-

литической записи уравнений движения в блочно-матричной форме. Это расширяет его воз-

можности, в частности при моделировании систем деформируемых тел. В настоящей работе 

предлагается новый алгоритм расчета коэффициентов уравнений динамики механических 
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систем со структурой простой кинематической цепи, имеющий эффективность )( 2nO  и 

основанный на аналитической записи уравнений динамики. Исходной точкой для его разра-

ботки являются соотношения, полученные из уравнений Кейна [6], являющихся одной из 

форм записи общего уравнения динамики [7]. Перспективность уравнений Кейна, как теоре-

тической основы для новых алгоритмов моделирования динамики механических систем бы-

ла отмечена в обзоре [1]. 

В данной работе рассматривается механическая система в виде простой кинематиче-

ской цепи N  тел, соединенных шарнирами с одной степенью свободы во вращательном от-

носительном движении. То есть общее число степеней свободы системы равно числу ее тел 

( Nn = ). Такой вид системы обусловлен конструкцией космических манипуляторов, что, в 

свою очередь, связано с внешними условиями работы и характером операций, производи-

мых космическим манипулятором. 

В системе обозначений, принятой для описания геометрических и инерционных 

свойств механической системы, компоненты большинства векторов выражены в базовой 

(инерциальной) системе координат. При использовании локальных систем координат тел их 

номера указываются в качестве верхнего индекса векторов или матриц. Системы координат, 

используемые для описания двух смежных тел простой кинематической цепи, показаны на 

рис. 1. В −j м шарнире локальный базис jjj zyx  −j го тела движется относительно ло-

кального базиса o
j

o
j

o
j 111 −−− zyx  предшествующего, −− )1( j го тела. При этом −jα  матри-

ца преобразования поворота из o
j

o
j

o
j 111 −−− zyx  в jjj zyx , −jt вектор относительного по-

ступательного перемещения. Постоянные вектор )1(
1
−
−
j

jl  и матрица 1−jγ  определяют положе-

ние o
j

o
j

o
j 111 −−− zyx  относительно 111 −−− jjj zyx  в предшествующем, −− )1( j м теле. Инер-

ционные характеристики −j го тела определяются массой jm , радиус-вектором )( j
jd  цен-

тра масс относительно jjj zyx  и тензором инерции )( j
jI .  

 

Кинематика такой механической системы описывается рекуррентными соотноше-

ниями  

11 −−= jjj τγθ , jjj θατ = ,    (1) 

)( 111,1 j
T
jj

T
jjj tγlτr −−−− += ,    (2) 
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j

rel
j RθR = ,  )( jrel

j
T
j

rel
j TθT = , 

qRω rel
j

rel
j = , 

rel
jjj ωωω += −1 ,      (3) 

rel
jjj RRR += −1 , 

rel
jj

T
jjjj TRrTT ++= −−− 1,11

~ , 

rel
jjjj ωωεε ×+= −− 11 ,     (4) 

rel
jjjjjjj vωrEww ×++= −−−− 1,111 2 ,  (5) 

где −− jj ,1r вектор из 1−jO  в jO ; −×− )1(nq  вектор обобщенных координат; 

rel
jv , −rel

jω векторы относительных поступательной и угловой скоростей в −j м шарнире; 

−jj ωv , абсолютные скорость точки jO  угловая скорость −j го тела; 

qωR ∂∂= /)()( jrel
j

jrel
j , qvT ∂∂= /)()( jrel

j
jrel

j  и qωR ∂∂= /jj , 

qvT ∂∂= /jj −×− )3( n  матрицы; −jj w,ε векторы составляющих абсолютных уско-

рений, нелинейно зависящих от q ; −×−+= )33(~~~
jjjj ωωεE матрица; −a~ кососиммет-

рическая матрица, составленная из компонент вектора a , то есть baba ×=~ .  

Рис.1 . Системы координат смежных тел простой кинематической цепи 
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Постоянный вектор )()( j
jj

j
j m dc =  вычисляется однократно до начала процесса ин-

тегрирования уравнений движения, где m – масса звена. В базовую систему координат инер-

ционные характеристики −j го тела преобразуются с помощью соотношений  

)( j
j

T
jj cτc = , j

j
j

T
jj τIτI )(= .   (6) 

На систему действуют внешние силы и моменты 
)(

,,,
jE

jl
T

jl
E

jl fτf = , )(
,,,

jE
jl

T
jl

E
jl mτm = ,   (7) 

а также внутренние силы и моменты )()( , jJ
j

jJ
j mf  в шарнирах. 

Матрица )(qA  обобщенной инерции, имеющая размерность )( nn× , и 

−× )1(n вектор ),( qqb   обобщенных сил в уравнениях динамики в замкнутой форме  

),()( qqbqqA  =      (8) 

могут быть вычислены с использованием соотношений, полученных из уравнений 

Кейна [6] 

{ ++= ∑
=

j
T
j

T
jjj

T
j

N

j
m RcTTTqA ~)(

1
}jj

T
j

T
j

T
j

T
j RIRRcT +]~[ ,  (9) 

++= ∑
=

][),(
1

IE
j

T
j

IE
j

T
j

N

j
mRfTqqb  ][ )()()()(

1

jJ
j

Tjrel
j

jJ
j

Tjrel
j

N

j
mRfT +∑

=
, (10) 

где −)()( , jJ
j

jJ
j mf векторы сил и моментов, развиваемых приводами шарниров, а 

суммарные векторы инерционных и внешних сил и моментов определяются выражениями 

−−= jj
E
j

IE
j m wff jj cE ,  −−= jj

E
j

IE
j wcmm ~

jjj ,ωmεI − ,  (11) 

где jjjj ωωεE ~~~ +=  и jjjj ωIωm ×=,ω   

Эффективность вычисления сумм (9) и (10) составляет )( 3nO  вследствие того, что 

−× )3( n матрицы jT  и jR  входят в каждое из Nn =  слагаемых суммы (9).  

Матрицы jT  и jR  содержат одинаковые столбцы, соответствующие обобщенным 

скоростям в предшествующих шарнирах. Поэтому предлагаемый новый рекуррентный алго-

ритм основан на изменении порядка суммирования, что обеспечивает увеличение вычисли-

тельной эффективности алгоритма моделирования. С учетом составления уравнений дина-

мики космических манипуляторов в дальнейшем рассматриваются только шарниры враща-
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тельного типа. В результате этого, 0T =rel
j , что упрощает суммы (9) и (10) и уменьшает 

количество необходимых вычислений. 

На первом этапе рекуррентно вычисляются векторы ji,r  из исходного базиса каждо-

го очередного −i го тела в исходные базисы всех последующих тел 

jiiiji ,11,, ++ += rrr , 3,Nj = ; 1,2−= ji .   (12) 

После этого только при наличии в кинематической цепи поступательных шарниров 

определяются векторы, обеспечивающие расчет центробежного момента инерции механиче-

ской системы относительно каждой кинематической пары 

iii cc =,  ,  1,Ni = ;            (12a) 

jjijji m crc += ,, ,  1,1−= Ni ;  1, += iNj          (12б) 

Рекуррентное вычисление сумм, определяющие инерционные параметры подцепей 

простой кинематической цепи, а также действующие на нее суммарные силы и моменты, 

выполняется в следующей последовательности.  

1. Матрицы инерции, обусловленные удаленностью от очередного −i го шарнира 

центров масс последующих тел от последнего до −j го включительно 

N
rr
N IM =1,                  (13а) 

1,
1

1, rr
jj

rr
j ++= MIM ,   1,1−= Nj ;            (13б) 

для вычисления этих матриц необходимо  )1(9 −N  сложений. 

T
NNNiN

rr
Ni m ,1,
2,

1,
~~

−− = rrM ,  1,1 −= Ni             (14а) 

2,
1,1,1,1

2,
,

~~ rr
ji

T
jjjij

rr
ji m ++++ += MrrM ,   1,2−= Ni ; iNj ,2−=         (14б) 

Для каждой из 1−N  матриц 2,
1,

rr
Ni −M  (14а) необходимо вы-

полнить умслумумслум 9272799*)33( ++=++ =  

слум 2736 += . (ум – умножений, сл – сложений) 

Для всех матриц: 6363)2727()3636( −=−+− NслNумN  

операций. 

Для каждой из 
Структура матрицы 2,

,
rr

jiM  
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2/)23()2(2/))2()2(( 22 +−=−+−−− NNNNN  матриц 2,
,

rr
jiM  (14б) необходимо выполнить  

=+++ слумслум 999*)33( слумслумслум 3636992727 +=+++ , всего 72 операции. 

Для всех матриц: умNN 365418 2 +−  + слNN 365418 2 +− .  

Итого для матриц 2,
,

rr
jiM :  умN 1818 2 −  и слNN 92718 2 +− . 

 

T
NiN

rr
Ni ,
3,

1,
~~ rcM =− ,  1,1 −= Ni              (15а) 

3,
1,1,1

3,
,

~~ rr
ji

T
jij

rr
ji +++ += MrcM ,  1,2−= Ni ; iNj ,2−=          (15б) 

 

Для вычисления каждой из 1−N  матриц 3,
1,

rr
Ni −M  (15а) нуж-

но выполнить опслумслум 5427279*)33( =+=+  

Для всех матриц: умN )1(27 − слN )1(27 −+ , 

всего )1(54 −N  операций. 

Для вычисления каждой из 

2/)23()2(2/))2()2(( 22 +−=−+−−− NNNNN  мат-

риц 3,
,

rr
jiM  (15б) необходимо выполнить опслумслслум 63362799*)33( =+=++ ,  

Для всех матриц: умNN )275.405,13( 2 +− слNN )365418( 2 +−+ . 

2. Суммарные −× )33( матрицы инерции относительно −i го шарнира, которые 

обусловлены последующими телами от последнего до −j го ( ij ≥ ) включительно 

1,1,3,
,

3,
,

2,
,

1,,
, −=+++=∑ NiTrr

ii
rr

ii
rr

ii
rr
i

rr
ii MMMMM ; 

1,,
,

rr
N

rr
NN MM =∑ ; 

1,1;2,1,3,
1,

3,
,

2,
,

1,,
, −+=−=+++= −
∑ NijNiTrr

ji
rr

jj
rr

ji
rr
j

rr
ji MMMMM ; 

1,1,3,
1,

1,,
, −=+= −
∑ NiTrr

Ni
rr
N

rr
Ni MMM       (16) 

Для вычисления всех N  диагональных матриц rr
ii
,

,
∑M  надо 

затратить слNслN )2727()1)(9*3( −=− . 

Структура матриц rr
ji
,

,
∑M  

Структура матрицы 3,
,
rr

jiM  
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Для всех 1−N  матриц rr
Ni
,
,

∑M  последнего столбца надо затратить 

слNслN )99()1(*9 −=− . 

Для всех 2/)23()2(2/))2()2(( 22 +−=−+−−− NNNNN  матриц rr
ji

,
,

∑M  надо затратить 

((3*9)* 2/)23( 2 +− NN )сл= = слNN )275,405,13( 2 +−  

Для вычисления всех матриц rr
ii
,

,
∑M , необходимо выполнить слNN )95,45,13( 2 −− . 

3. Суммарные внешние и инерционные силы и моменты тел от последнего до −j го 

включительно  
IE
jj ff =∑ ,   Nj ,1=             (17а) 

∑
+

∑ += 1j
IE
jj fff ,   1,1−= Nj             (17б) 

IE
jj mm =∑ 1,    Nj ,1=             (18а) 

1,
1

1, ∑
+

∑ += j
IE
jj mmm , 1,1−= Nj             (18б) 

1,∑∑ = NN mm                (19а) 

1,∑∑ = jj mm + IE
kkj

j

Nk
fr ,

1 ~∑
+

=
, 1,1−= Nj            (19б) 

4. На основе приведенных выше рекуррентно вычисляемых сумм определяются непе-

ресекающиеся множества элементов симметричной матрицы обобщенной инерции )(qA  

размерности )( nn×  

rel
j

rr
ji

Trel
i

N

ij

N

i

rr
ij RMRA ,

,
1

∑

==
≥ ∑∑= , 

rr
ijij ≥≥ = AA , 

rrAqA =)(        (20) 

и непересекающиеся множества элементов −× )1(n вектора обобщенных сил ),( qqb   

1,
1

1
1

∑∑
−

=

+= ∑ N
Trel

Nj

N

j

Trel
j mRmRb , 

∑
=

=
N

j

jJ
j

Tjrel
j

1

)()(
2 mRb , 

21),( bbqqb += .      (21) 
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Для вычисления каждой из 2/)( 2 NN +  сумм rel
j

rr
ji

Trel
i

N

ij

N

i

rr
ij RMRA ,

,
1

∑

==
≥ ∑∑=  (все 

шарниры вращения с одной степенью свободы), необходимо опслум 122*)33( =+ , всего 

)(3 2 NN + умн + )(3 2 NN + сл  операций с учетом использования только ненулевых 

столбцом матриц и наличия вращения в каждом шарнире. 

Сравнительная оценка вычислительных затрат при расчете различными методами 

матрицы обобщенной инерции простой кинематической цепи из N  тел приведена в таблице 

1. Число операций, необходимых при использовании метода Степаненко, было рассчитано 

при условии использования приведенных в этой статье обозначений и кинематических со-

отношений. Оценка объема вычислений, необходимых алгоритму «косынка», взята из док-

торской диссертации [5]. 
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Таблица 1.  
Оценка вычислительных затрат при расчете матрицы  обобщенной инерции для простой ки-
нематической цепи  из N  тел при наличии только вращательных шарниров 
 

№ Вектор,  
матрица 

Число  
умножений 

Число  
сложений 

1 ∑
jm  0 N  

2 ji,r  0 35.45.1 2 +− NN  

3 J
ji ,c  NN 5.15.1 2 −  0 

4 
ji ,c  0 NN 5.15.1 2 −  

6 1,rr
jM  0 99 −N  

7 2,
,
rr

jiM  1818 2 −N  92718 2 +− NN  

8 3,
,

rr
jiM  275,405,13 2 +− NN  365418 2 +− NN  

 9 rr
ji
,

,
∑M  0 95,45,13 2 −− NN  

10 rrA  NN 33 2 +  NN 33 2 +  

11 Рекуррентный алгоритм 93936 2 +− NN  305,975,55 2 +− NN  

12 Алгоритм «косынка» NNN 9243 23 −+  NNN 5010511 23 −+  

13 Алгоритм Степаненко  NN 3838 2 +  NN 3131 2 +  

14 Рекуррентный алгоритм 
всего вычислений 395,1365,91 2 +− NN  

15 Алгоритм «косынка» всего 
вычислений NNN 5912914 23 −+  

16 Алгоритм Степаненко всего 
вычислений NN 6969 2 +  
 

Для расчета матрицы обобщенной инерции манипулятора типа SSRMS, состоящего из 

семи звеньев, шесть из которых одновременно могут быть подвижными, требуется следую-

щее количество операций 

 

Рекуррентный: умножений 1071,  сложений 1443,   всего 2514 

Косынка:  умножений 1458,  сложений 5856,   всего 7314 

Степаненко:  умножений 1596,  сложений 1302,   всего 2898 
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Алгоритм вычисления непересекающихся множеств элементов обобщенной матрицы 

инерции на основе сумм (13) – (16) и (20) имеет вид 

for  1=i  to N  

for  ij =  to N  

{ ][ ,
,

rel
j

rr
ji

Trel
i RMRAA ∑+= } 

end; end; 

Аналогично вычисление непересекающиеся множеств элементов вектора обобщенных 

сил на основе сумм (17) – (19) и (21) выполняется в соответствии со следующим алгоритмом 

for  1=j  to N  

if  Nj <   then { ∑+= j
Trel

j mRbb } 

else   { 1,∑+= N
Trel

N mRbb } 

)()( jJ
j

Tjrel
j mRbb +=  

end; 

Алгоритм «Косынка» 

Рекуррентный 
алгоритм 

Алгоритм 
Степаненко 

Рис. 2. Число операций, необходимое для вычисления матрицы обобщенной  
 инерции, как функция числа звеньев простой кинематической цепи 



 11 

Все операции с матрицами парциальных скоростей rel
jR , в том числе и умножение их 

на постоянный множитель или на −× )33( матрицу слева, производятся только с их ненуле-

выми столбцами, номера которых образуют непрерывные целочисленные множества, зада-

ваемые соответствующими начальным и конечным значениями. Поэтому добавление к мат-

рице обобщенной инерции A  обозначенного фигурными скобками очередного произведения  

{ R
T
L MMAA += } 

левого и правого сомножителей в виде −× )3( n матриц LM  и RM  осуществляется с уче-

том диапазонов ),( ,, ELBL jj , ),( ,, ERBR jj  их ненулевых столбцов и симметрии матрицы 

A  

for  BLji ,1 =  to  ELj ,  

for  11 ij =   to ERj ,  

for  1=k   to 3  

),(),(),(),( 111111 jkikjiji RL MMAA +=  

end;  

),(),( 1111 jiij AA =  

end; end; 

Аналогично добавление к вектору обобщенных сил b  обозначенного фигурными 

скобками очередного произведения 

}{ R
T
L vMbb +=  

левого и правого сомножителей в виде −× )3( n матрицы LM  и −× )13( вектора Rv  осу-

ществляется с учетом диапазона ),( ,, ELBL jj  ненулевых столбцов LM  в соответствии со 
следующим алгоритмом 

for  BLjj ,1 =  to  ELj ,  

for  1=k   to 3  

)(),()()( 111 kjkjj RL vMbb +=  

end; end; 
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Все вычисляемые рекуррентно векторные и матричные динамические суммы механи-

ческой системы выражены в ее базовой системе координат. Запись этих соотношений в ло-

кальных системах координат тел приводит к значительному росту объема вычислений. Это 

объясняется тем, что в этом случае векторные или матричные динамические суммы (12) – 

(19) должны быть выражены в локальных системах координат всех предшествующих тел ки-

нематической цепи. 

Таким образом, получен новый рекуррентный алгоритм расчета инерционных коэф-

фициентов уравнений динамики в замкнутой форме. Его вычислительная эффективность 

оценивается как )( 2nO . В частности, для простой кинематической цепи только с шарнирами 

вращения для вычисления матрицы обобщенной инерции необходимо выполнить 

395,1365,91 2 +− NN  операций умножения и сложения. Метод Степаненко обладает 

сравнимой вычислительной эффективностью, он параллелизуем, поскольку каждый столбец 

матрицы инерции может вычисляться отдельно, но определен только для жестких звеньев 

механической системы, и поэтому не позволяет учесть упругость в виде функций формы. 

Предлагаемый алгоритм также параллелизуем – позволяет реализовать параллельное вычис-

ление промежуточных сумм и матрицы инерции. Но, в отличие от алгоритма Степаненко, его 

основой являются условия равновесия, выраженные в форме общего уравнения динамики, 

эквивалентной записью которого являются уравнения Кейна. Поэтому предлагаемый алго-

ритм может быть доработан для описания динамики простой кинематической цепи деформи-

руемых тел с использованием функций формы. Это позволит разрабатывать более адекват-

ные и вычислительно эффективные модели космических манипуляторов. 
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