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Исследована проблема теплового удара при резком охлаждении поверхности твердого 
(массивного) тела в терминах динамической термоупругости на основе обобщенного урав-
нения энергии – уравнения нестационарной теплопроводности гиперболического типа с уче-
том конечной скорости распространения теплоты. Изучены различные режимы внезапного 
охлаждения: температурный, тепловой, средой, приводящие к появлению во внутренних се-
чениях твердого тела напряжений растяжения, в отличие от аналогичных случаев внезапно-
го нагрева, создающих напряжения сжатия. Найдены точные аналитические решения серии 
краевых задач динамической термоупругости, проведены численные эксперименты, опи-
саны его особенности. Показано, что в твердом теле образуется два фронта волн – фронт 
упругой волны и фронт тепловой. В зависимости от соотношения скоростей их распростра-
нения упругая волна либо предшествует тепловой, либо отстает от нее. Проведено сравне-
ние с классическим случаем динамической термоупругости при охлаждении. Показано, что 
в последнем случае наличие конечного теплообмена с поверхности твердого тела приводит 
к отсутствию разрывов температурных напряжений, в то время как для обобщенной дина-
мической задачи характер напряжений остается таким же, как и при бесконечно большом 
значении коэффициента теплообмена (что означает наличие граничного условия первого 
рода – температурное охлаждение). При этом учет тепловой инерции в уравнении теплопро-
водности гиперболического типа и в граничном условии третьего рода приводит к уменьше-
нию динамических температурных напряжений, но с увеличением теплообмена на поверх-
ности твердого тела динамические температурные напряжения увеличиваются. Этим самым 
установлен наиболее опасный режим охлаждения – температурное охлаждение.

Ключевые слова: тепловой удар, конечная скорость распространения теплоты, динами-
ческие термоупругие напряжения, напряжения растяжения.

Введение

Проблема термического удара – одна из цен-
тральных в термомеханике, актуальность кото-
рой возросла в последние десятилетия в связи 
с созданием мощных излучателей энергии и их 
использованием в различных технологических 
операциях. Ее исследования на основе моделей 
динамической и квазистатической термоупругос-
ти получили широкое развитие: изучены физичес-
кие закономерности термонапряженного состоя-
ния в изотропных и анизотропных твердых телах 
на основе классической феноменологии  Фурье 
о распространении теплоты в твердых телах [1–3] 

и в значительно меньшей степени с учетом ко-
нечной скорости распространения теплоты [4, 5]; 
развита обобщенная теория сопряжения термо-
механических полей с полями различной физичес-
кой природы (электрическими, магнитными) [4]; 
сформулированы определяющие соотношения ли-
неаризированной теории с учетом тепловой па-
мяти [6]; установлена связь микроскопического 
поведения сплошной среды с внутренними па-
раметрами состояния и скоростью изменения их 
во времени [7]. Накоплено значительно количест-
во публикаций, описывающих проблему теплово-
го удара при резком нагреве твердых тел. Прове-
денные исследования этой проблемы выполнены 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №7-8

335THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

в основном для большинства технически важных 
материалов, подчиняющихся закону Гука. В соот-
ветствующих математических моделях в терми-
нах динамических, квазистатических или стати-
ческих задач термоупругости материал считается 
однородным и изотропным, термомеханические 
коэффициенты являются постоянными величи-
нами, не зависящими от температуры, и рассмат-
риваемые разности температур не слишком ве-
лики, т. е. температура не превышает некоторого 
предельного значения, зависящего от материа-
ла, и напряжения не достигают границы текучес-
ти. Считается [3], что при относительно низком 
уровне температур и напряжений, поведение ши-
рокого класса материалов находится в хорошем 
соответствии с теорией термоупругости. Систе-
матизация результатов, накопленных в этой облас-
ти термомеханики, дана в обзорах [8, 9] и кни-
гах [3, 10]. В то же время практически открытым 
вопросом являются исследования термомехани-
ческой реакции твердых тел при резком охлаж-
дении их поверхности, причем как в рамках урав-
нения теплопроводности параболического типа, 
так и на основе обобщенного уравнения энергии 
(уравнения гиперболического типа). Практичес-
кая ценность таких исследований очевидна, если 
учесть, например, что интенсивному тепловому 
воздействию (охлаждению и нагреву) подверга-
ются поверхности авиационно-космических ап-
паратов и пусковых установок. Настоящая публи-
кация продолжает исследования в этой области 
и дает дальнейшее развитие указанной проблемы.

1. Математическая модель

Пусть D – конечная или частично ограничен-
ная выпуклая область пространства M (x, y, z), 
находящаяся в условиях термонапряженно-
го состояния; S – кусочно-гладкая поверхность, 
ограничивающая область D;  – 
внешняя нормаль к S, вектор, непрерывный на S; 
T (M, t) – распределение температуры в области D 
при t > 0; T0 – начальная температура, при которой 
область находится в недеформированном и не-
напряженном состоянии. Пусть σij (M, t), ξij (M, t), 
Uij (M, t) – соответственно компоненты тензоров 
напряжения, деформации и вектора перемеще-
ния, удовлетворяющие основным уравнениям 
(несвязанной) термоупругости (в индексных обо-
значениях):

 

  (1)
   

 

где i, j = x, y, z и e (M, t) = εij (M, t) – объемная дефор-
мация, связанная с суммой нормальных напряже-
ний σ (M, t) = σij (M, t) соотношением 

   
(2)

К соотношениям (1) и (2) следует присоеди-

нить граничные условия 

, t > 0 на той части поверхности, где за-
даны напряжения, и граничные условия 
Ui (M, t) = φi (M, t), , t > 0 на той части по-
верхности, где заданы перемещения. В (1) и (2) 
ρ – масса единицы объема материа ла; ν – коэф-
фициент Пуассона; αT – коэффициент линейно-
го теплового расширения; σij – символ Кронеке-
ра; G – модуль сдвига. Остановимся подробнее 
на температурной функции T(M, t), входящей 
в (1). Термонапряженное состояние области D 
при t > 0 может возникать при различных режи-
мах теплового воздействия на границу S, созда-
ющих термический удар. В рамках классической 
феноменологии Фурье [2, 3] к ним можно от-
нести наиболее распространенные на практике 
случаи: температурный нагрев T(M, t) = Tc(Tc > T0), 

, t > 0; теп ловой нагрев ∂T(M, t)/∂n = –(1/λT)q0, 
, t > 0 (λT – теплопроводность материала, 

q0 – плотность теплового потока); нагрев сре-
дой ∂T(M, t)/∂n = h[T(M, t) – Tc], , t > 0 (Tc > T0) 
(h – относительный коэффициент тепло обмена). 
В равной степени могут быть рассмотрены и слу-
чаи (резкого) охлаждения. В последние годы 
усилился интерес к гиперболическим моделям 
теп лопроводности с учетом конечной скорости 
распространения теплоты [3, 4, 6, 12–15]. В ос-
нове этого направления инженерной теплофизи-
ки лежит обобщенное феноменологическое соот-
ношение Максвелла–Каттанео–Лыкова–Вернотта 

 
,  (3) 

приводящее к уравнению теплопроводности ги-
перболического типа 
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.  (4) 

Краевые задачи для уравнения (4) получили 
название «обобщенные задачи нестационарной 
теплопроводности». Входящая в (4) величина τr – 
время релаксации теплового потока, связанное 
со скоростью распространения теплоты υT соотно-
шением . Не останавливаясь подробно 
на теплофизических процессах, связанных с урав-
нением (4), заметим, что к их числу относятся вы-
сокоинтенсивные нестационарные процессы, вре-
мя протекания которых сопоставимо со временем 
релаксации τr. Последнее как раз характерно для 
тепловых ударов, где инерционный эффект, отра-
женный в уравнении движения (1) и согласно [16] 
протекающий во времена микросекундной дли-
тельности, имеет существенное значение. В ли-
тературных источниках приводятся достаточно 
малые значения величины τr, в среднем для метал-
лов, стекол и полимеров в интервале 10 –11 –10 –5 с. 
Это вытекает из соотношения τr = a/υ2

T, где под υT 
понимается скорость распространения внутрен-
ней энергии в твердых телах, близкая к скоро-
сти звука. Считается, что опытные измерения τr 
во многих случаях не представляются возможны-
ми. Тем не менее, в последние десятилетия этому 
вопросу в теплофизике стало уделяться повышен-
ное внимание, учитывая его большое значение 
для многих направлений науки и техники. Так, 
в работах [17, 18] приводятся опытные и расчет-
ные данные, показывающие, что под υT следует 
понимать скорость распространения тепловых 
волн, которая на несколько порядков меньше ско-
рости звука. Тогда τr для твердых тел достига-
ет значений от долей секунды до нескольких се-
кунд. В работе [18] высказано предположение, что 
в телах с однородной структурой под υT следует 
понимать скорость звука, а в телах с неоднород-
ной – скорость распространения тепловых волн. 
По-видимому, вопрос о природе величины υT тре-
бует продолжения исследования.

2. Уравнение совместности 
в напряжениях для динамических задач 
термоупругости. Постановка проблемы

Опуская длительные громоздкие выкладки 
(подробности в [10]), в соотношениях (1) для 
геометрических уравнений исключили компо-

ненты вектора перемещения, что дает уравне-
ния совместности в деформациях; подставляя 
в эти уравнения соответствующие выражения де-
формаций через напряжения, получим основное 
уравнение совместности в напряжениях для ди-
намических задач:

 

  
 (5)

 

 

  
.

В качестве применения соотношения (5) рас-
смотрим случай, имеющий большое значение 
для многих практических приложений [4–6, 10]. 
Упругое полупространство z ≥ 0, первоначаль-
но находящееся при температуре T0, подвергает-
ся на границе различным режимам охлаждения, 
создающим тепловой удар, а именно: темпера-
турному охлаждению температурой Tc (Tc < T0, 
температурная функция T1(z, t)), либо теплово-
му охлаждению потоком теплоты q0 (темпера-
турная функция T2(z, t)), либо охлаждению сре-
дой температуры Tc (Tc < T0, температурная 
функция T3(z, t)). В этих условиях при одномер-
ном движении величины Ux = Uy = 0; Uz = Uz(z, t);  
εzx = εzy = εxx = εyy = εxy = 0; εzz = εzz(z, t) напряжения 
σij = 0 для i ≠ j и σij = σij(z, t) для i = j. Уравнение (5) 
для свободной от напряжений границы тела при-
водит к следующей динамической задаче термо-
упругости 

  (6)
 ; 

  
;  (7)

 

  ;  (8) 

где 

 
 (9) 

– скорость распространения волны расшире-
ния в упругой среде, близкая к скорости звука. 
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Остальные компоненты тензора напряжения, от-
личные от нуля, согласно (1) и (2) имеют вид:

  (10) 

 
при этом 

 
.  (11)

 
Уравнение (6) впервые получила В. И. Дани-

ловская непосредственно из соотношений (1), (2) 
и независимо от нее Т. Мура (ссылки в [10]), ко-
торый, по-видимому, не знал о ранней и более об-
щей работе Даниловской.

Температурная функция Ti(z, t), входящая 
в (6)–(11), есть решение задачи:

 
  (12) 

 
 (13) 

  (14) 

 
 (15) 

   (16)
  

   (17) 
В безразмерных переменных 

  

 

 

где ,

и задача (6)–(8), (12)–(17) будет иметь вид:

 
 (18) 

 
 (19) 

  (20) 

 
 (21)

 

 
 (22)

 

  (23) 

 
 (24) 

  (25)
 

  (26) 

3. Динамическая реакция твердого тела 
на охлаждение его поверхности

В пространстве изображений по Лапласу 

  

 
решение тепловой задачи (21)–(26) имеет вид:

 
 (27) 

  

(28) 
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Напряжение Напряжение  при найденном соотно-
шении (27) записывается в виде:

   
(29)

  (30)

 

  (31)

где 

При нахождении оригиналов в (29)–(32) сле-
дует обратить внимание на величину парамет-
ра β = νp/νT. Так, для органического стекла β = 0.4, 
для кварца и кремния β = 0.7, т. е. β < 1; для стали 
β = 3.4, кристалла и алюминия – β = 1.8, т. е. β > 1. 
Величина параметра β играет определяющую 
роль в записи интервалов изменения напряжения 
σξξ и в выборе основных соотношений операци-
онного исчисления при переходе к оригиналам 
в (29)–(32). Предварительно приведем полезные 
соотношения, отсутствовавшие в известных спра-
вочниках по операционному исчислению:

 
 (33)

 
 (34)

  
(35)

Здесь  – вещественная функция, которая остается ограниченной при любых 

вещественных τ. При этом  – функция Ла-

пласа. Заметим, что оригиналы изображений (29) (для i = 2, 3) сводятся к (33)–(35).
Находим из (29)–(32) для напряжений:

при β < 1:

  

(36)

где 

 

 (37)

  (38)

 
 (39)

 

(32)
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 (40)

  (41)

 

при β > 1 

 

 (42)

где 

  

, (43)

  , (44)

 
 (45)

    
 (46)

 

 

  (47) 

Приведем для сравнения соответствующие модельные представления в рамках классичес-
кой феноменологии Фурье (в (12) τr = 0, в (18) β2 = 1) в условиях температурного охлаждения 
T1(z, t)|z = 0 = Tc(Tc < T0), t > 0, теплового охлаждения [∂T2(z, t)/∂z]|z = 0 = (q0/λT), t > 0, охлаждения средой  
[∂T3/∂z]|z = 0 = h[T3(z, t)|z = 0–Tc], (Tc – T0), t > 0. В безразмерных переменных 
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находим для напряжения в пространстве изображений 

 

 
в пространстве оригиналов 

 
 (48)

Здесь компоненты  и  имеют значения:
– в случае температурного охлаждения (i = 1) 

 

 (49)

– в случае теплового охлаждения (i = 2) 

 

 (50)

– в случае охлаждения средой (i = 3) 

 

 (51) 

Здесь Ф*(z) = 1– Ф(z).

Физический анализ решений

Как следует из (36), (42), напряжение σξξ(ξ, τ) 
в фиксированной точке области ξ > 0 возникает 
спустя время τ = ξ, если β < 1(υp< υτ) после воз-
действия источника теплоты на границу полу-
пространства. Но в отличие от классической фе-
номенологии Фурье (48) соотношения (36), (42) 
показывают наличие двух скачков напряжения: 
один – на фронте тепловой, другой – на фронте 
упругой волны, идущих соответственно со скоро-
стями υτ и υp. На рис. 1–3 приведены графики за-
висимости напряжения от безразмерного времени 

в сечении ξ = 2. Расчеты выполнены по формулам 
(36)–(47). На рис. 4 представлены соответству-
ющие кривые динамических термоупругих на-
пряжений, рассчитанные по формулам (48)–(51) 
на основе уравнения параболического типа. Рас-
четы выполнены для значений β = 0.4 (органичес-
кое стекло), β = 0.7 (кварц, кремний), β = 1.8 (крис-
таллы, алюминий), β = 3.4 (сталь).

Из графиков видно, что учет конечной ско-
рости распространения теплоты приводит к су-
щественному изменению картины динамичес-
ких температурных напряжений по сравнению 
с данными на рис. 4. Прежде всего образуется 
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два фронта волн. Рассмотрим фиксированное се-
чение внутри полупространства ξ > 0. При β > 1 
напряжения в сечении равны нулю. В момент 
времени τ = ξ/β к этому сечению подходит про-
дольная упругая волна напряжения, фронт кото-
рой движется со скоростью υp: возникает скач-
ком растягивающее напряжение, которое дальше 
уменьшается. В момент времени τ = ξ к этому се-
чению подходит тепловая волна, фронт которой 
движется со скоростью υT: напряжение, изменя-
ясь скачком, уменьшается и далее асимптотичес-
ки стремится к нулю. При β < 1 в рассматрива-
емое сечение в момент времени τ = ξ приходит 
тепловая волна, фронт которой движется со ско-
ростью υT: возникает скачком растягивающее на-
пряжение, которое дальше возрастает. В момент 
времени τ = ξ/β к сечению подходит продольная 
упругая волна, что вызывает скачкообразное из-
менение напряжения и его дальнейшее умень-
шение до нуля. Следует также отметить: если 
в классическом случае наличие конечного тепло-
обмена на поверхности полупространства при-
водит к исчезновению разрывов температурных 
напряжений, то в случае обобщенной динами-
ческой задачи термоупругости характер напря-
жений остается таким же, как и при бесконечно 
большом значении теплообмена (граничное ус-
ловие теплообмена первого рода). Как показыва-
ют данные на рис. 1–4, условия резкого охлаж-
дения приводят к возникновению во внутренних 
сечениях твердого тела напряжений растяжения 
и являются более опасными по сравнению с ре-
жимом нагревания, вызывающим напряжения 
сжатия [10, 19].

На рис. 5 представлены кривые изменения 
σξξ(ξ, τ) в сечении ξ = 2 при β = 0.7, Bi* = 0.3, позво-

ляющие провести сравнительный анализ различ-
ных режимов охлаждения: температурного (23), 
теплового (24) и средой (25). Первый режим 
по сравнению со вторым и третьим связан с по-
явлением как растягивающих, так и (в меньшей 
степени) сжимающих напряжений и является 
наиболее опасным по сравнению с остальными. 
Интересно отметить (см. рис. 4), что в классичес-
ком случае (48) при тепловом ударе наиболее 

Рис. 1. Зависимость напряжения σξξ от времени в сечении ξ = 2 
при температурном охлаждении: 1 – β = 0.4; 2 – 0.7; 3 – 1.8; 
4 – 3.4 

Рис. 2. Зависимость напряжения σξξ от времени в сечении ξ = 2 
при тепловом охлаждении: 1 – β = 0.7; 2 – 1.8; 3 – 3.4 

Рис. 4. Зависимость напряжения σξξ от времени в сечении ξ = 1: 
1 – температурное охлаждение; 2 – тепловое охлаждение; 3 – 
охлаждение средой (Bi = 0.3).

Рис. 3. Зависимость напряжения σξξ от времени в сечении ξ = 2 
при охлаждении средой: Bi* = 0.3; 1 – β = 0.4; 2 – 0.7; 3 – 1.8; 
4 – 3.4 
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опасным является именно режим внезапного тем-
пературного охлаждения.

Представляет интерес получить расчетные 
инженерные формулы скачка напряжений σξξ 
на фронте термоупругой волны. Для этого вос-
пользуемся теоремой запаздывания [2] 

  
откуда видно, что в точке t0 происходит скачок 
функции f (t) Величина скачка рассчитывается 
по формуле 

 
Находим, используя (30), (31):

  

 (52) 

Выражения (52) дают возможность качествен-
но и количественно оценить степень опасности 
теплового воздействия на упругий материал, так 
как соотношения (52) можно считать верхней 
оценкой максимума σξξ, величина которого опре-
деляется условиями внешнего нагрева, тепловы-
ми и упругими свойствами материала. В то же 
время в (52) наглядно проявляется роль парамет-
ра β: при уменьшении разности скоростей рас-
пространения звука и теплоты в среде величина 

скачка напряжений возрастает, что создает реаль-
ную опасность разрушения материала.

Выводы

Исследована термическая реакция твердо-
го (массивного) тела на тепловой удар при рез-
ком охлаждении в терминах динамической тер-
моупругости на основе обобщенного уравнения 
энергии – уравнения теплопроводности гипербо-
лического типа с учетом конечной скорости рас-
пространения теплоты. Рассмотрены различные 
модели теплового воздействия в рамках первой, 
второй и третьей краевых задач для уравнения 
теплопроводности. Проведены численные экс-
перименты, описаны напряжения растяжения, 
установлен наиболее опасный режим теплово-
го воздействия. Предложены практические со-
отношения для скачков напряжений на фронте 
термоупругой волны, дающие верхнюю оценку 
максимума соответствующих температурных на-
пряжений при тепловом ударе.
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The problem of heat shock was studied for the case of the solid body surface sharp cooling in 
terms of dynamic thermoelasticity based on the generalized energy equation, namely the equa-
tion of non-stationary heat conduction of a hyperbolic type with allowance for the finite velocity 
of heat propagation. Various modes of sudden cooling, such as temperature mode, thermal mode, 
cooling by medium, resulting in tensile stresses in the inner sections of the solid body, in contrast 
to the similar cases of sudden heating creating compression stresses were studied. Exact analytical 
solutions of a series of boundary-value problems of dynamic thermoelasticity were obtained, nu-
merical experiments were performed, and their features were described. It is shown, that two wave 
fronts are formed in the solid – the elastic wave front, and the thermal wave front. Depending on 
the ratio of their propagation rates, the elastic wave either precedes the thermal wave, or lags be-
hind it. A comparison with the classical case of dynamic thermoelasticity while cooling is made. 
It is shown, that in the latter case, the presence of finite heat transfer from the surface of a solid 
body leads to the absence of thermal stress ruptures. At the same time, for a generalized dynamic 
problem the nature of the stresses remains the same as for an infinitely large value of the heat trans-
fer coefficient (which means the existence of a boundary condition of the first kind, i. e. tempera-
ture cooling).With this, the accounting for the thermal inertia in the hyperbolic type heat equation 
and in the boundary condition of the third kind leads to the dynamic temperature stresses decrease, 
but with heat transfer on the solid surface increasing the dynamic temperature stresses increase. 
This allowed determining the most dangerous cooling mode, which was the temperature cooling.

Keywords: heatstroke, the final velocity of heat propagation, dynamic thermoelastic stresses, 
tensile stress.
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