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Аннотация. В статье производится расчет температурного поля цилиндра с внутренним источ-
ником теплоты и окружающей его оболочки эллиптических сечений при граничных условиях 
четвертого рода. На поверхности оболочки происходит конвективный теплообмен с окружаю-
щей средой. Кроме того, оболочка подвергается одностороннему нагреву лучистым тепловым 
потоком. При этом сама задача является стационарной. Решение находиться аналитически при 
переходе к системе эллиптических координат. Установлено, что температурное поле по сечению 
цилиндра и окружающей его оболочки меняется по закону косинуса. Из решения получено со-
отношение для расчета распределения температуры по поверхности оболочки. Предложенная 
математическая модель и алгоритм ее решения предназначен для проведения в инженерных рас-
четах теплообменных аппаратов, солнечных коллекторов и топливных стержней ядерных реак-
торов, использующих каналы эллиптической формы. 
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Abstract. Heat exchangers are widely used in many areas of economic activity, aerospace, energy, 
chemical, oil refining, food industry, refrigeration and cryogenic equipment, heating systems, hot water 
supply, air conditioning, various heat engines. Due to the increase in the energy armament of space-
craft, the energy intensity of devices, and the increased requirements for possible modes of regulating 
systems, the issue of studying possible processes of heat exchange intensification is quite relevant. It is 
especially important to reduce the weight and size characteristics of heat exchangers due to the intensi-
fication processes. 
As you know, for the best cooling of the elements, a large surface for heat transfer is required. The sur-
face can be increased either by finning, or by replacing rods of circular cross-section, which have 
a minimum area, with other rods with an increased cross-section, for example, with an oval or elliptical 
cross-section. 
Elliptical tube heat exchangers occupy a special place. Elliptical tube heat exchangers are increasingly 
being used in various industrial products. Their peculiarity is that by manipulating the length of the 
semi-axes of the ellipse, it is possible to obtain accurate analyses of stationary thermal conductivity 
problems for a very wide range of shape changes: from a cylinder (the semi-axes of the ellipse are 
equal) to a thin plate (one of the semi-axes is significantly larger than the other). 
However, the temperature distribution in a body of elliptical cross-section under given boundary condi-
tions has not been sufficiently studied. The article calculates the temperature field of a cylinder with an 
internal heat source and an elliptical shell surrounding it under boundary conditions of the fourth kind. 
Convective heat exchange with the environment takes place on the shell surface. In addition, the shell is 
subjected to unilateral heating by a radiant heat flow. At the same time, the task itself is stationary. The 
solution is found analytically when moving to the elliptical coordinate system. It is established that the 
temperature field along the section of the cylinder and its surrounding shell varies according to the law 
of cosine. From the solution, a ratio is obtained for calculating the temperature distribution over the 
shell surface. The proposed mathematical model and its solution algorithm are intended for engineering 
calculations of heat exchangers, solar collectors and fuel rods of nuclear reactors using elliptical channels. 
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1. Введение 

Теплообменные аппараты нашли широкое 
применение во многих областях хозяйственной 
деятельности, авиационно-космической, энерге-
тической, химической, нефтеперерабатывающей, 

пищевой промышленности, холодильной и крио-
генной технике, в системах отопления, горячего 
водоснабжения, кондиционирования, различных 
тепловых двигателях. В связи с ростом энерго-
вооруженности космических аппаратов, энерго-
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напряженности устройств, повышением требо-
ваний к возможным режимам регулирования 
систем достаточно актуально стоит вопрос изу-
чения возможных процессов интенсификации 
теплообмена. Особенно имеет большое значение 
уменьшение массогабаритных характеристик 
теплообменников за счет процессов интенсифи-
кации. 

Для оптимального охлаждения элементов 
необходима большая поверхность для теплоот-
дачи. Поверхность может быть увеличена либо 
оребрением, либо посредством замены стержней 
круглого сечения, которые имеют минимальную 
площадь, на другие стержни с увеличенным се-
чением, например, с овальным или эллиптиче-
ским сечением [1–8]. 

Особое место занимают теплообменники с эл-
липтическими трубами. Эллиптические трубчатые 
теплообменники находят все большее примене-
ние в различных промышленных изделиях [9–11]. 
Их особенность состоит в том, что, манипулируя 
изменением длины полуосей эллипса, удается 
получить точные аналитические решения ста-
ционарных задач теплопроводности для весьма 
широкого диапазона изменения формы: от круг-
лого цилиндра (полуоси равны) до вытянутого 
эллипса (одна из полуосей существенно превы-
шает другую) [12–17]. 

Основной задачей данной работы является 
нахождение распределения температурного поля 
цилиндра с эллиптическим поперечным сечени-
ем с внутренним источником теплоты, а также 
окружающей его оболочки. При этом предпола-
гается, что тепловой контакт между цилиндром 
и оболочкой в системе твердое тело – покрытие 
является идеальным [18]. Также между оболоч-
кой и окружающей средой происходит конвек-
тивный теплообмен по закону Ньютона. При 
этом происходит нагрев оболочки плоскопарал-
лельным лучистым тепловым потом от беско-
нечно удаленного источника излучения. 

Научная новизна исследования заключается 
в том, что в работе учтен лучистый тепловой по-
ток, излучаемый бесконечно удаленным источ-
ником. 

2. Материалы и методы 

В качестве материала исследования исполь-
зованы публикации в научных журналах по теме 
статьи. Решение поставленной задачи прово-
диться аналитически при переходе от декарто-

вой системы к системе эллиптических координат. 
Основными методами решения являются метод 
дифференцирования, интегрирования, подстанов-
ки и разложения в ряд. 

3. Результаты 

В решении, в качестве элемента конструкции 
рассматривается цилиндр бесконечной длины, 
сечение которого представляет собой эллипс 
с полуосями а1 и b1, внутри которого действует 
источник теплоты с удельной мощность qv. При 
этом эллиптический цилиндр находится внутри 
оболочки с полуосями а2 и b2, внутри которого 
отсутствует источник теплоты. На поверхности 
оболочки происходит конвективный теплообмен 
с окружающей средой. Кроме того, оболочка 
подвергается одностороннему нагреву лучистым 
тепловым потоком плотностью qν,луч (рис. 1). 

 

Рис. 1. Эллиптический цилиндр в оболочке 

Распределение плотности лучистого тепло-
вого потока qлуч по поверхности эллиптической 
стенки представляется законом:  

 cos, лучлуч qq  . (1) 

где: qлуч – максимальный лучистый тепловой по-
ток при угле падения потока ν = 0. 

Чтобы найти распределение температуры по 
сечению цилиндра, необходимо решить диффе-
ренциальное уравнение Пуассона в частных про-
изводных: 

1

0,vq
T


    (2) 

где: λ1 –коэффициент теплопроводности матери-
ала цилиндра. 

Для получения соотношения, описывающего 
температурное поле, перейдем к эллиптической 
системе координат. Уравнение Пуассона (2) в дан-
ной системе имеет вид 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2026. Т. 18. № 1 

28    THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 

2 2

2 2 2 2 2
1 1

1
,

( cos )
vT T q

с ch     
  

      
 (3) 

где 2
1

2
11 bac  . 

Температурное поле оболочки определяется 
уравнением Лапласа 

0
2

2

2

2










UU . (4) 

Уравнение баланса тепловых потоков на по-
верхности оболочки имеет вид 

2 , 0( ),лучgradT q T T     (5) 

где: α – коэффициент теплоотдачи между средой 
и поверхностью цилиндра λ2 – коэффициент теп-
лопроводности оболочки, T0 – температура окру-
жающей среды. 

Подстановка вида 

 


 22

1

2
1 cos

4
),(  sh

сq
UT v  (6) 

преобразует уравнение Пуассона (3) в уравнение 
Лапласа (4). Решение уравнения (4) будем ис-
кать в виде ряда 

 
0

( , )

cos sin .n n
n

U

A chn n B shn n

 

   






   (7) 

Из соображений симметрии следует поло-
жить Вп = 0, тогда 







0

cos),(
n

n nchnAU  . (8) 

Тогда выражение для определения темпера-
турного поля цилиндра примет вид 

 
2

2 21
1

0 1

cos cos .
4

v
n

n

q с
T A chn n sh   







    (9) 

  Температурное поле оболочки определяется 
уравнением Лапласа (4), решение которого име-
ет вид 

 EnchnDT
n

n 


0
2 cos),( .  (10) 

Воспользуемся условием равенства темпера-
турных полей на границе их соприкосновения 

1 1
1 2 ,T T
    

  (11) 

тогда 

 
2

2 21
1 1

0 1

1 1
0

cos cos
4

cos .

v
n

n

n
n

q с
A chn n sh

D chn n E

   

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







  

 




 (12) 

Откуда выражение для определения темпера-
турных полей цилиндра и оболочки примут вид 

 
1

2
2 21

1

( , ) 2 cos 2

cos ,
4

v

T Ach

q с
sh C

   

 


 
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 (13) 

 

2 ( , ) 2 cos 2 ,T Dch E F        (14) 

где с учетом применения тригонометрических 
формул коэффициенты A и F равны 

2
21

1 1
1

1
,

4 2
vq с

F C E sh 


     
 

 (15) 

 

D
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2
1

28 
. (16) 

В силу того, что на границе соприкосновения 
должны быть одинаковы тепловые потоки, по-
этому получим еще одно граничное условие 

1

1

1 1

2 2
1 2

2 2

2 2
2 2
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,
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T
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T
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


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 (17) 

  где 2
2

2
22 bac  . Имеем 

 

2
1 2 1

1 2 1

1 2 1

2
2 2 cos 2

4
2 2 cos 2 .

vq с c sh
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c Dsh E

  

  

  

  
 (18) 

Откуда 

D
c

c
A
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21




 , (19) 

   

2
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4

2


shcсq
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Тогда 

1

22 1 1 1
1

2 1

4

2 1
,

2
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F
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 
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 12211

2
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
 , (22) 
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  Теперь воспользуемся граничным условием (5) 

 

2
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Разложим иррациональное выражение в ряд 
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Коэффициенты a2n определяются по формуле 
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(26) 

где: B(y,z) – бэта-функция, F1(y,z,m;k) – гипер-
геометрическая функция. Откуда 
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тогда формула (23) примет вид 
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(29) 

и интегрируя по углу ν от -π/2 до π/2, получим 
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Откуда 
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(31) 

Тогда выражение для определения темпера-
турного поля цилиндра примет вид 
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 

  
  


  

 (32) 

а для оболочки 
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
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(33) 

4. Обсуждение 

Как следует из полученных выражений (32) 
и (33) температурное поле цилиндра и оболочки 
по углу меняется по закону косинуса. В случае 
отсутствия лучистого теплового потока и внут-
реннего источника теплоты температура цилин-
дра и оболочки будут одинаковыми по сечению 
и равны температуре окружающей среды T0. 

Температура оболочки снаружи Tвн меняется 
по закону 
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(34) 

5. Заключение 

В настоящей работе получено решение за-
дачи о распределении температурного поля ци-
линдра с эллиптическим поперечным сечением 
при граничных условиях третьего рода и лучи-
стого теплового потока, поступающего с внеш-
ней стороны. Решение получено для стационар-
ного случая в системе эллиптических координат. 
Установлено, что температурное поле по сече-
нию цилиндра и окружающей его оболочки ме-
няется по закону косинуса. В результате реше-
ния задачи выведено соотношение для расчета 
распределения температуры по поверхности эл-
липтической оболочки. Математическая модель, 
представленная в работе, и полученные соотно-
шения предназначены для расчета температур-
ного поля теплообменных аппаратов, солнечных 
коллекторов и топливных стержней ядерных ре-
акторов, использующих каналы эллиптической 
формы. 
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