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Общая характеристика работы

В связи развитием современных технологий производства конструкци­

онных материалов, работающих в условиях взаимодействия полей различной

физической природы, интерес ученых все больше привлекает вопрос о моде­

лировании связанных физико-механических процессов в сплошных средах.

Взаимодействие физических полей проявляется в форме механодиффузии,

термомеханодиффузии и т. д., и часто наблюдается в технических системах.

Важно отметить, что подавляющее большинство тонкостенных конструкций

(авиационная, ракетно-космическая техника, судостроение и т. д.) представ­

ляют собой оболочечно-стержневые системы, состоящие из элементов в виде

тонких пластин и оболочек, соединенных или усиленных стержнями. Эффек­

ты, обусловленные взаимодействием физических полей, могут оказывать от­

рицательное влияние на напряженно-деформированное состояние указанных

конструкций и их отдельных элементов.

Современные высокоинтенсивные технологические процессы (например,

взрывное сваривание, электроискровая и лазерная обработка материалов, на­

несение покрытий и т. д.) связаны не только с большими тепловыми потока­

ми и скоростями нагрева. В большинстве таких процессов происходит быст­

рое внедрение или перемещение поверхностного материала или его отдель­

ных компонентов, сопровождаемое изменением напряженно-деформирован­

ного состояния. Поэтому актуальной задачей является разработка математи­

ческих моделей, способных адекватно описывать эти явления в различных

механических системах как с научной, так и с практической точек зрения.

На сегодняшний день на основе известных уравнений механики сплош­

ных сред, уравнений тепло и массопереноса, а также законов термодинамики

построены модели, учитывающие взаимное влияние механических, темпера­

турных, диффузионных и пр. полей. Данная теория, представляющая собой

ключевой инструмент для описания сложных физических процессов в твер­

дых телах, является очень востребованной в настоящее время. Об этом сви­

детельствует большое количество современных исследований, выполненных

как российскими, так и зарубежными учеными. Среди наиболее значимых

для тематики данного диссертационного исследования работ следует выде­

лить труды ряда зарубежных авторов, включая: M. Aouadi, Copetti M.I.M,

Miranville A., Kumar R., Kansal T., Sherief H.H., Saleh H., Bhattacharya D.,

Kanoria M. и др. В отечественной научной литературе значительный вклад

в данную область внесли такие исследователи, как: Еремеев В.С., Земсков
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А.В., Индейцев Д.А., Келлер И.Э., Князева А.Г., Ломовской В.А., Морозов

Н.Ф., Тарлаковский Д.В., Флячок В.М., Фрейдин А.Б., Швец Р.Н. и др.

В настоящей работе представлена уточненная модель расчёта балок по

теории Бернулли-Эйлера с учетом того, что напряженно-деформированное

состояние связано с термодиффузионными процессами. Рассматриваются шар­

нирно опертые и консольно закрепленные балки, находящиеся под действием

сосредоточенных и распределенных по длине изгибающих моментов и перере­

зывающих сил. Одновременно с этим задаются граничные и распределенные

по длине балки термодиффузионные возмущения.

Актуальность работы связана с тем, что за последние годы значи­

тельно возрос интерес ученых к проблеме исследования связанных термоме­

ханодиффузионных процессов в сплошных средах и тонкостенных элементах

конструкций (балки, пластины, втулки, валы, трубопроводы и т.п.), что под­

тверждается большим количеством научных публикаций, как российских, так

и зарубежных ученых.

С другой стороны, надо отметить, что подавляющее большинство пуб­

ликаций связано с моделированием как стационарных, так и нестационарных

процессов в телах канонической формы: слой или полупространство. В то же

время, реальные тела имеют конечный размер. Поэтому весьма важными и

актуальными являются вопросы, связанные с разработкой моделей термоме­

ханодиффузии для балок, пластин и оболочек, которые являются основными

элементами конструкций, используемых в технике.

Целью диссертационной работы является исследование взаимодей­

ствия нестационарных механических, диффузионных и температурных полей

в изгибаемых балках, рассматриваемых в рамках теории Бернулли–Эйлера.

Исследование включает в себя формулировку общей постановки задачи о

нестационарных термоупругодиффузионных колебаниях балки и разработку

методов решения начально-краевых задач, соответствующих заданным усло­

виям нагружения и закрепления балки.

Методы исследования. Для построения замкнутой модели термоме­

ханодиффузионных колебаний балки используется математический аппарат

линейной теории упругости, законы тепломассопереноса, гипотезы балочной

теории Бернулли-Эйлера и обобщённый принци Даламбера, позволяющий пе­

рейти от общих уравнений термоупругой диффузии для сплошных сред к

уравнениям, описывающим поперечные колебания балки с учётом тепломас­

сопереноса. Метод решения основан на применении аппарата обобщенных

функций, теории интегральных преобразований и рядов Фурье. Также при­
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меняется метод эквивалентных граничных условий, который позволяет выра­

зить решение одной начально-краевой задачи через известное решение другой

задачи, отличающейся от исходной только набором краевых условий.

Научная новизна работы заключается в постановке и разработке чис­

ленно-аналитических методов решений нового класса нестационарных задач

термоупругодиффузионных колебаний балки Бернулли-Эйлера при различ­

ных сочетаниях внешних нагрузок и способов закрепления балки. В частно­

сти, были решены задачи для шарнирно опертых и консольно закреплённых

балок, а также для балок на упругом основании Винклера.

Достоверность и обоснованность полученных результатов гаранти­

руется применением устоявшихся в научной практике методов построения

моделей механики деформируемого твердого тела и термодинамики, а так­

же апробированных подходов для решения начально-краевых задач. В до­

полнение к этому, проведено сравнение полученных решений с известными

результатами для упругих балок, а также исследованы предельные перехо­

ды к известным решениям статических задач, что подтверждает коррект­

ность предложенных в работе моделей и методов решения соответствующих

начально-краевых задач.

Практическая значимость работы обусловлена тем, что при проек­

тировании конструкций и их отдельных элементов, функционирующих в усло­

виях многокофакторных внешних воздействий, важнейшим вопросом при

оценке прочности материалов является учет влияния теплового и диффузи­

онного движения частиц в твердом теле на процессы деформирования.

Термомеханодиффузия с одной стороны может приводить к нежелатель­

ным структурным изменениям в конструкциях авиационной, ракетно-косми­

ческой и транспортной техники, подвергающихся механическим и термодиф­

фузионным нагрузкам. С другой стороны, она играет ключевую роль в тех­

нологических процессах, связанных с изготовлением новых сплавов или с

обработкой уже изготовленных сплавов с целью изменения их свойств. При­

мерами таких технологических процессов являются: диффузионная пайка и

диффузионная сварка, которые с конца XX века активно внедряются в про­

изводство летательных аппаратов. Необходимо отметить, что явление термо­

механодиффузии характерно для процесса поверхностной модификации ме­

таллов, в том числе и для таких широко распространённых процессов как:

цементации стали, электроискровая и лазерная обработка материалов.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло­

жения:
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- разработка математической модели нестационарных термоупругодиф­

фузионных колебаний балки Бернулли-Эйлера с учётом конечной скорости

распространения тепловых и диффузионных потоков;

- разработка методов решения начально-краевых задач для шарнирно

опёртых и консольно закреплённых балок, а также балок на упругом основа­

нии;

- расчёт нестационарных термоупругодиффузионных колебаний шарнир­

но опёртой балки, находящейся под действием сосредоточенных механиче­

ских нагрузок и термодиффузионных возмущений, приложенных к концам

балки;

- расчёт нестационарных термоупругодиффузионных колебаний балки

на упругом основании, находящейся под действием распределённых попереч­

ных сил и термодиффузионных возмущений.

- расчёт нестационарных термоупругодиффузионных колебаний консоль­

но закреплённой балки, находящейся под действием распределённых попереч­

ных сил, а также поперечной силы приложенной к свободному концу;

- численное исследование взаимодействия механического, температурно­

го и диффузионных полей в изгибаемых балках.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы были пред­

ставлены и обсуждены на всероссийских и международных научных конфе­

ренциях, симпозиумах и семинарах:

– 11-я Всероссийская научная конференция с международным участием

«Механика композиционных материалов и конструкций, сложных и гетеро­

генных сред» (г. Москва, ИПРИМ РАН, 23 – 25 ноября 2021 г);

– XI научно-практическая конференция «Проблемы безопасности на транс­

порте» (г. Гомель: БелГУТ, 2021);

– XVI Всероссийская школа «Математическое моделирование и биоме­

ханика в современном университете» (Дивноморское, 26–31 мая 2022 г);

– Научная конференция «Ломоносовские чтения» Секция механики (г.

Москва, МГУ, 2022–2025);

– Международный симпозиум «Динамические и технологические про­

блемы механики конструкций и сплошных сред» им. А.Г. Горшкова (Калуж­

ская область, г. Кременки, 2022–2024);

– Конференция «Механика деформируемого твердого тела в проектиро­

вании конструкций» (Пермь, 2022);

– XXIII Зимняя школа по механике сплошных сред (г. Пермь, Россия,

2023);
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– XXI Международная конференция «Современные проблемы механики

сплошной среды» (Ростов-на-Дону, 2023);

– V Международная научно-практическая конференция, посвященная

70- летию БИИЖТа-БелГУТа «Инновационное развитие транспортного и

строительного комплексов» (г. Гомель, Беларусь, 2023);

– 51-я школа-конференция «Актуальные проблемы механики» памяти

Д.А. Индейцева (Великий Новгород, 2024);

– 3rd International Conference on Advanced Smart Materials and Structures

(ASMaS-2024) (Viet Nam, 2024)

Публикации. По теме диссертационного исследования опубликовано:

5 статей в рецензируемых журналах, 4 статьи в сборниках трудов всерос­

сийских и международных конференций и 12 тезисов докладов. Всего – 21

публикация.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

четырёх глав, заключения и списка литературы из 114 наименований. Общий

объем диссертации – 112 страницы, включая 43 рисунка.

Содержание работы

Во введении формулируются цели диссертационного исследования,

обосновывается его актуальность, научная новизна и практическая значи­

мость. Приводится основное содержание диссертационной работы и сведения

об апробации результатов, полученных в работе.

В первой главе диссертации представлен обзор современного состоя­

ния исследований, выявлены существующие актуальные проблемы в области

моделирования связанных процессов термомеханодиффузии.

Здесь же на основе общей модели термоупругой диффузии для сплош­

ных сред с использованием вариационного принципа Даламбера построена

модель нестационарных колебаний балки Бернулли-Эйлера с учетом тепло­

передачи и диффузии (в том числе с учетом наличия упругого основания).

Механические нагрузки вызывают восходящий диффузионный поток (эф­

фект Горского) и нагрев, что влияет на напряжённо-деформированное состоя­

ние. Уравнения, описывающие поперечные нестационарные колебания балки

с учетом тепломассопереноса, имеют вид [1–5]:
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𝑣′′ − 𝑎𝑣 = 𝑣𝐼𝑉 + 𝑐𝑤𝑣 + 𝑏1𝜗
′′ +
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𝑗=1
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(𝑗)
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𝑘
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(𝑞)
1 𝐻 ′′
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𝑞(𝑄)

𝐽3
, 𝐹𝑞+2 =

𝑧(𝑞)

𝐽3
.

(1)

В системе (1) все величины являются безразмерными и связаны с раз­

мерными аналогами следующим образом:

𝑥=
𝑥1
𝑙
, 𝑣=

𝑣*

𝑙
, 𝜗=

𝑙𝜗*

𝑇0
, 𝜏=

𝐶𝑡

𝑙
, 𝐶𝛼𝛽=

𝐶𝛼𝛼𝛽𝛽

𝐶1111
, 𝑐𝑤=

𝑐*𝑤𝑙
4

𝐽*
3𝐶1111

,

𝐶2=
𝐶1111

𝜌
, 𝛼(𝑞)

𝛼 =
𝛼
(𝑞)
𝛼𝛼

𝐶1111
, 𝑏𝛼=

𝑏𝛼𝛼𝑇0

𝐶1111
, 𝜅𝛼=

𝜅𝛼𝛼

𝜌𝑐0𝐶
, 𝐵𝛼=

𝑏𝛼𝛼
𝜌𝑐0

, 𝑀𝑖=
𝑀 *

𝑖

𝐶1111𝑙3
,

𝜏0=
𝐶𝜏𝑡
𝑙
, 𝜏𝑞=

𝐶𝜏 (𝑞)

𝑙
, 𝐷(𝑞)

𝛼 =
𝐷

(𝑞)
𝛼𝛼

𝐶𝑙
, 𝜐(𝑞)=𝜌𝑅𝑇0

ln
(︁
𝑛
(𝑞)
0 𝛾(𝑞)

)︁
𝑚(𝑞)𝜌𝑇0𝑐0

, 𝐻𝑞=𝑙𝐻*
𝑞 ,

Λ
(𝑞)
𝛼𝛽=

𝑚(𝑞)𝐷
(𝑞)
𝛼𝛼𝛼

(𝑞)
𝛽𝛽𝑛

(𝑞)
0

𝜌𝑅𝑇0𝐶𝑙
, 𝑞=

𝑞*

𝐶1111𝑙
, 𝑧(𝑞)=

𝑧*(𝑞)

𝐶𝑙2
, 𝑞(𝑄)=

𝑞*(𝑄)

𝐶𝑇0𝜌𝑐0𝑙2
,

𝑚=
𝑚*

𝐶1111𝑙2
, 𝐽3=

𝐽*
3

𝑙4
, 𝐹=

𝐹 *

𝑙2
, 𝑀

(𝑞)
𝑖 =

𝑛
(𝑞)
0 𝐷

(𝑞)
𝑖𝑗

𝐶𝑙
ln
(︁
𝑛
(𝑞)
0 𝛾(𝑞)

)︁
, 𝑄𝑖=

𝑄*
𝑖

𝐶1111𝑙2
.

(2)

Здесь: 𝑡 – время; 𝑥𝑖 – прямоугольные декартовы координаты; 𝑣* – прогиб

балки; 𝑙 – длина балки; 𝐻*
𝑞 – линейная плотность приращения концентрации

𝑞-ой компоненты вещества в составе 𝑁 + 1–компонентной среды; 𝑛
(𝑞)
0 – на­

чальная концентрации 𝑞-го вещества; 𝜗* – линейная плотность приращения

температуры среды, 𝑇0 – начальная температура среды; 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 – компонен­

ты тензора упругих постоянных; 𝜌 – плотность; 𝜅𝑖𝑗 – компоненты тензора

теплопроводности; 𝑐0 – удельная теплоемкость; 𝑏𝑖𝑗 – температурные коэффи­

циенты, характеризующие нагрев среды за счет деформаций; 𝛼
(𝑞)
𝑖𝑗 – коэф­

фициенты, характеризующие объёмное изменение среды за счёт диффузии;

𝐷
(𝑞)
𝑖𝑗 – коэффициенты диффузии; 𝜐*(𝑞) – коэффициенты, характеризующие на­

грев среды за счет диффузии; 𝑅 – газовая постоянная;𝑚(𝑞) – молярная масса
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𝑞-го вещества; 𝜏 (𝑞) – время релаксации диффузионных потоков; 𝜏𝑡 – временем

расширения тепловых потоков; 𝑚* – распределённый по длине изгибающий

момент; 𝑀 *
𝑖 – изгибающие моменты, приложенные к концам балки; 𝑞* – рас­

пределённая по длине поперечная сила; 𝑄*
𝑖 – поперечные силы, приложенные

к концам балки; 𝑞*(𝑄) – линейная плотность источников тепла; 𝑧*(𝑞) – линей­

ная плотность источников массопереноса; 𝐹 * – площадь сечения балки; 𝐽*
3 –

момент инерции сечения балки.

Уравнения (1) дополняются краевыми условиями, соответствующими за­

данным нагружениям и способам закрепления балки. Начальные условия по­

лагаются нулевыми.

Во второй главе рассматривается задача о нестационарных попереч­

ных колебаниях шарнирно-опертой балки Бернулли-Эйлера, изготовленной

из многокомпонентного материала, находящейся под воздействием нестацио­

нарных изгибающих моментов и термодиффузионных возмущений заданных

на её концах (рисунок 1).

Рис. 1 Балка на упругом основании

Математическая модель нестационарных колебаний балки включает в

себя уравнения (1) при 𝑐𝑤 = 0, 𝑚 = 0, 𝑞 = 0, 𝑞(𝑄) = 0 и 𝑧(𝑞) = 0 [4], кото­

рые дополняются краевыми условиями, соответствующими описанной схеме

нагружения и закрепления.

(︃
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑞)
1 𝐻𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 𝑓11,

(︃
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑞)
1 𝐻𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 𝑓12, (3)

𝑣|𝑥=0 = 𝑓21, 𝑣|𝑥=1 = 𝑓22, 𝜗|𝑥=0 = 𝑓31, 𝜗|𝑥=1 = 𝑓32,

𝐻𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+3,1, 𝐻𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+3,2.

Здесь 𝑓𝑘𝑙 (𝜏) внешние воздействия на концах балки. Начальные условия

полагаются нулевыми.

Решения уравнений (1), (3) представляется в виде (𝑞 = 1, 𝑁):
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⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣 (𝑥, 𝜏)

𝜗 (𝑥, 𝜏)

𝐻𝑞 (𝑥, 𝜏)

⎫⎪⎬⎪⎭=
𝑁+3∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝜏

0

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐺1𝑘 (𝑥, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑘1 (𝑡) +𝐺1𝑘 (1− 𝑥, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑘2 (𝑡)

𝐺2𝑘 (𝑥, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑘1 (𝑡) +𝐺2𝑘 (1− 𝑥, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑘2 (𝑡)

𝐺𝑞+2,𝑘(𝑥, 𝜏 − 𝑡)𝑓𝑘1(𝑡)+𝐺𝑞+2,𝑘(1− 𝑥, 𝜏 − 𝑡)𝑓𝑘2(𝑡)

⎫⎪⎬⎪⎭ 𝑑𝑡, (4)

где 𝐺𝑚𝑘 (𝑥, 𝜏) – функции Грина, которые удовлетворяют следующей краевой

задаче

�̈�′′
1𝑘 − 𝑎�̈�1𝑘 = 𝐺𝐼𝑉

1𝑘 + 𝑏1𝐺
′′
2𝑘 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺′′

𝑗+2,𝑘,

𝑀∑︁
𝑘=0

(𝜏0)
𝑘

𝑘!

𝜕𝑘

𝜕𝜏 𝑘

(︃
�̇�2𝑘 −𝐵1�̇�

′′
1𝑘 +

𝑁∑︁
𝑞=1

𝜐(𝑞)�̇�𝑞+2,𝑘

)︃
= 𝜅1𝐺

′′
2𝑘,

𝐾∑︁
𝑘=0

(𝜏𝑞)
𝑘

𝑘!

𝜕𝑘�̇�𝑞+2,𝑘

𝜕𝜏 𝑘
= 𝐷

(𝑞)
1 𝐺′′

𝑞+2,𝑘 + Λ
(𝑞)
11 𝐺

𝐼𝑉
1𝑘 −𝑀

(𝑞)
1 𝐺′′

2𝑘,

(5)

(︃
𝐺′′

1𝑘 + 𝑏1𝐺2𝑘 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,𝑘

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 𝛿1𝑘𝛿 (𝜏) , 𝐺1𝑘|𝑥=0 = 𝛿2𝑘𝛿 (𝜏) ,(︃
𝐺′′

1𝑘 + 𝑏1𝐺2𝑘 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,𝑘

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 0, 𝐺𝑞+2,𝑘|𝑥=0 = 𝛿𝑞+3,𝑘𝛿 (𝜏) ,

𝐺1𝑘|𝑥=1 = 0, 𝐺2𝑘|𝑥=0 = 𝛿3𝑘𝛿 (𝜏) , 𝐺2𝑘|𝑥=1 = 0, 𝐺𝑞+2,𝑘|𝑥=1 = 0.

(6)

Алгоритм нахождения функций Грина осуществляется следующим об­

разом: сначала к уравнениям (5), (6) применяется преобразование Лапласа.

Затем каждое уравнение умножается на sin𝜆𝑛𝑥 ( 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛) и интегрируется

по промежутку [0, 1], в результате чего получаем систему линейных алгеб­

раических уравнений. Решая эту систему, находим трансформанты Лапласа

функций Грина. Оригиналы Лапласа этих функций определяются с помощью

вычетов и таблиц операционного исчисления.

В качестве объекта для численного исследования здесь и далее рас­

смотривается балка длиной 𝑙 = 0, 01 м, прямоугольного сечения ℎ × 𝑏 =

0, 05𝑙×0, 05𝑙 из дюралюминия. Независимыми компонентами являются цинк

(компонент 1) и медь (компонент 2), которые диффундируют в алюминии.

Физические характеристики материала следующие:
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𝐶1122 = 6.93·1010
Н

м2
, 𝐶1212 = 2.56·1010

Н

м2
, 𝑏11 = 4.94·106

Н

м2·К
,

𝐷
(1)
11 = 7.74·10−14

м2

c
, 𝐷

(2)
11 = 6.67·10−14

м2

c
, 𝜅11 = 240

Вт

м·К
, 𝑇0 = 700 K,

𝛼
(1)
11 = 1.55· 107

Дж

кг
, 𝛼

(2)
11 = 6.14 ·107

Дж

кг
, 𝜌 = 2780

кг

м3
, 𝑐0 = 920

Дж

кг·К
,

𝑚(1) = 0.027
кг

моль
,𝑚(2) = 0.064

кг

моль
, 𝑛

(1)
0 = 0.935, 𝑛

(2)
0 = 0.045.

(7)

Пример 1. Рассматривается балка, к концам которой приложены изги­

бающие моменты, заданные следующим образом:

𝑓11 (𝜏) = −𝑀0 (𝜏)

𝐽3
= 𝐻 (𝜏) , 𝑓12 (𝜏) = −𝑀1 (𝜏)

𝐽3
= 𝐻 (𝜏) , (8)

Результаты расчетов представлены на рисунках 2–7, где показаны проги­

бы балки (в том числе и при статической нагрузке), температурное и диффу­

зионные поля в различные моменты времени. На рисунках 4, 5 сравниваются

упругие и термоупругодиффузионные колебания, а на рисунке 7 сравнивают­

ся диффузионные поля при наличиии и отсутствии релаксации диффузион­

ных потоков.

Рис. 2 Прогибы балки 𝑣 (𝑥, 𝜏).
Рис. 3 Линейная плотность прира­

щения температуры 𝜗 (𝑥, 𝜏).
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Рис. 4 Прогибы балки 𝑣 (𝑥, 𝜏).

Сравнение термоупругодиффузи­

онной модели и упругой.

Рис. 5 Прогибы балки 𝑣 (𝑥, 𝜏).

Сравнение термоупругодиффузи­

онной модели и упругой.

Рис. 6 Линейная плотность при­

ращения концентрации цинка

𝐻1 (𝑥, 𝜏).

Рис. 7 Линейная плотность при­

ращения концентрации цинка

𝐻1 (0.1, 𝜏).

Пример 2. Рассматривается шарнирно опертая балка с заданным тем­

пературным режимом на концах:

𝑓31 (𝜏) = 𝜗0 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝑓32 (𝜏) = 𝜗1 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) . (9)

На рисунках 8, 9 показано температурное поле стержня. На рисунке 8

можно видеть фронты температурных волн (сплошная и пунктирная линии).
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Заданный температурный режим инициирует диффузионные потоки цинка

и меди (рисунки 10 и 11), а также деформации (рисунки 12 и 13 – прогибы

балки). На рисунке 13 сравниваются прогибы балки с учетом (сплошная и

пунктирная линии) и без учета (штриховая линия) релаксации температур­

ных и диффузионных потоков.

Рис. 8 Линейная плотность прира­

щения температуры 𝜗 (𝑥, 𝜏).

Рис. 9 Линейная плотность прира­

щения температуры 𝜗 (𝑥, 𝜏).

Рис. 10 Линейная плотность

приращения концентрации цинка

𝐻1 (𝑥, 𝜏).

Рис. 11 Линейная плотность

приращения концентрации меди

𝐻2 (𝑥, 𝜏).
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Рис. 12 Прогибы балки 𝑣 (𝑥, 𝜏). Рис. 13 Прогибы балки 𝑣 (𝑥, 𝜏).

В третьей главе Рассматривается задача нестационарных колебаний

балки Бернулли-Эйлера на упругом основании Винклера с учетом возникаю­

щих за счет деформаций температурного и диффузионного полей [3,5]. Схема

закрепления и приложенных внешних воздействий показана на рисунке 14

Рис. 14 Балка на упругом основании

Математическая модель содержит уравнения (1), которые дополняются

краевыми условиями(︃
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑞)
1 𝐻𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 0, 𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=1 = 0, 𝐻𝑞|𝑥=0 = 0,(︃
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑞)
1 𝐻𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 0, 𝜗|𝑥=0 = 0, 𝜗|𝑥=1 = 0, 𝐻𝑞|𝑥=1 = 0.

(10)

Начальные условия полагаются нулевыми. Метод решения аналогичен

изложенному в главе 2.
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Пример 3. Для расчётов принимается балка с характеристиками, пред­

ставленными в главе 2. Коэффициент основания и распределённая нагрузка

заданы следующим образом.

𝑐*𝑤 = 1010
Н

м
, 𝐹1 (𝑥, 𝜏) = 𝐻 (𝜏)𝐻 (𝑥) , 𝐹𝑞+2 (𝑥, 𝜏) = 0.

Результаты расчетов представлены на рисунках 15-18

Рис. 15 Сравнение прогибов балки

с учетом тепломассопереноса и без

(начальные моменты времени)

Рис. 16 Сравнение прогибов балки

с учетом тепломассопереноса и без

(развитие процесса)

Рис. 17 Плотность приращения

концентрации первой компоненты

(цинк) с учетом релаксации и без

Рис. 18 Плотность приращения

концентрации первой компоненты

(цинк) с учетом релаксации и без
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В четвертой главе исследуются термомеханодиффузионные процес­

сы, возникающие при изгибе консольно-закрепленной балки Бернулли-Эйле­

ра под действием нестационарной поперечной механической нагрузки [1, 2].

Рассматриваются как распределённые по длине балке нагрузки, так и нагруз­

ки, приложенные к свободному концу балки (рисунок 19).

Рис. 19 Консольно закреплённая балка

Для описания физико-механических процессов в изгибаемой консоли ис­

пользуются уравнение (1) при 𝑐𝑤 = 0 совместно с краевыми условиями

(︃
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐻𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 0, 𝑣′|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=0 = 0, 𝐻𝑞|𝑥=0 = 0,(︃
𝑣′′′ + 𝑏1𝜗

′ +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐻 ′

𝑗 − 𝑣′

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 𝑓3 =
−𝑄+ 𝑚|𝑥=1

𝐽3
,(︁

Λ
(𝑞)
11 𝑣

′′′ −𝑀
(𝑞)
1 𝜗′ +𝐷

(𝑞)
1 𝐻 ′

𝑞

)︁⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝜗|𝑥=0 = 0, 𝜗′|𝑥=1 = 0.

(11)

Здесь основная сложность заключается в невозможности построения ре­

шения задачи (1), (11) в виде рядов Фурье, что осложняет обращение преобра­

зования Лапласа, которое также используется при решении этой задачи. Для

преодоления указанной проблемы используется метод эквивалентных гранич­

ных условий, который заключается в том, что вначале вместо исходной за­

дачи рассматривается вспомогательная задача, включающая уравнение (1) и

следующие граничные условия(︃
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐻𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 𝑓1 (𝜏) , 𝑣|𝑥=0 = 0, 𝑣′|𝑥=1 = 𝑓2 (𝜏) ,(︃
𝑣′′′ + 𝑏1𝜗

′ +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐻 ′

𝑗 − 𝑣′

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 𝑓3 =
−𝑄+ 𝑚|𝑥=1

𝐽3
, 𝐻𝑞|𝑥=0 = 0,(︁

Λ
(𝑞)
11 𝑣

′′′ −𝑀
(𝑞)
1 𝜗′ +𝐷

(𝑞)
1 𝐻 ′

𝑞

)︁⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝜗|𝑥=0 = 0, 𝜗′|𝑥=1 = 0.

(12)
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где функции 𝑓1 (𝜏) и 𝑓2 (𝜏) полежат определению.

Решение задачи (1), (12) записывается следующим образом⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣 (𝑥, 𝜏)

𝜗 (𝑥, 𝜏)

𝐻𝑞 (𝑥, 𝜏)

⎫⎪⎬⎪⎭ =

𝜏∫︁
0

3∑︁
𝑘=1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐺1𝑘 (𝑥, 𝜏 − 𝑡)

𝐺2𝑘 (𝑥, 𝜏 − 𝑡)

𝐺𝑞+2,𝑘 (𝑥, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎪⎬⎪⎭𝑓𝑘 (𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝜏∫︁
0

1∫︁
0

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐺14 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)

𝐺24 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)

𝐺𝑞+2,4 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎪⎬⎪⎭𝑓4 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡, 𝑓4 = 𝐹1 = −𝑞 +𝑚′

𝐽3
.

(13)

где для нахождения функций Грина используется методика, изложенная в

Главе 2.

Следующий этап решения заключается в построении соотношений, свя­

зывающих правые части граничных условий исходной и вспомогательной за­

дач, которые получаются путем подстановки решений (13) в граничные усло­

вия (11). В результате, приходим к следующим интегральным уравнениям

2∑︁
𝑗=1

𝜏∫︁
0

𝐴𝑖𝑗 (𝜏 − 𝑡)
𝜕𝑓𝑗 (𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 = 𝜙𝑖 (𝜏), 𝐴𝑖𝑗 (𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑎𝑖𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡 (14)

где

𝑎11 (𝜏) = 𝐺′
11 (0, 𝜏) , 𝑎21 (𝜏) = 𝐺′′

11 (1, 𝜏) + 𝑏1𝐺21 (1, 𝜏) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,1 (1, 𝜏),

𝑎12 (𝜏) = 𝐺′
12 (0, 𝜏) , 𝑎22 (𝜏) = 𝐺′′

12 (1, 𝜏) + 𝑏1𝐺22 (1, 𝜏) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,2 (1, 𝜏),

𝜙1 (𝜏) = −
𝜏∫︁

0

𝐺′
13 (0, 𝜏 − 𝑡)𝑓3 (𝑡) 𝑑𝑡−

𝜏∫︁
0

1∫︁
0

𝐺′
14 (0, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝑓4 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

𝜙2 (𝜏)=−
𝜏∫︁

0

[︃
𝐺′′

13 (1, 𝜏−𝑡)+𝑏1𝐺23 (1, 𝜏−𝑡)+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+1,3 (1, 𝜏−𝑡)

]︃
𝑓3 (𝑡)𝑑𝑡−

−
𝜏∫︁

0

1∫︁
0

[︃
𝐺′′

14 (1, 𝜉, 𝜏−𝑡)+𝑏1𝐺24 (1, 𝜉, 𝜏−𝑡)+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+1,4 (1, 𝜉, 𝜏−𝑡)

]︃
𝑓4 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉𝑑𝑡.

Интегральное уравнение (14) решается численно, с помощью квадратур­

ных формул прямоугольников. Полученные таким образом сеточные пред­

ставления функций 𝑓1 (𝜏) и 𝑓2 (𝜏) подставляются в свёртки (13), которые вы­

числяются численно, что в результате даёт решение исходной задачи (1), (11).
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Пример 4. Рассматривается стержень с поперечной нагрузкой на сво­

бодном конце 𝑥 = 1 заданной следующим образом

𝑓3 (𝜏) = −
𝑄

𝐽3
= 𝐻 (𝜏) , 𝑓4 (𝑥, 𝜏) = 0.

Результаты расчетов представлены на рисунках 20–25

Рис. 20 Прогибы балки.
Рис. 21 Линейная плотность прира­

щения температуры

Рис. 22 Линейная плотность прира­

щения концентрации цинка

Рис. 23 Линейная плотность прира­

щения концентрации меди
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Рис. 24 Линейная плотность при­

рaщения концентрации цинка в мо­

мент времени 𝜏 = 109

Рис. 25 Линейная плотность при­

рaщения концентрации цинка в мо­

мент времени 𝜏 = 108

На рисунке 20 показаны прогибы балки в различные моменты времени

и прогиб балки при статической нагрузке (жирная линия). Сравнение ре­

зультатов для термомеханодиффузионной и упругой (при 𝛼
(𝑞)
1 = 0 и 𝑏1 = 0)

моделей показывает, что влияние тепломассопереноса на механическое поле

изгибаемой консольно-закрепленной балки Бернулли-Эйлера на рассматри­

ваемом промежутке времени пренебрежимо мало (графики совпадают).

Графики на рисунках 22 и 23 демонстрируют плотности приращений

концентраций цинка и меди при динамической и статической нагрузках. На

рисунках 21 изображена плотность прирощения температуры при динамиче­

ских нагрузках.

Приведённые здесь результаты показывают, что релаксационные эффек­

ты, обуславливающие конечную скорость распространения тепловых и диф­

фузионных потоков, существенно проявляются в начальных моментах вре­

мени. Графики, представленные на рисунках 10, 11, 22 и 23 одинаково под­

ходят как для классической модели тепломассопереноса, так и для модели

с конечной скоростью распространени тепловых и диффузионных потоков.

Примерный момент времени, когда обе модели дают уже достаточно близкие

результаты, показан на рисунках 18 и 24. Однако на более ранних стадиях

развития процесса наблюдаются существенные различия в результатах, по­

лученных по разным моделям (рисунки 17, 25).

Термодиффузионные процессы хоть и незначительно, но влияют на поле

перемещений. На рисунке 15 можно видеть, что упругие колебания (штрихо­
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вая линия) в момент времени 𝜏 ∼ 106 имеют заметный фазовый сдвиг относи­

тельно термоупругодиффузионных кодебаний. Однако, на более ранних ста­

диях развития процесса (𝜏 ∼ 101) графики практически совпадают (рисунок

16). При этом амплитуды упругих и термоупругодиффузионных колебаний

на протяжении рассматриваемого промежутка времени остаются примерно

равными. Тот же самый результат имеет место для балки, изгибаемой под

действием моментов, приложенным к её концам (рис. 4 и 5).

В заключении приведены основные результаты диссертационной ра­

боты:

1. Разработана математическая модель термомеханодиффузионных неста­

ционарных колебаний балки Бернулли-Эйлера. Модель описывает вза­

имодействие механических, температурных и диффузионных полей в

изгибаемых балках и позволяет учитывать конечную скорость распро­

странения температурных и диффузионных возмущений.

2. В задачах об изгибе шарнирно опёртой балки, а также для балки на

упругом основании, предложен алгоритм решения, основанный на ис­

пользовании преобразования Лапласа и разложения в тригонометриче­

ские ряды Фурье. Этот подход позволяет находить фундаментальное

решение задачи в явной форме и моделировать термомеханодиффузи­

онные колебания шарнирно опертых балок при различных режимах на­

гружения.

3. Разработан метод решения задачи о термомеханодиффузионных коле­

баниях консольно закрепленной ортотропной балки, основанный на ис­

пользовании метода эквивалентных граничных условий. Этот метод

позволил расширить класс решаемых задач о нестационарных колеба­

ниях балок с учетом тепломассопереноса, в случаях, когда получить

решение методом разделения переменных не представляется возмож­

ным.

4. Изучены переходы от термомеханодиффузионной модели изгиба бал­

ки к классическим моделям теории упругости, что позволило оценить

степень взаимодействия физических полей в изгибаемой балке. Кроме

того, исследованы предельные переходы к статическим задачам, реше­

ния которых хорошо известны.

5. Выполнено численное исследование взаимного влияния друг на дру­

га механических, температурных и диффузионных полей в изгибаемой
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балке при различных видах внешних воздействий (статических и ди­

намических), с учетом и без учёта конечной скорости распространения

тепловых и диффузионных потоков.
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