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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность работы. Изменение цен акций на рынке ценных бумаг носит 
случайный характер. Этому способствует огромное количество случайных фак-
торов, таких как поток экономических новостей и слухов, ожидания участников 
рынка, государственная политика, цены на нефть, публикация статистики пред-
приятий и другие. Поэтому при описании математических моделей динамики 
цен акций используют стохастические системы. В монографиях Ширяева А.Н., 
Халла Дж.К., Артемьева С.С. и Якунина М.А. представлены известные свой-
ства цен акций на рынке ценных бумаг, приведены стохастические модели ди-
намики финансовых инструментов и показатели для дискретного и непрерыв-
ного времени, преимущества их использования. Динамика цен акций может 
рассматриваться в различных масштабах времени (например, в масштабах дня, 
месяца или года), вследствие чего изменения цен акций можно разделить на 
диффузионные (малые случайные изменения) и скачкообразные (изменения, 
связанные с разрывом траектории процесса). Поэтому в настоящее время при 
описании изменения цен акций на рынке ценных бумаг популярны модели, 
описываемые стохастическими системами со скачками (Конт Р. и Танков П.) и 
системами с переключениями (Артемьев В.М., Бухалев В.А., Казаков И.Е., Бо-
рисов А.В.). В диссертационной работе рассматриваются стохастические си-
стемы со скачками, решение которых можно представить на основе процессов 
Леви с ненулевой гауссовой компонентой и компонентой, являющейся обоб-
щенным пуассоновским процессом и описывающей разрывы в траекториях цен 
акций, интервалы между которыми имеют экспоненциальное распределение. 
Такие модели в финансовой математике принято называть диффузионно-
скачкообразными моделями. О преимуществах использования таких моделей 
говорят исследования, проведенные Фамой Е.Ф., Френчем К.Р. и Роллом Р., 
Манделбротом Б.Б., Ричардсоном М. и Смитом Т.А. В работах Мертона Р.К., 
Коу С.Г., Рамезани С.А. и Зенга Ю. представлены примеры диффузионно-
скачкообразных моделей. Для решения задач анализа стохастических систем со 
скачками используются различные приближенные методы: метод Монте-Карло 
(работы Авериной Т.А., Якунина М.А., Артемьева С.С., Синицына И.Н., Кузне-
цова Д.Ф., Конта Р. и Танкова П., Корна Р., Корна Е. и Кроисандта Г.), метод 
гауссовской аппроксимации (монография Артемьева В.М., Ивановского А.В.), 
методы квазимоментов (монографии Пугачева В.С., Синицына И.Н. и Федосова 
Е.А., Инсарова В.В., Селивохина О.С.), ортогонального разложения (моногра-
фии Пугачева В.С., Синицына И.Н., работы Синицина В.И.), сеточные методы 
(работы Конта Р., Танкова П. и Волчковой Е.), метод Галеркина (работы Конта 
Р., Ху Л., Грайбела М. и Халмэна А.), спектральные методы анализа (работы 
Семенова В.В., Пантелеева А.В., Рыбакова К.А., Сотсковой И.Л.). 

Начиная с оригинальной работы Мертона Р.К. и до настоящего времени, в 
научном сообществе были изучены различные аспекты таких моделей (по дан-
ному вопросу в монографии Конта Р., Танкова П. содержится более 400 ссы-
лок). Недавние исследования подчеркнули важность развития диффузионно-
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скачкобразных моделей, обеспечивающих более близкие к наблюдаемым дан-
ным результаты. В существующей литературе предложено много изменений, 
связанных с уточнением спецификации скачкообразной компоненты, но, в ос-
новном, все изменения основываются на использовании различных распреде-
лений для описания величины скачков. Однако в монографии Артемьева В.М., 
Ивановского А.В., работах Авериной Т.А., Иванкиевича Р. рассматриваются 
стохастические системы, в которых предполагается, что моменты появления 
разрывов траекторий состояния системы образуют поток событий, отличный от 
пуассоновского. В качестве непуассоновского потока событий можно исполь-
зовать эрланговский и гиперэрланговский потоки событий, что позволит вклю-
чить пуассоновский поток как частный случай, учесть различную степень по-
следействия (от полного отсутствия до жесткой функциональной связи между 
моментами появления скачков). При этом их использование практически не 
усложнит задачу идентификации параметров моделей динамики цены, так как 
при ее решении нужно дополнительно учесть порядок эрланговского распреде-
ления. Использование моделей динамики цены, в основе которых лежат такие 
стохастические системы, позволит приблизиться к более точному описанию 
динамики цен акций и оценке стоимости производных финансовых инструмен-
тов, зависящих от цен акций. 

При решении большинства задач анализа стохастических систем со скачка-
ми в условиях «непуассоновского» потока событий нужно применять прибли-
женные методы. Одним из методов анализа таких систем является метод Мон-
те-Карло. Его использование приведено в работах Авериной Т.А. В ряде случа-
ев анализ стохастических систем сводится к нахождению плотности вероятно-
сти состояния, которая удовлетворяет системе обобщенных уравнений Фокке-
ра-Планка-Колмогорова (ФПК) и служит достаточной характеристикой случай-
ного процесса. В монографиях Артемьева В.М., Ивановского А.В. и Иванкие-
вича Р. рассматривается применение метода гауссовской аппроксимации и ме-
тода моментов к системе обобщенных уравнений ФПК для плотности вероят-
ности состояния системы. Эти методы позволяют перейти от обобщенных 
уравнений ФПК к системе обыкновенных дифференциальных уравнений боль-
шой размерности для моментов, численное интегрирование которых может за-
нять достаточно значительный промежуток времени, а полученное решение не-
достаточно полно будет описывать изменение состояния системы. Примени-
мость данных методов ограничена сравнительно небольшой размерностью век-
тора состояния.  

Таким образом, разработка приближенных методов анализа для стохастиче-
ских моделей со скачками в условии эрланговского и гиперэрланговского пото-
ков событий является актуальной задачей. 

Целью работы является разработка приближенных методов анализа для 
стохастических моделей динамики цены акции со скачками, характеризующи-
мися эрланговским распределением, описываемыми случайной смесью эрлан-
говских распределений или характеризующимися чередованием эрланговских 
распределений. 
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Были поставлены и решены следующие задачи: 
1) разработка и исследование новых моделей динамики цены акции со 

скачками, интервалы между которыми характеризуются эрланговским и гипер-
эрланговским распределениями; 

2) разработка спектральных методов анализа стохастических систем со 
скачками в условиях эрланговского и гиперэрланговского потоков событий, а 
именно нахождение решения системы обобщенных уравнений ФПК для плот-
ности вероятности в спектральной форме математического описания; 

3) модификация алгоритма статистического моделирования траекторий це-
ны акции и ее логарифма с учетом скачков, интервалы между которыми описы-
ваются эрланговским и гиперэрланговским распределениями, для проверки 
корректности результатов, полученных спектральными методами; 

4) разработка программного обеспечения на основе разработанных спек-
тральных методов и алгоритма статистического моделирования; 

5) решение задач анализа динамики цены акций предприятий авиационно-
промышленного комплекса. 

Общие методы исследования. Для решения поставленных задач использо-
вались методы математической статистики, теория случайных процессов, тео-
рия дифференциальных уравнений, численные методы. Теоретические резуль-
таты получены на основе теории систем со случайным периодом квантования и 
методов их анализа, а также результатов, полученных в спектральной теории 
для анализа стохастических систем. 

Научная новизна диссертационной работы заключается в следующем: 
предложены новые стохастические модели динамики цен акций, в которых ис-
пользуется эрланговский и гиперэрланговский потоки событий для описания 
моментов появления скачков, разработаны спектральные методы анализа сто-
хастических систем со скачками в условиях эрланговского и гиперэрланговско-
го потоков событий, а именно получены решения в спектральной форме мате-
матического описания при скачках, характеризующихся эрланговским распре-
делением, описываемых случайной смесью эрланговских распределений, ха-
рактеризующихся чередованием эрланговских распределений. 

Практическая значимость диссертационной работы состоит в том, что 
разработано программное обеспечение для решения задач анализа динамики 
цены акций предприятий авиационно-промышленного комплекса с применени-
ем ЭВМ спектральным методом и методом Монте-Карло. Проведен анализ ди-
намики цены акций компаний «Иркут» и «Объединенная авиастроительная 
корпорация» («ОАК») и сравнение результатов, полученных на основе предло-
женных и существующих моделей динамики цены. Разработанные методы и 
программное обеспечение могут применяться для анализа цен акций компаний, 
не имеющих отношения к авиационной отрасли. 

Достоверность результатов обоснована тем, что методы решения задач, 
рассмотренных в диссертации, базируются на современных теоретических 
представлениях и подходах к анализу стохастических систем со скачками, опи-
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сывающих изменения цен финансовых инструментов на рынке ценных бумаг. 
Эти представления являются общепринятыми и широко используются специа-
листами при исследовании различных аспектов как чисто теоретического, так и 
прикладного значения. Также были рассмотрены частные решения, полученные 
в спектральной форме математического описания и методом Монте-Карло, ко-
торые совпадают с ранее полученными результатами для стохастических си-
стем со скачками в условиях пуассоновского потока событий. Результаты, по-
лученные спектральным методом и методом Монте-Карло для исследуемых 
моделей, также свидетельствуют о корректности расчета плотности вероятно-
сти цены акции. По результатам анализа динамики цены акций авиационных 
компаний «Иркут» и «ОАК» можно сказать, что использование представленных 
в работе моделей позволяет получить более точное описание динамики цены 
акции. 

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы докла-
дывались на 8 международных конференциях, 5 всероссийских конференциях, 
обсуждались на научных семинарах кафедры «Математическая кибернетика» 
Московского авиационного института. Исследования были поддержаны РФФИ 
(проект № 12-08-00892-а). Была произведена государственная регистрация про-
граммного обеспечения для статистического моделирования и анализа случай-
ных процессов со скачками, описывающих динамику цен акций предприятий 
авиационной отрасли (свидетельство № 2013614748). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в статьях 
[1–5] в журналах, входящих в Перечень ВАК, в других изданиях [6–13], а также 
в трудах научных конференций [14–27]. Всего по теме диссертации опублико-
вано 27 работ. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, четы-
рех разделов основной части, заключения, списка используемой литературы 
(157 наименований). Работа изложена на 130 страницах, содержит 106 иллю-
страций. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обосновывается актуальность развития моделей динамики це-
ны со скачками в непрерывном времени, рассматриваются приближенные ме-
тоды решения задачи оценки стоимости акции, указывается область проведен-
ных исследований, обосновывается их актуальность и научная новизна, форму-
лируются цель работы и задачи диссертации, приводится краткое содержание 
работы. 

В первой главе представлен обзор наиболее известных свойств цен акций и 
направлений развития моделей динамики цены, рассматриваются существую-
щие модели динамики цены акции со скачками, заданными сложным пуассо-
новским процессом (модели Мертона, Рамезани и Зенга, Бейтса). Далее предла-
гаются новые модели со скачками, интервалы между которыми задаются эрлан-
говским и гиперэрланговскими законами, что позволяет включить экспоненци-



 

 7

альное распределение интервалов между скачками как частный случай. Дина-
мика цены акции в моделях рассматривается относительно ее логарифма, пото-
му что это позволяет упростить соотношения для плотности вероятности лога-
рифма цены и сделать процесс решения задачи с помощью приближенных ме-
тодов более устойчивым.  

Вводятся следующие обозначения: 0[ , ]kt T t t   – момент времени на рас-

сматриваемом интервале, 0t  – начальный момент времени, kt  – конечный момент 

времени, (0, )X    – цена акции, ln ( , )S X     – логарифм цены акции, 

  – ожидаемая доходность,   – волатильность, (0, )    – вариация, которая 

характеризует изменчивость цены акции,   – равновесная вариация,   – ско-
рость возвращения к равновесной вариации,   – волатильность вариации. Лога-
рифм начальной цены 0S  не зависит от начальной вариации 0  и имеет заданное 

распределение (заданы плотности вероятности 10 ( )s  и 20 ( )   соответственно); 

( )W t , 1( )W t  и 2 ( )W t  – винеровские случайные процессы, причем 1( )W t  и 2 ( )W t  с 

коэффициентом корреляции [ 1,1]  . Процесс 2( )W t  будем представлять в виде 

2
2 1( ) ( ) 1 ( )W t W t Z t    , где ( )Z t  – винеровский процесс, не зависящий от 

1( )W t ; i , 1,2,i   , – моменты появления скачков в траектории цены акции; 

ln ( )iY  , 1ln ( )iY   и 2ln ( )iY  , 1,2,i   , – независимые и одинаково распределен-

ные случайные величины, характеризующиеся плотностями вероятности ( , )q t y , 

1( , )q t y  и 2 ( , )q t y  соответственно; ( )P t  – простой пуассоновский процесс интен-

сивности  ; ( )J t  – эрланговский или гиперэрланговский процесс с заданными 

параметрами; ( )Q t  – марковский случайный процесс, описывающий разрывы 

траектории цены акции. Предполагается, что ( )W t , 1( )W t , 2 ( )W t , ( )P t  и ( )J t  не 

зависят от 0S , 0 , ln ( )iY  , 1ln ( )iY   и 2ln ( )iY  ; ( )W t , 1( )W t , 2 ( )W t  не зависят от 

( )Q t , ( )P t  и ( )J t . Величина  , учитывающая влияние скачков на тренд цены 

акции, зависит от параметров скачкообразного процесса (интенсивностей, по-
рядка эрланговских распределений и распределения величины скачков).  

В разделе 1.3.1 рассмотрены модели со скачками, описываемыми эрлангов-
ским распределением. Динамика логарифма цены акции в модифицированной 
модели Мертона задается стохастическим дифференциальным уравнением: 

 
2

( ) ( ) ( ),
2

dS t dt dW t dQ t


  
 

     
 

  0 0( ) ,S t S  (1)  

а в модифицированной модели Бейтса – системой стохастических дифференци-
альных уравнений:  

 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

2

t
dS t dt t dW t dQ t


  

 
     
 

  0 0( ) ,S t S  (2) 

   2( ) ( ) ( ) ( ),d t t dt t dW t         0 0( ) .t   (3) 

Случайный процесс ( )Q t , описывающий разрывы траекторий логарифма це-

ны, представляется в виде   
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( )

1

( ) ln ( )
J t

i
i

Q t Y 


 , 

где ( )J t  формируется в результате пропуска подряд 1N   событий пуассонов-

ского процесса ( )P t  и ассоциируется с эрланговским потоком событий 1 , 2 , 

…, состоящих в том, что логарифм цены акции S  получает случайные прира-
щения ln ( )iY  : 

( ) ( 0) ln ( ).i i iS S Y      

Заданное положительное число  , натуральное число N  определяют закон 
распределения промежутков времени 1i i i      , 1,2,i    ( 0 0t  ), который 

является эрланговским с параметрами   и N . 
Для получения соотношений для плотности вероятности ( , )t s  логарифма 

цены акции S  вводится случайный процесс ( )K t  с конечным множеством со-

стояний {1,2,..., }N , которые сменяются последовательно, начиная с 1, в соот-

ветствии с кольцевым графом состояний, интенсивность смены состояний –  . 
При переходе из состояния с номером N  в состояние с номером 1 случайного 
процесса ( )K t  логарифм цены актива S  получает случайное приращение 

ln ( )iY  , что соответствует разрыву (скачку) траектории логарифма цены ( )S t .  

Таким образом, рассматривается стохастическая система с расширенным 
вектором состояния, непрерывная часть которого – S , а дискретная 

{1,2,..., }K N . Тогда плотность вероятности ( , )t s  логарифма цены акции S  в 

модифицированной модели Мертона представляется в виде суммы: 

 ( )

1

( , ) ( , ),
N

k

k

t s t s 


  (4) 

где функции ( ) ( , )k t s  представляют собой ненормированные плотности веро-

ятности вектора состояния при фиксированном K k  и удовлетворяют системе 
обобщенных уравнений ФПК: 

 
(1)

(1) (1) ( )( , )
( , ) ( , ) ( , ),Nt s
t s t s t s

t


  


  


A H  (5) 

 
( )

( ) ( ) ( 1)( , )
( , ) ( , ) ( , ), 2,..., ,

k
k k kt s

t s t s t s k N
t


   

   


A  (6) 

в которой при 1,2,...,k N , 

 
2 2 2

( ) ( ) ( )

2
( , ) ( , ) ( , ),

2 2
k k kt s t s t s

s s

 
    

   
     

  
A  (7) 

 ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) .N Nt s q t s z t z dz  




  H  (8) 

Начальное состояние 0S  определяется заданной плотностью вероятности 

0 ( )s . Для процесса ( )K t  начальное состояние фиксировано, а именно 0( ) 1K t  , 

поэтому 

 (1) ( )
0 0 0( , ) ( ), ( , ) 0, 2,..., .kt s s t s k N      (9) 
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Аналогично в модифицированной модели Бейтса плотность вероятности 
( , , )t s   пары ( , )S   представляется в виде суммы: 

 ( )

1

( , , ) ( , , ),
N

k

k

t s t s   


  (10) 

где функции ( ) ( , , )k t s   удовлетворяют системе обобщенных уравнений ФПК: 

 
(1)

(1) (1) ( )( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ),Nt s
t s t s t s

t

 
     


  


A H  (11) 

 
( )

( ) ( ) ( 1)( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ), 2,..., ,

k
k k kt s

t s t s t s k N
t

 
     

   


A  (12) 

в которой 

 ( ) ( )( , , ) ( , , )
2

k kt s t s
s


     

 
     

 
A  

 
2

( ) ( )

2

1
( ) ( , , ) ( , , )

2
k kt s t s

s
      



 
          

 (13) 

 
2 2 2

( ) ( )

2
( , , ) ( , , ) , 1,2,..., ,

2
k kt s t s k N

s


    

 

 
          

  

 ( ) ( )( , , ) ( , ) ( , , ) .N Nt s q t s z t z dz    




  H  (14) 

Начальные состояния 0S  и 0  определяются заданными плотностями веро-

ятности 10 ( )s  и 20 ( )   соответственно: 

 (1) ( )
0 10 20 0( , , ) ( ) ( ), ( , , ) 0, 2,..., .kt s s t s k N          (15) 

В разделе 1.3.2 рассмотрена модель со скачками, описываемыми случайной 
смесью эрланговских распределений. Динамика логарифма цены акции задает-
ся стохастическим дифференциальным уравнением вида (1), в котором случай-

ный процесс ( )Q t  определяется как 

  
( )

1 2
1

( ) ln ( ) (1 )ln ( )
J t

i i i i
i

Q t Y Y   


   , 

где ( )J t  – гиперэрланговский процесс, ассоциированный со случайным пото-

ком событий, состоящих в том, что логарифм цены акции S   получает прира-
щения 1ln ( )iY   или 2ln ( )iY   в случайные моменты времени 1 , 2 , … Выбор 

приращения 1ln ( )iY   или 2ln ( )iY   зависит от случайной величины i , прини-

мающей значения 1 с вероятностью 1 1 2/( )    и 0 с вероятностью 2 1 2/( )   : 

 
1

2

ln ( ), 1,
( ) ( 0)

ln ( ), 0.

i i

i i

i i

Y
S S

Y

 
 

 

 
    

 
 

Заданные положительные числа 1  и 2 , а также натуральные числа 1N  и 

2N  определяют гиперэрланговский закон распределения промежутков времени  

1i i i      , 1,2,i    ( 0 0t  ), который является эрланговским с параметрами 

1  и 1N , если 1i  , или эрланговским с параметрами 2  и 2N , если 0i  . 
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Случайные величины i  независимы, поэтому выбор закона распределения для 

случайного приращения – 1( , )q t y  или 2( , )q t y  – в момент времени i  не зависит 

от предыстории. 
Далее вводится случайный процесс ( )K t  с конечным множеством состоя-

ний {1,2,..., }N , где 1 2 1N N N   . Интенсивности переходов задаются следу-

ющим образом: смена состояний 1 2 , 2 3 , …, 1 11N N   и 1 1N   проис-

ходит с интенсивностью 1 , а смена состояний 11 1N  , 1 11 2N N   , …, 

1N N   и 1N   – с интенсивностью 2 ; другие переходы невозможны. При 

переходе из состояния с номером 1N  в состояние с номером 1 случайного про-

цесса ( )K t  логарифм цены акции S  получает случайное приращение 1ln ( )iY  , а 

при переходе из состояния с номером N  в состояние с номером 1 – случайное 
приращение 2ln ( )iY  , что соответствует разрыву (скачку) траектории логариф-

ма цены акции S .  
Тогда плотность вероятности ( , )t s  логарифма цены акции S  может быть 

представлена в виде суммы компонент ( ) ( , )k t s  (4), которые удовлетворяют си-

стеме обобщенных уравнений ФПК: 

   1

(1)
( )(1) (1) ( )

1 2 1 2

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),N Nt s
t s t s t s t s

t


     


    


A H H  (16) 

 
( )

( ) ( ) ( 1)
1 1 1

( , )
( , ) ( , ) ( , ),   2,..., ,

k
k k kt s

t s t s t s k N
t


   

   


A  (17) 

 
1

1 1

( 1)
( 1) ( 1) (1)

2 2

( , )
( , ) ( , ) ( , ),

N
N Nt s

t s t s t s
t


    


 

  


A  (18) 

 

( )
( ) ( ) ( 1)

2 2

1

( , )
( , ) ( , ) ( , ),   

2,..., ,

k
k k kt s

t s t s t s
t

k N N


     

  


 

A
 (19) 

где ( ) ( , )k t sA  задается выражением (7), а  

 ( , ) ( , ) ( , ) ,  1,2.i i it s q t s z t z dz i  




   H  (20) 

Для случайного процесса ( )K t  начальное состояние фиксировано: 0( ) 1K t  , 

поэтому с учетом заданной плотности вероятности 0 ( )s  начального состояния 

0S  имеем (9). 

В разделе 1.3.3 рассмотрена модель со скачками, характеризующимися че-
редованием эрланговских распределений. Динамика логарифма цены акции 
описывается стохастическим дифференциальным уравнением вида (1), в кото-

ром случайный процесс ( )Q t  определяется как 

 
( )

1

( ) ln ( )
P t

i
i

Q t Y 


 , 
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где ( )P t  – пуассоновский процесс, ассоциированный со случайным потоком 

событий, состоящих в том, что логарифм цены акции S  получает приращения 

1ln ( )iY   или 2ln ( )iY   в случайные моменты времени 1 , 2 , … Приращения 

1ln ( )iY   и 2ln ( )iY   чередуются между собой, выбор приращения зависит от но-

мера текущего события i ; события пуассоновского потока сменяются с интен-
сивностью  : 

1 1

2

ln ( ),  (mod ) ,
( ) ( 0)

ln ( ),  (mod ) 0.

i

i i

i

Y i N N
S S

Y i N


 



 
    

 
 

Заданное положительное число  , а также натуральные числа 1N  и 

2 1N N N   определяют гиперэрланговский закон распределения промежутков 

времени 1i i i      , 1,2,i   , ( 0 0t  ), заданный чередованием эрланговских 

законов распределения, имеющих одинаковую интенсивность   и различные 
порядки 1N  и 2N  соответственно.  

Далее вводится случайный процесс ( )K t  с конечным множеством состоя-

ний {1,2,..., }N , которые сменяются последовательно, начиная с 1. При переходе 

из состояния с номером 1N  в состояние с номером 1 1N   случайного процесса 

( )K t  логарифм цены акции S  получает случайное приращение 1( )iY  , а при пе-

реходе из состояния с номером N  в состояние с номером 1 – случайное прира-
щение 2( )iY  , что соответствует разрыву (скачку) траектории логарифма цены 

акции S .  
Тогда плотность вероятности ( , )t s  логарифма цены акции S  может быть 

представлена в виде суммы компонент ( ) ( , )k t s  (4), которые  удовлетворяют 

системе обобщенных уравнений ФПК: 

 
(1)

(1) (1) ( )
2

( , )
( , ) ( , ) ( , ),Nt s
t s t s t s

t


  


  


A H  (21) 

 
1

1 1 1

( 1)
( 1) ( 1) ( )

1

( , )
( , ) ( , ) ( , ),

N
N N Nt s

t s t s t s
t


  


 

  


A H  (22) 

 

( )
( ) ( ) ( 1)

1 1

( , )
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),

2,..., , 2,..., ,

k
k k kt s

t s t t s t t s
t

k N N N


     

  


 

A
 (23) 

где ( ) ( , )k t sA  задается выражением (7), а  

 ( , ) ( , ) ( , ) ,  1,2.i it s q t y t z dz i  




  H  (24) 

Для случайного процесса ( )K t  начальное состояние фиксировано: 0( ) 1K t  , 

поэтому с учетом заданной плотности вероятности 0 ( )s  начального состояния 

0S  имеем (9). 

Задача анализа динамики цены акции заключается в нахождении плотности 
вероятности логарифма цены акции, из которой получается плотность вероятно-
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сти цены акции и находятся другие вероятностные характеристики (математиче-
ское ожидание, дисперсия, параметры асимметрии и эксцесса) для исследуемых 
моделей динамики цены акции. 

Во второй главе рассмотрены приближенные методы решения задач ана-
лиза стохастических систем с разрывами траекторий, характеризующимися эр-
ланговским и гиперэрланговским распределениями.  

В разделе 2.1 разработан спектральный метод анализа стохастических си-
стем со скачками, описываемыми эрланговским и гиперэрланговским распре-
делениями, вводятся основные определения и понятия спектрального метода. 
При применении спектрального метода обобщенные уравнения ФПК сводятся к 
линейным алгебраическим уравнениям относительно коэффициентов разложе-
ния функций в ряды Фурье по полной ортонормированной системе базисных 

функций в пространстве 2 ( )nL T R . Форма этих уравнений не зависит от выбо-

ра базисных систем и их свойств. В итоге решение системы интегро-
дифференциальных уравнений сводится к поиску коэффициентов разложения 
плотности вероятности. Основные преимущества, которые отличают данный 
подход, это универсальность его применения и простота в программной реали-
зации. Этот метод является развитием подхода, применяемого для более про-
стых стохастических систем. 

В разделе сформулированы и доказаны теоремы о решении задачи анализа 
стохастических систем с разрывами траекторий, характеризующимися эрлан-
говским и гиперэрланговским распределениями, в спектральной форме матема-
тического описания, а также рассматриваются частные решения и обобщения 
(зависимость интенсивности от цены акции, зависимость процентной ставки и 
волатильности от времени, выплата дивидендов).  

Вводятся следующие обозначения: x  – вектор состояния, 

0 10 1 , ,..., 0{ ( , ,..., , , )}
nn i i ie i i i t x 
  – ортонормированный базис из 2 ( )nL T R , где  

0 1 0 1( , ,..., , , ) ( , ) ( ,..., , )n ne i i i t x q i t p i i x  , причем 
00 0{ ( , )}iq i t 
  является базисом про-

странства 2( )L T , а 
11 ,..., 0{ ( ,..., , )}

nn i ip i i x 
  – базисом пространства 2( )nL R , 

( 1, 1)P n n   – спектральная характеристика (СХ) оператора дифференцирова-

ния по времени с учетом значения функции в начальный момент, ( 1, 1)A n n  , 

( 1, 1)H n n  , 1( 1, 1)H n n   и 2 ( 1, 1)H n n   – СХ операторов A , H , 1H  и 2H , 

( 1, 1)n n   , 1( 1, 1)n n    и 2 ( 1, 1)n n    – СХ операторов умножения на  , 

1  и 2 , ( 1,0)n   – СХ плотности вероятности ( , )t x , ( 1, 1)E n n   – единич-

ная матрица. Все перечисленные спектральные характеристики определены от-

носительно системы функций 
0 10 1 , ,..., 0{ ( , ,..., , , )}

nn i i ie i i i t x 
  и представляют собой 

многомерные матрицы, элементы которых находятся по формулам для указан-

ных функций и операторов относительно 
0 10 1 , ,..., 0{ ( , ,..., , , )}

nn i i ie i i i t x 
 , с заданным 

числом строчных и столбцовых индексов соответственно. Далее, 0(1,0; )q t  – 

матрица-столбец значений функций базисной системы 
00 0{ ( , )}iq i t 
  в точке 0t , 
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0 ( ,0)n  – СХ плотности вероятности 0 ( )x  начального состояния, определен-

ная относительно системы функций 
11 ,..., 0{ ( ,..., , )}

nn i ip i i x 
 .  

Далее число строчных и столбцовых индексов для краткости будет опуще-
но, т.е. ( 1, 1)A A n n   , ( 1, 1)H H n n   , 1 1( 1, 1)H H n n   , 

2 2 ( 1, 1)H H n n   , ( 1, 1)n n     , 1 1( 1, 1)n n     , 2 2 ( 1, 1)n n     , 

( 1, 1)W W n n   , 1 1( 1, 1)W W n n   , 2 2 ( 1, 1)W W n n   , ( 1, 1)E E n n   , 

( 1,0)n    , 0 0 ( ,0)n   . 

Теорема 1 (о решении в спектральной форме представления задачи анализа 
стохастических систем со скачками, описываемыми эрланговским распределе-

нием) Если плотность вероятности 2( , ) ( )nt x L T R    и удовлетворяет системе 

уравнений (4)–(6) или (10)–(12), то спектральная характеристика   выражается 
формулой: 

        
11

0 0(1,0; ) ,N NE W E W W H q t


             

или 

        
11

0 0(1,0; ) ,N NE W E W W H q t


              

где  

 1 ,W P A       

и операторы A  и H  определяются выражениями (7), (8) соответственно, x s , 
1n   в случае модифицированной модели Мертона, а в случае модифицирован-

ной модели Бейтса – операторы A  и H  определяются выражениями (13), (14), 

(   )Tx s  , 2n  . 

Теорема 2 (о решении в спектральной форме представления задачи анализа 
стохастических систем со скачками, описываемыми случайной смесью эрлан-

говских распределений) Если плотности вероятность 2( , ) ( )nt x L T R    и удо-

влетворяет системе уравнений (4), (16)–(19), то спектральная характеристика   
выражается формулой: 

 
       

   

1 2 2 1

1 2 1

1 11 1 11
1 1 2 2 2 1

1
1 11

1 1 1 2 2 2 1 0 0

[ ]

{ [ ] } (1,0; ) ,

N N NN

N N N

E W E W E W E W W W

W H H W W q t

   


 

            

          
  

или 

        1 1 2 2
1 11 1 11

1 1 1 2 2 2( )N N NNE W E W W W E W E W
                

 

    2 1 2
11 11

2 2 2 1 1 1 2 0 0{ [ ] } (1,0; ) (1,0) ,N N NW H H W W q t
              

где 

   1 1
1 1 1 2 2 2,  ,W P A W P A              

и операторы A  и iH  определяются выражениями (7), (20) соответственно, 

x s , 1n  .  
Теорема 3 (о решении в спектральной форме представления задачи анализа 

стохастических систем со скачками, характеризующимися чередованием эр-
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ланговских распределений) Если плотность вероятности 2( , ) ( )nt x L T R    удо-

влетворяет системе уравнений (4), (21)–(23), то спектральная характеристика   
выражается формулой: 

 
       



1 2 2

1 2

1 11
1

11
1 2 0 0( (1,0; ) ),

N N N

N N

E W E W H W E W E W

W H W H q t

 



              

         

  

где  1 ,W P A       и операторы A  и H  определяются выражениями (7), 

(24) соответственно, x s , 1n  .  
В работах [1,2,4] приведено решение задачи анализа спектральным методом 

для стохастических систем со скачками, описываемыми эрланговским и гиперэ-
рланговским распределениями. В этих системах вектор сноса, матрица диффу-
зии и параметры, характеризующие скачки в траекториях случайного процесса, 
заданы в общем виде. 

Обратный переход от спектральной характеристики ( 1,0)n   к соответ-

ствующей плотности вероятности ( , )t x  осуществляется по формуле обраще-

ния, но поскольку задача нахождения всех коэффициентов разложения не явля-
ется тривиальной, обычно приближенно определяется конечное число коэффи-
циентов 

0 1... ni i i : 

0 1

0 1

0 1

1 11

... 0 1
0 0 0

( , ) ... ( , ,..., , , ),   ( , ) ,
n

n

n

L LL
n

i i i n
i i i

t x e i i i t x t x T R 
 

  

      

где натуральные числа 0L , 1L , …, nL  – выбранные порядки усечения спектраль-

ных характеристик, влияющие на точность решения. 
С помощью полученной плотности вероятности логарифма цены и обрат-

ной замены переменных можно получить плотность вероятности цены акции. 
В разделе 2.2 приведен модифицированный алгоритм численного модели-

рования траекторий цены акции и ее логарифма методом Монте-Карло, необхо-
димый для проверки численных результатов, полученных спектральным мето-
дом для моделей динамики цены со скачками в условиях эрланговского и гипе-
рэрланговского потоков событий. 

Алгоритм статистического моделирования траекторий включает выбор сет-
ки на интервале 0[ , ]kt t , моделирование моментов скачков i , 1,2,i   , и вели-

чин скачков для M  траекторий на указанном интервале времени, моделирова-
ние M  траекторий цены акции (или ее логарифма), при котором учитываются 
значения цены акции (или ее логарифма) в моменты появления скачков, кото-
рые находятся между узлами сетки. 

Основное отличие модифицированного алгоритма от приведенного в рабо-
тах Авериной Т.А. заключается в предварительном моделировании моментов 
появления скачков, образующих эрланговские и гиперэрланговские потоки со-
бытий (вместо пуассоновского потока событий), и величин скачков. Алгоритмы 
моделирования эрланговского потока событий и гиперэрланговских потоков 
событий, задаваемых случайной смесью эрланговских распределений и чередо-
ванием эрланговских распределений, приведены в диссертационной работе. 



 

 15

В третьей главе кратко описано программное обеспечение спектрального 
метода анализа, сформированного в расчетной системе Spectrum, а также про-
граммное обеспечение, реализующее алгоритмы моделирования траекторий 
цены акции и ее логарифма для рассматриваемых математических моделей. 
Описываются их основные функции и возможности [3,16].  

В четвертой главе рассмотрены изменения цен акций компаний «Иркут» и 
«ОАК» на ММВБ, рассчитываются плотности вероятности спектральным мето-
дом и методом Монте-Карло на основе информации о ценах акций (в период 
времени 03.01.2012 – 31.08.2012) и моделей со скачками, характеризующимися 
эрланговским распределением, описываемыми случайной смесью эрланговских 
распределений и характеризующимися чередованием эрланговских распреде-
лений, проводится анализ результатов.  

На рисунках 1 и 2 представлены результаты расчета плотности вероятности и 
математического ожидания цены акции компании «Иркут» при следующих па-
раметрах: промежуток времени 0,1t T      (1 год), начальная цена имеет лога-

рифмически нормальное распределение с математическим ожиданием 6 и дис-
персией 0.3618, процентная ставка 0.0589   , волатильность 0.34  , вели-

чины 1( ) ~ (17.67,1)iY Pareto  и ( ) ~ (19,1)iY Beta , при 1 1N   и 2 1N   интенсив-

ности равны 1 2   и 2 3  , и далее при изменении 1N  или 2N  рассчитываются 

из условия 1 1 2 2/ / constN N   . Для расчетов спектральным методом при 

представлении искомой функции плотности вероятности в виде ряда использу-

ются первые двадцать четыре функции базисных систем 
00 0{ ( , )}iP i t 
  (полиномы 

Лежандра) по времени и 
11 0{ ( , )}ii x 
  (функции Эрмита с параметрами 1.787m   

и 0.01D  ) по состоянию. При вычислении вероятностных оценок методом МК 
используются 100000 реализаций с шагом по времени и состоянию 0.01.  

 
Рис. 1. Сечения оценок плотности  
вероятности ( , )t x , полученных 

спектральным методом и методом 
Монте-Карло при 1 2N  , 2 3N  . 

 

 
Рис. 2. Математическое ожидание 

цены акции «IRKT»  
при различных 1N , 2N . 
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В диссертационной работе приводятся результаты расчета плотности веро-
ятности и моментных характеристик цен акций компаний «Иркут» и «ОАК» на 
основе моделей с эрланговскими и гиперэрланговскими скачками при различ-
ных значениях параметров эрланговских распределений, влияющих на характер 
появления скачков, в частности, на зависимость между последовательными по-
явлениями скачков в траекториях цены акции. Также анализируются результа-
ты расчета плотности вероятности цены акции спектральным методом при раз-
личных порядках усечения СХ. Из результатов расчета следует, что на основе 
представленных в диссертационной работе моделей можно получать плотности 
вероятности цен акции с различными коэффициентами асимметрии и эксцесса, 
учитывая различную степень зависимости между моментами скачков за счет 
изменения порядка эрланговского потока событий, и приблизиться к более точ-
ному описанию динамики цены. 

В данной диссертационной работе под оценкой стоимости цены акции по-
нимается нахождение ее вероятностных характеристик, таких как плотность ве-
роятности, математическое ожидание, дисперсия, коэффициенты асимметрии и 
эксцесса. Математическое ожидание и дисперсия позволяют получить пред-
ставления о характере изменения тренда и изменчивости цены акции соответ-
ственно. Экономический смысл коэффициента асимметрии в финансовой мате-
матике заключается в следующем: если коэффициент имеет положительное 
значение, то более высокая цена считается более вероятной, чем низкая и 
наоборот. Коэффициент эксцесса характеризует следующее: при рассмотрении 
двух активов, цены которых имеют симметричные унимодальные распределе-
ния и равные математические ожидания, менее рискованной считается инве-
стиция в актив, для которого распределение цены имеет больший эксцесс. Так-
же с помощью полученной плотности вероятности можно построить интер-
вальную оценку для математического ожидания или вычислить показатель VaR 
(«стоимость под риском»), активно использующийся фондовыми менеджерами 
и финансовыми организациями. Данный показатель представляет собой вели-
чину потерь инвестиционного портфеля (в нашем случае состоящим из одной 
акции), значение которой не превышается в течение заданного интервала вре-
мени с некоторой указанной вероятностью. 

ОСНОВНЫЕ НАУЧНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ,                                          
ВЫНОСИМЫЕ НА ЗАЩИТУ 

Основным итогом диссертационной работы является разработка прибли-
женных методов анализа для стохастических моделей динамики цены акции со 
скачками в условиях эрланговских и гиперэрланговских потоков событий, а 
также их применение в приложении к задаче оценки стоимости акций предпри-
ятий авиационно-промышленного комплекса. Это выражается в следующих ре-
зультатах. 

1. Предложены новые стохастические модели динамики цен акций со скач-
ками в условиях эрланговского и гиперэрланговского потоков событий. 
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2. Разработаны спектральные методы анализа стохастических систем со 
скачками, характеризующимися эрланговским и гиперэрланговским распреде-
лениями, а именно получены решения (спектральные характеристики плотно-
сти вероятности) в спектральной форме математического описания для моделей 
со скачками, характеризующимися эрланговским распределением, описывае-
мыми случайной смесью эрланговских распределений, характеризующимися 
чередованием эрланговских распределений. 

3. Модифицирован алгоритм статистического моделирования траекторий 
цен акций и их логарифма в условиях эрланговского или гиперэрланговского 
потока событий для проверки результатов, полученных спектральным методом. 

4. Разработано программное обеспечение, реализующее спектральные ме-
тоды и алгоритм статистического моделирования для анализа стохастических 
систем со скачками, характеризующимися эрланговским и гиперэрланговским 
распределениями. 

5. Получены решения задачи анализа динамики цен акции корпорации «Ир-
кут» и «ОАК» в условиях скачков, характеризующихся эрланговским распреде-
лением, описываемых случайной смесью эрланговских распределений, харак-
теризующихся чередованием эрланговских распределений.  
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