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Введение

Задача о собственных колебаниях стержней является классической зада­
чей математической физики. Возможность использования стержней в качестве
расчетной модели многих механических систем обуславливает большое число
практических приложений данной задачи.

В настоящее время, в различных областях науки и техники все чаще
возникает необходимость исследования динамических характеристик механиче­
ских объектов, моделируемых стержневыми системами, состоящими из упруго­
соединенных стержней. Примерами таких объектов являются ракеты-носители
(РН) пакетной компоновки, крупногабаритные космические конструкции, сбор­
ки ядерных реакторов. В то же время динамика подобных механических систем
изучена относительно слабо, что в совокупности указывает на актуальность ис­
следований в данной области.

Важным приложением стержневых систем является их использование в
качестве расчетных моделей при исследовании динамических характеристик
ракет-носителей (РН). При проектировании и эксплуатации РН важным эта­
пом является обеспечение устойчивости движения РН на всех участках поле­
та. Исследованию динамики РН выполненных по тандемной схеме посвящено
большое количество научных работ, основные результаты которых отражены в
таких монографиях как [1—5] и др.

Одним из способов повышения энегро-массовой эффективности многосту­
пенчатых ракет-носителей является использование продольного деления ступе­
ней РН или пакетная компоновка [6; 7]. В настоящее время, применение находят
РН, спроектированные по комбинированной схеме: первые две ступени РН пред­
ставляют собой пакет, последующие — тандем (в дальнейшем будем называть
такую схему также пакетной компоновкой). Применение пакетной компоновки
на первых ступенях РН имеет ряд преимуществ по сравнению с тандемом:

– Дробление ракетного блока первой ступени на несколько боковых бло­
ков позволяет уменьшать диаметр баков, при значительном увеличении
массы компонентов топлива (КРТ)

– Одновременное включение двигательной установки (ДУ) ракетных бло­
ков первой и второй ступени позволяет снизить потери характеристи­
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ческой скорости, вызванные действием гравитационных сил, а также,
уменьшить вероятность возникновения нештатной ситуации, обуслов­
ленной необходимостью включения ДУ второй ступени во время полета
РН

– При использовании пакетной компоновки появляется возможность для
дальнейшего совершенствования энерго-массовых характеристик РН за
счет перераспределения КРТ в процессе полета РН между ракетными
блоками первой и второй ступеней

С точки зрения экономической и технологической эффективности приме­
нение пакетной компоновки делает возможной разработку модельного ряда РН
модульной схемы на основе унифицированного ракетного блока (модуля). Та­
кой подход позволяет создать серию ракет-носителей начиная с легкой (или
средней) и заканчивая тяжелой и сверхтяжелой. Повышение грузоподъемности
ракеты-носителя в данном случае обеспечивается объединением нескольких ра­
кетных блоков, расположенных по окружности вокруг центрального [8; 9].

В то же время, вопросы динамики РН пакетной компоновки сравнитель­
но слабо освещены в специализированной литературе и научных работах, при
этом, с точки зрения задач теории колебаний и устойчивости движения, дан­
ный тип РН представляет собой более сложный объект по сравнению с РН
тандемной компоновки. Одним из основных аспектов, обуславливающих дан­
ную особенность является то, что блоки РН пакетной компоновки совершают
совместные изгибно-продольно-крутильные колебания, что в свою очередь при­
водит к большому разнообразию возможных форм колебаний, необходимости
их классификации для отнесения к тому или иному каналу управления, зна­
чительному росту порядка системы уравнений, описывающих движение РН,
вследствие возникновения механических и гидравлических связей между кана­
лами управления [10—13] и т.д.

В настоящей диссертационной работе проводится исследование динами­
ки стержневых систем типа «пакет» с использованием теоретико-группового
подхода, основанного на свойствах симметрии анализируемой механической си­
стемы.

Целью данной работы является разработка методов расчета, анализа и
классификации частот и форм собственных колебаний механических систем,
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обладающих пространственной симметрией и состоящих из идентичных (боко­
вых) стрежней, упруго-соединенных с центральным (пакет стержней).

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Провести исследование задачи о собственных и свободных колебаниях
пакета стержней, совершающих продольные колебания. Исследовать
симметрию системы исходных дифференциальных уравнений, сформу­
лировать операторную постановка задачи и исследовать спектр соответ­
ствующего оператора. На основании полученных результатов провести
симметрийную классификацию форм и частот собственных колебаний
рассмотренной механической системы

2. Провести исследование задачи о собственных колебаниях пакета стерж­
ней, совершающих пространственные колебания. Получить алгебру ин­
финитезимальных операторов системы исходных дифференциальных
уравнений. Сформулировать операторную постановку задачи и и ис­
следовать спектр соответствующего оператора. Провести классифика­
цию собственных форм колебаний пакетов с двумя, четырьмя и шестью
боковыми стержнями

3. Выполнить численный расчет собственных колебаний пакета стержней,
совершающих пространственные колебания, для случая четырех боко­
вых стержней

Научная новизна:В ходе работы над диссертацией был применен теоре­
тико-групповой подход для исследования динамики пакета стержней, благодаря
чему впервые были получены следующие результаты

1. Проведена классификация форм и частот собственных продольных ко­
лебаний пакета стержней по неприводимым представлениям группы 𝑆𝑛

2. Получены выражения для ортопроекторов на пространства неприводи­
мый представлений групп симметрии пакетов стержней, совершающих
пространственные колебания, для случаев двух, четырех и шести боко­
вых стержней

3. Разработан метод приведения форм колебаний, соответствующих крат­
ным частотам к плоскостям пространственной симметрии пакета
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4. Разработан метод проектирования вектора внешних нагрузок на про­
странства неприводимых представлений группы симметрии пакета
стержней, при записи слабого решения эволюционной задачи

Mетодология и методы исследования. В диссертации исследуется
задача о собственных и свободных колебаниях пакетов упруго-соединенных
стержней без учета демпфирования. Перемещения стержней описаны диффе­
ренциальными уравнениями в частных производных с использованием моде­
ли Эйлера-Бернулли для описания поперечных колебаний. Для получения раз­
решающей краевой задачи был применен метод разделения переменных. При
исследовании задачи о собственных колебаниях использовалась спектральная
теория самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве. Классифи­
кация форм и частот колебаний, и исследование их свойств проводились с ис­
пользованием теории представлений конечных групп преобразований симмет­
рии. Для проведения численного расчета частот и форм колебаний с помощью
метода конечных элементов использован процессор NX NASTRAN.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Аналитическое решение задачи о собственных колебаниях пакета

стержней, совершающих продольные колебания, с использованием тео­
ретико-группового подхода

2. Постановка задачи о собственных колебаниях пакета стержней, совер­
шающих пространственные колебания

3. Классификация форм собственных колебаний пакета стержней, совер­
шающих пространственные колебания, по неприводимым представле­
ниям соответствующих групп симметрии. Ортопроекторы и базисные
вектора, отвечающие неприводимым представлениям указанных групп
для пакета с двумя, четырьмя и шестью боковыми стержнями

4. Методика приведения форм собственных колебаний пакета стержней,
соответствующих кратным частотам к плоскостям пространственной
симметрии

5. Результаты численного расчета собственных колебаний пакета стерж­
ней, совершающих пространственные колебания, для случая четырех
боковых стержней
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6. Способ разложения вектора внешних нагрузок на слагаемые, относя­
щиеся к различным неприводимым представлениям группы симметрии
пакета стержней

Достоверность полученных результатов обеспечивается применением
строгих, апробированных моделей и математических методов для решения и
исследования задач теории колебаний и математической физики. Результаты
находятся в соответствии с результатами, полученными другими авторами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
следующих конференциях:

1. 4-ая международная научная конференция «Ракетно-космическая тех­
ника: фундаментальные и прикладные проблемы», 2013, Москва, Рос­
сия

2. Международная конференция «XXVI Крымская Осенняя Математиче­
ская Школа-симпозиум по спектральным и эволюционным задачам»
(КРОМШ-2015), 2015, Симферополь, Россия

3. Современные методы теории краевых задач «Понтрягинские чтения –
ХХVII», 2016, Воронеж, Россия

4. Всероссийская конференция, посвященная 100-летию со дня рождения
В.И. Феодосьева, 2016, Москва, Россия

5. «International graduate summer school in aeronautics & astronautics»
IGSS 2016, 2016, Beijing, China

6. Шестая школа-конференция «Алгебры Ли, алгебраические групп и тео­
рия инвариантов», 2017, Москва, Россия

7. Гагаринские чтения – 2017: XLIII Международная молодёжная научная
конференция, 2017, Москва, Россия

Личный вклад. Все исследования, результаты которых изложены в дис­
сертационной работе, проведены лично соискателем. Из совместных публика­
ций в диссертацию включен лишь принадлежащий непосредственно соискателю
материал.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 10
печатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК,
7 — в тезисах докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх
глав, заключения и одного приложения. Полный объём диссертации составля­
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ет 125 страниц с 28 рисунками и 9 таблицами. Список литературы содержит
113 наименований.



10

Глава 1. Особенности динамики стержневых систем типа «пакет» и
применение теории групп в динамике симметричных конструкций

1.1 Собственные колебания стержневых систем типа «пакет»

При исследовании динамики конструкций, широкое применение находит
абстракция исходной механической системы с помощью различных стержне­
вых моделей. Примерами таких механических систем могут служить простран­
ственные фермы, сборки ядерных реакторов, ракеты-носители и т.п. Так, при
разработке и эксплуатации жидкостных ракет-носителей (РН) одной из важ­
ных задач является обеспечение устойчивости движения ракеты по отношению
к короткопериодическим колебаниям, возникающим вследствие возбуждения
упругих колебательных движений корпуса ракеты, а также возмущенного дви­
жения жидкости в баках. Исследованию динамики жидкостных ракет-носите­
лей посвящено большое число монографий, научных статей и пособий. Среди
них можно выделить такие фундаментальные работы как [1—5].

Колебания корпуса и узлов ракеты-носителя оказывают различное влия­
ние на устойчивость движения ракеты. Так продольные колебания, возникаю­
щие в системе корпус – топливные магистрали – двигатель, при определенном
соотношении параметров колебательных звеньев могут перерастать в автоколе­
бания с резким ростом их амплитуды, который может привести к серьезным
нарушениям работы агрегатов ракеты, вплоть до ее разрушения за короткий
промежуток времени.

Поперечные колебания ракеты также могут приводить к возникновению
автоколебаний, но в данном случае они вызываются не пульсациями тяги, как
это происходит в случае с продольными колебаниями, а характером ее приложе­
ния (упругие автоколебания при наличии следящей силы). При возникновении
таких колебаний негативный эффект проявляется в возникновении паразитных
ускорений, влияющих на работу автомата стабилизации, а также увеличению
нагрузок на несущие элементы ракеты.

При решении задач прочности, управления и обеспечения устойчивости
движения РН широко используется подход, в котором решение той или иной за­



11

дачи раскладывается в ряд по базисным функциям, в качестве которых обычно
выступают нормированные формы упругих колебаний корпуса РН [14]. Несмот­
ря на то, что современные вычислительные методы и инструменты позволяют
использовать различные механические модели ракеты, стержневая осциллятор­
ная модель жидкостной РН на сегодняшний день является актуальной и исполь­
зуется на различных этапах анализа.

Так, при прочностных расчетах, из информации о напряженно-деформи­
рованном состоянии стержневой модели можно получить данные о нагрузках,
которые могут использоваться в дальнейших уточняющих расчетах с примене­
нием более подробных оболочечных и трехмерных механических моделей кон­
струкции. При этом, найденные формы колебаний стержневой модели исполь­
зуются в расчете «как есть», без необходимости дополнительного анализа и
классификации.

При анализе устойчивости движения РН, а также при формировании ал­
горитмов управления требуется распределение набора форм колебаний по при­
надлежности их к тому или иному каналу управления либо динамическому
контуру. В случае стрежневой модели многоступенчатой РН, выполненной по
тандемной схеме, такая классификация не составляет труда, так как та или
иная форма колебаний обычно представлена определенным типом колебаний
стержневой модели: продольными, изгибными или крутильными колебаниями
(случай параметрических колебаний, при которых продольные колебания кор­
пуса РН возбуждают поперечные колебания жидкости в баках и, как следствие
поперечные колебания корпуса РН, обычно рассматривается отдельно).

Упругие колебания корпуса ракеты тандемной схемы можно разделить на
три типа: продольные, поперечные (изгибные) и крутильные колебания. Стоит
отметить, что частоты собственных колебаний одного типа, ракеты тандемной
схемы, достаточно разделены между собой, что позволяет, при расчете, учи­
тывать небольшое количество низших тонов колебаний. Динамике ракет-носи­
телей тандемной схемы посвящено большое количество монографий, учебных
пособий и научных статей. В настоящее время основные исследования динами­
ки ракет тандемной компоновки направлены на детальное изучение влияния
отдельных составляющих РН на динамические характеристики [15—18], учет
различных видов демпфирования в системе [19—21], синтез систем управления
с учетом новых, уточненных данных [22—24].
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На сегодняшний день, несмотря на эксплуатацию и разработку новых РН,
выполненных по тандемной схеме, перспективными являются многоступенча­
тые РН, выполненные по комбинированной схеме, где ускорители первой сту­
пени соединены параллельно (пакетная компоновка), а последующие ступени
следуют друг за другом по тандемной схеме (эту комбинированную схему в
дальнейшем будем называть пакетной компоновкой, так как РН, выполненные
только по пакетной схеме, в настоящее время не встречаются). Подобная ком­
поновка обладает большей эффективностью по сравнению с тандемной [7], при
этом значительное увеличение эффективности может быть достигнуто при ис­
пользовании перераспределения компонентов топлива между боковыми и цен­
тральным блоками [6]. В то же время, анализ динамики РН пакетной компо­
новки значительно усложняется по сравнению с тандемом [10; 25—29].

Расчеты показывают, что формы собственных колебаний стержневых мо­
делей РН пакетной компоновки имеют значительно более сложную структуру
по сравнению с формами колебаний аналогичных моделей РН тандемной компо­
новки [12; 30]. Боковые стержни совершают совместные изгибно-продольно-кру­
тильные колебания. Одними из первых опубликованных работ, выявляющих
данную особенность являются исследования [31—34]. В них рассматриваются
методы, позволяющие использовать существующие подходы для тандемных РН
при анализе динамики РН пакетной компоновки. Так, в работе [32] предлага­
ется модификация метода начальных параметров для расчета частот и форм
колебаний, в работе [31] автор в результате исследования распределения соб­
ственных частот указывает на высокую размерность задачи и вычислительную
сложность, в исследованиях [33; 34] содержатся практические рекомендации по
расчету динамических характеристик РН пакетной компоновки. В работе [35]
рассматривается математическая модель РН пакетной компоновки H-II и ее
экспериментальная отработка на динамически подобной модели (рисунок 1.1)
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Рисунок 1.1 — Математическая модель РН H-II для исследования собственных
колебаний
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Стоит отметить, что перечисленные работы содержат лишь частичный
анализ форм колебаний и трудностей возникающих при их вычислении. В то
же время, в СССР, при проектировании новых РН (в частности Р-7), сложность
динамических задач, обусловленная особенностями пакетной компоновки при­
водила к аварийности на первых испытательных пусках и увеличению времени
и объема отработки изделий [36; 37]. В результате исследований, проведенных
в ЦНИИМаш, была опубликована серия работ, в которой проводился глубокий
анализ как расчета собственных форм и частот колебаний РН пакетной ком­
поновки, так и связанных с ними особенностей синтеза систем управления и
анализа их устойчивости [10—13]. Основной идеей в данных работах является
классификация форм колебаний РН пакетной компоновки исходя из различ­
ных возможных движений центрального блока, которые выполняют функцию
силового возбуждения для боковых блоков.

Также стоит отметить возросший интерес к исследованию динамики РН
пакетной компоновки в Украине. В работе [38] изучено влияние учета инер­
ции вращения и деформации сдвига элементов балочного типа на расчетные
значения собственных частот колебаний, в работе [39] представлена методика
построения расчетной модели узлов крепления межблочных связей с примене­
нием конечных элементов балочного типа, суперэлементов, абсолютно жестких
и кинематических связей для динамической стержневой модели РН пакетной
компоновки (рисунок 1.2).
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а) Схема моделирования межблочных связей верхнего пояса

б) Схема моделирования межблочных связей нижнего пояса
Рисунок 1.2 — Схема моделирования межблочных связей поясов РН с
применением стержневых элементов балочного типа, суперэлементов,

абсолютно жестких связей, кинематических связей (Цибенко)

В работах [40; 41] исследуются особенности динамики РН пакетной компо­
новки при наличии перераспределения компонентов топлива между боковыми
и центральным блоком.

При исследовании динамики РН широко используются различные стерж­
невые модели. Исследованию колебаний стержневых систем посвящено большое
число работ, например, [42—44]. Так, в диссертационной работе А. А. Пожало­
стина [42] исследованы некоторые типы движений, возникающих при решении
задачи о собственных колебаниях стержневых систем с учетом колебаний жид­
кости.
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Несмотря на проведенную в ЦНИИМаш классификацию собственных
форм колебаний РН пакетной компоновки, определенные сложности вызывает
наличие кратных частот в спектре. В этом случае собственное подпространство
содержит несколько ортогональных форм колебаний, и их линейная комбина­
ция также является формой колебаний, соответствующей данной частоте. В
итоге численный решатель на выходе дает результаты, соответствующие про­
извольным линейным комбинациям форм, относящимся к различным каналам
управления.

В силу того, что при проектных расчетах можно считать боковые бло­
ки РН пакетной компоновки идентичными, то соответствующая механическая
система обладает пространственной симметрией, и, следовательно, к исследо­
ванию ее собственных колебаний может быть применен такой математический
аппарат как теория представлений групп, элементами которых являются пре­
образования симметрии.

1.2 Использование симметрии механической системы при анализе
задачи динамики и статики конструкций

К настоящему времени, использованию свойств симметрии механической
системы для упрощения решения задач статики, динамики и устойчивости по­
священо большое количество статей и монографий.

При решении задач механики широко используется прием, редуцирующий
исходную механическую систему, в случае если она симметрична относительно
отражения в какой либо плоскости (симметричные и кососимметричные пере­
мещения и силовые факторы). В случае если симметрия механической системы
имеет больший порядок, то редуцирование исходной системы возможно, но без
применения специальных математических средств весьма затруднено.

Исторически, наиболее ранними работами, в которых использована сим­
метрия системы высокого порядка, являются работы по исследованию коле­
баний атомов в кристаллических решетках [45] (теория теплоемкости) и ко­
лебаний отдельных многоатомных молекул [46]. В данных работах приведены
подходы к вычислению частот и форм колебаний указанных механических си­
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стем, полученные с помощью элементарных методов и преобразований, исходя
из эвристических соображений, которые позволили редуцировать эти сложные
механические системы, используя их симметрию. Тем не менее, данные под­
ходы достаточно громоздки и не позволяют обобщить использование свойств
симметрии для других задач.

Для анализа динамики механических систем, обладающих регулярной и,
в частности, циклически симметричной структурой, широкое применение нахо­
дит подход, при котором рассматривается упругое поведение типового (регуляр­
ного) элемента, а динамические характеристики всей системы рассчитываются
после последовательного соединения типовых элементов с помощью различных
математических методов (методы склейки, континуальный подход и т.п.). Осно­
вы указанных подходов рассмотрены в [47; 48]. В пособии [49] приведены при­
ложения метода переходных матриц к расчету циклически симметричных кон­
струкций в конечно-элементной постановке. В работе [50] исследовано деформи­
рование упругих труб переменного поперечного сечения с выделением ячейки
периодичности в случае короткопериодических малых отклонений поперечного
сечения трубы. В работах [51; 52] исследованы задачи об определении напря­
женно-деформированного состояния циклических систем, представленных дис­
ком компрессора, с закрепленными в нем лопатками. Строгое математическое
изложение дискретно-континуального анализа регулярных конструкций приве­
дено в диссертационной работе Л.С. Рыбакова [53].

В начале ХХ века с развитием квантовой механики началось широкое при­
менение развивающейся в то время теории групп, которая со временем стала
широко использоваться для получения новых результатов и интерпретации уже
существующих аспектов. Оказалось, что симметрию некоторой физической си­
стемы удобно описывать как набор преобразований симметрии, образующих
группу. Основы использования теории групп в квантовой механике были зало­
жены в работах Ю. Вигнера. В его работе [54] впервые применен теоретико-груп­
повой подход к решению задачи о колебаниях механических систем. В данной
работе рассмотрена классификация собственных колебаний механической систе­
мы с конечным числом степеней свободы (например, многоатомной молекулы)
на основе неприводимых представлений группы симметрии рассматриваемой
системы, и, далее, нахождение частот этих колебаний.
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Идеи Вигнера, изложенные в данной статье нашли развитие во многих
монографиях по физической химии, спектроскопии, квантовой механике [55—
58].

При этом, несмотря на возможность классификации форм колебаний по
неприводимым представлениям группы симметрии, открытым оставался вопрос
о нахождении или, хотя бы, некотором описании формы колебаний. В моногра­
фии [56] данная задача решается с помощью теорем классической механики,
примененных совместно с матричными элементами неприводимых представле­
ний. Но такой подход сложно формализовать, и его применение для систем с
большим числом степеней свободы крайне затруднительно.

Применение теории представлений конечных групп к задачам строитель­
ной механики было предложено сербским ученым Дж. Злоковичем. В своей
монографии [59], используя проекционные операторы вида
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𝑖
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𝛽𝜙
𝐺 (𝑆𝑛)
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𝑆𝑛
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(𝑅𝑖

𝜙)(𝑔)𝑇 (𝑔) (1.1)

полученные ранее во многих работах по теории групп [60], [61], Злокович по­
лучил новые сведения о перемещениях упругих систем в задачах статики и
колебаний. В частности с помощью данных операторов были получены новые
переменные, позволяющие приводить структурные матрицы (жесткости, масс)
к блочно-диагональной форме, а также редуцировать размерность исходного
конфигурационного пространства и получать количественные соотношения пе­
ремещений системы с точностью до константы.

Наряду с [59] одной из первых работ, в которых было рассмотрено приме­
нение теории групп к исследованию задач о колебаниях симметричных механи­
ческих систем, является работа [62].

Теоретико-групповой подход, предложенный Злоковичем, нашел широкое
развитие в последующих работах по приложениям теории групп к таким об­
ластям механики как теория устойчивости конструкций, задачи о собственных
колебаниях и задачи статики.

По сравнению с другими, описанными выше методами анализа динамики
симметричных систем, теоретико-групповой подход является более абстракт­
ным и общим, что позволяет рассмотреть более широкий класс механических
систем и расширить область возможных приложений.



19

Теоретико-групповые методы нашли широкое применение в численных ме­
тодах, в частности в методе конечных элементов и методе конечных разностей.
В работе [63] приведен подробный обзор существующих приложений теории
групп в механике конструкций.

Помимо задач о собственных колебаниях, теория групп нашла применение
и в других областях механики: в работах [64—67] рассматривается применение
теории групп к исследованию прочности и свойств упругости композиционных
материалов.

Возможность сведения задачи об устойчивости равновесия механической
системы к спектральной задаче для некоторого оператора позволила приме­
нить теорию групп к бифуркационным проблемам механики. В одной из наибо­
лее ранних работ, посвященных данной теме [68], рассматривается применение
теории групп к задаче устойчивости ферменных конструкций, обладающих сим­
метрией. В работе [69] исследуется задача о сжатии призматического стержня
после потери устойчивости. Для различных симметрий поперечного сечения
приведены бифуркационные диаграммы и классификация возможных решений
задачи.

Исследованию устойчивости механических систем, таких как ферменные
купольные сооружения, обладающих различными типами симметрии посвяще­
на работа [70]. Авторами показано, что потеря устойчивости механических си­
стем, обладающих симметрией, представляет собой существенно более сложную
задачу, так как потеря устойчивости может проходить по большому количеству
различных путей, которые можно классифицировать используя теорию групп.
Дальнейшее приложение идей, сформулированных в данной статье, изложено
в работах [71—73]. Основные преимущества теоретико-группового подхода, вы­
явленные в данных исследованиях состоят в: 1) упрощение вычислительных
процедур (например приведение матрицы жесткости к блочно-диагональной
форме), 2) обход проблем возникающих при численном решении (плохая обу­
словленность исходной задачи), 3) получение информации о формах потери
устойчивости до решения задачи.

Применение теоретико-группового подхода в задачах о собственных ко­
лебаниях конструкций было развито такими авторами как А. Зингони (A.
Zingoni), Т. Дж. Хили (T. J. Healey), Дж. А. Трейси (J. A. Treacy), Р. Д. Кангвай
(R. D. Kangwai), А. Кавех (A. Kaveh), С. Дж. Мохан (S. J. Mohan).
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В работе [74] приведены решения задачи о собственных колебаниях та­
ких стержневых систем как антенны и фермы космических аппаратов, динами­
ке которых посвящено большое число научных работ [75—79]. На рисунке 1.3
приведены формы низших частот колебаний полученные в данной работе для
указанных конструкций.



21

а) Параболическая антенна. Группа симметрии 𝐶6𝑣

б) Ферма. Группа симметрии 𝐷3

в) Ферма. Группа симметрии 𝐶3ℎ

Рисунок 1.3 — Формы колебаний стержневых систем Healey

В статье [80] рассмотрены задачи статики для плоских стержневых си­
стем, обладающих симметрией. В работе [81] исследуются собственные колеба­
ния оболочек вращения в конечно-элементной (КЭ) постановке. Так как рас­
смотренная в задаче КЭ модель представляет собой регулярную сетку, то к ее
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матрицам жесткости и масс можно применить теоретико-групповые методы. В
статье приведены результаты вычисления частот колебаний для цилиндриче­
ской, сферической и конической оболочек, а также их комбинации. Проведена
оценка затрат машинного времени для различной дискретизации модели и отме­
чена его значительная экономия при использовании факторизации с помощью
теории групп по сравнению с решением задачи «целиком». На рисунке 1.4 при­
ведены формы колебаний оболочек полученные в данной работе.

а) Цилиндрическая оболочка

б) Сферическая оболочка

в) Коническая оболочка
г) Комбинация оболочек

Рисунок 1.4 — Колебания оболочек вращения, соответствующие различным
неприводимым представлениям соответствующих групп симметрии Mohan
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В статье [82] рассмотрены колебания оболочек, представляющих собой
полигональные каналы. Приведены результаты численных расчетов и их ин­
терпретация. Некоторые примеры найденных форм колебаний приведены на
рисунке 1.5.

а) Треугольный канал
б) Квадратный канал

Рисунок 1.5 — Формы колебаний полигональных каналов Mohan

В работах [83], [84] рассмотрено применение теоретико-групповых методов
к пружинно-массовым моделям. Для определения группы симметрии систем с
большим числом степеней свободы предложено использование теории графов. В
итоге для определения симметрии систем, в которых достаточно сложно опреде­
лить группу симметрии, можно исследовать соответствующий граф, тем самым
раскрывая внутренние взаимосвязи в системе. Примеры систем и их графов
приведены на рисунке 1.6.
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Рисунок 1.6 — Симметричные пружинно-массовые модели и их графы

В работах [85] рассмотрены задачи о собственных колебаниях многослой­
ных стержневых систем. Для различных конфигураций приведены группы сим­
метрии и соответствующие их неприводимым представлениям инвариантные
подпространства. На рисунке 1.7 приведен пример такого решения.
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Рисунок 1.7 — Базисные вектора подпространств неприводимых
представлений для гексагональной фермы

В статье [86] предложен алгоритм определения симметрии из системы
произвольно расположенных точек. Приведена блок схема и результаты ис­
пользования программной реализации данного алгоритма. Статья [87] содер­
жит компиляцию исследований автора по данной тематике, а также подроб­
ное библиографическое исследование. В статье рассмотрены задачи о колебани­
ях пружинно-массовых моделей, многослойных космических стержневых кон­
струкций, тросовых систем находящихся в преднатянутом состоянии, пластин
в конечно-разностной постановке. Задача о колебаниях пластин также рассмот­
рена в [88]. Автором Zingoni также была опубликована монография, в которой
представлены результаты его исследований в приложении к строительной ме­
ханике конструкций [89].

1.3 Заключение по первой главе

Общей особенностью всех упомянутых выше работ является то, что для
исследования задач о собственных колебаниях, методы теории групп в них при­



26

меняются к системам с конечным числом степеней свободы: либо к системам с
сосредоточенными параметрами, либо к дискретным моделям систем с распре­
деленными параметрами.

Если механическая система включает в себя сплошную среду, то возника­
ет вопрос, возможно ли исследовать симметрийные свойства соответствующей
спектральной задачи, используя стандартные методы отыскания групп симмет­
рии систем дифференциальных уравнений, и как полученные результаты будут
соотноситься с группой пространственной симметрии механической системы?

Для исследования данного вопроса рассмотрим модельную задачу о про­
дольных колебаниях стержней, соединенных с помощью линейно-упругих эле­
ментов.
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Глава 2. Продольные колебания стержневых систем

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим стержневую систему, состоящую из 𝑁 идентичных стерж­
ней длиной 𝑙 («боковых» стержней), одним концом соединенных с помощью
линейно-упругих связей со стержнем, имеющим отличные от них инерционно­
жесткостные характеристики (будем называть его «центральным»)[90—94]. Для
боковых стержней будем использовать индексы 1...𝑁 , для центрального – ну­
левой индекс. Продольная жесткость стержней 𝑝𝑗 (𝑥) ∈ 𝐶1 [0,𝑙] ,𝑗 = 0...𝑁 , по­
гонная масса 𝑚𝑗 (𝑥) ∈ 𝐶0 [0,𝑙] ,𝑗 = 0...𝑁 являются положительными ограничен­
ными функциями координаты 𝑥. Боковые стержни соединены с центральным
сечении с координатой 𝑙. Расчетная схема представлена на рисунке 2.1.

x

0
b

”j” ”0”

pj(x)

mj(x)

p0(x)

m0(x)

k
l

Рисунок 2.1 — Стержневая система, совершающая продольные колебания

Будем рассматривать продольные колебания стержней, описываемые
уравнениями

𝑚𝑗 (𝑥)
𝜕2𝑢𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑝𝑗 (𝑥)

𝜕𝑢𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︂
= 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (2.1)

Граничные условия для сечений с координатами 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙 имеют вид
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𝑢′𝑗 (0,𝑡) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝑝𝑗 (𝑙)𝑢
′
𝑗 (𝑙,𝑡) + 𝑘 (𝑢𝑗 (𝑙,𝑡)− 𝑢0 (𝑙,𝑡)) = 0, 𝑗 = 1 . . . 𝑁

𝑝0 (𝑙)𝑢
′
0 (𝑙,𝑡) + 𝑘

(︃
𝑁 · 𝑢0 (𝑙,𝑡)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 (𝑙,𝑡)

)︃
= 0

(2.2)

Примем
(︀
𝑢𝑗 (𝑥,𝑡) = 𝑢𝑗 (𝑥) · 𝑒𝑖𝜔𝑡

)︀
. Перепишем уравнения (2.1) в следующем

виде:

1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝𝑗 (𝑥)

𝑑𝑢𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥

)︂
+ 𝜆 · 𝑢𝑗 (𝑥) = 0, 𝑗 = 0...𝑁 (2.3)

где 𝜆 = 𝜔2.

2.2 Групповой анализ

Уравнения (2.3) можно рассмотреть как систему дифференциальных
уравнений. Пусть 𝑀 ⊂ 𝒳 × 𝒰 открытое подмножество пространства
𝒳 × 𝒰 , где 𝒳 := {𝑥}, 𝒰 := {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑁}. Определим пространство
𝒳 × 𝒰 (2), являющееся вторым продолжением пространства 𝒳 × 𝒰 . Здесь
𝒰 (2) :=

{︁
𝑢0, 𝑢1 . . . 𝑢𝑁 ,

𝑑𝑢0
𝑑𝑥 ,

𝑑𝑢1
𝑑𝑥 , . . . ,

𝑑𝑢𝑁
𝑑𝑥 ,

𝑑2𝑢0
𝑑𝑥2 ,

𝑑2𝑢1
𝑑𝑥2 , . . . ,

𝑑2𝑢𝑁
𝑑𝑥2

}︁
. Подмножеству 𝑀 в

пространстве 𝒳 × 𝒰 (2) соответствует подмножество 𝑀 (2). Отображение Δ =

{Δ0,Δ1,...,Δ𝑁}, определяемое левыми частями уравнений (2.3) переводит 𝑀 (2)

в 𝑁 +1-мерное евклидово пространство: Δ :𝑀 (𝑛) → R𝑁+1. Система уравнений
(2.3) определяет подмногообразие ℘(2)

Δ =
{︀
𝜇 ∈𝑀 (2) : Δ (𝜇) = {0}

}︀
, состоящее

из ее решений.

Определение 1. Будем называть локальную группу 𝐺 преобразований, дей­
ствующую на открытом подмножестве 𝑀 ⊂ 𝒳 × 𝒰 , группой симметрии
системы дифференциальных уравненийΔ(𝜇) = {0} ,𝜇 ∈ 𝑀 (2), если ее продол­
жение оставляет инвариантным подмногообразие ℘(2)

Δ , т. е. для ∀𝜇 ∈ ℘
(2)
Δ

следует, что pr(2)𝑔 · 𝜇 ∈ ℘
(2)
Δ , где pr(2)𝑔 – второе продолжение действия груп­

пы 𝐺.
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Однопараметрические группы симметрии 𝐺𝑖 системы (2.3) найдем, опре­
делив алгебру Ли их инфинитезимальных генераторов v𝑖, удовлетворяющих
критерию инфинитезимальной инвариантности [95]:

pr(2)v𝑖 (Δ𝑗 (𝜇)) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (2.4)

В пространстве 𝒳 × 𝒰 инфинитезимальный генератор v в общем случае
имеет 𝑁 + 2 компоненты:

v = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑗
𝜕

𝜕𝑢𝑗

Второе продолжение оператора v запишем в виде:

pr(2)v = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑗
𝜕

𝜕𝑢𝑗
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑢𝑗[𝑥]
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑥𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑢𝑗[𝑥,𝑥]
(2.5)

Здесь 𝑢𝑗,[𝑥] =
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥

,𝑢𝑗,[𝑥,𝑥] =
𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2

. Компоненты 𝜂𝑥𝑗 и 𝜂𝑥𝑥𝑗 определяются соот­
ношениями:

𝜂𝑥𝑗 = 𝐷𝑥

(︀
𝜂𝑗 − 𝜉𝑢𝑗,[𝑥]

)︀
+ 𝜉𝑢𝑗,[𝑥,𝑥]

𝜂𝑥𝑥𝑗 = 𝐷𝑥𝑥

(︀
𝜂𝑗 − 𝜉𝑢𝑗,[𝑥]

)︀
+ 𝜉𝑢𝑗,[𝑥,𝑥,𝑥]

где 𝐷𝑥,𝐷𝑥𝑥 – полные производные,

𝑢𝑗,[𝑥,𝑥,𝑥] =
𝜕3𝑢𝑗
𝜕𝑥3

.
Подстановка (2.3) и (2.5) в (2.4) позволяет записать систему уравнений

для определения функций 𝜉 и 𝜂𝑗:

𝜂𝑥𝑥𝑗 · 𝑝𝑗 (𝑥)
𝑚𝑗 (𝑥)

+ 𝜂𝑥𝑗 ·
𝑑𝑝𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥

1

𝑚𝑗 (𝑥)
+ 𝜆 · 𝜂𝑗 (𝑥) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (2.6)

Исходя из идентичности боковых стержней примем 𝑝𝑗 (𝑥) = 𝑝𝑠 (𝑥),
𝑚𝑗 (𝑥) = 𝑚𝑠 (𝑥) ,𝑗 = 1 . . . 𝑁 . Пусть 𝛼𝑗 (𝑥) ,𝑗 = 0 . . . 𝑁 является произвольным
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решением 𝑗-ого уравнения системы (2.3). Тогда решения системы (2.6) примут
следующий вид:

𝜉 = 0;

𝜂0 = 𝐶0𝑢0 + 𝛼0 (𝑥)

𝜂𝑗 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖𝑗𝑢𝑖 + 𝛼𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1 . . . 𝑁

Таким образом, алгебра Ли инфинитезимальных симметрий системы (2.3)
порождается 𝑁 2 + 1 векторными полями

v0 = 𝑢0
𝜕

𝜕𝑢0
;

v𝑖𝑗 = 𝑢𝑖
𝜕

𝜕𝑢𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

(2.7)

и 𝑁 + 1 бесконечными подалгебрами

v𝛼𝑗 = 𝛼𝑗 (𝑥)
𝜕

𝜕𝑢𝑗
,𝑗 = 0 . . . 𝑁 (2.8)

Действия однопараметрических групп, соответствующих найденным ин­
финитезимальным операторам, найдем проэкспоненцировав выражения (2.7),
(2.8):

𝐺𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑒
𝜀𝑢𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝑖𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑢𝑖 + 𝜀𝑢𝑗, . . .) , 𝑖 = 1 . . . 𝑁, 𝑗 = 1 . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗

𝐺𝛼𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑢𝑗 + 𝛼𝑗 (𝑥) , . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

(2.9)

Найденные группы симметрии демонстрируют линейность уравнений
(2.3), при этом, группы 𝐺𝑖𝑗 указывают на возможность перестановки функций
перемещений боковых стержней.
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2.3 Операторная постановка

Для исследования задачи о собственных колебаниях стержневой систе­
мы приведем операторную постановку сформулированных выше задач. Введем

гильбертово пространство𝐻 =

(︃
𝑁∑︀
𝑗=0

⊕𝐿2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥))

)︃
⊖{1}, вектор-функции

𝑈 (𝑡) = {𝑢𝑗 (𝑡)}𝑇 , где 𝑢𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶2,2 (𝐿2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥)) , [0,∞)), {1} – единичный
вектор.

Скалярное произведение в 𝐻 запишем следующим образом

(𝑈 𝑟(𝑡),𝑈 𝑠(𝑡)) =
𝑁∑︁
𝑗=0

(︀
𝑢𝑟𝑗(𝑡),𝑢

𝑠
𝑗(𝑡)
)︀
=

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)𝑢
𝑟
𝑗(𝑡)𝑢

𝑠
𝑗(𝑡)𝑑𝑥

Введем матричный оператор 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
− 1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑝𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥

)︂)︂
действую­

щий на множестве 𝐻 ⊃ 𝐷 (𝐴) : Ω𝑈 (𝑡) = 0, где Ω – оператор граничных усло­
вий, определяемый соотношениями (2.2). Приняв 𝑈(𝑡) = 𝑈 · 𝑒𝑖𝜔𝑡, из уравнений
(2.1), дополненных граничными условиями (2.2) получим спектральную задачу
для оператора 𝐴

𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 (2.10)

Лемма 1. Оператор 𝐴 – неограниченный, самосопряженный, положительно
определенный в 𝐻 оператор. Квадрат нормы в энергетическом пространстве
оператора 𝐴 имеет вид

‖𝑈‖2𝐴 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝑝𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑𝑢𝑗
𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥+ 𝑘
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑗 (𝑙))
2 = 2П > 0 (2.11)

Доказательство. Неограниченность оператора 𝐴 непосредственно следует из
того, что каждый из матричных элементов 𝐴 неограничен. Самосопряженность
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и положительная определенность оператора 𝐴 проверяются непосредственно:

(𝐴𝑈,𝑉 )𝐻 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)

(︂
− 1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝐸𝐹𝑗 (𝑥)

𝑑𝑢𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥

)︂)︂
𝑣𝑗 (𝑥) 𝑑𝑥 =

= . . . =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗 (𝑥) 𝑣

′
𝑗 (𝑥) 𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑗=0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗 (𝑥) 𝑣𝑗 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑙0 =

=
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗 (𝑥) 𝑣

′
𝑗 (𝑥) 𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑗=0

𝐸𝐹𝑗 (𝑙)𝑢
′
𝑗 (𝑙) 𝑣𝑗 (𝑙) =

=
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗 (𝑥) 𝑣

′
𝑗 (𝑥) 𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑘 (𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑗 (𝑙)) (𝑣0 (𝑙)− 𝑣𝑗 (𝑙)) = (𝑈,𝐴𝑉 )𝐻

(𝐴𝑈,𝑈)𝐻 = . . . =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗
2
(𝑥) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗 (𝑥)𝑢𝑗 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑙0 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑙∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗
2
(𝑥) 𝑑𝑥−

− 𝑢𝑗 (𝑙)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑘 (𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑗 (𝑙)) + 𝑢0 (𝑙)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑘 (𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑗 (𝑙)) =

=
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)𝑢
′
𝑗
2
(𝑥) 𝑑𝑥+ 𝑘

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑗 (𝑙))
2 ≥ 𝑐2(𝑈,𝑈)𝐻

Из приведенных результатов следует, что энергетическая норма оператора вы­
ражается формулой (2.11).

Теорема 1. Оператор 𝐴 имеет положительный дискретный спектр соб­
ственных значений

0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ ... ≤ 𝜆𝑚 ≤ ...,𝜆𝑚 → ∞
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и систему собственных функций {𝑈𝑚}∞𝑚=1 полную и ортогональную в про­
странствах 𝐻 и 𝐻𝐴, при этом справедливы следующие соотношения ортого­
нальности

(𝑈𝑚,𝑈𝑠) =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)𝑢𝑚𝑗𝑢𝑠𝑗𝑑𝑥 = 𝛿𝑚𝑠

(𝑈𝑚,𝑈𝑠)𝐴 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

𝑝𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑𝑢𝑚𝑗
𝑑𝑥

)︂(︂
𝑑𝑢𝑠𝑗
𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑥+

+ 𝑘
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑚𝑗 (𝑙)) (𝑢0 (𝑙)− 𝑢𝑠𝑗 (𝑙)) = 𝜆𝛿𝑚𝑠

(2.12)

Доказательство. Положительность и вещественность спектра непосредствен­
но следуют из Леммы 1. Для доказательства дискретности спектра рассмотрим

пространство Соболева [96] 𝑊 1
2 =

𝑁∑︀
𝑗=0

⊕𝑊 1
2𝑗
([0,𝑙]) с соответствующим скаляр­

ным произведением:

(𝑉,𝑊 )𝑊 1
2
=

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙∫︁
0

[︂(︂
𝑑𝑣𝑗
𝑑𝑥

)︂(︂
𝑑𝑤𝑗
𝑑𝑥

)︂
+ 𝑣𝑗𝑤𝑗

]︂
𝑑𝑥

Будем называть нормы ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 эквивалентными, если ∃ (𝑐1,𝑐2) : 0 <

𝑐1 6 𝑐2 и выполнятся следующие соотношения для ∀𝑈 :

𝑐1‖𝑈‖2 6 ‖𝑈‖1 6 𝑐2‖𝑈‖2

Принимая во внимание, что функции 𝑝𝑗(𝑥) и 𝑚𝑗(𝑥) положительны и огра­
ниченны и, используя неравенство Пуанкаре несложно показать, что норма в

пространстве 𝐻 эквивалентна норме в пространстве 𝐿2 =

(︃
𝑁∑︀
𝑗=0

⊕𝐿2𝑗 ([0,𝑙])

)︃
, а

также норма в пространстве 𝐻𝐴 эквивалентна норме в пространстве 𝑊 1
2 . Следо­

вательно, так как пространство 𝑊 1
2 компактно вложено в 𝐿2, то пространство

𝐻𝐴 компактно вложено в 𝐻, из чего можно утверждать, что спектр оператора
𝐴 является дискретным [97; 98].
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2.4 Классификация собственных элементов оператора 𝐴

Проведенный выше анализ инфинитезимальных симметрий позволил
определить все возможные преобразования симметрии уравнений (2.3). Поста­
новка спектральной задачи (2.10) накладывает дополнительные ограничения
на допустимые преобразования симметрии, а именно инвариантным должно
оставаться множество собственных функций оператора 𝐴, являющееся подмно­
жеством множества решений уравнений (2.3) [99]. Данное требование выража­
ется в том, что если 𝑇 (𝑔) оператор представления группы 𝐺 в пространстве 𝐻,
соответствующий элементу 𝑔 ∈ 𝐺, то

∀𝑈 ∈ 𝐷 (𝐴) ⇒ 𝑇 (𝑔)𝑈 ∈ 𝐷 (𝐴)

‖𝑇 (𝑔)𝑈‖ = ‖𝑈‖ , ‖𝑇 (𝑔)𝑈‖𝐴 = ‖𝑈‖𝐴
(2.13)

Теорема 2. Оператор 𝐴 коммутирует с операторами представления 𝑇 (𝑆𝑛)

и имеют место соотношения

𝑇 (𝑆𝑛)𝐴𝑈𝑚 = 𝐴𝑇 (𝑆𝑛)𝑈𝑚 = 𝜆𝑚𝑇 (𝑆𝑛)𝑈𝑚

𝑇 (𝑆𝑛)𝑈𝑚 ∈ Λ

где Λ – множество собственных функций оператора 𝐴. Собственные функции
оператора 𝐴 являются базисными функциями неприводимых представлений
группы 𝑆𝑛.

Доказательство. Если рассматривать преобразования, касающиеся только бо­
ковых стержней, то симметриям (2.9) можно сопоставить группу 𝐺𝐿(𝑁). Для
выполнения условия сохранения нормы из (2.13) данная группа редуцируется
до ортогональной группы 𝑂(𝑁).

Для выполнения перового условия из (2.13) необходимо, чтобы

𝑁∑︁
𝑗=0

𝛶𝑖,𝑗 = 1, 𝑖 = 0 . . . 𝑁

где 𝛶𝑖,𝑗 компоненты матриц 𝑂(𝑁). Оставшиеся, после редукции группы 𝑂(𝑁)

преобразования представляют собой перестановки функций перемещений боко­
вых стержней и их линейные комбинации, не изменяющие нормы вектора 𝑈
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и удовлетворяющие граничным условиям. Таким образом выявленные симмет­
рии совпадают с интуитивно определяемыми из физической сущности задачи,
т. е. произвольными перестановками боковых стержней.

Отсюда можно сделать вывод, что группой симметрии оператора 𝐴 явля­
ется симметрическая группа 𝑆𝑛, где 𝑛 = 𝑁 .

Групповая классификация собственных функций оператора позволяет сде­
лать ряд полезных выводов о его спектре:

Теорема 3. Спектр оператора 𝐴 распадается на два подспектра 𝜎 (𝐴) =

𝜎(𝑒) (𝐴) ∪ 𝜎(𝑠) (𝐴). Для собственных элементов оператора 𝐴, отвечающих
𝜆𝑚 ∈ 𝜎(𝑒) (𝐴) справедливы соотношения

𝑢1 = 𝑢2 = . . . = 𝑢𝑁

а для элементов, отвечающих 𝜆𝑚 ∈ 𝜎(𝑠) (𝐴):

𝑢0 ≡ 0

𝑢1 = 𝑎2 · 𝑢2 = . . . = 𝑎𝑁 · 𝑢𝑁

причем
𝑁∑︀
𝑖=2

𝑎𝑖 = −1.

Доказательство. Путь 𝐸 – тривиальное неприводимое представление груп­
пы 𝑆𝑛. Характеры всех элементов группы в этом представлении равны
единице:∀𝜒𝐸 (𝑔) = 1, 𝑔 ∈ 𝑆𝑛 [61]. Обозначим 𝑅𝜙 неприводимое представление
группы 𝑆𝑛, где индекс 𝜙 пробегает все неприводимые представления, отличные
от 𝐸. Из теоремы об ортогональности характеров неприводимых представлений
следует ∑︁

𝑆𝑛

𝜒(𝐸) (𝑔) · 𝜒(𝑅𝜙) (𝑔) = 0 (2.14)

Ортопроекторы на подпространства одномерных неприводимых представлений
имеют вид

𝑃 (𝑅𝜙) =
1

𝐺 (𝑆𝑛)

∑︁
𝑆𝑛

𝜒(𝑅𝜙)(𝑔)𝑇 (𝑔) (2.15)
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а на строки многомерных соответственно

𝑃 (𝑅
𝑖
𝜙) =

𝛽𝜙
𝐺 (𝑆𝑛)

∑︁
𝑆𝑛

𝑇𝑖𝑖
(𝑅𝑖

𝜙)(𝑔)𝑇 (𝑔) (2.16)

где 𝛽𝜙 – размерность 𝜙-ого неприводимого представления, 𝐺 (𝑆𝑛) – порядок
группы 𝑆𝑛, 𝑇𝑖𝑖(𝑅

𝑖
𝜙)(𝑔) — диагональные матричные элементы, соответствующие

рассматриваемой строке представления [99]. В пространстве вектор-функций
𝐻 операторам представления 𝑇 (𝑔) соответствуют матрицы 𝑇𝑖𝑗 (𝑔). Тогда, если

(𝑔,𝑈) = 𝑇 (𝑔)𝑈 , то (𝑔,𝑢0) =
𝑁∑︀
𝑗=0

𝑇0𝑗 (𝑔)𝑢𝑗. Так как в перестановках участвуют

только боковые стержни, то

∀𝑗 ̸= 0,∀𝑔 ∈ 𝑆𝑛 : 𝑇0𝑗 (𝑔) = 0

𝑇00 (𝑔) = 1

Очевидно, что ортопроекторы 𝑃 (𝑅𝜙), являясь линейной комбинацией опера­
торов 𝑇 (𝑔) также имеют матричную форму. С учетом того, что 𝑇00 (𝑔) =

𝜒(𝐸) (𝑔) = 1, из (2.14) и (2.15) получим, что

𝑢
(𝐸)
0 =

𝑁∑︀
𝑗=0

𝑃
(𝐸)
0𝑗 𝑢0 =

1

𝐺 (𝑆𝑛)
·𝐺 (𝑆𝑛) · 1 · 1 · 𝑢0 = 𝑢0

𝑢
(𝑅𝜙)
0 =

𝑁∑︀
𝑗=0

𝑃
(𝐸)
0𝑗 𝑢0 =

𝛽𝜙
𝐺 (𝑆𝑛)

·∑︀
𝑆𝑛

𝜒(𝑅𝜙) · 1 · 𝑢0 = 0

где 𝑢(𝐸)
0 , 𝑢

(𝑅𝜙)
0 – проекции компоненты 𝑢0 на соответствующие подпространства

неприводимых представлений. Так как для собственных элементов оператора 𝐴
выполняется соотношение 𝑃 (𝑅)𝑈𝑚 = 𝑈𝑚, если 𝑈𝑚 принадлежит неприводимому
представлению 𝑅, то, следовательно, весь спектр оператора 𝐴 распадается на
два подспектра, для одного из которых 𝑢0 ≡ 0.

Соотношения между формами колебаний боковых стрежней следуют из
граничных условий.

Соотношения связывающие формы колебаний боковых стержней можно
получить, не прибегая к граничным условиям. Коэффициенты 𝑎𝑖 могут быть
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в явном виде получены из соотношения 𝑃 (𝑅)𝑈𝑚 = 𝑈𝑚. В случае, если 𝑅 = 𝐸

несложно показать прямой подстановкой, что 𝑎𝑖 = 1, 𝑖 = 1 . . . 𝑁 .

Замечание 1. В соответствии с Теоремой 2 исходное пространство 𝐻 рас­
падается на сумму подпространств, натянутых на собственные элементы
оператора 𝐴, которые являются в свою очередь базисными функциями соот­
ветствующих неприводимых представлений.

𝐻 =
∑︁
𝑅𝜙

⊕𝐻(𝜙)

где 𝜙 пробегает все неприводимые представления.

Определение 2. Алгебраически ортогональными векторами в пространстве
вектор-функций 𝐻 будем называть такие вектор-функции, которые являют­
ся ортогональными независимо от вида выражения для скалярного произве­
дения их компонент (или иными словами, ортогональны в смысле простран­
ства R𝑛).

Теорема 4. Собственные элементы оператора 𝐴, отвечающие различным
неприводимым представлениям (различным строкам многомерных неприво­
димых представлений) соответствующей группы 𝑆𝑛 являются алгебраически
ортогональными.

Доказательство. Так как проекционные операторы 𝑃 разбивают исходное про­
странство на прямую сумму ортогональных подпространств, то следовательно
они являются самосопряженными операторами. Тогда:

(𝑈,𝑉 ) = (𝑃𝑈,𝑉 ) = (𝑈,𝑃𝑉 ) = 0

если 𝑃𝑈 = 𝑈 , a 𝑃𝑉 = 0. Последние соотношения следуют из ортогональности
характеров (матричных элементов) неприводимых представлений, и никак не
зависят от вида скалярного произведения в исходном пространстве. (Миллер
стр. 93).
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2.5 Решение спектральной задачи в случае постоянных
инерционно-жесткостных характеристик стержней.

Рассмотрим случай, когда

𝑚0 (𝑥) ≡ 𝑚0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑚𝑗 (𝑥) ≡ 𝑚𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 = 1 . . . 𝑁

𝑝0 (𝑥) ≡ 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝𝑗 (𝑥) ≡ 𝑝𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 = 1 . . . 𝑁

Обозначим
√︂
𝜆𝑚0

𝑝0
= 𝜆̃,

√︂
𝑚𝑠𝑝0
𝑝𝑠𝑚0

= 𝑎,
𝑝0
𝑘

= 𝑏,
𝑝𝑠
𝑘

= 𝑐. С учетом однород­

ного граничного условия для сечения стрежня с координатой 𝑥 = 0 формы
колебаний стержней запишутся как

𝑢0 (𝑥) = 𝐶0 cos
(︁
𝜆̃𝑥
)︁

𝑢𝑗 (𝑥) = 𝐶𝑗 cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁
, 𝑗 = 1 . . . 𝑁

(2.17)

Уравнения для определения 𝜆̃ для соответствующих подспектров полу­
чим, подставив функции из (2.17) в оставшиеся граничные условия из (2.2).
Приравнивая определители, отвечающие соответствующим системам уравне­
ний нулю получим для подспектра 𝜎(𝑒)

𝑏𝜆̃ tan
(︁
𝜆̃𝑙
)︁(︁

1− 𝑐𝑎𝜆̃ tan
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁)︁

+𝑁𝑐𝑎𝜆̃ tan
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
= 0

для подспектра 𝜎(𝑠)

tan
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
=

1

𝑐𝑎𝜆̃
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2.5.1 Решение спектральной задачи при 𝑁 = 2

Для сравнения традиционного способа нахождения собственных значений
и способа с использованием теоретико-группового подхода рассмотрим подроб­
нее случай, когда 𝑁 = 2.

Группа 𝑆2 состоит из двух элементов: тождественного преобразования 𝑔𝐼
и перестановки 𝑔1−2. В пространстве 𝐻 представление группы 𝑇 (𝑆2) состоит
из двух матричных операторов 𝑇 (𝑔𝐼) и 𝑇 (𝑔1−2), соответствующих элементам
группы.

𝑇 (𝑔𝐼) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝑔1−2) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎠ ;

В таблице 1 приведены характеры 𝜒(𝑅𝐸 ,𝑅𝛽) неприводимых представлений
𝐸 и 𝑅𝛽 группы 𝑆2, и характеры 𝜒(𝑅𝜏 ) полного представления 𝑅𝜏 группы 𝑆2 в
пространстве 𝐻.

Таблица 1 — Характеры представлений группы 𝑆2 в пространстве 𝐻

Представление 𝑔𝐼 𝑔1−2

𝐸 1 1

𝑅𝛽 1 -1

𝑅𝜏 3 1

Проекторы на подпространства неприводимых представлений в простран­
стве 𝐻 имеют вид

𝑃 (𝐸) =
1

2
(𝑇 (𝑔𝐼) + 𝑇 (𝑔1−2))

𝑃 (𝑅𝛽) =
1

2
(𝑇 (𝑔𝐼)− 𝑇 (𝑔1−2))

Так как для собственного элемента 𝑈𝑘, принадлежащего подпространству 𝜙-ого
неприводимого представления должно выполняться равенство

𝑃 (𝑅𝜙)𝑈𝑘 = 𝑈𝑘
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то получаем что собственные элементы оператора 𝐴, принадлежащие подпро­
странству неприводимого представления 𝐸 имеют компоненты {𝑢0,𝑢𝑠,𝑢𝑠}𝑇 , эле­
менты принадлежащие подпространству неприводимого представления 𝑅𝛽 име­
ют компоненты {0,𝑢𝑠,− 𝑢𝑠}𝑇 . Соответствующие инвариантные подпростран­
ства определяются соотношениями:

𝐻 = 𝐻(𝐸) ⊕𝐻(𝑅𝛽)

𝐻(𝐸) = 𝑃 (𝐸)𝐻

𝐻(𝑅𝛽) = 𝑃 (𝑅𝛽)𝐻

В подпространстве 𝐻(𝐸) выполняется равенство 𝑢1 (𝑥) = 𝑢2 (𝑥) =

𝐶1 cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁
. Характеристическая матрица 𝐿(𝐸) для нахождения собственных

чисел 𝜆, полученная с помощью подстановки функций (2.17) в граничные усло­
вия из (2.2) для координаты 𝑥 = 𝑙, запишется следующим образом:

𝐿(𝐸) =

⎛⎝ − cos
(︁
𝜆̃
)︁

−𝑐𝑎𝜆̃ sin
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
+ cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁

−𝑏𝜆̃ sin
(︁
𝜆̃𝑙
)︁
+ 2 cos

(︁
𝜆̃𝑙
)︁

−2 cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁ ⎞⎠ (2.18)

Собственные числа 𝜆, соответствующие элементам из данного подпро­
странства являются корнями определителя матрицы 𝐿(𝐸):

det
(︀
𝐿(𝐸)

)︀
= 𝑏𝜆̃ sin

(︁
𝜆̃𝑙
)︁(︁

cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
− 𝑐𝑎𝜆̃ sin

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁)︁

+

+2 cos
(︁
𝜆̃𝑙
)︁
𝑐𝑎𝜆̃ sin

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
= 0

(2.19)

Пусть 𝐶1 = 1. Собственные функции подпространства 𝐻(𝐸) имеют вид

𝑢0 (𝑥) = −

(︁
ca𝜆̃sin

(︁
a𝜆̃l
)︁
−cos

(︁
a𝜆̃l
)︁)︁

cos
(︁
𝜆̃𝑙
)︁ cos

(︁
𝜆̃𝑥
)︁

𝑢1 (𝑥) = 𝑢2 (𝑥) = cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁ (2.20)

Выделение части коэффициента для 𝑢0 (𝑥) в (2.20) сделано для удоб­
ства дальнейшего изложения. Для подпространства 𝐻(𝑅𝛽): 𝑢0 (𝑥) = 0, 𝑢1 (𝑥) =
−𝑢2 (𝑥) = 𝐶1 cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁
. Получим аналогичные соотношения для подпростран­
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ства 𝐻(𝑅𝛽) при 𝐶1 = 1:

𝐿(𝑅𝛽) =
(︁
−𝑐𝑎𝜆̃ sin

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
+ cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁)︁

(2.21)

det
(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
= −

(︁
ca𝜆̃sin

(︁
a𝜆̃l
)︁
− cos

(︁
a𝜆̃l
)︁)︁

= 0 (2.22)

𝑢0 (𝑥) = 0

𝑢1 (𝑥) = −𝑢2 (𝑥) = cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁ (2.23)

Рассмотрим решение спектральной задачи (2.10) в исходном пространстве
𝐻. Подставив функции (2.17) в граничные условия из (2.2) для координаты
𝑥 = 𝑙, запишем характеристическую матрицу для определения собственных
чисел 𝜆

𝐿=

⎛⎜⎜⎜⎝
− cos

(︁
𝜆̃𝑙
)︁

−𝑐𝑎𝜆̃ sin
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
+ cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁

0

− cos
(︁
𝜆̃𝑙
)︁

0 −𝑐𝑎𝜆̃ sin
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
+ cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁

−𝑏𝜆̃ sin
(︁
𝜆̃𝑙
)︁
+ 2 cos

(︁
𝜆̃𝑙
)︁

− cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁

− cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁

⎞⎟⎟⎟⎠
(2.24)

Собственные числа 𝜆 являются корнями определителя матрицы 𝐿:

det (𝐿) =
(︁
ca𝜆̃sin

(︁
a𝜆̃l
)︁
−cos

(︁
a𝜆̃l
)︁)︁(︁

𝑏𝜆̃ sin
(︁
𝜆̃𝑙
)︁(︁

cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁
− 𝑐𝑎𝜆̃ sin

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁)︁

+

+ 2 cos
(︁
𝜆̃𝑙
)︁
𝑐𝑎𝜆̃ sin

(︁
𝑎𝜆̃𝑙
)︁)︁

= 0

(2.25)
Пусть 𝐶2 = 1, тогда собственные функции запишутся следующим образом:

𝑢0 (𝑥) = −(ca𝜆̃sin(a𝜆̃l)−cos(a𝜆̃l))
cos(𝜆̃𝑙)

cos
(︁
𝜆̃𝑥
)︁

𝑢1 (𝑥) =
(𝑏𝜆̃ sin(𝜆̃𝑙)−cos(𝜆̃𝑙))(ca𝜆̃sin(a𝜆̃l)−cos(a𝜆̃l))−cos(𝜆̃𝑙)(𝑐𝑎𝜆̃ sin(𝑎𝜆̃𝑙))

cos(𝜆̃𝑙) cos(𝑎𝜆̃𝑙)
cos
(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁
𝑢2 (𝑥) = cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁ (2.26)

Выражение (2.25) для определителя матрицы 𝐿 состоит из двух сомножи­
телей, первый из которых выделен полужирным шрифтом и равен det

(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
с точностью до знака. В случае, если этот сомножитель равен нулю, то найден­
ные собственные числа будут совпадать с собственными числами, отвечающими
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собственным элементам из подпространства 𝐻(𝑅𝛽). При этом в (2.26) функция
𝑢0 (𝑥) станет тождественно равной нулю, а 𝑢1 (𝑥) станет равной −𝑢2 (𝑥).

Второй сомножитель в (2.25) равен det
(︀
𝐿(𝐸)

)︀
и соответствующие его ну­

лям собственные элементы будут принадлежать 𝐻(𝐸). При этом коэффициент
при cos

(︁
𝑎𝜆̃𝑥

)︁
в (2.26) станет равным единице.

Таким образом, мы видим, что решение задачи традиционным способом
совпадает с решением с применением группового подхода, но во втором случае
снижается порядок матриц, определители которых нужно найти (особенно это
актуально для большого числа стержней). Также упрощаются выражения для
коэффициентов при соответствующих функциях формы.

2.5.2 Численный пример решения при 𝑁 = 2.

Примем 𝑎 = 1,3, 𝑏 = 2,5, 𝑐 = 0,7, 𝑙 = 1. На рисунках 2.2а и 2.2б изображе­
ны графики det

(︀
𝐿(𝐸)

)︀
и det

(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
соответственно. На рисунке 2.3 изображен

общий график для det
(︀
𝐿(𝐸)

)︀
, det

(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
и det (𝐿).

1 2 3 4 5

−30

−20

−10

0
𝜆̃

d
et
(︀ 𝐿(𝐸

))︀

а) График det
(︀
𝐿(𝐸)

)︀
1 2 3 4 5

−2

0

2

4

𝜆̃

d
et
(︀ 𝐿(𝐸

))︀

б) График det
(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
Рисунок 2.2 — Графики определителей det

(︀
𝐿(𝐸)

)︀
и det

(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
Приведем значения 𝜆̃, соответствующие первым четырем собственным

числам оператора 𝐴 и графики соответствующих им собственных функций.
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Рисунок 2.3 — Совместный график det
(︀
𝐿(𝐸)

)︀
, det

(︀
𝐿(𝑅𝛽)

)︀
, det (𝐿)

Таблица 2 — Значения 𝜆̃, соответствующие первым четырем собственным
числа оператора 𝐴

№ 𝜆̃ Подспектр

1 0,75 𝜎(𝑠)

2 0,95 𝜎(𝑒)

3 2,62 𝜎(𝑒)

4 2,71 𝜎(𝑠)
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Рисунок 2.4 — Графики форм колебаний, соответствующих первым четырем
собственным числам оператора 𝐴

2.6 Решение задачи Коши

Использование свойств симметрии задачи может быть полезно при реше­
нии задачи Коши, в случае если начальные условия и правая часть обладают
симметрией относительно группы симметрии соответствующей спектральной
задачи.

Дополним уравнения (2.1) правыми частями 𝑞𝑗(𝑥), обусловленной внеш­
ним воздействием, где 𝑞𝑗(𝑥) — ограниченные функции координаты 𝑥

𝑚𝑗 (𝑥)
𝜕2𝑢𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑝𝑗 (𝑥)

𝜕𝑢𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︂
= 𝑞𝑗(𝑥), 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (2.27)

и начальными условиями
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𝑢𝑗 (𝑥,0) = 𝜓0
𝑗 (𝑥) ,

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑡

(𝑥,0) = 𝜓1
𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 0,1,2

(2.28)

2.6.1 Закон баланса полной энергии

Домножим уравнения (2.27) на 𝑢̇𝑗 (𝑥,𝑡), проинтегрируем по длине каждого
стержня и сложим результаты, используя граничные условия (2.2). В результа­
те получим:

𝑑

𝑑𝑡

⎧⎪⎨⎪⎩1

2

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)

(︂
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥+
1

2

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐹𝑗 (𝑥)

(︂
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥

)︂2

𝑑𝑥 +

+
1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑙𝑗∫︁
0

𝑘(𝑢0 − 𝑢𝑗)
2𝑑𝑥

⎫⎪⎬⎪⎭ =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑞𝑗 (𝑥,𝑡) 𝑢̇𝑗 (𝑥,𝑡) 𝑑𝑥

(2.29)

В уравнении (2.29) первое слагаемое в фигурных скобках представляет
собой кинетическую энергию 𝑇 (𝑡) системы, второе – потенциальную энергию
П 𝐹 (𝑡), обусловленную деформацией стержней, а последнее – потенциальную
энергию П 𝑘 (𝑡) пружинных элементов.

Уравнение (2.29) показывает, что изменение полной энергии в единицу
времени рассматриваемой механической системы равно мощности внешнего воз­
действия. При отсутствии внешнего возмущения 𝑞𝑗 (𝑥,𝑡) получаем закон сохра­
нения полной энергии:

𝑇 (𝑡) + П 𝐹 (𝑡) + П 𝑘 (𝑡) = 𝑇 (0) + П 𝐹 (0) + П 𝑘 (0)

Выполнение закона сохранения (изменения) полной энергии позволяет
утверждать о разрешимости задачи (2.27), (2.2), (2.28).
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2.6.2 Слабое решение задачи Коши

Введем вектор 𝐹 (𝑡) = {𝑓𝑗 (𝑡)}𝑇 , где 𝑓𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶 ([0,∞) ,𝐿2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥))) и

𝑓 (𝑥,𝑡) =
𝑞𝑗 (𝑥,𝑡)

𝑚𝑗 (𝑥)
.

Тогда задачу (2.27), (2.2), (2.28) можно записать в виде неоднородной за­
дачи Коши для гиперболического уравнения в операторной форме:

𝑈̈ (𝑡) + 𝐴𝑈 (𝑡) = 𝐹 (𝑡)

𝑈 (0) = Ψ0, 𝑈̇ (0) = Ψ1
(2.30)

В (2.30) оператор 𝐴 определен аналогично тому, как это было сделано в
разделе 2.3.

Рассмотрим слабое решение задачи (2.30). В метрике пространства
𝐻+1 = 𝐻 ⊕ {1} разложение решения 𝑈 (𝑡) по собственным элементам оператора
𝐴 имеет вид [96]:

𝑈 (𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜑𝑘 (𝑡)𝑈𝑘,

𝜑𝑘 (𝑡) = (𝑈 (𝑡) ,𝑈𝑘)

(2.31)

где коэффициенты 𝜑𝑘 (𝑡) являются решениями задачи

𝑑2𝜑𝑘 (𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝜆𝑘𝜑𝑘 (𝑡) = 𝑓𝑘 (𝑡) ,𝑘 = 0...∞

𝜑𝑘 (0) =
(︀
Ψ0,𝑈𝑘

)︀
, 𝜑̇𝑘 (0) =

(︀
Ψ1,𝑈𝑘

)︀
, 𝑓𝑘 (𝑡) = (𝐹 (𝑡) ,𝑈𝑘)

(2.32)

Здесь 𝑈0 = {1} , 𝜆0 = 0 - решение системы (2.3), ортогонально дополняю­
щее пространство 𝐻. {1} представляет собой единичный вектор, нормирован­
ный в пространстве 𝐻. Несложно заметить, что 𝑈0 преобразуется по тривиаль­
ному неприводимому представлению 𝐸 соответствующей группы 𝑆𝑛.

С учетом (2.31) и (2.32) слабое решение задачи (2.30) запишется в виде
[96; 100]
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𝑈 (𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

(︃(︀
Ψ0,𝑈𝑘

)︀
cos
(︀√

𝜆𝑘𝑡
)︀
+

(︀
Ψ1,𝑈𝑘

)︀
√
𝜆𝑘

sin
(︀√

𝜆𝑘𝑡
)︀
+

+
1√
𝜆𝑘

𝑡∫︀
0

sin
(︀√

𝜆𝑘 (𝑡− 𝑠)
)︀
(𝐹 (𝑡) ,𝑈𝑘) 𝑑𝑠

)︂
𝑈𝑘+

+

(︂
𝑡∫︀
0

𝑠∫︀
0

(𝐹 (𝑡) ,𝑈0) 𝑑𝑠𝑑𝑠+
(︀
Ψ1,𝑈0

)︀
𝑡+
(︀
Ψ0,𝑈0

)︀)︂
𝑈0

(2.33)

Разложим 𝐹 (𝑡) , Ψ0, Ψ1 по базису неприводимых представлений группы
𝑆𝑛:

𝐹 (𝑡) =
∑︁
𝜙

𝑃 (𝜙)𝐹 (𝑡) =
∑︁
𝜙

𝐹 (𝜙) (𝑡)

Ψ0 =
∑︁
𝜙

𝑃 (𝜙)Ψ0 =
∑︁
𝜙

Ψ0(𝜙) (𝑡)

Ψ1 =
∑︁
𝜙

𝑃 (𝜙)Ψ1 =
∑︁
𝜙

Ψ1(𝜙) (𝑡)

(2.34)

Если в разложении (2.34), проекции на какое либо из подпространств ока­
жутся одновременно равны нулю для каждого из векторов 𝐹 (𝑡) , Ψ0, Ψ1, то
выражении (2.33) в скалярных произведениях останутся лишь ненулевые сла­
гаемые разложения (2.34).

Так как подпространства 𝐻(𝜙) попарно ортогональны, то, скалярные про­
изведения, в которых ненулевые проекции векторов 𝐹 (𝑡) , Ψ0, Ψ1 с одной сто­
роны и собственный элемент 𝑈𝑘 с другой, принадлежат разным подпростран­
ствам, обнулятся.

В итоге, при записи слабого решения (2.33) можно не использовать под­
спектр и соответствующие ему собственные элементы, отвечающие подпро­
странствам, проекции векторов 𝐹 (𝑡) , Ψ0, Ψ1 на которые одновременно равны
нулю.

2.7 Заключение по второй главе

Анализ симметрий задачи о продольных колебаниях стержневой систе­
мы, рассмотренной в данной главе, несмотря на то, что данная механическая
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система обладает бесконечным числом степеней свободы, позволил классифици­
ровать собственные элементы соответствующей спектральной задачи по непри­
водимым представлениям конечной группы симметрии. Полученная классифи­
кация упростила решение спектральной задачи разделив спектр на два под­
спектра. Собственные числа, входящие в каждый подспектр определяются из
частотных уравнений, имеющих значительно более простой вид, чем исходное
уравнение.

Подход с использованием операторов ортогонального проектирования на
подпространства неприводимых представлений позволяет строить базисы соб­
ственных подпространств, соответствующих кратным частотам. Разложение
вектор-функций внешних нагрузок и начальных условий по базисам неприводи­
мых представлений позволяет использовать при записи слабого решения задачи
Коши лишь часть собственных функций, отвечающую ненулевым проекциям,
что приводит к сокращению вычислительных затрат и упрощению решения за­
дачи.
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Глава 3. Пространственные колебания пакета стержней

3.1 Стержневая модель ракеты-носителя пакетной компоновки

Примем в качестве расчетной модели стержневую систему, состоящую из
упруго-соединенных стержней. Упругие связи будут моделировать работу поя­
сов крепления боковых блоков. Колебания жидкости в баках, как поперечные,
так и осесимметричные, а также колебания элементов конструкции, таких как
двигательная установка, трубопроводы и т.п. при необходимости могут быть
учтены с помощью осцилляторного аналога. Так как перемещения осциллято­
ров однозначно выражаются через перемещение соответствующего сечения, то
в случае, если добавление в систему осцилляторов не вызывает нарушение ее
симметрии, классификация форм ее собственных колебаний также не претер­
пит изменений.

При крутильных колебаниях стрежней будем учитывать влияние жидко­
сти как добавочный погонный осевой момент инерции, равный моменту инерции
жидкости, захватываемой демпфирующими перегородками, расположенными в
баках.

На рисунке 3.1 изображена расчетная схема стержневой модели РН пакет­
ной компоновки. Рассматриваемая механическая система состоит из централь­
ного стержня и идентичных боковых стержней соединенных с ним с помощью
линейно-упругих связей. Центральный стержень расположен вдоль оси 𝑋0 гло­
бальной системы координат 𝑋0𝑌0𝑍0, и конец стержня, отвечающий нижней ча­
сти ракеты, совпадает с ее началом. Боковые стержни расположены параллель­
но центральному на равном расстоянии от него, через угловые промежутки рав­

ные
2𝜋

𝑁
, где 𝑁 – число боковых стержней. Боковым стержням соответствуют

индексы 𝑗, причем стержень с индексом 1 лежит в плоскости 𝑋0𝑌0, а возрас­
тание нумерации стержней ведется простив часовой стрелки вокруг оси 𝑋0.
Нижние концы боковых стрежней расположены в одной плоскости, параллель­
ной 𝑌0𝑍0. В дальнейшем будем считать, что эта плоскость совпадает с 𝑌0𝑍0.

Каждому боковому стержню сопоставляется локальная система коорди­
нат 𝑋𝑗𝑌𝑗𝑍𝑗. Начало локальной системы координат совпадает с нижним концом
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Рисунок 3.1 — Стержневая модель РН пакетной компоновки

бокового стержня, ось 𝑌𝑗 направлена под углом
2𝜋

𝑁
(𝑗 − 1) к оси 𝑌0, ось 𝑋𝑗

параллельна оси 𝑋0, ось 𝑍𝑗 дополняет систему координат до правой.
Перемещения сечений стержней вдоль осей𝑋𝑗𝑌𝑗𝑍𝑗, обозначим как 𝑢𝑗(𝑥,𝑡),

𝑣𝑗(𝑥,𝑡), 𝑤𝑗(𝑥,𝑡) соответственно, где 𝑗 = 0 . . . 𝑁 . Так как начала координат ЛСК
лежат в плоскости 𝑌𝑐𝑍𝑐, то можно не делать различий между СК стержней в ар­
гументе функций перемещений. Углы поворота сечений обозначим как 𝜓𝑗(𝑥,𝑡),
𝜗𝑗(𝑥,𝑡), 𝜁𝑗(𝑥,𝑡), 𝑗 = 0 . . . 𝑁 соответственно.

Будем считать, что инерциоинно-жескостные характеристики стержней не
меняются при повороте вокруг оси 𝑋𝑗. Погонную массу в направлении осей 𝑋𝑗,
𝑌𝑗 и 𝑍𝑗 примем равной и обозначим обозначим 𝑚𝑗(𝑥). В случае учета колебаний
жидкости с помощью осцилляторного аналога необходимо учитывать различие
значений погонной массы по осям. Осевой момент инерции стержней вокруг
осей 𝑋𝑗 обозначим как 𝜇𝐽𝑗(𝑥).
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Продольную, поперечную и крутильную жесткость стержней обозначим
как 𝐸𝐹𝑗(𝑥), 𝐸𝐼𝑗(𝑥), 𝐺𝐽𝑗(𝑥) соответственно.

3.2 Постановка задачи о пространственных колебаниях пакета
стержней

3.2.1 Исходная краевая задача

Будем считать, что колебания одного типа не оказывают влияния на дру­
гой, и описываются отдельными дифференциальными уравнениями. Связь про­
дольных, поперечных и крутильных колебаний блоков будет осуществляться
через условия стыковки и граничные условия.

Приведем соответствующие уравнения для:
– Продольных колебаний стержней

𝑚𝑗 (𝑥)
𝜕2𝑢𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐸𝐹𝑗 (𝑥)

𝜕𝑢𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︂
= 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (3.1)

– Поперечных колебаний стержней вдоль осей 𝑌𝑗 и 𝑍𝑗. При описании по­
перечных колебаний не будем учитывать инерцию сечения при повороте
и сдвиговой коэффициент Тимошенко (будем рассматривать балку Эй­
лера-Бернулли [101]).

𝑚𝑗 (𝑥)
𝜕2𝑣𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
+

𝜕2

𝜕𝑥2

(︂
𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

𝜕2𝑣𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

)︂
= 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (3.2)

𝑚𝑗 (𝑥)
𝜕2𝑤𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
+

𝜕2

𝜕𝑥2

(︂
𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

𝜕2𝑤𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

)︂
= 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (3.3)

– Крутильных колебаний стержней

𝜇𝐽𝑗 (𝑥)
𝜕2𝜓𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐺𝐽𝑗 (𝑥)

𝜕𝜓𝑗 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︂
= 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (3.4)
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Углы поворота сечений 𝜗𝑗(𝑥,𝑡) и 𝜁𝑗(𝑥,𝑡) определяются с помощью соотношений:

𝜗𝑗(𝑥,𝑡) = −𝜕𝑤(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥

, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (3.5)

𝜁𝑗(𝑥,𝑡) =
𝜕𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑗 = 0 . . . 𝑁 (3.6)

Для записи граничных условий рассмотрим правила определения знаков
внутренних силовых факторов, возникающих в случае сложного сопротивления
балки.

Yj

Xj0

MZj + dMZj

QY j + dQY j

QY j

MZj

MXj

MXj + dMXj

а) Плоскость 𝑋𝑗𝑌𝑗
Zj

Xj0

MY j + dMY j

QZj + dQZj

QZj

MY j
NXj + dNXj

NXj

б) Плоскость 𝑋𝑗𝑍𝑗

Рисунок 3.2 — Расчетная схема для определения правила знаков внутренних
силовых факторов

В соответствии со схемами, изображенными на рисунке 3.2 и соотношени­
ями (3.5), (3.6), выражения связи внутренних силовых факторов с перемещени­
ями имеют следующий вид:
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𝑁𝑋𝑗(𝑥,𝑡) = 𝐸𝐹𝑗(𝑥)
𝜕𝑢𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

𝑀𝑋𝑗(𝑥,𝑡) = 𝐺𝐽𝑗(𝑥)
𝜕𝜓𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

𝑀𝑌 𝑗(𝑥,𝑡) = −𝐸𝐼𝑗(𝑥)
𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

𝑀𝑍𝑗(𝑥,𝑡) = 𝐸𝐼𝑗(𝑥)
𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

𝑄𝑌 𝑗(𝑥,𝑡) = − 𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

𝑄𝑍𝑗(𝑥,𝑡) = − 𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

(3.7)

Граничные условия для свободных концов стержней (в случае, если на
конце стержня нет упругих связей) выражаются в равенстве внутренних сило­
вых факторов нулю:

𝜕𝑢𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑘

= 0

𝜕𝜓𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
|𝑥=𝑥𝑘 = 0

𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
|𝑥=𝑥𝑘 = 0

𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
|𝑥=𝑥𝑘 = 0

𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
|𝑥=𝑥𝑘 = 0

𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
|𝑥=𝑥𝑘 = 0

(3.8)

Для записи граничных условий и условий стыковки в точках 𝑥 = 𝑙𝑖 со­
единения стержней, сформулируем условия равновесия обобщенного упругого
элемента [𝐾 𝑖]. В записи [𝐾 𝑖] индекс 𝑖 обозначает принадлежность упругого к
𝑖-ому поясу крепления боковых стержней. В пределах одного пояса все упругие
элементы считаются идентичными.

Обобщенный упругий элемент имеет два интерфейсных узла, 𝐴 – служит
для крепления к центральному стержню и 𝐵 – для крепления к боковому (ри­
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Рисунок 3.3 — Локальная система координат обобщенного упругого элемента

сунок 3.3). В локальной системе координат элемента, изображенной на рисунке
3.3 каждому из узлов соответствует 6 степеней свободы: перемещения вдоль
осей 𝑋𝐾 , 𝑌𝐾 , 𝑍𝐾 и повороты вокруг них. Для удобства будем обозначать при­
надлежность той или иной степени свободы к соответствующей оси также как
это делалось выше для сечений стержней. Принадлежность к узлу будем обо­
значать верхним индексом.

В локальной системе координат элемента вектор степеней свободы 𝑄𝑙𝑜𝑐

запишется следующим образом:

𝑄𝑙𝑜𝑐 = {𝑢(𝐴),𝑣(𝐴),𝑤(𝐴),𝜓(𝐴),𝜗(𝐴),𝜁(𝐴),𝑢(𝐵),𝑣(𝐵),𝑤(𝐵),𝜓(𝐵),𝜗(𝐵),𝜁(𝐵)}𝑇

Реакции, возникающие со стороны упругого элемента компенсируются
внутренними силовыми факторами стержней, что позволяет записать силовые
условия стыковки при переходе через упругий элемент. Но чтобы сделать это,
вначале, необходимо привести его матрицу жесткости ([𝐾 𝑖])𝑙𝑜𝑐 в соответствие
с расчетной системой координат. Так как оси локальной системы координат
обобщенного упругого элемента параллельны осям систем координат боковых
стержней, то преобразованию подлежат только компоненты соответствующие
степеням свободы узла 𝐴.

Если имеется 𝑁 боковых стержней, то для 𝑗 - ого стержня данное преоб­
разование будет иметь вид:

([𝐾 𝑖])𝑗 = 𝑆𝑗𝑇 ([𝐾 𝑖])𝑙𝑜𝑐𝑆𝑗

при этом 𝑄𝑙𝑜𝑐 = 𝑆𝑗𝑄𝑖𝑗. Компонентами вектора 𝑄𝑖𝑗 в свою очередь являются
перемещения соответствующих сечений центрального и бокового стержней.

Матрица 𝑆𝑗 имеет вид:
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𝑆𝑗 =

(︃
𝑆𝑗(𝐴) 0

0 𝐸

)︃
где 𝐸 единичная матрица 6× 6, а 𝑆𝑗(𝐴) имеет вид:

𝑆𝑗(𝐴) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

0 cos(𝜑) sin(𝜑) 0 0 0

0 − sin(𝜑) cos(𝜑) 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 cos(𝜑) sin(𝜑)

0 0 0 0 − sin(𝜑) cos(𝜑)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
при этом 𝜑 =

2𝜋

𝑁
(𝑗 − 1).

Вектор реакций, действующих на элемент со стороны стержней, в расчет­
ной системе координат находится из уравнения равновесия элемента:

([𝐾 𝑖])𝑗𝑄𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑙

и имеет компоненты:

𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑙 = {𝐹 𝑖(𝐴)

𝑋0
,𝐹

𝑖(𝐴)
𝑌0

,𝐹
𝑖(𝐴)
𝑍0

,𝑀
𝑖(𝐴)
𝑋0

,𝑀
𝑖(𝐴)
𝑌0

,𝑀
𝑖(𝐴)
𝑍0

,𝐹
𝑖(𝐵)
𝑋𝑗

,𝐹
𝑖(𝐵)
𝑌𝑗

,𝐹
𝑖(𝐵)
𝑍𝑗

,𝑀
𝑖(𝐵)
𝑋𝑗

,𝑀
𝑖(𝐵)
𝑌𝑗

,𝑀
𝑖(𝐵)
𝑍𝑗

}𝑇

Обозначим вектор реакций со стороны 𝑖 - ого элемента, соединяющего
центральный и 𝑗 - ый стержни 𝑅𝑖𝑗. В силу 3-его закона Ньютона 𝑅𝑖𝑗 = −𝑅𝑖𝑗

𝑒𝑙.
Пусть вектор 𝑅𝑖𝑗 имеет компоненты:

𝑅𝑖𝑗 = {𝐹 𝑖𝑗
𝑋0
,𝐹 𝑖𝑗

𝑌0
,𝐹 𝑖𝑗

𝑍0
,𝑀 𝑖𝑗

𝑋0
,𝑀 𝑖𝑗

𝑌0
,𝑀 𝑖𝑗

𝑍0
,𝐹 𝑖𝑗

𝑋𝑗
,𝐹 𝑖𝑗

𝑌𝑗
,𝐹 𝑖𝑗

𝑍𝑗
,𝑀 𝑖𝑗

𝑋𝑗
,𝑀 𝑖𝑗

𝑌𝑗
,𝑀 𝑖𝑗

𝑍𝑗
}𝑇

здесь верхние индексы обозначающие принадлежность к узлу заменены индек­
сом обозначающим принадлежность к соответствующей матрице жесткости и
боковому стержню, так как принадлежность к узлу определяется соответству­
ющими осями в нижнем индексе.

Таким образом для каждого внутреннего силового фактора стержней мож­
но записать условия равновесия (силовые условия стыковки):
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– Для центрального стержня:

𝐸𝐹0(𝑥)
𝜕𝑢0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

− 𝐸𝐹0(𝑥)
𝜕𝑢0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑖𝑗
𝑋0

= 0

− 𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼0(𝑥)

𝜕2𝑣0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

+
𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼0(𝑥)

𝜕2𝑣0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑖𝑗
𝑌0

= 0

− 𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼0(𝑥)

𝜕2𝑤0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

+
𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼0(𝑥)

𝜕2𝑤0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐹 𝑖𝑗
𝑍0

= 0

𝐺𝐽0(𝑥)
𝜕𝜓0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

−𝐺𝐽0(𝑥)
𝜕𝜓0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑖𝑗
𝑋0

= 0

− 𝐸𝐼0(𝑥)
𝜕2𝑤0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

+ 𝐸𝐼0(𝑥)
𝜕2𝑤0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑖𝑗
𝑌0

= 0

𝐸𝐼0(𝑥)
𝜕2𝑣0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

− 𝐸𝐼0(𝑥)
𝜕2𝑣0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑖𝑗
𝑍0

= 0

(3.9)

– Для боковых стержней 𝑗 = 1 . . . 𝑁 :

𝐸𝐹𝑗(𝑥)
𝜕𝑢𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

− 𝐸𝐹𝑗(𝑥)
𝜕𝑢𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+ 𝐹 𝑖𝑗
𝑋𝑗

= 0

− 𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

+
𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+ 𝐹 𝑖𝑗
𝑌𝑗

= 0

− 𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

+
𝜕

𝜕𝑥
𝐸𝐼𝑗(𝑥)

𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+ 𝐹 𝑖𝑗
𝑍𝑗

= 0

𝐺𝐽𝑗(𝑥)
𝜕𝜓𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

−𝐺𝐽𝑗(𝑥)
𝜕𝜓𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+𝑀 𝑖𝑗
𝑋𝑗

= 0

− 𝐸𝐼𝑗(𝑥)
𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

+ 𝐸𝐼𝑗(𝑥)
𝜕2𝑤𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+𝑀 𝑖𝑗
𝑌𝑗

= 0

𝐸𝐼𝑗(𝑥)
𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖+0

− 𝐸𝐼𝑗(𝑥)
𝜕2𝑣𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙𝑖−0

+𝑀 𝑖𝑗
𝑍𝑗

= 0

(3.10)

В случае, если упругий элемент крепится на конце стержня, слагаемое с
координатой не принадлежащей стержню исключается.
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Пусть функции перемещений 𝑢𝑗(𝑥,𝑡), 𝑣𝑗(𝑥,𝑡), 𝑤𝑗(𝑥,𝑡), 𝜓𝑗(𝑥,𝑡), зависят от
времени по закону 𝑒𝑖𝜔𝑡. Тогда уравнения (3.1) — (3.4) можно записать следую­
щим образом:

1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝐸𝐹𝑗 (𝑥)

𝑑𝑢𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥

)︂
+ 𝜆 · 𝑢𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁

− 1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝑑2

𝑑𝑥2

(︂
𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

𝑑2𝑣𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥2

)︂
+ 𝜆 · 𝑣𝑗 (𝑥) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁

− 1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝑑2

𝑑𝑥2

(︂
𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

𝑑2𝑤𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥2

)︂
+ 𝜆 · 𝑤𝑗 (𝑥) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁

1

𝜇𝐽𝑗 (𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝐺𝐽𝑗 (𝑥)

𝑑𝜓𝑗 (𝑥)

𝑑𝑥

)︂
+ 𝜆 · 𝜓𝑗 (𝑥) = 0, 𝑗 = 0 . . . 𝑁

(3.11)

где 𝜆 = 𝜔2.

3.3 Групповой анализ

Прежде чем приступать приступить к формулировке спектральной задачи
на основании постановок приведенных выше, исследуем непрерывные симмет­
рии уравнений (3.11).

В общем случае инфинитезимальный генератор для системы (3.11) запи­
шется в следующей форме:

v = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑢𝑗
𝜕

𝜕𝑢𝑗
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑣𝑗
𝜕

𝜕𝑣𝑗
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝑤𝑗
𝜕

𝜕𝑤𝑗
+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝜂𝜓𝑗
𝜕

𝜕𝜓𝑗

Воспользовавшись стандартными методами поиска непрерывных симметрий си­
стем дифференциальных уравнений, подробно рассмотренными в главе 2, и
учтя идентичность инерционно-жесткостных свойств боковых стержней, запи­
шем общее выражение для решений определяющей системы уравнений для на­
хождения компонент 𝜉, 𝜂𝑢𝑗, 𝜂𝑣𝑗, 𝜂𝑤𝑗, 𝜂𝜓𝑗:



58

𝜉 = 0;

𝜂𝑢0 = 𝐶𝑢0𝑢0 + 𝛼𝑢0 (𝑥)

𝜂𝑣0 = 𝐶𝑣𝑣0𝑣0 + 𝐶𝑣𝑤0𝑤0 + 𝛼𝑣0 (𝑥)

𝜂𝑤0 = 𝐶𝑤𝑤0𝑤0 + 𝐶𝑤𝑣0𝑣0 + 𝛼𝑤0 (𝑥)

𝜂𝜓0 = 𝐶𝜓0𝜓0 + 𝛼𝜓0 (𝑥)

𝜂𝑢𝑗 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑢𝑖𝑗𝑢𝑖 + 𝛼𝑢𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1 . . . 𝑁

𝜂𝑣𝑗 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑣𝑣𝑖𝑗𝑣𝑖 +
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑣𝑤𝑖𝑗𝑤𝑖 + 𝛼𝑣𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1 . . . 𝑁

𝜂𝑤𝑗 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑤𝑤𝑖𝑗𝑤𝑖 +
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝑤𝑣𝑖𝑗𝑣𝑖 + 𝛼𝑤𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1 . . . 𝑁

𝜂𝜓𝑗 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝜓𝑖𝑗𝜓𝑖 + 𝛼𝜓𝑗 (𝑥) , 𝑗 = 1 . . . 𝑁

Отсюда следует, что алгебра Ли инфинитезимальных симметрий системы урав­
нений (3.11) порождена 6(𝑁 2 + 1) векторными полями

v𝑢0 = 𝑢0
𝜕

𝜕𝑢0
;

v𝑣𝑣0 = 𝑣0
𝜕

𝜕𝑣0
;

v𝑣𝑤0 = 𝑤0
𝜕

𝜕𝑣0
;

v𝑤𝑤0 = 𝑤0
𝜕

𝜕𝑤0
;

v𝑤𝑣0 = 𝑣0
𝜕

𝜕𝑤0
;

v𝜓0 = 𝜓0
𝜕

𝜕𝜓0
;

v𝑢𝑖𝑗 = 𝑢𝑖
𝜕

𝜕𝑢𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

v𝑣𝑣𝑖𝑗 = 𝑣𝑖
𝜕

𝜕𝑣𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

v𝑣𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑖
𝜕

𝜕𝑣𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

v𝑤𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑖
𝜕

𝜕𝑤𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

v𝑤𝑣𝑖𝑗 = 𝑣𝑖
𝜕

𝜕𝑤𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

v𝜓𝑖𝑗 = 𝜓𝑖
𝜕

𝜕𝜓𝑗
,𝑖 = 1...𝑁,𝑗 = 1...𝑁 ;

(3.12)
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и 4(𝑁 + 1) бесконечными подалгебрами

v𝛼𝑢𝑗 = 𝛼𝑢𝑗 (𝑥)
𝜕

𝜕𝑢𝑗
,𝑗 = 0 . . . 𝑁

v𝛼𝑣𝑗 = 𝛼𝑣𝑗 (𝑥)
𝜕

𝜕𝑣𝑗
,𝑗 = 0 . . . 𝑁

v𝛼𝑤𝑗 = 𝛼𝑤𝑗 (𝑥)
𝜕

𝜕𝑤𝑗
,𝑗 = 0 . . . 𝑁

v𝛼𝜓𝑗 = 𝛼𝜓𝑗 (𝑥)
𝜕

𝜕𝜓𝑗
,𝑗 = 0 . . . 𝑁

(3.13)

Действия однопараметрических групп, соответствующих найденным ин­
финитезимальным операторам, найдем проэкспоненцировав выражения (3.12),
(3.13):

𝐺𝑢𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑒
𝜀𝑢𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝑣𝑣𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑒
𝜀𝑣𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝑣𝑤𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑣𝑗 + 𝜀𝑤𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝑤𝑤𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑒
𝜀𝑤𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝑤𝑣𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑤𝑗 + 𝜀𝑣𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝜓𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑒
𝜀𝜓𝑗, . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝑢𝑖𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑢𝑖 + 𝜀𝑢𝑗, . . .) , 𝑖 = 1 . . . 𝑁, 𝑗 = 1 . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗

𝐺𝑣𝑣𝑖𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑣𝑖 + 𝜀𝑣𝑗, . . .) , 𝑖 = 1 . . . 𝑁, 𝑗 = 1 . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗

𝐺𝑣𝑤𝑖𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑣𝑖 + 𝜀𝑤𝑗, . . .) , 𝑖 = 1 . . . 𝑁, 𝑗 = 1 . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗

𝐺𝑤𝑤𝑖𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑤𝑖 + 𝜀𝑤𝑗, . . .) , 𝑖 = 1 . . . 𝑁, 𝑗 = 1 . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗

𝐺𝑤𝑣𝑖𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑤𝑖 + 𝜀𝑣𝑗, . . .) , 𝑖 = 1 . . . 𝑁, 𝑗 = 1 . . . 𝑁, 𝑖 ̸= 𝑗

𝐺𝛼𝑢𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑢𝑗 + 𝛼𝑢𝑗 (𝑥) , . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝛼𝑤𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑣𝑗 + 𝛼𝑣𝑗 (𝑥) , . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝛼𝑣𝑗 : (𝑥, . . . ,𝑤𝑗 + 𝛼𝑤𝑗 (𝑥) , . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

𝐺𝛼𝜓𝑗 : (𝑥, . . . ,𝜓𝑗 + 𝛼𝜓𝑗 (𝑥) , . . .) , 𝑗 = 0 . . . 𝑁

(3.14)

Группы симметрии, приведенные в (3.14) имеют схожую структуру с ре­
зультатами группового анализа, проведенного в главе 2 и демонстрируют ли­
нейность исследуемой системы уравнений. Помимо линейности, имеет место
перестановочность функций перемещений, но в данном случае она более разно­
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образна, чем в (2.9). Идентичность боковых стержней приводит к возможности
перестановки функций, соответствующих каждому из четырех типов движе­
ний между собой. При этом, в отличие от продольных и крутильных перемеще­
ний, для которых перестановки возможны только внутри своего типа движений,
для поперечных перемещений сечений стержней возможны также перестановки
между перемещениями вдоль перпендикулярных осей (𝑌𝑗, 𝑍𝑗), что объясняется
равенством инерционно-жесткостных свойств стержней по этим направлениям.
Для центрального стержня также появляется возможность перестановки функ­
ций перемещений, которая не наблюдалась в более простой задаче в главе 2,
обусловленная все теми же поперечными перемещениями.

Дальнейшее исследование собственных колебаний рассматриваемой меха­
нической системы, сведем к исследованию спектра соответствующего операто­
ра.

3.4 Операторная постановка

Рассмотрим уравнения (3.11), дополненные граничными условиями (3.8),
(3.9), (3.10) как абстрактную спектральную задачу в гильбертовом простран­
стве 𝐻̃.

Для этого определим пространство 𝐻̃𝑁 следующим образом:

𝐻̃ =

(︃
𝑁∑︁
𝑗=0

⊕𝐿𝑢2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥))

)︃
⊕
(︃

𝑁∑︁
𝑗=0

⊕𝐿𝑣2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥))

)︃
⊕

⊕
(︃

𝑁∑︁
𝑗=0

⊕𝐿𝑤2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥))

)︃
⊕
(︃

𝑁∑︁
𝑗=0

⊕𝐿𝜓2𝑗 ([0,𝑙] ,𝜇𝐽𝑗 (𝑥))
)︃

⊖ {1}

Вектор-функция 𝑈(𝑡) ∈ 𝐻̃𝑁 содержит 4(𝑁 + 1) компонент:

𝑈(𝑡) = {𝑢𝑗(𝑡), 𝑣𝑗(𝑡), 𝑤𝑗(𝑡), 𝜓𝑗(𝑡)}𝑇
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где

𝑢𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶0,2
(︀
𝐿𝑢2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥)) , [0,∞)

)︀
𝑣𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶1,2

(︀
𝐿𝑣2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥)) , [0,∞)

)︀
𝑤𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶1,2

(︀
𝐿𝑤2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥)) , [0,∞)

)︀
𝜓𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶0,2(𝐿𝜓2𝑗 ([0,𝑙] ,𝑚𝑗 (𝑥)) , [0,∞))

Скалярное произведение в 𝐻̃𝑁 запишем следующим образом:

(𝑈 𝑟(𝑡),𝑈 𝑠(𝑡)) =
𝑁∑︁
𝑗=0

(︀
𝑢𝑟𝑗(𝑡),𝑢

𝑠
𝑗(𝑡)
)︀
+

𝑁∑︁
𝑗=0

(︀
𝑣𝑟𝑗 (𝑡),𝑣

𝑠
𝑗(𝑡)
)︀
+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

(︀
𝑤𝑟
𝑗(𝑡),𝑤

𝑠
𝑗(𝑡)
)︀
+

𝑁∑︁
𝑗=0

(︀
𝜓𝑟𝑗 (𝑡),𝜓

𝑠
𝑗(𝑡)
)︀
=

=
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)𝑢
𝑟
𝑗(𝑡)𝑢

𝑠
𝑗(𝑡)𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥) 𝑣
𝑟
𝑗(𝑡)𝑣

𝑠
𝑗(𝑡)𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)𝑤
𝑟
𝑗(𝑡)𝑤

𝑠
𝑗(𝑡)𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝜇𝐽 𝑗 (𝑥)𝜓
𝑟
𝑗(𝑡)𝜓

𝑠
𝑗(𝑡)𝑑𝑥

Определим матричный оператор 𝐴 действующий на множестве 𝐻̃𝑁 ⊃
𝐷
(︁
𝐴
)︁

: Ω̃𝑈 (𝑡) = 0, где Ω̃ – оператор граничных условий, определяемый со­
отношениями (3.8), (3.9) и (3.10):

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴𝑢 0 0 0

0 𝐴𝑣 0 0

0 0 𝐴𝑤 0

0 0 0 𝐴𝜓

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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где

𝐴𝑢 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
− 1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐸𝐹𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥

)︂)︂
𝐴𝑣 = 𝐴𝑤 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
1

𝑚𝑗 (𝑥)

𝜕2

𝜕𝑥2

(︂
𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

𝜕2

𝜕𝑥2

)︂)︂
𝐴𝜓 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
− 1

𝜇𝐽 𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐺𝐽𝑗 (𝑥)

𝜕

𝜕𝑥

)︂)︂

Приняв 𝑈(𝑡) = 𝑈 ·𝑒𝑖𝜔𝑡 получим из уравнений (3.1) — (3.4) и граничных условий
(3.8) — (3.10) спектральную задачу для оператора 𝐴:

𝐴𝑈 = 𝜆𝑈 (3.15)

которая представляет собой абстрактную форму записи уравнений (3.11) до­
полненных граничными условиями (3.8) — (3.10).

Сформулируем основную теорему о свойствах оператора 𝐴 и его спектре

Теорема 5. Оператор 𝐴 – неограниченный, самосопряженный, положитель­
но определенный в 𝐻̃𝑁 оператор. Квадрат нормы в энергетическом простран­
стве оператора 𝐴 имеет вид

‖𝑈‖2𝐴 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐹 𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑𝑢𝑗
𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑2𝑣𝑗
𝑑𝑥2

)︂2

𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑2𝑤𝑗
𝑑𝑥2

)︂2

𝑑𝑥+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐺𝐽 𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑𝜓𝑗
𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝐾∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖𝑗𝑇 ([𝐾 𝑖])𝑗𝑄𝑖𝑗 = 2П > 0

(3.16)

Оператор 𝐴 имеет положительный дискретный спектр собственных значе­
ний

0 < 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ ... ≤ 𝜆𝑚 ≤ ...,𝜆𝑚 → ∞
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и систему собственных функций {𝑈𝑚}∞𝑚=1 полную и ортогональную в про­
странствах 𝐻̃𝑁 и 𝐻̃𝑁𝐴

, при этом справедливы следующие соотношения орто­
гональности

(𝑈𝑚,𝑈𝑠) =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)𝑢𝑚𝑗(𝑡)𝑢𝑠𝑗(𝑡)𝑑𝑥+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥) 𝑣𝑚𝑗(𝑡)𝑣𝑠𝑗(𝑡)𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝑚𝑗 (𝑥)𝑤𝑚𝑗(𝑡)𝑤𝑠𝑗(𝑡)𝑑𝑥+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝜇𝐽 𝑗 (𝑥)𝜓𝑚𝑗(𝑡)𝜓𝑠𝑗(𝑡)𝑑𝑥 = 𝛿𝑚𝑠

(𝑈𝑚,𝑈𝑠)𝐴 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐹 𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑𝑢𝑚𝑗
𝑑𝑥

)︂(︂
𝑑𝑢𝑠𝑗
𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑2𝑣𝑚𝑗
𝑑𝑥2

)︂(︂
𝑑2𝑣𝑠𝑗
𝑑𝑥2

)︂
𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐸𝐼𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑2𝑤𝑚𝑗
𝑑𝑥2

)︂(︂
𝑑2𝑤𝑠𝑗
𝑑𝑥2

)︂
𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑙𝑗∫︁
0

𝐺𝐽 𝑗 (𝑥)

(︂
𝑑𝜓𝑚𝑗
𝑑𝑥

)︂(︂
𝑑𝜓𝑠𝑗
𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑥+

𝑁∑︁
𝑗=0

𝐾∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖𝑗𝑇
𝑠 ([𝐾 𝑖])𝑗𝑄𝑖𝑗

𝑚 = 𝜆𝛿𝑚𝑠

(3.17)

Доказательство положений теоремы 5 проводится аналогично тому, как
это было сделано для леммы 1 и теоремы 1.

3.5 Конечные группы симметрии спектральной задачи
порожденной пространственными колебаниями пакета стержней

Групповой анализ уравнений (3.11), проведенный в разделе 3.3 показал их
инвариантность относительно линейных преобразований. Для инвариантности
оператора 𝐴 и последующей классификации его собственных элементов необхо­
дим также учет условия (2.13), выполнение которого приведет к редукции сим­
метрий, приведенных в (3.14). Как и в главе 2, получение набора симметрий,
допускаемых условиями (2.13) из выражений (3.14) приводит к группе унитар­
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ных преобразований (точнее к ортогональной группе). Если в главе 2, в силу
простоты граничных условий и физической сущности задачи, несложно было
определить, что искомой группой симметрии является симметрическая груп­
па 𝑆𝑛, то в случае более сложной задачи, рассматриваемой здесь, нахождение
требуемой конечной группы уже не является таким тривиальным.

Для нахождения допустимой группы симметрии, примем во внимание тот
факт, что в отличие от задачи, рассмотренной в главе 2, здесь мы исследуем
механическую систему, представляющую собой пространственную структуру,
с однозначно определенными положением и ориентацией входящих в нее со­
ставляющих (в данном случае стержней и упругих элементов). Поэтому, в ка­
честве группы симметрии, удовлетворяющей условиям (2.13) будет выступать
пространственная группа симметрии рассматриваемой структуры (которая и
приводит к выполнению условия инвариантности граничных условий и усло­
вий стыковки) [55; 61].

Конструктивные особенности ракет носителей пакетной компоновки, в
большинстве случаев, приводят к тому, что соответствующая механическая мо­
дель оказывается симметричной относительно поворотов на углы, кратные уг­
ловому расстоянию между соседними боковыми блоками и отражениям относи­
тельно плоскостей проходящих через ось центрального блока и оси боковых бло­
ков, а также плоскостей, делящих полученные двугранные углы пополам. К та­
ким ракетам-носителям относятся различные модификации комплекса Ангара
[8], Союз [102], Delta-IV Heavy [9], Falcon Heavy [103], Ariane-5,6 [104], CZ-3B,3C,5
[105], GSLV [106] и многие другие. Исключение составляет РН Энергия [107] и
некоторые модификации ракет Ariane 4 [108], PSLV [109] и подобные ракеты
обладающие меньшим набором симметрий в силу различий в боковых блоках
и их расположении.

По Шенфлису, такие группы пространственной симметрии обозначают­
ся как 𝐶𝑛𝑣. Преобразования симметрии, образующие их допускают повороты

𝐶𝑛 на углы, кратные
2𝜋

𝑛
и отражения относительно 𝑛 плоскостей симметрии,

расположенных через угловые промежутки
𝜋

𝑛
. В дальнейшем, преобразования

данных групп будем описывать в глобальной системе координат 𝑋0𝑌0𝑍0. Под
поворотами понимаются активные повороты, то есть поворачивается сам объ­
ект, система координат же остается неподвижной.



65

3.5.1 Пакет с двумя боковыми стержнями

Группой симметрии пакета с двумя боковыми стержнями является группа
𝐶2𝑣. Она включает в себя 4 элемента: 𝐸 — тождественное преобразование, 𝐶2

— поворот на угол
𝜋

2
, 𝜎𝑣 — отражение относительно плоскости 𝑋0𝑌0 и 𝜎𝑑 —

отражение относительно плоскости 𝑋0𝑍0. Группа 𝐶2𝑣 имеет 4 неприводимых
представления (таблица 3).

Таблица 3 — Характеры неприводимых представлений группы 𝐶2𝑣

Представление 𝐸 𝐶2 𝜎𝑣 𝜎𝑑

𝐴1 1 1 1 1

𝐴2 1 1 -1 -1

𝐵1 1 -1 1 -1

𝐵2 1 -1 -1 1

Вектор перемещений в данном случае содержит 12 компонент и имеет
следующий вид:

𝑈 = {𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, 𝜓0, 𝜓1, 𝜓2}𝑇

Так как некоторые из компонент вектора 𝑈 не участвуют в перестановках
с другими компонентами, то матрицы, соответствующие операторам представ­
лений будут иметь блочно-диагональную форму, поэтому, для удобства пред­
ставления запишем их в виде отдельных блоков:

𝑇 (𝑔) =

⎛⎜⎝𝑇𝑢(𝑔) 0 0

0 𝑇𝑣𝑤(𝑔) 0

0 0 𝑇𝜓(𝑔)

⎞⎟⎠
В явном виде операторы представления в соответствующем пространстве

𝐻 запишутся следующим образом:



66

𝑇𝑢(𝐸) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ 𝑇𝑣𝑤(𝐸) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑇𝜓(𝐸) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠

𝑇𝑢(𝐶2) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎠ 𝑇𝑣𝑤(𝐶2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑇𝜓(𝐶2) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎠

𝑇𝑢(𝜎𝑣) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ 𝑇𝑣𝑤(𝐸) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑇𝜓(𝐸) =

⎛⎜⎝−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎞⎟⎠

𝑇𝑢(𝜎𝑑) =

⎛⎜⎝1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎞⎟⎠ 𝑇𝑣𝑤(𝐸) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑇𝜓(𝐸) =

⎛⎜⎝−1 0 0

0 0 −1

0 −1 0

⎞⎟⎠

Все неприводимые представления группы 𝐶2𝑣 одномерные, поэтому для
записи ортопроекторов можно воспользоваться формулой, аналогичной (2.15):
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𝑃 (𝑅𝜙) =
1

𝐺 (𝐶2𝑛)

∑︁
𝐶2𝑛

𝜒(𝑅𝜙)(𝑔)𝑇 (𝑔)

Так как операторы представления 𝑇 (𝑔) имеют блочно-диагональную
структуру, то их линейная комбинация также будет обладать подобной струк­
турой. Поэтому ортопроекторы запишем также, по отдельным блокам:

На неприводимое представление 𝐴1

𝑃 (𝐴1)
𝑢 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑢(𝐸) + 1 · 𝑇𝑢(𝐶2) + 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑣) + 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝4 0 0

0 2 2

0 2 2

⎞⎟⎠
𝑃 (𝐴1)
𝑣𝑤 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐸) + 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐶2)+

+ 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑣) + 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑑)) =
1

4
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0

0 2 2 0 0 0

0 2 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃
(𝐴1)
𝜓 =

1

4
· (1 · 𝑇𝜓(𝐸) + 1 · 𝑇𝜓(𝐶2) + 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑣) + 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠
На неприводимое представление 𝐴2

𝑃 (𝐴2)
𝑢 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑢(𝐸) + 1 · 𝑇𝑢(𝐶2)− 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑣)− 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠
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𝑃 (𝐴2)
𝑣𝑤 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐸) + 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐶2)−

− 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑣)− 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑑)) =
1

4
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 2

0 0 0 0 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃
(𝐴2)
𝜓 =

1

4
· (1 · 𝑇𝜓(𝐸) + 1 · 𝑇𝜓(𝐶2)− 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑣)− 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝4 0 0

0 2 2

0 2 2

⎞⎟⎠
На неприводимое представление 𝐵1

𝑃 (𝐵1)
𝑢 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑢(𝐸)− 1 · 𝑇𝑢(𝐶2) + 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑣)− 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝0 0 0

0 2 −2

0 −2 2

⎞⎟⎠
𝑃 (𝐵1)
𝑣𝑤 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐸)− 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐶2)+

+ 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑣)− 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑑)) =
1

4
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 0 0 0 0 0

0 2 −2 0 0 0

0 −2 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃
(𝐵1)
𝜓 =

1

4
· (1 · 𝑇𝜓(𝐸)− 1 · 𝑇𝜓(𝐶2) + 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑣)− 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠
На неприводимое представление 𝐵2

𝑃 (𝐵2)
𝑢 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑢(𝐸)− 1 · 𝑇𝑢(𝐶2)− 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑣) + 1 · 𝑇𝑢(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠
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𝑃 (𝐵2)
𝑣𝑤 =

1

4
· (1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐸)− 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝐶2)−

− 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑣) + 1 · 𝑇𝑣𝑤(𝜎𝑑)) =
1

4
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 2 −2

0 0 0 0 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃
(𝐵2)
𝜓 =

1

4
· (1 · 𝑇𝜓(𝐸)− 1 · 𝑇𝜓(𝐶2)− 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑣) + 1 · 𝑇𝜓(𝜎𝑑)) =

1

4
·

⎛⎜⎝0 0 0

0 2 −2

0 −2 2

⎞⎟⎠
Решая уравнения 𝑃 (𝑅𝜙)𝑈 = 𝑈 для каждого из неприводимых представле­

ний получим следующие соотношения:
Для неприводимого представления 𝐴1

𝑢0 = 𝑢0

𝑢1 = 𝑢2

𝑣0 = 0

𝑣1 = 𝑣2

𝑤0 = 𝑤1 = 𝑤2 = 0

𝜓0 = 𝜓1 = 𝜓2 = 0

Для неприводимого представления 𝐴2

𝑢0 = 𝑢1 = 𝑢2 = 0

𝑣0 = 𝑣1 = 𝑣2 = 0

𝑤0 = 0

𝑤1 = 𝑤2

𝜓0 = 𝜓0

𝜓1 = 𝜓2

Для неприводимого представления 𝐵1
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𝑢0 = 0

𝑢1 = −𝑢2
𝑣0 = 𝑣0

𝑣1 = −𝑣2
𝑤0 = 𝑤1 = 𝑤2 = 0

𝜓0 = 𝜓1 = 𝜓2 = 0

Для неприводимого представления 𝐵2

𝑢0 = 𝑢1 = 𝑢2 = 0

𝑣0 = 𝑣1 = 𝑣2 = 0

𝑤0 = 𝑤0

𝑤1 = −𝑤2

𝜓0 = 0

𝜓1 = −𝜓2

Обозначив равные функции перемещений боковых стержней нижним ин­
дексом 𝑠, запишем общий вид базисных векторов неприводимых представлений
группы 𝐶2𝑣 в пространстве 𝐻̃2

𝑈 (𝐴1) = {𝑢0, 𝑢𝑠, 𝑢𝑠, 0, 𝑣𝑠, 𝑣𝑠, 0, 0, 0, 0, 0, 0}𝑇

𝑈 (𝐴2) = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑤𝑠, 𝑤𝑠, 𝜓0, 𝜓𝑠, 𝜓𝑠}𝑇

𝑈 (𝐵1) = {0, 𝑢𝑠, − 𝑢𝑠, 𝑣0, 𝑣𝑠, − 𝑣𝑠, 0, 0, 0, 0, 0, 0}𝑇

𝑈 (𝐵2) = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑤0, 𝑤𝑠, − 𝑤𝑠, 0, 𝜓𝑠, − 𝜓𝑠}𝑇

(3.18)

Из соотношений (3.18) видно, что размерность векторов сократилась в 4
раза: с 12 до 3 независимых функций. Графическая интерпретация векторов
(3.18) изображена на рисунке 3.4

Из рисунка 3.4 видно, что колебания, отвечающие неприводимому пред­
ставлению 𝐴1 представляют собой «продольные» колебания пакета, неприводи­
мому представлению 𝐴2 — «крутильные» колебания пакета, а неприводимым
представлениям 𝐵1 и 𝐵2 соответствуют «поперечные» колебания вдоль осей 𝑌0
и 𝑍0 соответственно.
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Рисунок 3.4 — Схематическое изображение форм колебаний, соответствующих
различным неприводимым представлениям группы 𝐶2𝑣

3.5.2 Пакет с четырьмя боковыми стержнями

Пакету с двумя боковыми стержнями соответствует группа симметрии
𝐶4𝑣. Данная группа включает в себя 8 элементов: 𝐸, 𝐶2, 𝐶4, 𝐶−1

4 , 𝜎𝑌 , 𝜎𝑍 , 𝜎1, 𝜎2.
Здесь 𝜎𝑌 — отражение относительно плоскости 𝑋0𝑌0, 𝜎𝑍 — отражение относи­
тельно плоскости 𝑋0𝑍0, 𝜎1 и 𝜎2 — отражения относительно плоскостей повер­
нутых на угол

𝜋

4
от 𝜎𝑌 и 𝜎𝑍 соответственно. Группа 𝐶4𝑣 имеет 5 неприводимых

представлений (таблица 4).
В таблице 4 𝜎𝑣 обозначены операции 𝜎𝑌 и 𝜎𝑍 , а 𝜎𝑑 — 𝜎1 и 𝜎2. Существенным

отличием группы 𝐶4𝑣 от 𝐶2𝑣 является наличие двумерного неприводимого пред­
ставления 𝐸. Так как данное неприводимое представление имеет базис из двух
функций, соответствующих двум строкам этого представления, то для нахож­
дения ортопроекторов на эти строки необходимо найти диагональные матрич­
ные элементы неприводимого представления 𝐸. Для этого построим матрицы
представления 𝑇 (𝐸)(𝑔) для некоторых известных базисных функций представ­
ления 𝐸. Если осью вращения является ось 𝑋0, то в качестве таких функций
можно рассмотреть 𝑓(𝑦,𝑧) = 𝑦 и 𝑓(𝑦,𝑧) = 𝑧. Воспользовавшись соотношением
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Таблица 4 — Характеры неприводимых представлений группы 𝐶4𝑣

Представление 𝐸 𝐶2 𝐶4(2) 𝜎𝑣(2) 𝜎𝑑(2)

𝐴1 1 1 1 1 1

𝐴2 1 1 1 -1 -1

𝐵1 1 1 -1 1 -1

𝐵2 1 1 -1 -1 1

𝐸 2 -2 0 0 0

𝑇 (𝑔)𝑓(𝑦,𝑧) = 𝑓(𝑔−1 · (𝑦,𝑧)) [61], запишем матрицы представления группы 𝐶4𝑣,
построенные для этих функций:

𝑇 (𝐸)(𝐸) =

(︃
1 0

0 1

)︃
; 𝑇 (𝐸)(𝐶2) =

(︃
−1 0

0 −1

)︃
;

𝑇 (𝐸)(𝐶4) =

(︃
0 1

−1 0

)︃
; 𝑇 (𝐸)(𝐶−1

4 ) =

(︃
0 −1

1 0

)︃
;

𝑇 (𝐸)(𝜎𝑌 ) =

(︃
1 0

0 −1

)︃
; 𝑇 (𝐸)(𝜎𝑍) =

(︃
−1 0

0 1

)︃
;

𝑇 (𝐸)(𝜎1) =

(︃
0 1

1 0

)︃
; 𝑇 (𝐸)(𝜎2) =

(︃
0 −1

−1 0

)︃
;

(3.19)

Вектор перемещений в случае пакета с четырьмя боковыми стержнями
содержит 20 компонент и имеет следующий вид:

𝑈 = {𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4, 𝜓0, 𝜓1, 𝜓2, 𝜓3, 𝜓4}𝑇

Для нахождения ортопроекторов на одномерные представления восполь­
зуемся формулой

𝑃 (𝑅𝜙) =
1

𝐺 (𝐶4𝑛)

∑︁
𝐶4𝑛

𝜒(𝑅𝜙)(𝑔)𝑇 (𝑔)

а на строки представления 𝐸 формулой

𝑃 (𝐸
𝑖) =

2

𝐺 (𝐶4𝑛)

∑︁
𝐶4𝑛

𝑇
(𝐸)
𝑖𝑖 (𝑔)𝑇 (𝑔), 𝑖 = 1,2



73

По причине громоздкости мы не будем приводить матрицы представления для
группы 𝐶4𝑣, а лишь запишем выражения и результирующие матрицы для орто­
проекторов (также в блочном виде).

На неприводимое представление 𝐴1

𝑃 (𝐴1) =
1

8
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2) + 1 · 𝑇 (𝐶4)+

+1 · 𝑇 (𝐶−1
4 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑌 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑍) + 1 · 𝑇 (𝜎1) + 1 · 𝑇 (𝜎2)

)︁

𝑃 (𝐴1)
𝑢 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
8 0 0 0 0

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑃
(𝐴1)
𝜓 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝑃 (𝐴1)
𝑣𝑤 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
На неприводимое представление 𝐴2

𝑃 (𝐴2) =
1

8
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2) + 1 · 𝑇 (𝐶4)+

+1 · 𝑇 (𝐶−1
4 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑌 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑍)− 1 · 𝑇 (𝜎1)− 1 · 𝑇 (𝜎2)

)︁

𝑃 (𝐴2)
𝑢 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑃
(𝐴2)
𝜓 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
8 0 0 0 0

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;
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𝑃 (𝐴2)
𝑣𝑤 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
На неприводимое представление 𝐵1

𝑃 (𝐵1) =
1

8
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2)− 1 · 𝑇 (𝐶4)−

−1 · 𝑇 (𝐶−1
4 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑌 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑍)− 1 · 𝑇 (𝜎1)− 1 · 𝑇 (𝜎2)

)︁

𝑃 (𝐵1)
𝑢 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2

0 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑃
(𝐵1)
𝜓 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝑃 (𝐵1)
𝑣𝑤 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 0 0 0 0 0

0 −2 2 −2 2 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 0 0 0 0 0

0 −2 2 −2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На неприводимое представление 𝐵2

𝑃 (𝐵2) =
1

8
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2)− 1 · 𝑇 (𝐶4)−

−1 · 𝑇 (𝐶−1
4 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑌 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑍) + 1 · 𝑇 (𝜎1) + 1 · 𝑇 (𝜎2)

)︁

𝑃 (𝐵2)
𝑢 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑃
(𝐵2)
𝜓 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2

0 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝑃 (𝐵2)
𝑣𝑤 =

1

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2 −2 2 −2

0 0 0 0 0 0 −2 2 −2 2

0 0 0 0 0 0 2 −2 2 −2

0 0 0 0 0 0 −2 2 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
На 1-ую строку неприводимого представления 𝐸

𝑃 (𝐸1) =
2

8
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸)− 1 · 𝑇 (𝐶2) + 0 · 𝑇 (𝐶4)+

+0 · 𝑇 (𝐶−1
4 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑌 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑍) + 0 · 𝑇 (𝜎1) + 0 · 𝑇 (𝜎2)

)︁

𝑃 (𝐸1)
𝑢 =

2

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 2 0 −2 0

0 0 0 0 0

0 −2 0 2 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑃
(𝐸1)
𝜓 =

2

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 2 0 −2

0 0 0 0 0

0 0 −2 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;
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𝑃 (𝐸1)
𝑣𝑤 =

2

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 −2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −2 0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 2 0 −2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −2 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
На 2-ую строку неприводимого представления 𝐸

𝑃 (𝐸2) =
2

8
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸)− 1 · 𝑇 (𝐶2) + 0 · 𝑇 (𝐶4)+

+0 · 𝑇 (𝐶−1
4 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑌 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑍) + 0 · 𝑇 (𝜎1) + 0 · 𝑇 (𝜎2)

)︁

𝑃 (𝐸2)
𝑢 =

2

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 2 0 −2

0 0 0 0 0

0 0 −2 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝑃
(𝐸2)
𝜓 =

2

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0

0 2 0 −2 0

0 0 0 0 0

0 −2 0 2 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝑃 (𝐸2)
𝑣𝑤 =

2

8
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 −2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −2 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2 0 −2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −2 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Решив уравнения 𝑃 (𝑅𝜙)𝑈 = 𝑈 , с учетом (3.19), для каждого из неприводи­
мых представлений (строк неприводимых представлений) запишем общий вид
базисных векторов неприводимых представлений группы 𝐶4𝑣 в пространстве
𝐻̃4

𝑈 (𝐴1) = {𝑢0, 𝑢𝑠, 𝑢𝑠, 𝑢𝑠, 𝑢𝑠, 0, 𝑣𝑠, 𝑣𝑠, 𝑣𝑠, 𝑣𝑠, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}𝑇

𝑈 (𝐴2) = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑤𝑠, 𝑤𝑠, 𝑤𝑠, 𝑤𝑠, 𝜓0, 𝜓𝑠, 𝜓𝑠, 𝜓𝑠, 𝜓𝑠}𝑇

𝑈 (𝐵1) = {0, 𝑢𝑠, − 𝑢𝑠, 𝑢𝑠, − 𝑢𝑠, 0, 𝑣𝑠, − 𝑣𝑠, 𝑣𝑠, − 𝑣𝑠, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}𝑇

𝑈 (𝐵2) = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 𝑤𝑠, − 𝑤𝑠, 𝑤𝑠, − 𝑤𝑠, 0, 𝜓𝑠, − 𝜓𝑠, 𝜓𝑠, − 𝜓𝑠}𝑇

𝑈 (𝐸1) = {0, 𝑢𝑠, 0, − 𝑢𝑠, 0, 𝑣0, 𝑣𝑠, 0, − 𝑣𝑠, 0, 0, 0, − 𝑤𝑠, 0, 𝑤𝑠, 0, 0, − 𝜓𝑠, 0, 𝜓𝑠}𝑇

𝑈 (𝐸2) = {0, 0, 𝑢𝑠, 0, − 𝑢𝑠, 0, 0, 𝑣𝑠, 0, − 𝑣𝑠, 𝑤0, 𝑤𝑠, 0, − 𝑤𝑠, 0, 0, 𝜓𝑠, 0, − 𝜓𝑠, 0}𝑇

(3.20)

Из выражений (3.20) видно, что полученные векторы имеют размерность
значительно меньше размерности исходного пространства (размерность сокра­
тилась от 4-х до 10-ти раз). На рисунке 3.5 схематически изображены формы
колебаний, соответствующие векторам (3.20).
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Рисунок 3.5 — Схематическое изображение форм колебаний, соответствующих
различным неприводимым представлениям группы 𝐶4𝑣
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Формы колебаний, отвечающие векторам 𝑈 (𝐴1) представляют собой «про­
дольные» колебания пакета, векторам 𝑈 (𝐴2) — «крутильные» колебания. В слу­
чае форм, соответствующих векторам 𝑈 (𝐵1) и 𝑈 (𝐵2) силовой воздействие боко­
вых блоков на центральный скомпенсировано, в результате чего получаем, что

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝜓0 ≡ 0

Векторам 𝑈 (𝐵1) соответствуют продольно-поперечные колебания боковых
стержней (так называемые «бочкообразные» колебания), векторам 𝑈 (𝐵2), в свою
очередь, соответствуют поперечно-крутильные колебания боковых стержней.
Двумерному неприводимому представлению 𝐸 соответствуют кратные частоты
колебаний с кратностью равной двум. Этим частотам отвечают «поперечные»
колебания пакета в двух перпендикулярных плоскостях 𝑋0𝑌0 и 𝑋0𝑍0.

Соотношения (3.19) выявляют дополнительные связи между векторами,
отвечающими различным строкам неприводимого представления 𝐸. Обозначая
верхним индексом принадлежность компоненты вектора той или иной строке
неприводимого представления 𝐸 запишем соотношения, отвечающие этим свя­
зям:

𝑣
(𝐸1)
0 = 𝑤

(𝐸2)
0

𝑢
(𝐸1)
𝑠 = 𝑢

(𝐸2)
𝑠

𝑣
(𝐸1)
𝑠 = 𝑣

(𝐸2)
𝑠

𝑤
(𝐸1)
𝑠 = 𝑤

(𝐸2)
𝑠

𝜓
(𝐸1)
𝑠 = 𝜓

(𝐸2)
𝑠

(3.21)

Рассмотренная в данном разделе конфигурация пакета с четырьмя боко­
выми стержнями отвечает конфигурации «+». На практике также рассматрива­
ется конфигурация «X», которая может быть получена поворотом системы ко­
ординат𝑋0𝑌0𝑍0 на угол

𝜋

4
. Вектора, являющиеся базисными для неприводимых

представлений, могут быть получены для такой схемы с помощью приведенной
выше методики, после записи соответствующих операторов представления.
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3.5.3 Пакет с шестью боковыми стержнями

Пакету с шестью боковыми стержнями соответствует группа симметрии
𝐶6𝑣. Данная группа включает в себя 12 элементов: 𝐸, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶−1

3 , 𝐶6, 𝐶−1
6 , 𝜎𝑎,

𝜎𝑏, 𝜎𝑐, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3. Здесь нижним индексом 𝑎, 𝑏, 𝑐 обозначены отражения отно­
сительно плоскостей, проходящих через оси 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 соответственно и ось
𝑋0. Нижними индексами 1, 2, 3 обозначены отражения относительно плоско­
стей повернутых на угол

𝜋

6
относительно плоскостей, отражения относительно

которых обозначаются индексами 𝑎, 𝑏, 𝑐. Группа 𝐶6𝑣 имеет 6 неприводимых
представлений (таблица 5).

Таблица 5 — Характеры неприводимых представлений группы 𝐶6𝑣

Представление 𝐸 𝐶2 𝐶3(2) 𝐶6(2) 𝜎𝑣(3) 𝜎𝑑(3)

𝐴1 1 1 1 1 1 1

𝐴2 1 1 1 1 -1 -1

𝐵1 1 -1 1 -1 -1 1

𝐵2 1 -1 1 -1 1 -1

𝐸1 2 -2 -1 1 0 0

𝐸2 2 2 -1 -1 0 0

В таблице 5 𝜎𝑣 обозначены операции 𝜎𝑎, 𝜎𝑏 и 𝜎𝑐 а 𝜎𝑑 — 𝜎1, 𝜎2 и 𝜎3. По срав­
нению с группой 𝐶4𝑣, группа 𝐶6𝑣 содержит два двумерных представления 𝐸1 и
𝐸2. Как и в случае с группой 𝐶4𝑣, для нахождения проекторов на соответствую­
щие строки, необходимо построить матрицы данных двумерных представлений,
соответствующие элементам группы.

В качестве базисных функций неприводимого представления 𝐸1, как и в
случае с группой 𝐶4𝑣, примем функции 𝑓(𝑦,𝑧) = 𝑦 и 𝑓(𝑦,𝑧) = 𝑧
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𝑇 (𝐸1)(𝐸) =

(︃
1 0

0 1

)︃
; 𝑇 (𝐸1)(𝐶2) =

(︃
−1 0

0 −1

)︃
;

𝑇 (𝐸1)(𝐶3) =

⎛⎜⎝ −1

2

√
3

2

−
√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝐸1)(𝐶−1
3 ) =

⎛⎜⎝−1

2
−
√
3

2√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸1)(𝐶6) =

⎛⎜⎝ 1

2

√
3

2

−
√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝐸1)(𝐶−1
6 ) =

⎛⎜⎝ 1

2
−
√
3

2√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸1)(𝜎𝑎) =

(︃
1 0

0 −1

)︃
; 𝑇 (𝐸1)(𝜎𝑏) =

⎛⎜⎝−1

2

√
3

2√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸1)(𝜎𝑐) =

⎛⎜⎝ −1

2
−
√
3

2

−
√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝐸1)(𝜎1) =

⎛⎜⎝ 1

2

√
3

2√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸1)(𝜎2) =

(︃
−1 0

0 1

)︃
; 𝑇 (𝐸1)(𝜎3) =

⎛⎜⎝ 1

2
−
√
3

2

−
√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ;

(3.22)

В качестве базисных функций неприводимого представления 𝐸2, примем
функции 𝑓(𝑦,𝑧) = 𝑦2 − 𝑧2 и 𝑓(𝑦,𝑧) = 2𝑦𝑧
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𝑇 (𝐸2)(𝐸) =

(︃
1 0

0 1

)︃
; 𝑇 (𝐸1)(𝐶2) =

(︃
1 0

0 1

)︃
;

𝑇 (𝐸2)(𝐶3) =

⎛⎜⎝−1

2
−
√
3

2√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝐸2)(𝐶−1
3 ) =

⎛⎜⎝ −1

2

√
3

2

−
√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸2)(𝐶6) =

⎛⎜⎝ −1

2

√
3

2

−
√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝐸2)(𝐶−1
6 ) =

⎛⎜⎝−1

2
−
√
3

2√
3

2
−1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸2)(𝜎𝑎) =

(︃
1 0

0 −1

)︃
; 𝑇 (𝐸2)(𝜎𝑏) =

⎛⎜⎝ −1

2
−
√
3

2

−
√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸2)(𝜎𝑐) =

⎛⎜⎝−1

2

√
3

2√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ; 𝑇 (𝐸2)(𝜎1) =

⎛⎜⎝−1

2

√
3

2√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ;

𝑇 (𝐸2)(𝜎2) =

(︃
1 0

0 −1

)︃
; 𝑇 (𝐸2)(𝜎3) =

⎛⎜⎝ −1

2
−
√
3

2

−
√
3

2

1

2

⎞⎟⎠ ;

(3.23)

Запишем выражения для ортопроекторов на подпространства, соответ­
ствующие неприводимым представлениям (строкам неприводимых представле­
ний) и приведем их явный вид для пространства 𝐻̃6 в блочном виде
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На неприводимое представление 𝐴1

𝑃 (𝐴1) =
1

12
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2) + 1 · 𝑇 (𝐶3) + 1 · 𝑇 (𝐶−1

3 ) + 1 · 𝑇 (𝐶6)+

+1 · 𝑇 (𝐶−1
6 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑎) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑏) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑐) + 1 · 𝑇 (𝜎1) + 1 · 𝑇 (𝜎2) + 1 · 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐴1)
𝑢 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

12 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; 𝑃

(𝐴1)
𝜓 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑃 (𝐴1)
𝑣𝑤 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На неприводимое представление 𝐴2

𝑃 (𝐴2) =
1

12
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2) + 1 · 𝑇 (𝐶3) + 1 · 𝑇 (𝐶−1

3 ) + 1 · 𝑇 (𝐶6)+

+1 · 𝑇 (𝐶−1
6 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑎)− 1 · 𝑇 (𝜎𝑏)− 1 · 𝑇 (𝜎𝑐)− 1 · 𝑇 (𝜎1)− 1 · 𝑇 (𝜎2)− 1 · 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐴2)
𝑢 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; 𝑃

(𝐴1)
𝜓 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

12 0 0 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑃 (𝐴2)
𝑣𝑤 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На неприводимое представление 𝐵1

𝑃 (𝐵1) =
1

12
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸)− 1 · 𝑇 (𝐶2) + 1 · 𝑇 (𝐶3) + 1 · 𝑇 (𝐶−1

3 )− 1 · 𝑇 (𝐶6)−

−1 · 𝑇 (𝐶−1
6 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑎) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑏) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑐)− 1 · 𝑇 (𝜎1)− 1 · 𝑇 (𝜎2)− 1 · 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐵1)
𝑢 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2 −2 2

0 2 −2 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2 −2 2

0 2 −2 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; 𝑃

(𝐵1)
𝜓 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑃 (𝐵1)
𝑣𝑤 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 2 −2 0 0 0 0 0 0 0

0 −2 2 −2 2 −2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 2 −2 0 0 0 0 0 0 0

0 −2 2 −2 2 −2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 2 −2 0 0 0 0 0 0 0

0 −2 2 −2 2 −2 2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На неприводимое представление 𝐵2

𝑃 (𝐵2) =
1

12
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸)− 1 · 𝑇 (𝐶2) + 1 · 𝑇 (𝐶3) + 1 · 𝑇 (𝐶−1

3 )− 1 · 𝑇 (𝐶6)−

−1 · 𝑇 (𝐶−1
6 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑎)− 1 · 𝑇 (𝜎𝑏)− 1 · 𝑇 (𝜎𝑐) + 1 · 𝑇 (𝜎1) + 1 · 𝑇 (𝜎2) + 1 · 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐵2)
𝑢 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; 𝑃

(𝐵2)
𝜓 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 2 −2 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2 −2 2

0 2 −2 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2 −2 2

0 2 −2 2 −2 2 −2

0 −2 2 −2 2 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑃 (𝐵2)
𝑣𝑤 =

1

12
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 −2 2 −2 2 −2

0 0 0 0 0 0 0 0 −2 2 −2 2 −2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 −2 2 −2 2 −2

0 0 0 0 0 0 0 0 −2 2 −2 2 −2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 −2 2 −2 2 −2

0 0 0 0 0 0 0 0 −2 2 −2 2 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На 1-ую строку неприводимого представления 𝐸1

𝑃 (𝐸1
1) =

1

6
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸)− 1 · 𝑇 (𝐶2)−

1

2
· 𝑇 (𝐶3)−

1

2
· 𝑇 (𝐶−1

3 ) +
1

2
· 𝑇 (𝐶6)+

+
1

2
· 𝑇 (𝐶−1

6 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑎)−
1

2
· 𝑇 (𝜎𝑏)−

1

2
· 𝑇 (𝜎𝑐) +

1

2
· 𝑇 (𝜎1)− 1 · 𝑇 (𝜎2) +

1

2
· 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐸1
1)

𝑢 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 2 1 −1 −2 −1 1

0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2

0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2

0 −2 −1 1 2 1 −1

0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2

0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;𝑃

(𝐸1
1)

𝜓 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2

0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2

0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃 (𝐸1
1)

𝑣𝑤 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 1 −1 −2 −1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 −2 −1 1 2 1 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На 2-ую строку неприводимого представления 𝐸1

𝑃 (𝐸2
1) =

1

6
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸)− 1 · 𝑇 (𝐶2)−

1

2
· 𝑇 (𝐶3)−

1

2
· 𝑇 (𝐶−1

3 ) +
1

2
· 𝑇 (𝐶6)+

+
1

2
· 𝑇 (𝐶−1

6 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑎) +
1

2
· 𝑇 (𝜎𝑏) +

1

2
· 𝑇 (𝜎𝑐)−

1

2
· 𝑇 (𝜎1) + 1 · 𝑇 (𝜎2)−

1

2
· 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐸2
1)

𝑢 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2

0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2

0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;𝑃

(𝐸2
1)

𝜓 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 2 1 −1 −2 −1 1

0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2

0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2

0 −2 −1 1 2 1 −1

0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2

0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃 (𝐸2
1)

𝑣𝑤 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2

3
2 0 −3

2 −3
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3
2 −3

2 0 3
2

3
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 −1 −2 −1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 −2 −1 1 2 1 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1
2

1
2 1 1

2 −1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
2 −1

2 −1 −1
2

1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



89

На 1-ую строку неприводимого представления 𝐸2

𝑃 (𝐸1
2) =

1

6
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2)−

1

2
· 𝑇 (𝐶3)−

1

2
· 𝑇 (𝐶−1

3 )− 1

2
· 𝑇 (𝐶6)−

−1

2
· 𝑇 (𝐶−1

6 ) + 1 · 𝑇 (𝜎𝑎)−
1

2
· 𝑇 (𝜎𝑏)−

1

2
· 𝑇 (𝜎𝑐)−

1

2
· 𝑇 (𝜎1) + 1 · 𝑇 (𝜎2)−

1

2
· 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐸1
2)

𝑢 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 2 −1 −1 2 −1 −1

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 2 −1 −1 2 −1 −1

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;𝑃

(𝐸1
2)

𝜓 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2

0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2

0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃 (𝐸1
2)

𝑣𝑤 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2 −1 −1 2 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 −1 −1 2 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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На 2-ую строку неприводимого представления 𝐸2

𝑃 (𝐸2
2) =

1

6
·
(︁
1 · 𝑇 (𝐸) + 1 · 𝑇 (𝐶2)−

1

2
· 𝑇 (𝐶3)−

1

2
· 𝑇 (𝐶−1

3 )− 1

2
· 𝑇 (𝐶6)−

−1

2
· 𝑇 (𝐶−1

6 )− 1 · 𝑇 (𝜎𝑎) +
1

2
· 𝑇 (𝜎𝑏) +

1

2
· 𝑇 (𝜎𝑐) +

1

2
· 𝑇 (𝜎1)− 1 · 𝑇 (𝜎2) +

1

2
· 𝑇 (𝜎3)

)︁

𝑃 (𝐸2
2)

𝑢 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2

0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2

0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;𝑃

(𝐸2
2)

𝜓 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0

0 2 −1 −1 2 −1 −1

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 2 −1 −1 2 −1 −1

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑃 (𝐸2
2)

𝑣𝑤 =
1

6
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3
2 −3

2 0 3
2 −3

2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −3
2

3
2 0 −3

2
3
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 −1 −1 2 −1 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 2 −1 −1 2 −1 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
2

1
2 −1 1

2
1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Решив уравнения 𝑃 (𝑅𝜙)𝑈 = 𝑈 , с учетом (3.22) и (3.23), для каждого из

неприводимых представлений (строк неприводимых представлений) запишем
общий вид базисных векторов неприводимых представлений группы 𝐶6𝑣 в про­
странстве 𝐻̃6
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𝑈 (𝐴1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢0

𝑢𝑠

𝑢𝑠

𝑢𝑠

𝑢𝑠

𝑢𝑠

𝑢𝑠

0

𝑣𝑠

𝑣𝑠

𝑣𝑠

𝑣𝑠

𝑣𝑠

𝑣𝑠

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

; 𝑈 (𝐴2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

𝑤𝑠

𝑤𝑠

𝑤𝑠

𝑤𝑠

𝑤𝑠

𝑤𝑠

𝜓0

𝜓𝑠

𝜓𝑠

𝜓𝑠

𝜓𝑠

𝜓𝑠

𝜓𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

; 𝑈 (𝐵1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

𝑢𝑠

−𝑢𝑠
𝑢𝑠

−𝑢𝑠
𝑢𝑠

−𝑢𝑠
0

𝑣𝑠

−𝑣𝑠
𝑣𝑠

−𝑣𝑠
𝑣𝑠

−𝑣𝑠
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

; 𝑈 (𝐵2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

𝑤𝑠

−𝑤𝑠
𝑤𝑠

−𝑤𝑠
𝑤𝑠

−𝑤𝑠
0

𝜓𝑠

−𝜓𝑠
𝜓𝑠

−𝜓𝑠
𝜓𝑠

−𝜓𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.24)
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𝑈 (𝐸1
1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

−2𝑢𝑠

−𝑢𝑠
𝑢𝑠

2𝑢𝑠

𝑢𝑠

−𝑢𝑠
𝑣0

2𝑣𝑠

𝑣𝑠

−𝑣𝑠
−2𝑣𝑠

−𝑣𝑠
𝑣𝑠

0

0

−𝑤𝑠
−𝑤𝑠
0

𝑤𝑠

𝑤𝑠

0

0

𝜓𝑠

𝜓𝑠

0

−𝜓𝑠
−𝜓𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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(3.25)

Как и в предыдущих случаях, из выражений (3.24) и (3.25) видно, что
размерность векторов, соответствующих формам собственных колебаний, зна­
чительно сократилась (до 14-ти раз). На рисунке 3.6 представлены схематичные
иллюстрации форм колебаний, соответствующих векторам (3.24).
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Рисунок 3.6 — Схематическое изображение форм колебаний, соответствующих
одномерным неприводимым представлениям группы 𝐶6𝑣

Формы колебаний, соответствующие одномерным неприводимым пред­
ставлениям группы 𝐶6𝑣 имеют схожий характер с аналогичными формами для
пакета с четырьмя боковыми стержнями (и группы 𝐶4𝑣 соответственно). Пред­
ставлению 𝐴1 отвечают «продольные» колебания пакета, представлению 𝐴2 —
«крутильные». Представлениям 𝐵1 и 𝐵2 отвечают продольно-поперечные и по­
перечно-крутильные колебания боковых стержней соответственно при которых
действие последних на центральный скомпенсировано.
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Рисунок 3.7 — Схематическое изображение форм колебаний, соответствующих
двумерным неприводимым представлениям группы 𝐶6𝑣

Двумерному неприводимому представлению 𝐸1 соответствуют «попереч­
ные» колебания пакета. Первой строке данного представления принадлежат
формы, при которых центральный стержень изгибается в плоскости 𝑋0𝑌0, вто­
рой строке те формы, при которых центральный стержень изгибается в плос­
кости 𝑋0𝑍0 (рисунок 3.7). Формы колебаний, соответствующие неприводимому
представлению 𝐸2 относятся к случаю, когда центральный стержень неподви­
жен. Но, в отличие от базисных векторов неприводимых представлений 𝐵1 и
𝐵2, вектора, принадлежащие строкам представления 𝐸2 содержат компонен­
ты всех трех типов колебаний (продольные, поперечные и крутильные). Но на
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практике, одновременное наличие продольно-поперечных и поперечно-крутиль­
ных колебаний возможно лишь в случае совпадения соответствующих парци­
альных частот, что в свою очередь очень маловероятно. Такое, кажущееся на
первый взгляд, несоответствие базисных векторов представления 𝐸2 реальным
формам колебаний объясняется тем, что каждый из полученных векторов от­
вечает сразу двум типам колебаний боковых стержней: продольно-поперечным
и поперечно-крутильным, которые несмотря на очевидные различия, в данном
случае, отвечают одному и тому же типу симметрии, и поэтому с точки зре­
ния симметрийной классификации неразличимы. Учитывая только продольно­
поперечные или поперечно-продольные колебания боковых стержней, каждый
базисный вектор представления 𝐸2 можно расщепить на два вектора, в сумме
дающие исходный. Формы колебаний, соответствующие этим векторам изобра­
жены на рисунке 3.8.

Частоты колебаний, соответствующие полученным типам совпадают с
парциальными частотами колебаний боковых стержней, которым в свою оче­
редь равны и частоты, соответствующие представлениям 𝐵1 и 𝐵2. Таким обра­
зом спектр колебаний рассмотренной механической системы, помимо частот с
кратностью 2, соответствующих «поперечным» колебаниям пакета (представле­
ние 𝐸1), содержит частоты с кратностью 3, с двумя возможными вариантами
собственных подпространств, образованных векторами

{︁
𝑈 (𝐵1), 𝑈 (𝐸1

2)1; 𝑈 (𝐸2
2)1
}︁

и
{︁
𝑈 (𝐵2), 𝑈 (𝐸1

2)2; 𝑈 (𝐸2
2)2
}︁

.
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Рисунок 3.8 — Результат расщепления типов форм колебаний,
соответствующих представлению 𝐸2

Соотношения (3.22) и (3.23) выявляют дополнительные связи между век­
торами, отвечающими различным строкам неприводимых представлений 𝐸1 и
𝐸2. Обозначая верхним индексом принадлежность компоненты вектора той или
иной строке неприводимых представлений 𝐸1 или 𝐸2 запишем соотношения, от­
вечающие этим связям:
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Для представления 𝐸2
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3.6 Заключение по третьей главе

Проведенный симметрийный анализ спектральных задач порожденных
собственными колебаниями стержневых моделей РН пакетной компоновки, рас­
смотренных в данной главе, привел к результатам, аналогичным работам [10—
13]. В то же время он выявил дополнительные сведения о формах колебаний,
соответствующих тем или иным неприводимым представлениям.

Ортопроекторы на подпространства неприводимых представлений, полу­
ченные в данной главе, позволяют проецировать произвольные функции, опре­
деленные для рассмотренных стержневых систем (такие как начальные усло­
вия, внешние нагрузки) на эти подпространства, что в дальнейшем может быть
использовано при решении эволюционных задач, подобно тому, как это было
показано в главе 2.
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Глава 4. Численный расчет собственных колебаний пакета стержней
с четырьмя боковыми стержнями, совершающего пространственные

колебания

Задача (3.15), постановка и симметрийный анализ которой приведены в
главе 3, может быть решена различными методами, как аналитическими, так и
численными. Аналитические методы позволяют находить неограниченное чис­
ло собственных значений задачи, и соответствующих им форм колебаний, с тре­
буемой точностью. Численные методы, например, метод конечных элементов,
наиболее часто используемый на практике, позволяют находить ограниченное
число собственных значений задачи, определяемое числом степеней свободы
расчетной модели, которое в данном случае конечно, и зависит от дискретиза­
ции исходной системы уравнений в частных производных. Точность решения,
получаемого МКЭ падает с ростом собственных чисел, и для дальнейших расче­
тов может быть использовано некоторое число низших тонов колебаний. Тем не
менее, на практике, в силу многих факторов, обычно ограничиваются лишь низ­
шими тонами колебаний, требуемая точность которых может быть достигнута
соответствующим разбиением исходной расчетной модели [110].

В данной главе мы рассмотрим решение задачи о собственных колебаниях
пакета стержней с четырьмя боковыми стержнями с помощью МКЭ и сравним
полученные результаты с результатами симметрийного анализа приведенного в
главе 3.

4.1 Особенности конечно-элементной модели

Для решения задачи будем использовать процессор NASTRAN [111], реша­
тель SOL 103 Real Eigenvalues. В качестве элементов, моделирующих стержни,
будем использовать элементы CBAR. Матрица жесткости данных элементов
соответствует балочной теории Эйлера-Бернулии с возможностью учета допол­
нительных сдвиговых деформаций по теории Тимошенко. В NASTRAN исполь­
зуется две формулировки для матриц масс элемента CBAR: Lumped и Coupled.
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Обе матрицы масс учитывают массу только по линейным степеням свободы
(здесь под линейными понимаются отличные от угловых).

Матрица масс построенная по формулировке Lumped имеет диагональную
форму, с ненулевыми компонентами соответствующими линейным степеням сво­

боды и равными
1

2
массы всего элемента.

Матрица масс Coupled совпадает с согласованной матрицей масс балочно­
го элемента за тем исключением, что значение компонент матрицы для переме­
щений в осевом направлении равны среднему между Lumped формулировкой
и формулировкой для согласованной матрицы, а также масса для поворота во­
круг оси элемента (кручение) не учитывается. Формулировка Coupled дает наи­
более точные результаты при небольшом количестве элементов, но, вследствие
того, что в матрице масс появляются внедиагональные компоненты, возрастает
машинное время счета и требуется большее количество вычислительных ресур­
сов. При достаточной густоте сетки формулировка Lumped также дает удовле­
творительный результат, при этом в матрице масс присутствуют только диа­
гональные компоненты. В данном расчете будем пользоваться формулировкой
Lumped.

При расчете необходимо учесть массы элементов не входящих в массу
оболочки, моделируемой балочными элементами. Массу жидкости в трех на­
правлениях, определяемых локальной системой координат стержня, а также
момент инерции жидкости, захватываемой демпфирующими перегородками в
баках учтем добавлением матриц масс с соответствующими компонентами в
узлы стержневой модели.Данную процедуру можно выполнить с помощью до­
бавления в модель элементов CONM2. Так как в рассматриваемой модели жид­
кость считается «замороженной», то погонную массу жидкости можно принять
равной для каждого направления. Элемент CONM2 определяет матрицу масс
размером 6 × 6 с помощью задания таких величин как значение массы, ком­
поненты тензора инерции и смещение массы относительно узла (опционально).
При добавлении данных элементов будем моделировать дополнительную массу
как сосредоточенную, по аналогии с формулировкой Lumped. Такой учет мас­
сы не нарушает диагональную структуру матрицы масс всей конструкции. В
общем случае матрица масс, соответствующая элементу CONM2 имеет вид
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𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑚 0 0 0 0 0

0 𝑚 0 0 0 0

0 0 𝑚 0 0 0

0 0 0 𝐼11 𝐼12 𝐼13

0 0 0 𝐼21 𝐼22 𝐼23

0 0 0 𝐼31 𝐼32 𝐼33

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Матрицы жесткости ([𝐾 𝑖])𝑗 элементов, моделирующих пояса крепления

боковых блоков могут быть получены различными способами. На практике,
обычно, их получают с помощью статической конденсации матриц жесткости
трехмерных КЭ сеток реальных конструкций узлов силовых поясов. В нашем
случае, для примера расчета нет необходимости в подобном моделировании
жесткостных характеристик силовых поясов, требуемые матрицы жесткости
должны позволить проиллюстрировать взаимодействие различных компонент
вектора перемещений, соответствующее реальным конструкциям и иметь зна­
чения коэффициентов, по возможности близкие к реальным. Поэтому восполь­
зуемся комбинированным методом, и жесткость узлов силовых поясов будем
моделировать двухузловыми упругими элементами CBUSH, а характер их вне­
центренного крепления на блоках будем учитывать с помощью элементов стати­
ческой конденсации RBE2. Элементы RBE2 позволяют, на основании своей гео­
метрии, задавать зависимости между степенями свободы управляющего (или
независимого) и зависимых узлов, обеспечивающие "затвердевание"данных эле­
ментов, при этом не вносящих дополнительную жесткость в матрицу жестко­
сти, как это происходит в случае обычных балочных элементов, с искусственно
многократно завышенной по сравнению с другими элементами жесткостью для
получения свойств квази-абсолютно жесткого тела. Далее, на основании полу­
ченных зависимостей производится соответствующее редуцирование остальных
матриц и векторов, входящих в исходное уравнение МКЭ. Данная процедура,
в общем случае, может быть записана следующим образом: пусть уравнения
связи записаны в однородной форме

(𝑅𝐺) {𝑈} = {0}
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Разделим вектор степеней свободы {𝑈} на управляющие {𝑈𝑁} и зависимые
{𝑈𝑀} степени свободы. Получим следующее соотношение

(︁
𝑅𝐺𝑀 𝑅𝐺𝑁

)︁{︃𝑈𝑀
𝑈𝑁

}︃
= {0}

Выразим зависимые степени свободы через управляющие степени свободы

{𝑈𝑀} = −(𝑅𝐺𝑀)−1 (𝑅𝐺𝑁) {𝑈𝑁} = (𝐺𝑀) {𝑈𝑁} (4.1)

Пусть исходное уравнение движения до редуцирования имеет следующий вид(︃
𝑀𝑀𝑀 0

0 𝑀𝑁𝑁

)︃{︃
𝑈̈𝑀

𝑈̈𝑁

}︃
+

(︃
𝐾𝑀𝑀 0

0 𝐾𝑁𝑁

)︃{︃
𝑈𝑀

𝑈𝑁

}︃
= {0}

Тогда, с учетом (4.1) его можно преобразовать к редуцированному виду, тем
самым обеспечив требуемую связь узлов:(︁

(𝐺𝑀)𝑇 (𝑀𝑀𝑀) (𝐺𝑀) + (𝑀𝑁𝑁)
)︁{︁

𝑈̈𝑁

}︁
+

+
(︁
(𝐺𝑀)𝑇 (𝐾𝑀𝑀) (𝐺𝑀) + (𝐾𝑁𝑁)

)︁
{𝑈𝑁} = 0

В качестве расчетного случая рассмотрим крепление боковых стержней с
помощью трех поясов упругих связей.

Нижний пояс упругих связей [𝐾1]. Данный пояс состоит из двух тяг,
шарнирно закрепленных на обечайках баков и воспринимающих усилия в на­
правлении оси 𝑌𝑗. Также на линии, соединяющей оси блоков находится упор,
воспринимающий усилия вдоль оси 𝑍𝑗.

Упругие свойства элементов CBUSH задавались в СК соответствующего
бокового блока (𝑋𝑗𝑌𝑗𝑍𝑗), таким образом, что элементы, моделирующие толка­
тели, обеспечивали упругость направлении оси 𝑌𝑗, а элемент, моделирующий
упор, в направлении 𝑌𝑗.

На рисунке 4.1 схематично изображено крепление бокового стержня в ниж­
нем поясе упругих связей.

Средний пояс упругих связей [𝐾2]. Крепление боковых стержней в сред­
нем поясе упругих связей аналогично нижнему поясу упругих связей, за тем
исключением, что отсутствует упор, воспринимающий усилия вдоль оси 𝑍𝑗.
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Рисунок 4.1 — Модель крепления бокового стержня в нижнем поясе упругих
связей

Схема крепления бокового стержня в среднем силовом поясе приведена на ри­
сунке 4.2.

Верхний пояс упругих связей [𝐾3]. Верхний пояс представлен упором,
воспринимающим усилия в направлениях 𝑋𝑗 и 𝑍𝑗. Упругие характеристики
данного упора также можно смоделировать с помощью элемента CBUSH, но в
данном случае, помимо упругости в направлении оси 𝑍𝑗 данный элемент должен
обеспечивать упругость в направлении оси 𝑋𝑗. Так как для элемента CBUSH
возможно задать различную жесткость, одновременно, для нескольких степе­
ней свободы (вплоть до 6-ти), то в нашем случае, для моделирования верхнего
силового пояса можно обойтись одним элементом CBUSH на каждый боковой
стержнеь. На рисунке 4.3 представления схема крепления бокового стержня в
верхнем поясе упругих связей.
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Рисунок 4.2 — Модель крепления бокового стержня в среднем поясе упругих
связей
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Рисунок 4.3 — Модель крепления бокового стержня в верхнем поясе упругих
связей
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4.2 Исходные данные для расчета форм и частот колебаний

Для всех стержневых элементов CBAR задавалось сечение соответствую­
щее тонкостенной трубе, с внешним диаметром 2900 мм, и толщиной стенки 3,5
мм. Свойства заданного материала (АМг6) приведены в таблице 6.

Таблица 6 — Свойства материала стержневых элементов (АМг6)

Характеристика Значение

𝐸, МПа 7,1 · 104

𝜇 0,33

𝜌, кг/м3 2640

Жесткости элементов CBUSH, образующих пояса упругих связей [𝐾 𝑖] при­
ведены в таблице 7

Таблица 7 — Жесткости линейно-упругих элементов, моделирующих пояса
упругих связей [𝐾 𝑖]

Силовой пояс 𝑘𝑋𝑗, Н/м 𝑘𝑌 𝑗, Н/м 𝑘𝑍𝑗, Н/м

[𝐾1] 0 7,5 · 107 7 · 107

[𝐾2] 0 7,5 · 107 0

[𝐾3] 8 · 107 0 8 · 107

Длины стержней и координаты поясов упругих связей приведены в табли­
це 8.

Таблица 8 — Длины стержней и координаты поясов упругих связей

𝑙0, м 𝑙𝑗, 𝑗 = 1 . . . 4, м 𝑙1, м 𝑙2, м 𝑙3, м

50 30 0 25 30

Распределение неконструкционной массы и распределенного момента
инерции относительно оси 𝑋𝑗 приведено на рисунке 4.4.
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Рисунок 4.4 — Распределение неконструкционной массы и моментов инерции
относительно оси 𝑋𝑗
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Для каждого стержня использовались элементы CBAR длиной 100 мм. В
узлах элементов размещались элементы сосредоточенных масс, с параметрами,
определяемыми распределениями из диаграмм на рисунке 4.4.

4.3 Результаты расчета

Результаты расчета первых десяти частот собственных колебаний без уче­
та кратности и нулевых корней приведены в таблице 9.

Таблица 9 — Первые десять частот собственных колебаний пакета с четырьмя
боковыми стержнями

№ Частота, Гц Неприводимое представление Кратность

1 0,762 𝐸 2

2 1,069 𝐵2 1

3 1,219 𝐸 2

4 1,469 𝐵1 1

5 1,562 𝐴1 1

6 1,708 𝐸 2

7 2,219 𝐸 2

8 2,494 𝐴2 1

9 2,522 𝐵1 1

10 2,766 𝐴2 1

Формы колебаний нормированы в соответствии с соотношениями (3.17).
Приведем графики форм колебаний, соответствующих различным неприводи­
мым представлениям и частотам из таблицы 9.
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Рисунок 4.5 — Форма колебаний, соответствующая частоте 1,562 Гц,
неприводимому представлению 𝐴1

Рисунок 4.6 — Форма колебаний, соответствующая частоте 2,494 Гц,
неприводимому представлению 𝐴2



108

Рисунок 4.7 — Форма колебаний, соответствующая частоте 1,469 Гц,
неприводимому представлению 𝐵1

Рисунок 4.8 — Форма колебаний, соответствующая частоте 1,069 Гц,
неприводимому представлению 𝐵2

Для первой частоты, равной 0,762 Гц, которой соответствуют формы, яв­
ляющиеся базисными функциями неприводимого представления 𝐸 приведем
график, соответствующий первой строке неприводимого представления, т.е.
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𝑈 (𝐸1). Форма колебаний, соответствующая второй строке строится с исполь­
зованием соотношений (3.21).

Рисунок 4.9 — Форма колебаний, соответствующая частоте 0,762 Гц,
неприводимому представлению 𝐸

4.4 Приведение форм колебаний, соответствующих кратным
частотам, к плоскостям стабилизации

Одним из важных этапов исследования динамики летательных аппаратов
является решение задачи о собственных колебаниях [112]. В дальнейшем, по­
лученные результаты используются при анализе устойчивости вынужденных
колебаний, динамике возмущенного движения, прочностных расчетах и пр.

При решении задачи о собственных колебаниях механических систем, об­
ладающих симметрией (в частности пакет стержней) численными методами,
возникают сложности с интерпретацией и дальнейшим использованием форм
колебаний, отвечающих кратным частотам. В случае с пакетом стержней с че­
тырьмя боковыми стержнями, рассматриваемом в данной главе, кратными ча­
стотами, являются частоты, формы которых образуют базис неприводимого
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представления 𝐸. Эти частоты имеют кратность равную двум, и имеют соб­
ственное подпространство, натянутое на два базисных вектора. Из рисунков 3.5
д) — е) можно видеть, что формы колебаний, принадлежащие строкам неприво­
димого представления 𝐸, представляют собой колебания, которые можно оха­
рактеризовать как поперечные колебания пакета в плоскостях 𝑋0𝑌0 и 𝑋0𝑍0

соответственно, которые в свою очередь совпадают с плоскостями стабилиза­
ции ракеты пакетной компоновки, как возможного приложения (возможно и
другое расположение плоскостей стабилизации: по схеме «X». Данный вопрос
был рассмотрен в разделе 3.5.2).

При этом, в процессе численного решения, например, с помощью итера­
ционного метода Ланцоша [113], если не накладывать на систему дополнитель­
ных граничных условий (предположений), то результат расчета данных форм
колебаний не будет однозначным, а будет определяться первым приближением,
задаваемом в соответствующем итерационном процессе. В итоге полученные
формы могут не соответствовать строкам неприводимого представления 𝐸, и,
как следствие, плоскостям стабилизации ракеты (плоскостям симметрии). С
точки зрения спектральной теории это объясняется тем, что линейная комбина­
ция базисных векторов собственного подпространства также является решени­
ем спектральной задачи, и принадлежит данному собственному подпростран­
ству. Очевидно, что это должно быть линейное преобразование сохраняющее
скалярное произведение, т.е. ортогональное. Получаемый в процессе численно­
го решения результат можно рассматривать как исходный, соответствующий
неприводимому представлению базис, повернутый на некоторый угол 𝜙, с уче­
том возможного «отражения».

Обозначив векторы, получаемые при численном расчете, как 𝑈 (1) и 𝑈 (2),
выразим их через векторы, принадлежащие строкам неприводимого представ­
ления 𝐸: {︃

𝑈 (1)

𝑈 (2)

}︃
=

(︃
𝛼11 𝛼12

𝛼21 𝛼22

)︃{︃
𝑈 (𝐸1)

𝑈 (𝐸2)

}︃
(4.2)

Для построения собственных векторов, соответствующих плоскостям ста­
билизации и строкам неприводимого представления 𝐸 достаточно одного из
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векторов, полученных при численном расчете. Рассмотрим вектор 𝑈 (1):

𝑈 (1) = 𝛼11𝑈
(𝐸1) + 𝛼12𝑈

(𝐸2)

Поочередно подействовав на вектор 𝑈 (1) ортопроекторами 𝑃 (𝐸1) и 𝑃 (𝐸2) полу­
чим:

𝑃 (𝐸1)𝑈 (1) = 𝛼11𝑈
(𝐸1)

𝑃 (𝐸2)𝑈 (1) = 𝛼12𝑈
(𝐸2)

В итоге получим:

𝑈 (𝐸1) =
1

𝛼11

(︁
𝑃 (𝐸1)𝑈 (1)

)︁
𝑈 (𝐸2) =

1

𝛼12

(︁
𝑃 (𝐸2)𝑈 (1)

)︁
Коэффициенты 𝛼11 и 𝛼12 можно определить из системы уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼2
11 + 𝛼2

12 = 1

𝛼11

𝛼12
=
𝑣
(1)
0

𝑤
(1)
0

(4.3)

где 𝑣(1)0 и 𝑤(1)
0 соответствующие компоненты вектора 𝑈 (1).

4.5 Разложение вектора внешних воздействий по неприводимыми
представлениям группы симметрии пакета стержней

При формулировке слабого решения задачи Коши воспользуемся подхо­
дом, рассмотренным в разделе 2.6.2. Рассмотрим пакет с четырьмя боковыми
стержнями. Пусть в боковой стержень с индексом 𝑗 = 1 действует возмуще­
ние вдоль продольной оси. Вектор 𝐹 (𝑡) в данном случае будет содержать одну
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компоненту:

𝐹 (𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝑢(𝑡)

𝐹𝑣𝑤(𝑡)

𝐹𝜓(𝑡)

⎫⎪⎬⎪⎭
𝐹𝑢(𝑡) = {0, 𝑓(𝑡), 0, 0, 0}𝑇 ; 𝐹𝑣𝑤(𝑡) = {0}; 𝐹𝜓(𝑡) = {0}

(4.4)

Для разложения вектора 𝐹 (𝑡) по неприводимым представлениям группы 𝐶4𝑣

воспользуемся выражениями для ортопроекторов 𝑃 (𝑅𝜙) из раздела 3.5.2. Далее
будем рассматривать блоки 𝐹𝑢(𝑡) так как только они будут содержать ненуле­
вые компоненты. Обозначив 𝑓(𝑡) как 𝑓 , в результате проецирования получим:

𝐹 (𝐴1)
𝑢 (𝑡) = 𝑃 (𝐴1)𝐹𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

𝑓/4

𝑓/4

𝑓/4

𝑓/4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; 𝐹 (𝐴2)

𝑢 (𝑡) = 𝑃 (𝐴2)𝐹𝑢(𝑡) = {0}

𝐹 (𝐵1)
𝑢 (𝑡) = 𝑃 (𝐵1)𝐹𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

𝑓/4

−𝑓/4
𝑓/4

−𝑓/4

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; 𝐹 (𝐵2)

𝑢 (𝑡) = 𝑃 (𝐵2)𝐹𝑢(𝑡) = {0}

𝐹 (𝐸1)
𝑢 (𝑡) = 𝑃 (𝐸1)𝐹𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

𝑓/2

0

−𝑓/2
0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; 𝐹 (𝐸2)

𝑢 (𝑡) = 𝑃 (𝐸2)𝐹𝑢(𝑡) = {0}

(4.5)

Несложно видеть, что сумма всех найденных проекций дает исходный вектор
𝐹 (𝑡). Из выражений 4.5 можно сделать вывод о том, что рассмотренное силовое
воздействие возбуждает три типа движений: «продольные» колебания пакета
(неприводимое представление 𝐴1), продольно-поперечные колебания боковых
стержней (неприводимое представление 𝐵1) и «поперечные» колебания пакета
в плоскости 𝑋0𝑌0 (1-ая строка неприводимого представления 𝐸).
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4.6 Заключение по четвертой главе

Рассмотренный в данной главе пример численного расчета частот и форм
собственных колебаний стержневой модели РН пакетной компоновки с четырь­
мя боковыми блоками проиллюстрировал основные результаты групповой клас­
сификации форм собственных колебаний, приведенные в главе 3. Использова­
ние группового подхода при анализе форм колебаний позволяет использовать
минимум информации, необходимой для их визуализации. Ортогональное про­
ектирование вектора внешних воздействий на подпространства неприводимых
представлений позволяет выявить типы движений пакета, возбуждаемые рас­
сматриваемым вектором.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Получено решение задачи о собственных колебаниях механической си­

стемы, состоящей из упруго-соединенных стержней, совершающих про­
дольные колебания, как с применением теории представлений, так и
обычным способом. Выявлено, что использование теоретико-группово­
го подхода при решении данной задачи позволило сократить вычис­
лительные затраты, упростить решение задачи и классифицировать
спектр и формы собственных колебаний.

2. Для пакета с двумя, четырьмя и шестью боковыми стержнями полу­
чены ортопроекторы на подпространства неприводимых представле­
ний соответствующих групп симметрии и структура базисных векторов
этих подпространств. Анализ базисных векторов подпространств непри­
водимых представлений выявил существенное сокращение размерности
задачи.

3. Для пакета с 4-мя боковыми стержнями проведен численный рас­
чет собственных колебаний. Полученные формы классифицированы по
неприводимым представлениям. Приведено графическое изображении
форм колебаний, с учетом вида полученных ранее базисных векторов.

4. Разработан метод приведения форм колебаний, соответствующих крат­
ным частотам к плоскостям симметрии механической системы.

5. Предложен способ разложения вектора внешних нагрузок на слагае­
мые, относящиеся к различным спектрам, определяемым неприводи­
мыми представлениями группы симметрии пакета стержней.
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