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Предложена математическая модель процесса формирования температурного поля в двух‑
слойной разделительной системе, имитируемой изотропной стенкой постоянной толщины 
с анизотропным покрытием одной из ее поверхностей, подверженной локальному тепловому 
воздействию в условиях теплообмена с внешней средой. Показано, что температурное поле 
изучаемой системы представляет собой сумму двух независимых аддитивных составляю‑
щих. С применением интегрального преобразования Лапласа найдено аналитическое реше‑
ние для первой из аддитивных составляющих температурного поля, формируемого за счет 
различия начальной температуры двухслойной системы и температур внешних разделяе‑
мых сред. Идентифицирована вторая независимая аддитивная составляющая температур‑
ного поля, формируемого за счет воздействия нестационарного пространственно-распреде‑
ленного теплового потока на внешнюю поверхность анизотропного покрытия двухслойной 
системы при совпадении ее начальной температуры с температурами внешних разделяемых 
сред. С применением методов интегральных преобразований в аналитически замкнутом виде 
найдено решение соответствующей задачи нестационарной теплопроводности. Полученные 
результаты подтверждают обнаруженный ранее эффект «сноса» температурного поля в ани‑
зотропном материале с анизотропией свойств общего вида.
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Введение

Широкое внедрение в инженерную практику 
композиционных материалов, обладающих зна‑
чимой степенью анизотропии тепловых свойств, 
сопровождается резким повышением интереса 
к аналитическим методам решения задач матема‑
тической теории теплопроводности твердых тел 
[1–4]. Трудности принципиального характера, ко‑
торые приходится преодолевать при нахождении 
этих решений в аналитически замкнутом виде, 
известны и связаны, в основном, с наличием сме‑

шанных производных по пространственным пе‑
ременным в уравнении теплопереноса [4]. Они 
усугубляются при необходимости учета ограни‑
ченности анизотропной области и специфичес­
ких условий сопряжения в составных областях, 
обладающих анизотропией свойств общего вида. 
Авторам известны лишь единичные случаи реше‑
ния задач этого класса в аналитически замкнутом 
виде [5–11].

Цель проведенных исследований  – нахож‑
дение в  аналитически замкнутом виде реше‑
ния задачи об определении температурного поля 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2019. Т. 11. №2

87THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

изотропной разделительной стенки двух различ‑
ных сред, обладающей анизотропным покрыти‑
ем, при локальном тепловом воздействии в усло‑
виях теплообмена с внешней средой.

Исходные допущения  
и математическая модель

Для достижения поставленной цели при по‑
строении исходной математической модели 
процесса формирования температурного поля 
T(x1, x2, x3, t) объекта исследований в фиксирован‑
ной декартовой системе координат Ox1x2x3 про‑
странства 3 предполагалось, что:

1) объект исследований представляет собой 
изотропную стенку двух различных сред

	
постоянной толщины hc, одна из поверхностей 
которой (плоскость x2 = 0) обладает изотропным 
покрытием толщины hΠ = const;

2) незащищенная поверхность изотропной 
стенки (плоскость x2 = hc) находится под воздей‑
ствием внешней среды с температурой Tc2 = const;

3) внешняя поверхность анизотропного по‑
крытия (плоскость x2 = – hΠ) находится как под 
воздействием внешней среды с  температурой 
Tc1 = const, так и теплового потока с плотностью 
мощности q(x1, x3, t);

4) температуры Tc1 и Tc2 разделенных сред 
различны и отличны от начальной температуры 
T0 = const объекта исследований;

5)  внешний тепловой поток с  плотностью 
мощности q(x1, x3, t) воздействует на поверхность 
x2 = – hΠ анизотропного покрытия разделительной 
стенки Ω в направлении, противоположном на‑
правлению ее внешней нормали;

6) при любом фиксированном значении вре‑
менного переменного t ≥ 0 функционал q(x1, x3, t) 
интегрируем с квадратом в  2 по совокупности 
пространственных переменных x1, x3, т. е. [12]

	  
;

7)  при любых фиксированных значени‑
ях пространственных переменных x1, x3, пред‑
ставленных вектором , функционал 
q(x1, x3, t) интегрируем с квадратом на полуинтер‑
вале [0, +∞) по временному переменному t, т. е.

	  
;

8) теплообмен в системе «объект исследова‑
ний–внешняя среда» реализуется по закону Нью‑
тона с постоянными коэффициентами теплоотда‑
чи [2, 3] αΠ для среды при x2 < – hΠ и αc для среды 
при x2 > hc;

9) в системе «изотропная разделительная стен‑
ка–анизотропное покрытие» реализуются усло‑
вия идеального теплового контакта [2, 3].

Согласно допущениям, представленным выше, 
при использовании следующих обозначений:

	

	

	

	  
,
	

где l – используемая единица масштаба простран‑
ственных переменных; λij≡ λji – компонента тен‑
зора теплопроводности анизотропного матери‑
ала покрытия, cΠ и ρΠ – его удельная массовая 
теплоемкость и плотность соответственно, а λc, 
cc и ρc – соответствующие теплофизические ха‑
рактеристики изотропного материала раздели‑
тельной стенки; функционал θ(x, y, z, Fo), опре‑
деляющий процесс формирования искомого 
температурного поля, должен удовлетворять сис­
теме двух линейных дифференциальных уравне‑
ний в частных производных второго порядка па‑
раболического типа [2–4]:

	

	  
,

	  
;	 (1)

	

	  
,
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нулевому начальному условию:

	  ,	 (2)

неоднородным краевым условиям [13]:

	

	  
;	 (3)

	
и условиям идеального теплового контакта в сис­
теме «изотропная разделительная стенка–ани‑
зотропное покрытие», т. е. граничным условиям 
четвертого рода [2]:

	  ;
	 (4)

	  
.

Анализ элементов (1)–(4) исходной математи‑
ческой модели процесса формирования искомого 
температурного поля объекта исследований по‑
зволяет предположить, что

	  ,	 (5)

где функционал θ1(y, Fo) являлся решением одно‑
мерной смешанной задачи:

	  
;
	

	  
;

	  ;

	  
;	 (6)

	  ;

	  
;

	  
;

	  
;

	  
.

Как следствие, согласно (1)–(6), функционал 
θ2(x, y, z, Fo) должен удовлетворять системе урав‑
нений в частных производных параболического 
типа (1), начальному условию (2), модифициро‑
ванным краевым условиям (3):

	  
;
	
(7)

	  
,

условиям идеального теплового контакта (4) 
и требованиям:

	  
;

	  
; 	(8)

	
при наличии ограничений на  функционал 
Q(x, z, Fo), определяющий плотность мощности 
теплового потока:

	  
;
	 (9)

	  
.

Температурное поле

Согласно сказанному выше, реализуемость ги‑
потезы, представленной равенством (5), означает 
обладание искомым температурным полем объек‑
та исследований аддитивной структурой с двумя 
независимыми составляющими, определенны‑
ми функционалами θ1(y, Fo) и θ2(x, y, z, Fo). При 
этом функционал θ1(y, Fo) описывает процесс 
формирования независимой аддитивной состав‑
ляющей искомого температурного поля объек‑
та исследований за счет различия его начальной 
температуры и температур внешних разделяемых 
сред, а функционал θ2(x, y, z, Fo) – процесс фор‑
мирования второй независимой аддитивной со‑
ставляющей, обусловленной лишь воздействи‑
ем теплового потока на внешнюю поверхность 
анизотропного покрытия изотропной раздели‑
тельной стенки при совпадении начальной тем‑
пературы объекта исследований с температурами 
разделяемых сред.
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Идентификация функционала θ1(y, Fo)

Математическая модель процесса формирова‑
ния первой аддитивной составляющей искомого 
температурного поля представляет собой смешан‑
ную задачу (6) для системы уравнений в частных 
производных второго порядка параболического 
типа. А так как эта задача является линейной и од‑
номерной, то для ее решения естественным явля‑
ется использование интегрального преобразова‑
ния Лапласа [2], применяемого по временному 
переменному Fo. В этом случае решение исходной 
задачи в пространстве изображений интегрально‑
го преобразования Лапласа не связано с преодо‑
лением каких-либо трудностей, но последующий 
переход в пространство оригиналов весьма про‑
блематичен, о чем можно судить по крайне немно‑
гочисленным известным результатам решения бо‑
лее простых аналогов смешанной задачи (6) для 
двухслойных областей [1–3].

Для преодоления возникших трудностей вос‑
пользуемся общей теорией интегральных преоб‑
разований [12] с целью определения интеграль‑
ного преобразования по  пространственному 
переменному  [–H(–), H(+)], которое позволит 
решить смешанную задачу (6), т. е. идентифи‑
цировать функционал θ1(y, Fo). При этом с уче‑
том специфики понимания равенства в функцио­
нальном пространстве L2[–H(–), H(+)], т. е. 
в пространстве интегрируемых с квадратом функ‑
ций [12], решение смешанной задачи (6) будем 
искать в следующем виде:

	 θ1(y, Fo) = θ11(y) + θ12(y, Fo),	 (10)
где θ11(y) – решение стационарного варианта сме‑
шанной задачи (6); θ12(y, Fo) – решение смешанной 
задачи (6) при неоднородном начальном условии

	 θ12(y, 0) = – θ11(y) 	 (11)
и неоднородных краевых условиях

	  
,
	 (12)

	  
.

Согласно сказанному выше, функционал

	
и является решением краевой задачи для системы 
двух обыкновенных линейных дифференциаль­

ных уравнений второго порядка, соответствую‑
щей смешанной задаче (6). Это решение может 
быть найдено с использованием стандартных ме‑
тодов [14] и представлено в следующем виде:

	 θ11(y) = (μy + e1)e2, –H(–) ≤ y ≤ 0;

	 θ11(y) = (y + e1)e2, 0 ≤ y ≤ H(+);	
(13)

	  
;

	  
.

Далее, согласно (6), (10)–(12) и общей теории 
интегральных преобразований [12], ядро иско‑
мого интегрального преобразования K(y, γ), при‑
меняемого по пространственному переменному 

 [–H(–), H(+)], полностью определено задачей 
Штурма–Лиувилля:

	  
;
	 (14)

	  
;

	  
;	 (15)

	  ;	 (16)

	  
;
	 (17)

	
и условием его нормировки:

 
,	(18)

где неизвестная весовая функция

	
	 (19)

подлежит определению.
С использованием стандартных методов [14] 

находим решения обыкновенных линейных диф‑
ференциальных уравнений второго порядка (14), 
удовлетворяющих условиям сопряжения (16), 
и представляем в следующем виде:
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 ;	(20)
 .

Для идентификации параметров C1, C2, γ, вос‑
пользовавшись представлением (20) ядра K(y, γ) 
искомого интегрального преобразования и крае‑
выми условиями (15), (17), приходим к однород‑
ной системе линейных алгебраических уравне‑
ний относительно C1 и C2:

	  ;	

	

	  ,

которая имеет нетривиальное решение тогда 
и только тогда, когда ее определитель равен нулю 
[15]. Таким образом, приходим к характеристи‑
ческому уравнению для нахождения собствен‑
ных чисел  :

 	
(21)

и следующей трансформации равенств (20):

	
 ;
	

	  
,
	 (22)

где коэффициенты  определяются из усло‑
вия (18) нормировки ядра K(y, γ) искомого инте‑
грального преобразования. Но для этого предва‑
рительно необходимо идентифицировать весовую 
функцию (19).

Для удобства дальнейших рассуждений по‑
лагаем

	 	
(23)

и, согласно (14), (23), выписываем два уравнения:

	  ;	 (24)
	  ,

первое из которых умножаем на K(y, γm), а вто‑
рое – на K(y, γn). Далее вычитаем из первого мо‑
дифицированного уравнения системы (24) второе 

модифицированное уравнение с последующим 
умножением полученного равенства на  весо‑
вую функцию ρ(y), заданную равенством (19), 
и интегрированием его правой и левой частей 
по переменному y в пределах от –H(–) до H(+). 
В результате выполненных действий приходим 
к следующему результату:

	

	  	(25)

	

	  .

Для вычисления интегралов левой части ра‑
венства (25) воспользуемся методом интегриро‑
вания «по частям» [16] и с учетом однородных 
краевых условий (15), (17) получим:

	

	

	  .

Таким образом, согласно условиям сопряже‑
ния (16), функционалы  образуют ор‑
тогональную систему на отрезке [–H(–), H(+)] тог‑
да и только тогда, когда

	 (ρ1 = a2) ˄  (ρ2 = μ).	 (26)
Далее с учетом того, что весовая функция ρ(y) 

полностью определена равенствами (19), (26), 
воспользуемся представлением (22) ядра искомо‑
го интегрального преобразования, условием (18) 
его нормировки и вычисляем

	

	 	 (27)
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.

Таким образом, ядро искомого интегрально‑
го преобразования и спектр собственных чисел 
полностью определены равенствами (22), (21) 
и  (27), а весовая функция – равенствами (19) 
и (26). В пространстве изображений этого интег­
рального преобразования смешанная задача (6), 
(11), (12) представляет собой задачу Коши для 
обыкновенного линейного дифференциального 
уравнения первого порядка

	  ,
	 Fo > 0;	 (28)
	 B12(0, γn) = –B11(γn),
при записи которой использованы следующие 
обозначения:

	  
;
	(29)

	  
,

где функционал θ11(y) полностью определен ра‑
венствами (13), т. е. с учетом (22), (19) и (26) со‑
гласно (29) имеем:

	

	

  	(30)
 

	

	  
.

Таким образом, начальные условия задачи 
Коши (28) полностью определены равенства‑
ми (30), (27), (22) и соответствующим корнем γn 
характеристического уравнения (21). Стандарт‑
ными методами [14] находим решение задачи 
Коши (28):
	 B12(Fo, γn) = –B11(γn)exp(– γn

2Fo),	 (31)

	 Fo ≥ 0,
и для завершения процедуры определения функ‑
ционала θ12(y, Fo), являющегося основным эле‑
ментом независимой аддитивной составляю‑
щей θ1(y, Fo) искомого температурного поля 
θ(x, y, z, Fo) объекта исследований, осталось вос‑
пользоваться формулой обращения [12] исполь‑
зованного интегрального преобразования:

	  
.	 (32)

Идентификация функционала θ2(x, y, z, Fo)
Функционал θ2(x, y, z, Fo) определяет вторую 

независимую аддитивную составляющую иско‑
мого температурного поля объекта исследований 
и должен удовлетворять смешанной задаче (1), 
(2), (7)–(9). Для ее решения сначала воспользу‑
емся двумерным экспоненциальным интеграль‑
ным преобразованием Фурье, задаваемым парой 
линейных интегральных операторов [17]:

	  
;
	 (33)

	  
.

С учетом стандартных свойств интегрального 
преобразования (33), применяемого по простран‑
ственным переменным x и z, в пространстве его 
изображений с использованием следующих обо‑
значений:

	  ;	 (34)
	  ,

смешанную задачу (1), (2), (7)–(9) представим 
в следующем виде:

	

	  ,

	  ;

	  
;

	  ;

	  
;
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	  ;	 (35)

	  
;

	  
;

	  
;

	  
;

	  
.

Специфика смешанной задачи (35) проявляется 
в наличии комплекса i(μ12p + μ23r) не только в пер‑
вом дифференциальном уравнении в частных про‑
изводных второго порядка параболического типа 
и условиях сопряжения при y = 0, но и в гранич‑
ном условии при y = –H(–). Поэтому естественно 
искать ее решение в следующем виде:

	 	 (36)

	  
.

При этом, согласно (36), (35), функционал 
W(p, y, r, Fo) должен удовлетворять упрощенно‑
му аналогу смешанной задачи (35):

	  
;

	  
;

	  ;

	  
;

	  ;	 (37)

	  
;

	  
;

	  
;

	  
,

где положительная определенность квадратич‑
ной формы

	  	 (38)
	
при переходе к исходным обозначениям проверя‑
ется непосредственно с использованием критерия 
Сильвестра [15] и известных свойств тензора теп­
лопроводности второго ранга [4].

Внешне смешанная задача (37), (38) мало от‑
личается от смешанной задачи (6), (11), (12) для 
определения функционала θ12(y, Fo). Поэтому 
и в рассматриваемой ситуации имеет смысл вос‑
пользоваться алгоритмом, реализованным в пред‑
шествующем разделе.

С учетом сказанного выше, согласно (37), (38) 
и общей теории интегральных преобразований 
[12], выписываем задачу Штурма–Лиувилля для 
определения ядра k[y, p, r, γ(p, r)] интегрального 
преобразования, применяемого по пространствен‑
ному переменному  [–H(–), H(+)]:

	

	  ;

	

	  ,

	  ;	 (39)

	  
;

	  ;

	  
;

	  
.

Далее, как и в предшествующем разделе, в про‑
цессе решения задачи Штурма–Лиувилля (39), (38) 
определяем характеристическое уравнение для на‑
хождения спектра собственных чисел  
для нахождения фиксированного значения векто‑
ра параметров  использованного ин­
тегрального преобразования Фурье (33):
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 ;	 (40)

	  ;

	  ,

весовую функцию искомого интегрального пре‑
образования, которая оказалась заданной равен‑
ствами (19), (26), и ядро:

	 	 (41)

	

	  
;

	

	

	

	

	

	  
.

Таким образом, искомое интегральное преоб‑
разование полностью определено равенствами 
(40), (41), (19), (26), и в пространстве его изобра‑
жений смешанная задача (37) трансформируется 
в задачу Коши для обыкновенного линейного не‑
однородного дифференциального уравнения пер‑
вого порядка:

	

	

	  ;
	 (42)

	  ,

где U[Fo, γn(p, r)] – изображение интегрально‑
го преобразования (40), (41), (19), (26) оригина‑
ла W(p, y, r, Fo)

	  
.

Далее, воспользовавшись стандартными мето‑
дами [14] для решения задачи Коши (42) и форму‑
лой обращения использованного интегрального 
преобразования (40), (41), (19), (26), аналогич‑
ной (32), определяем функционал W(p, y, r, Fo):

	 	

	 	
(43)

	
и фактически завершаем процедуру идентифи‑
кации независимой аддитивной составляющей 
θ2(x, y, z, Fo) искомого температурного поля объ‑
екта исследований, так как согласно (34), (36) 
и (43) для этого осталось лишь выполнить опера‑
цию умножения (36) и воспользоваться операто‑
ром Ф–1[∙] обращения двумерного экспоненциаль‑
ного интегрального преобразования Фурье (33).

Заключение

1.	Температурное поле двухслойной разде‑
лительной системы двух различных сред, ими‑
тируемой изотропной стенкой постоянной тол‑
щины с анизотропным покрытием одной из ее 
сторон при его локальном нагреве в условиях 
теплообмена с внешней средой, обладает адди‑
тивной структурой с двумя независимыми со‑
ставляющими.

2.	Одна из независимых аддитивных состав‑
ляющих искомого температурного поля объекта 
исследований формируется за счет различия его 
начальной температуры и температур внешних 
разделяемых сред, а другая независимая адди‑
тивная составляющая – лишь за счет воздействия 
внешнего теплового потока на анизотропное по‑
крытие изотропной разделительной стенки.

3.	Согласно (43), (36), (34) и (33), во второй не‑
зависимой аддитивной составляющей искомого 
температурного поля объекта исследований про‑
является известный эффект «сноса» температур‑
ного поля в анизотропном материале [18–21], ко‑
торый формально связан с наличием множителя 
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 при 
 под знаком двойного несобствен‑

ного интеграла при переходе от изображения 
V(p, y, r, Fo) к оригиналу θ2(x, y, z, Fo).

4.	Специфика интегрального преобразования 
(41), (40), (19), (26), использованного при иден‑
тификации второй независимой аддитивной со‑
ставляющей искомого температурного объекта 
исследований, обусловлена зависимостью его 
ядра и спектра собственных чисел от каждой кон‑
кретной реализации вектора  парамет­
ров двумерного экспоненциального интеграль‑
ного преобразования Фурье (33), применяемого 
по пространственным переменным x, z на пред‑
шествующем этапе решения смешанной задачи 
(1), (2), (7)–(9), что значимо усугубляет трудоем‑
кость проведения вычислительных эксперимен‑
тов с использованием полученных результатов.

5.	При проведении вычислительных экспери‑
ментов с использованием второй независимой ад‑
дитивной составляющей искомого температур‑
ного поля объекта исследований целесообразно 
придерживаться следующего алгоритма [21]: со‑
гласно известной теореме [15], единым преобра‑
зованием привести две положительно определен‑
ные квадратичные формы к каноническому виду 
с последующей заменой оператора обращения 
двумерного экспоненциального интегрального 
преобразования Фурье (33) оператором обраще‑
ния двумерного косинус-преобразования Фурье 
[17].

6.	При анализе результатов вычислительных 
экспериментов на  поверхности y = –H(–) ани‑
зотропного покрытия и в ее окрестности следует 
помнить о неоднородности краевого условия (7) 
при y = –H(–) и о понятии «равенство» в использу‑
емом пространстве L2[–H(–), H(+)] [12].
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Temperature field of isotropic wall, separating two different media, with anisotropic 
covering while its local heating in conditions of heat exchange with ambient environment

A. V. Attetkov, I. K. Volkov

Bauman Moscow State Technical University
(National Research University), Moscow, 105005, Russia

e‑mail: fn2@bmstu.ru

The article suggests a mathematical model of a temperature field forming in a two-layer divide 
wall, imitated by the isotropic wall of a constant thickness with anisotropic covering of one of its 
surfaces, subjected to the local thermal  impact in conditions of heat exchange with ambient 
environment. It is demonstrated, that the temperature field of the system under study represents the 
sum of the two independent additive components. Analytical solution for the first of the additive 
components of the temperature field, formed due to the difference of the initial temperature of the 
two-layer system and temperatures of the ambient environments being separated, was obtained 
with integral Laplace transformation application. The second independent additive component 
of the temperature field, formed by the impact of the non-stationary spatially distributed thermal 
flow on the external surface of the anisotropic covering of the two-layer system while its initial 
temperature coincides with the temperatures of the ambient environments being separated, 
was identified. Solution of the corresponding problem of non-stationary thermal conductivity in 
analytically closed form was obtained applying integral transformations method. The obtained 
results confirm the earlier found effect of the temperature field “demolition” in anisotropic material 
with properties anisotropy of the general type.

Keywords: isotropic dividing wall, anisotropic covering, local thermal  impact, integral 
transformations.
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