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Введение

При исследовании нестационарных процессов в сплошных средах зача

стую требуется учет различных взаимодействующих между собой полей: ме

ханических, тепловых, электрических, магнитных и диффузионных. В том

числе, наличие диффузионных потоков приводит к перераспределению ком

понентов вещества, поэтому в диффузионной зоне возникает напряжённо

деформированное состояние, которое в свою очередь за счет деформации

кристаллической решетки влияет на величину диффузионного потока. Ис

пользование функциональных элементов машин и приборов, изготовленных

из многокомпонентных материалов, например, металлических сплавов, рабо

тающих в условиях интенсивных нагрузок различной физической природы

(механических, тепловых, электромагнитных) обусловливает необходимость

исследования поведения этих элементов при таких внешних воздействиях.

Количественное описание и прогнозирования свойств тел из упомянутых ма

териалов основывается на теоретических моделях механики сплошной среды,

которые в рамках континуальных представлений учитывают взаимосвязь фи

зико-механических полей в телах сложной внутренней структуры.

Раздел механики, занимающийся изучением взаимодействия механиче

ских и диффузионных полей, называется механодиффузией (упругой диф

фузией, упругостью с учетом диффузии). Эти модели помимо граничных

и начальных условий включают в себя уравнения движения и уравнения

массопереноса, физические и кинематические соотношения. В более общих

случаях эти модели могут включать в себя также уравнения теплопереноса

(термомеханодиффузия, термоупругая диффузия, термоупругость с учетом

диффузии), уравнения электродинамики Максвелла (электромагнитомехано

диффузия, термоэлектромагнитомеханодиффузия и т.д.), рассмотрение кото

рых вместе, приводит к значительному усложнению даже самых простых на
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первый взгляд задач.

Как следует из приведенного в главе 1 обзора публикаций по данной

тематике в настоящее время не существует общих методов аналитического

исследования нестационарных задач механики связанных полей, в частности

задач механодиффузии. Данная работа посвящена разработке аналитических

методов исследования одного из классов нестационарных задач механодиф

фузии, а именно одномерных, двумерных и трехмерных задач для тел с плос

кими границами.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

пяти глав, заключения и списка литературы, включающего 345 наименова

ний. Общий объем диссертации 248 страниц, включая 41 рисунок.

В первой главе дан аналитический обзор публикаций, посвящённых зада

чам механодиффузии. Также рассматриваются модели, дополнительно учи

тывающие влияние температурных и электромагнитных полей. Из обзора

следует, что несмотря на большое разнообразие существующих в настоящее

время моделей механодиффузии в основном, рассматривались несвязанные

задачи, либо связанные задачи, которые решались в статической или в ста

ционарной постановке. При этом во многих публикациях использовались чис

ленные методы исследования. Аналитические решения нестационарных свя

занных задач встречаются в единичных работах, касающихся в основном про

блем электромагнитоупругости.

В то же время обзор свидетельствует, что постановки задач механодиф

фузии и их обобщения с учетом температурных и электромагнитных полей

проработаны достаточно детально и могут быть сформулированы различны

ми способами. Используя метод термодинамических потенциалов, разрабо

танный Дж. Гиббсом, в этой главе построены линеаризованные уравнения

термоэлектромагнитоупругости с учетом диффузии для многокомпонентных

анизотропных сред в произвольной криволинейной системе координат. Дан
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переход от общей анизотропной модели термоэлектромагнитомеханодиффу

зии к рассматриваемым в работе задачам механодиффузии. Рассмотрены од

номерные и многомерные модели механодиффузии для многокомпонентных

сред в прямоугольной декартовой системе координат.

Во второй главе рассматриваются одномерные нестационарные задачи

упругости с учетом диффузии для пространства, полупространства и слоя в

декартовой системе координат. Решение задач здесь, а также в последующих

главах 3 – 5 строится в интегральной форме представляющей собой сверт

ку поверхностных функций Грина с правыми частями граничных условий

или объемных функций Грина с массовыми силами. При этом сами функ

ции Грина ищутся в виде разложений по собственным функциям упругодиф

фузионного оператора (кроме главы 4) для нахождения которых решается

соответствующая задача Штурма-Лиувилля. Показано, что данная задача

допускает возможность построения аналитического решения в виде элемен

тарных функций (синус, косинус) только при определенных видах граничных

условий, которые образуют 3 группы начально-краевых задач.

Таким образом, алгоритм решения соответствующих одномерных задач

механодиффузи представляется в виде последовательности следующих дей

ствий. К исходной задаче применяется преобразование Лапласа по времени,

экспоненциальное преобразование Фурье по пространственной координате (в

задаче для пространства) или синус-, косинус-преобразование (в задачах для

полупространства) или ряды Фурье (в задачах для слоя). В результате на

чально-краевая задача сводится к системе линейных алгебраических уравне

ний относительно трансформант искомых функций. Решения этой системы

являются рациональными функциями параметра преобразования Лапласа.

Алгоритм нахождения оригиналов по Лапласу в этом случае осуществляется

аналитически с помощью вычетов и таблиц операционного исчисления. В ка

честве примера приведено решение ряда задач для слоя, полупространства и
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пространства.

В третьей главе рассматриваются двумерные задачи механодиффузии

для ортотропного пространства, полупространства и слоя. В качестве алго

ритма решения используется схема, изложенная в главе 2. При этом, в за

дачах для слоя и полупространства дополнительно используется экспоненци

альное преобразование Фурье по пространственной координате, направлен

ной вдоль границы рассматриваемой области. В задаче для пространства

используется двойное преобразование Фурье по пространственным коорди

натам. Структура полученных решений в пространстве изображений анало

гична одномерному случаю. Оригиналы по Лапласу также находятся анали

тически с помощью вычетов и таблиц операционного исчисления. Оригиналы

Фурье находятся численно с помощью квадратурных формул.

Были найдены явные формулы функций Грина для всех одномерных и

двумерных задач в прямоугольной декартовой системе координат, допуска

ющих построение решений в виде разложений по собственным функциям. В

расчетных примерах было выполнено сравнение полученных в главах 2 и 3

решений с известными решениями чисто упругих задач позволяющее количе

ственно оценить влияние связанности механического и диффузионного полей

на напряженно-деформированное состояние и интенсивность массопереноса

в сплошных средах.

Глава 4 посвящена рассмотрению задач механодиффузии не допускаю

щих возможности построения решений в виде разложений по собственным

функциям. Идея алгоритма заключается в построении соотношений между

правыми частями граничных условий различных типов, позволяющих све

сти любую задачу к задачам, решенным в главах 2 и 3. В этом смысле за

даче рассмотренные в главах 2 и 3 составляют основу общей методики ре

шения начально-краевых задач механодиффузии и в дальнейшем именуются

эталонными задачами. В качестве указанных соотношений выступают систе
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мы интегральных уравнений Вольтерра 1-го рода ядрами которых являются

функции Грина задач, рассмотренных в главах 2 и 3. Показано, что размер

этой системы зависит от выбора эталонной задачи, что в конечном счете вли

яет на сложность решения рассматриваемой задачи в целом. Для решения

уравнений Вольтера используется численный алгоритм, основанный на ис

пользовании квадратурных формул средних прямоугольников. Приводятся

примеры расчетов для одномерных и двумерных задач.

Глава 5 посвящена дополнительным вопросам анализа моделей механо

диффузии. В п. 5.1 исследуются статические аналоги динамических задач

рассмотренных в главе 2. Здесь же рассматриваются вопросы регуляризации

решений статических задач, основанные на переходе от решений задач дина

мики к решениям задач статики при стремлении времени к бесконечности.

Данное исследование, помимо прочего, позволяет верифицировать алгорит

мы решения нестационарных задач, предложенные в главе 2. В п.п. 5.2–5.4

излагается подход к решению многомерных задач механодиффузии, основан

ный на асимптотическом методе разделения переменных, позволяющий све

сти многомерную начально-краевую задачу к рекуррентной последователь

ности одномерных задач, решения которых получены в главе 2. В качестве

примеров рассмотрены решения двумерной и трехмерной задачи механодиф

фузии для ортотропного слоя.

В заключении приводятся основные результаты диссертации.

Целью диссертационной работы является развитие моделей неста

ционарного взаимодействия механических и диффузионных полей в упругих

средах, включая постановки и исследование новых классов задач, а также

совершенствование некоторых известных методов решения нестационарных

задач механики связанных полей.

Актуальность работы связана с недостаточной исследованностью про

блемы решения нестационарных задач механодиффузии, хотя этой темати
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ке посвящено достаточно большое число публикаций как в России, так и

за рубежом. Подобный интерес с практической точки зрения объясняется

тем, что взаимодействие полей различной физической природы может ока

зывать нежелательное влияние на напряженно-деформированное состояние

конструкций и их отдельных элементов, работающих в условиях многофак

торных внешних воздействий. Поэтому для более точного описания функцио

нирования вышеназванных систем требуется использование моделей, учиты

вающих всевозможные эффекты взаимодействия механических и диффузи

онных полей. Анализ этих эффектов невозможен без разработки методов ре

шения соответствующих начально-краевых задач механодиффузии. Всё это

в целом обуславливает актуальность исследований, представленных в данной

работе.

Методы исследования. Используется аппарат линейной теории упру

гости в совокупности с термодинамическими подходами к описанию совмест

ного проявления механодиффузионных эффектов. Для построения решений

используется метод разложений по собственным функциям, преобразования

Лапласа и Фурье, аппараты функций Грина и обобщённых функций. Также

применяется разработанный метод эквивалентных граничных условий опи

санный в главе 4 и асимптотический метод малого параметра описанный в

главе 5. Оригиналы преобразования Лапласа определяются с помощью вы

четов и таблиц операционного исчисления. Оригиналы экспоненциального

преобразования Фурье и синус-, косинус-преобразования находятся численно

с помощью квадратурных формул.

Научная новизна работы состоит:

- в построении общей модели нестационарной термоэлектромагнитоме

ханодиффузии для многокомпонентных анизотропных сред в произвольной

криволинейной системе координат;

- в построении методов решений и их реализации для новых классов
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одномерных, двумерных и трехмерных нестационарных задач механодиффу

зии в прямоугольной декартовой системе координат для пространства, полу

пространства и слоя находящихся под действием поверхностных и объемных

возмущений.

Впервые предложены и реализованы:

- метод решения начально-краевых задач механодиффузии, основанный

на построении интегральных соотношений между правыми частями гранич

ных условий различных типов, для одних и тех же дифференциальных урав

нений, позволяющий строить функцию Грина только для одной задачи дан

ного класса. Решения всех остальных задач может быть выражено через ука

занные функцию Грина, посредством вышеназванных интегральных соотно

шений;

- асимптотический метод разделения переменных для начально-краевых

задач механодиффузии, позволяющий многомерную задачу свести к рекур

рентной последовательности одномерных задач.

Практическая значимость состоит в разработке методов исследова

ния напряженно-деформированного состояния упругих сред и элементов кон

струкций работающих в условиях нестационарных внешних воздействий с

учетом протекающих в них явлений массопереноса. Кроме того, предложен

ные методы могут быть применимы не только для описанного класса моде

лей, но и для любых задач, постановка которых включает в себя системы

уравнений гиперболического или параболического типов.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло

жения:

- общая математическая постановка задач связанной нестационарной

термоэлектромагнитоупругой диффузии с конечной скоростью распростра

нения тепла и массопереноса для анизотропных многокомпонентных тел в

произвольной криволинейной системе координат; из нее как частный случай
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получены начально-краевые задачи для механодиффузии с бесконечной ско

ростью распространения тепла и массопереноса в прямоугольной декартовой

системе координат для ортотропных сред;

- метод решения класса нестационарных связанных одномерных и дву

мерных задач механодиффузии в прямоугольной декартовой координат, ос

нованный на представлении искомых полей перемещений и приращений кон

центраций в виде разложений по собственным функциям;

- метод решения класса нестационарных связанных одномерных и дву

мерных задач механодиффузии в случае произвольных граничных условий

основанный на построении соотношений между правыми частями граничных

условий различных типов;

- асимптотический метод решения класса многомерных нестационарных

связанных задач механодиффузии позволяющий при определенных условиях

свести многомерную задачу к рекуррентной последовательности одномерных

задач.

Апробация работы. Все основные результаты работы были предметом

докладов, обсуждений и дискуссий на российских и международных конфе

ренциях, симпозиумах и съездах:

- Международный симпозиум «Динамические и технологические пробле

мы механики конструкций и сплошных сред» им. А.Г. Горшкова (Московская

область, Ярополец, Кременки, 2011 – 2018);

- Международный научный семинар «Динамическое деформирование и

контактное взаимодействие тонкостенных конструкций при воздействии по

лей различной физической природы» (Москва, 2014 – 2017)

- XV International conference «Dynamical system modelling and stability

investigasion MODELLING END STABILITY» (Kyiv, Ukraine, 2011);

- Международная научная конференция «Современные проблемы меха

ники и математики» (Львов, 2013);
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- Международная научная конференция «Импульсные процессы в меха

нике сплошных сред» (Николаев, 2011, 2013);

- Международная научно-техническая конференция «Актуальные про

блемы прикладной механики и прочности конструкций (Ялта, Запорожье,

2011, 2012);

- Международная научная конференция «Математические проблемы ме

ханики неоднородных структур» (Львов, 2014);

- Московская молодежная научно-практическая конференция «Иннова

ции в авиации и космонавтике». (Москва, 2014, 2017);

- Международная научная конференция «Современные проблемы мате

матики, механики, информатики». (Тула, 2014);

- Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической

и прикладной механики (Казань, 2015);

- V сессия Научного совета РАН по механике деформируемого твердого

тела (Астрахань, 2011);

- Украинско-российский научный семинар «Нестационарные процессы

деформирования элементов конструкций, обусловленных воздействием полей

различной физической природы» (Львов, 2012);

- Научная конференция «Ломоносовские чтения» (Москва, 2012 – 2018

г.);

- Международная научная конференция «Современные проблемы ме

ханики деформируемого твердого тела, дифференциальных и интегральных

уравнений» (Одесса, 2013);

- Международная научная конференция «Теория оболочек и мембран в

механике и биологии: от макро- до наноразмерных структур» (Минск, 2013);

- VII Всероссийская конференция по механике деформируемого твердого

тела (Ростов-на-Дону, 2013);

- VIII Всероссийская конференция по механике деформируемого твердо
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го тела (Чебоксары, 2014);

- X Всероссийская конференция по механике деформируемого твердого

тела (Самара, 2017);

- IV Международная научно-практическая конференция «Строительство

и восстановление искусственных сооружений» (Гомель, 2015);

- VIII Международная научно-практическая конференция «Проблемы

безопасности на транспорте» (Гомель, 2017);

- Международный научный симпозиум по проблемам механики дефор

мируемых тел, посвященного 105-летию со дня рождения А.А. Ильюшина

(Москва, 2016);

- XI Всероссийская школа-семинар «Математическое моделирование и

биомеханика в современном университете» (Краснодарский край, Дивномор

ское, 2015 – 2017);

- Всероссийская научно-техническая конференция «Механика и матема

тическое моделирование в технике», посвященная 100-летию со дня рождения

В.И. Феодосьева (Москва, 2016);

- III Международная конференция «Суперкомпьютерные технологии ма

тематического моделирования», СКТеММ’16 (Москва, 2016);

- 24-th International Congress of Theoretical and Applied Mechanics, XXIV

ICTAM (Montreal, 2016);

- 14th International Conference on Fracture, ICF 14 (Rhodes, Greece, 2017);

- XLIII международная молодежная научно-практическая конференция

«Гагаринские чтения». (Москва, 2017, 2018);

- Всероссийская конференция по строительной механике корабля посвя

щенная памяти д.т.н., профессора В.А. Постнова (Санкт-Петербург, 2017);

- Всероссийская конференция молодых ученых механиков (Сочи, 2017).

На различных этапах работа поддерживалась грантами РФФИ (коды

проектов 11-08-00064, 14-08-01161, 17-08-00663).



15

Публикации. Основные материалы диссертации опубликованы в 43 пе

чатных работах, из них 14 статей в рецензируемых журналах, 2 статьи в

энциклопедии, 27 в сборниках трудов конференций и тезисов докладов.
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Глава 1

Постановка нестационарных задач

механодиффузии

1.1. Современное состояние исследований

Исследование взаимодействия массопереноса и деформаций имеет до

вольно длинную историю. Некоторые источники [48, 110] указывают на то,

что еще в 1932 году С.Т. Конобеевский обнаружил влияние внутренних напря

жений на процессы диффузии в сплавах, создал основы современной теории

старения сплавов и распада твёрдых растворов и металлических соединений.

Однако первая научная публикация на эту тему была сделана В.С. Горским

в 1936 году [61]. Рассматривая вопрос об упорядочении-разупорядочении (об

мен положениями двух разноименных соседних атомов) сплавов на примере

бинарных соединений Cu-Au, им впервые экспериментально была доказана

связь между диффузией и напряжениями. В дальнейшем этот вопрос обсуж

дался в работах различных авторов [32, 139, 145] в том числе и С.Т. Конобеев

ским [131–133]. Первые экспериментальные данные о величине напряжений,

образующихся при окислении металлов, получены в работе [82]. Более позд

ние исследования [138] показали, что эти напряжения достигают величины

1 ГПа. Наличие подобных напряжений приводит к вязкопластическим де

формациям, которые легко выявляются с помощью металлографического и

электронно-микроскопического анализов. В подобных работах [184, 185] рас

сматривались локальные отклонения структуры и состава веществ от средних

в данном объеме, и указанные отклонения связывались с механическими и

другими физическими характеристиками изучаемых объектов.

Ряд вопросов, касающихся сугубо практических проблем, таких как тре
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щинообразование, старение и разрушение материалов, потери устойчивости

пленочных покрытий вследствие явлений массопереноса, анализ напряженно

деформированного состояния в растущих кристаллах и монокристалличе

ских плёнках рассмотрены в работах [17, 21, 65–68, 116, 140, 141, 149, 154,

155, 159, 176, 179, 190, 225, 226, 254, 261].

Первая попытка теоретически осмыслить взаимосвязанность между на

пряжённо-деформированным состоянием и дислокационной структурой, воз

никающей в процессе диффузии, предпринята в работе [299]. Описание взаи

модействия полей различной физической природы в твердых телах наиболее

строго и последовательно осуществляется методами неравновесной термоди

намики. При этом используют два способа термодинамического описания -

статистический [71, 115, 117, 118] и феноменологический [2, 3, 16, 17, 59, 69,

70, 72, 73, 85, 86, 118, 144, 160, 161, 164, 165, 167, 168, 170, 180, 186–188]. В

дальнейшем, в рамках феноменологического подхода получили развития два

способа описания механодиффузионных явлений.

Первый способ основан на теории гетерогенных смесей для которых ха

рактерно наличие макроскопических неоднородностей или включений и по

верхностей раздела составляющих - фаз, различающихся физическими свой

ствами. Основными работами в этом направлении можно считать [157, 213,

218, 219, 228, 245].

Второй подход основан на теории гомогенных смесей, составляющие ко

торых - компоненты перемешаны и взаимодействуют на молекулярном или

атомарном уровнях (поверхности раздела частей отсутствуют). К ним отно

сят твердые тела с примесями, сплавы, твердые растворы (однофазные кри

сталлические или аморфные твердые вещества переменного состава из двух

или более компонентов). Такой подход обладает рядом преимуществ основ

ным из которых является то, что физические свойства гомогенных смесей во

всех частях одинаковы или меняются непрерывно, без скачков, что позволяет
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эффективно применять аппарат дифференциального исчисления. Кроме то

го, с точки зрения термодинамики такие смеси представляют собой однород

ные термодинамические системы, каждой точке которых в условиях равно

весия соответствуют одинаковые значения давления, температуры и концен

трации, что тоже существенно упрощает процесс моделирования термомеха

нодиффузионных явлений. Ввиду вышеизложенного именно это направление

получило наибольшее развитие, что отражено в более поздних публикациях

[25–28, 58, 87, 119–121, 123, 125–127, 130, 158, 163, 192, 193, 234, 285–289, 294,

301, 302, 330, 336–338].

Теоретические основы, заложенные в вышеперечисленных работах поз

волили в дальнейшем перейти к построению замкнутых математических мо

делей и формулировке начально-краевых задач термомеханодиффузии [30,

87, 88, 108, 109, 114, 122, 124, 128, 129, 134, 144, 147, 148, 150, 165, 168, 169, 174,

175, 178, 187, 189, 191, 195–212, 214–217, 221, 227, 236–242, 244, 246, 248–251,

255, 257–260, 262–266, 270–279, 281, 282, 284, 289, 291–293, 295–298, 300–326,

331, 333, 339–341]. Здесь в основном исследуются линейные модели термомеха

нодиффузии. Среди них следует особо выделить публикации, в которых рас

сматриваются задачи с конечной скоростью распространения тепла и массопе

реноса [142, 191, 214, 216, 221, 237–239, 239, 240, 257, 262–264, 271–274, 276, 277,

292, 304, 306, 307, 311, 313–315, 325, 326, 331, 333, 339], а также модели в кото

рых массоперенос и температура описываются уравнениями с дробными про

изводными по времени [233, 241, 303, 309, 312]. Постановки нелинейных задач

рассмотриваются в работах [30, 109, 122, 178, 209–211, 224, 244, 246, 251, 293].

Контактные квазистатические задачи механодиффузии исследуются в ста

тьях [227] (для стержня и упругого основания) и в [174, 175] (для оболочек).

В рамках этого же подхода были построены модели термоэлектромагни

томеханодиффузии [22–24, 137, 166, 194, 231, 232, 243, 267–269, 284, 345]. Так,

в работах [22, 137, 166] разработана модель многокомпонентного электропро
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водящего твердого раствора с заряженными подсистемами примесей, которая

является обобщением деформационной модели электропроводящего неполя

ризованного неферромагнитного тела [166]. В статьях [231, 232, 267–269] рас

сматриваются несвязанные задачи термомеханодиффузии и электродинами

ки с конечной скоростью распространения тепла и массопереноса. В допол

нение к изложенному следует также отметить публикации [29, 51, 54, 55, 57],

вошедшие в монографии [30, 284] отмеченные выше. Кроме того, достаточно

подробный обзор, посвященный различным вопросам моделирования термо

механодиффузионных процессов, имеется в работах [58, 290].

Несмотря на то, что первые формулировки динамических задач механо

диффузии появились еще в 60-х – 70-х годах прошлого века, вопросы, свя

занные с существованием и единственностью решения задач нестационарной

связанной механодиффузии за исключением отдельных работ [31, 289], по

лучили своё развитие в основном с середины 90-х годов прошлого века. Из

современных работ здесь следует отметить [196–203, 210–212, 217, 227, 241,

244, 279, 313], где были доказаны теоремы существования и единственности

решений задач термомеханодиффузии, теоремы о взаимности работ, а также

исследованы вопросы связанные с асимптотическими свойствами решений

вышеуказанных задач.

Несколько сложнее обстоит дело с решением конкретных задач о ко

торых говорилось выше. Среди перечисленных работ имеется большое ко

личество публикаций посвященных решению статических [174, 175, 265–270,

301], квазистатических [160, 169, 222, 223, 316, 317, 320, 323] и стационар

ных [142, 214, 231, 232, 263, 264, 271–278, 289, 306, 309, 310, 325, 326, 333]

задач термомеханодиффузии (а также несвязанных задач термомеханодиф

фузии и электродинамики). Решения этих задач в одномерном случае [174,

175, 301, 316, 317, 320, 323] получаются известными методами решения си

стем обыкновенных дифференциальных уравнений и особых сложностей не
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вызывают. В многомерных случаях [142, 160, 169, 214, 223, 231, 232, 263–278,

289, 306, 309, 310, 325, 326, 333] в зависимости от конфигурации области ис

пользуются разложения искомых функций в ряды Фурье или интегральные

преобразования Фурье или Ганкеля, позволяющие свести исходную систему

уравнений в частных производных к системе обыкновенных дифференциаль

ных уравнений. При этом для обращения интегральных преобразований ис

пользуются численные алгоритмы. Анализ несвязанных моделей упругости

и диффузии даже в нестационарной постановке особых сложностей также не

возникает. С результатами решений этих задач можно ознакомится в работах

[248, 249, 251, 281].

Наибольшую трудность вызывают нестационарные связанные одномер

ные [205, 303, 311, 314, 315] и двумерные задачи термомеханодиффузии [191,

221, 237, 240, 307], в том числе и в цилиндрической системе координат [195,

197, 233, 236, 291, 331], а также несвязанные задачи термомеханодиффузии

и электродинамики [194]. Здесь помимо вышеописанных приемов использу

ется преобразование Лапласа по времени обращение которого сопряжено с

большими математическими трудностями.

В выше перечисленных работах применяются численные алгоритмы об

ращения преобразования Лапласа, в частности метод Дурбина суть которого

заключается в том, что интеграл Меллина по мнимой прямой выражается че

рез обратное преобразование Фурье. Для вычисления последнего интеграла

используются специальные численные алгоритмы, с которыми можно ознако

миться в работах [105, 235, 247, 252]. Данный алгоритм подробно анализиру

ется в учебном пособии по численному обращению преобразования Лапласа

[105]. Выводы, полученные на основании большого количество рассмотрен

ных примеров, позволяют утверждать, что во-первых, применение вариан

тов метода Дурбина, не учитывающих специфику интегрирования быстро

осциллирующих функций, может привести к более худшим результатам, чем
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использование традиционной формулы метода Дурбина. Во-вторых, для по

лучения удовлетворительных результатов необходимо предварительное вы

деление сингулярных особенностей обязательно имеющих место в функциях

Грина. Это означает, что данный алгоритм разумно применять при вычис

лении сверток функций Грина с правыми частями граничных условий или

с функциями, характеризующими заданные объемные возмущения. Для на

хождения же самих функций Грина метод Дурбина и его различные моди

фикации типа метод Дурбина с аппроксимацией трансформанты, комбиниро

ванный метод Дурбина и т.д. не пригодны. Аналогичные замечания касаются

также метода квадратур сверток и шагового метода, также рассмотренных

в работе [105]. Метод Gaver–Stehfast использующийся при обращении преоб

разования Лапласа в [331] был разработан в конце 60-х годов 20-го века.

В частности в работе [280] рассматриваются вопросы сходимости и оценка

точности данного алгоритма. Этот метод является приближенным аналити

ческим и его идея основана на использовании аппроксимирующей последова

тельности для построения которой необходимо знать значение изображений в

определенных точках действительной оси. Аналогичные идеи используются

при нахождении оригиналов с помощью разложений по ортогональным мно

гочленам [135, 136, 172]. Например, в работе [216] обратное преобразование

Лапласа строится с помощью разложений по полиномам Лежандра.

Вообще говоря, вопросу посвященному алгоритмам (численным или ана

литическим) обращения преобразования Лапласа уделяется большое внима

ние. Некоторые из работ по данной тематике представлены здесь [83, 84, 105,

111, 112, 135, 136, 172, 235, 247, 252, 283, 332]. Однако, насколько можно

судить по имеющимся в настоящее время публикациям и как справедливо от

мечено в статье [172], универсального алгоритма обращения преобразования

Лапласа не существует. Каждый конкретный алгоритм подходит под опре

деленный класс функций. Специфика же изображений влияет на выбор под
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ходящих систем функций с помощью которых можно приблизить искомые

значения оригиналов. При этом изображения, получающиеся при решении

конкретных задач, являются настолько громоздкими, что практически про

верить возможность применения того или иного алгоритма для нахождения

их оригиналов не всегда представляется возможным.

В некоторых случаях применяются численные алгоритмы решения неста

ционарных задач основанные на методах конечных разностей [147, 148, 181,

224], квадратурных формулах [88], конечных элементов [150, 305, 339, 345]

или же используются готовые пакеты вычислительной математики и меха

ники такие как Mathematica, Mathcad, Matlab, Ansys и т.д., как например

в следующих работах [215, 239, 242, 246]. Известны случаи использования

метода Галеркина [257] и метода граничных интегральных уравнений [304]

для решения подобных задач. Заметим, что численные методы, при всей своей

несомненной эффективности, обладают и рядом недостатков. Например, они

склонны к накоплению ошибок, ограниченно пригодны для прогнозирования.

Для их проверки обязательно необходимо некоторое эталонное решение, в до

стоверности которого нет сомнений. Для получения таких решений в неста

ционарных задачах в различных комбинациях возможно применение следую

щих аналитических методов: метода характеристик, интегральных преобразо

ваний, малого параметра, метода разложения в ряды по системам ортогональ

ных функций, метода граничных интегральных уравнений и его дискретного

аналога - метода граничных элементов и некоторых других. При использо

вании конечно-разностных схем, существенным вопросом является анализ ее

на устойчивость, что в свою очередь влияет на сходимость полученного с

ее помощью решения к решению исходной задачи. Это достаточно сложная

математическая задача. В то же время аналитические и численно-аналитиче

ские методы (т.е. методы, использующие в качестве вспомогательных инстру

ментов апробированные численные алгоритмы) позволяют получить точное
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решение задачи в явном виде.

Проблема, связанная с обращением преобразования Лапласа охватывает

очень широкий класс разнообразных нестационарных задач и выходит за рам

ки рассматриваемых здесь задач механодиффузии. Однако, подводя итог по

обзору научных исследований в рассматриваемой области нельзя не учесть

накопленный опыт в решении нестационарных задач из смежных областей

механики связанных полей. Не претендуя на полноту, отметим также ряд

публикаций касающихся решения нестационарных задач теории упругости

[62, 104], термоупругости [106, 256] и электромагитоупругости [38–47, 334, 335]

в которых применяются некоторые практические методы обращения преоб

разования Лапласа. Например, в работах [38, 39, 41, 46, 47, 62] для обра

щения преобразования Лапласа использовались аналитические методы, ос

нованные на разложении изображений в ряды по экспонентам, коэффициен

тами которых являются рациональные функции. Такое представление поз

волило в дальнейшем для нахождения оригиналов использовать вычеты и

таблицы операционного исчисления. В ряде случаев использовался алгоритм

совместного обращения преобразования Лапласа-Фурье [40, 62] или асимпто

тическое представление решения в окрестности начального момента времени

[256]. Нестационарные задачи в [104, 106] решались с помощью метода гра

ничных интегральных уравнений.

Обзор опубликованных монографий и статей позволяет сделать вывод

о том, что исследования в области связанных нестационарных задач меха

нодиффузии недостаточны. Несмотря на большое разнообразие и сложность

постановок задач (вплоть до моделей термоэлектромагнитомеханодиффузии)

основные достижения в этой области в основном были получены с исполь

зованием численных и численно-аналитических методов. Помимо уже отме

ченных недостатков таких подходов отметим, что диффузионные процессы

протекают достаточно медленно, поэтому может возникнуть необходимость
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в численном вычислении интегралов (например при обращении преобразо

вания Лапласа или вычислении сверток) на очень больших интервалах, что

может потребовать использование очень большого количества точек разбие

ния промежутков интегрирования. Ввиду этого обстоятельства практически

все задачи рассматриваются в малой окрестности начального момента време

ни, что не позволяет в полной мере промоделировать протекающие в средах

механодиффузионные процессы.

Что касается точных решений, то в связи с относительно большой раз

мерностью систем дифференциальных уравнений, вытекающих из постано

вок задач механодиффузии, они присутствуют лишь в единичных работах и,

как правило, касаются лишь одномерных несвязанных задач.
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1.2. Математическая модель

термоэлектромагнитоупругой среды с учётом

диффузии

Все дальнейшие исследования опираются на линеаризованную модель

термоэлектромагнитомеханодиффузии для многокомпонентной анизотропной

среды [4, 22–25, 49, 52, 102, 166, 327].

Линеаризованные уравнения движения сплошной среды относительно

недеформированного состояния и геометрические соотношения имеют вид

[64, 107, 177]:

𝜌
𝜕2u

𝜕𝑡2
= div𝜎 + 𝜌F, 𝜀𝑖𝑗 =

1

2
(∇𝑖𝑢𝑗 +∇𝑗𝑢𝑖) , (1.1)

где 𝑡 – время, 𝜌 – плотность среды; u = 𝑢𝑖e𝑖 и F = 𝐹 𝑖e𝑖 – векторы перемеще

ния и массовых сил (здесь и далее по повторяющимся латинским индексам,

кроме заключенных в круглые скобки, проводится суммирование от 1 до 3);

𝜀𝑖𝑗 – компоненты тензора деформации Коши, 𝜎 = 𝜎𝑖𝑗e𝑖e𝑗 – тензор напряже

ний Эйлера; e1, e2, e3 – ковариантный базис, ∇𝑖 – оператор ковариантного

дифференцирования.

Уравнения термодинамики при отсутствии рассеяния энергии в среде

записываются так [64, 107, 119, 120, 177]:

𝑇0
𝜕𝑆

𝜕𝑡
= 𝑞(𝑄) − 𝜌−1divq, dΨ + 𝑆d𝜃 = 𝜌−1𝜎𝑖𝑗d𝜀𝑖𝑗 +

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐺(𝑟)𝑑𝜂(𝑟) + 𝑞d𝑡, (1.2)

где 𝑇0 и 𝑇 – начальная и актуальная температура среды; 𝑆 – удельная эн

тропия; q – вектор плотности теплового потока; 𝜃 = 𝑇 − 𝑇0; 𝑞(𝑄) – массовая

плотность тепловых источников; 𝐺(𝑞) – удельный потенциал Гиббса 𝑞 - ой

компоненты вещества в составе 𝑁 - компонентной среды; 𝜂(𝑞) = 𝑛(𝑞) − 𝑛
(𝑞)
0 –

изменение концентрации; 𝑛(𝑞)0 , 𝑛(𝑞) – начальная и актуальная концентрации
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(массовые доли) компоненты 𝑞 - го вещества; Ψ = 𝑈 − 𝑆𝑇 – массовая плот

ность свободной энергии; 𝑞𝑑𝑡 - массовая плотность притока энергии без учета

тепловой и диффузионной составляющей; 𝑈 – внутренняя энергия.

Соотношения (1.1) и (1.2) дополняются равенствами для теплового и

диффузионного потоков с конечной скоростью распространения тепла и пе

реноса массы (обобщенные законы Фурье и Фика)[120]

q+ 𝜏𝜃
𝜕q

𝜕𝑡
= −𝑘𝑖𝑗∇𝑗𝜃 e𝑖,

J(𝑞) + 𝜏
(𝑞)
𝜂

𝜕J(𝑞)

𝜕𝑡
= −

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐿(𝑞𝑟)𝑖𝑗∇𝑗𝐺
(𝑟)e𝑖

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

(1.3)

где 𝑘𝑖𝑗 – компоненты тензора теплопроводности; 𝐿(𝑞𝑟)𝑖𝑗 – коэффициенты мат

рицы Онзагера; J(𝑞) = 𝐽 (𝑞)𝑖e𝑖 – вектор массового потока; 𝜏𝜃 и 𝜏
(𝑞)
𝜂 - время

релаксации теплового и диффузионных потоков.

Для конкретизации модели сплошной среды в уравнениях (1.1) – (1.3)

должны быть заданы внешние силы, массовые плотности притоков тепла и

энергии без учета тепловой составляющей, а также привлечены дополнитель

ные физические законы и определяющие соотношения. Полагаем, что массо

вая сила 𝜌F, входящая в уравнение движения, содержит силу Лоренца 𝜌F(𝑒);

приток тепла 𝜌𝑞(𝑄) в уравнении теплопереноса содержит джоулево тепло 𝜌𝑞(𝑒);

дополнительный приток энергии 𝑞𝑑𝑡 в уравнении баланса энергии происходит

за счет электромагнитного поля. Соотношения для этих величин имеют вид

[64, 107, 177]:

𝜌F(𝑒) = 𝜌(𝑒)E+
1

𝑐
[j,H] ; (1.4)

𝜌𝑞(𝑒) = (j,E) ; (1.5)

𝜌𝑞d𝑡 =
1

4𝜋
[(D, dE) + (B, dH)] , (1.6)
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где E = 𝐸𝑖e𝑖 и H = 𝐻 𝑖e𝑖 – векторы напряженностей электрического и маг

нитного полей; D = 𝐷𝑖e𝑖 и B = 𝐵𝑖e𝑖 – векторы электрической и магнитной

индукции; j = 𝑗𝑖e𝑖 – плотность тока; 𝜌(𝑒) – плотность зарядов; 𝜎(𝑒) – тензор

удельной электропроводности.

Дополнительными соотношениями являются уравнения электромагни

тодинамики и уравнения массового баланса [4, 64, 107, 177, 327]:

𝑐 rotE = −
𝜕B

𝜕𝑡
, 𝑐 rotH = 4𝜋j+

𝜕D

𝜕𝑡
, divD = 4𝜋𝜌(𝑒), divB = 0,

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
= −divJ(𝑞) + 𝐹 (𝑞)

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

j =

⎛⎝𝜎(𝑒),E+
1

𝑐

⎡⎣𝜕u
𝜕𝑡
,H

⎤⎦⎞⎠+ 𝜌(𝑒)
𝜕u

𝜕𝑡
,

(1.7)

где 𝑐 – скорость света; 𝐹 (𝑞) – плотность источников вещества (количество

вещества, образующегося вследствие химических реакций в единице объёма

за единицу времени) для 𝑞 - ой компоненты.

Следует заметить, что равенство divB = 0 является следствием первого

уравнения в (1.7) и поэтому не является не зависимым [177]. Это соотноше

ние называется законом Гаусса и физически означает отсутствие магнитных

зарядов.

С учетом (1.2) и (1.6) дифференциал свободной энергии Ψ
(︀
𝜀𝑖𝑗, 𝜃, 𝜂

(𝑞), 𝐸𝑖, 𝐻𝑖

)︀
записывается так:

dΨ =
𝜎𝑖𝑗

𝜌
d𝜀𝑖𝑗 − 𝑆d𝜃 +

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐺(𝑟)𝑑𝜂(𝑟) +
1

4𝜋𝜌
[(D, dE) + (B, dH)] ,

откуда получаем выражения для физических соотношений:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜌
𝜕Ψ

𝜕𝜀𝑖𝑗
, 𝑆 = −

𝜕Ψ

𝜕𝜃
, 𝐷𝑖 = 4𝜋𝜌

𝜕Ψ

𝜕𝐸𝑖
, 𝐵𝑖 = 4𝜋𝜌

𝜕Ψ

𝜕𝐻𝑖
, 𝐺(𝑞) =

𝜕Ψ

𝜕𝜂(𝑞)
. (1.8)

Далее для построения определяющих соотношений модели термоэлек

тромагнитоупругости с учетом диффузии принимается, что свободная энер
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гия есть однородный многочлен второй степени от изменения температуры,

компонент тензора деформаций, векторов электрической и магнитной индук

ции, а также концентраций веществ, входящих в состав среды (дополнительно

полагается, что в начальном состоянии Ψ0 = 0 и 𝑆0 = 0) [4, 18, 52, 327]:

Ψ =
1

2𝜌
𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑖𝑗𝜀𝑘𝑙 −

𝑐0

2𝑇0
𝜃2 +

1

8𝜋𝜌
𝜀(𝑒)𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗 +

1

8𝜋𝜌
𝜇(ℎ)𝑖𝑗𝐻𝑖𝐻𝑗+

+
1

2

𝑁∑︁
𝑞,𝑟=1

𝑀 (𝑞𝑟)𝜂(𝑞)𝜂(𝑟) +
1

4𝜋𝜌
𝑓 𝑖𝑗𝐸𝑖𝐻𝑗 −

1

𝜌
𝑏𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗𝜃 −

1

4𝜋𝜌
𝜅𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖𝑗𝐸𝑘−

+
1

4𝜋𝜌
𝛾𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖𝑗𝐻𝑘 +

1

4𝜋𝜌
𝑟(𝑒)𝑖𝜃𝐸𝑖 +

1

4𝜋𝜌
𝑟(ℎ)𝑖𝜃𝐻𝑖 −

1

𝜌

𝑁∑︁
𝑞=1

𝛼(𝑞)𝑖𝑗𝜂(𝑞)𝜀𝑖𝑗−

−𝜃
𝑁∑︁
𝑞=1

𝜐(𝑞)𝜂(𝑞) +
1

4𝜋𝜌

𝑁∑︁
𝑞=1

𝛽(𝑞)𝑖𝜂(𝑞)𝐸𝑖 +
1

4𝜋𝜌

𝑁∑︁
𝑞=1

𝜒(𝑞)𝑖𝜂(𝑞)𝐻𝑖.

(1.9)

где (нижний индекс «0» соответствует значению величин в начальном состо

янии)

𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙 =𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙

⎞⎠
0

, 𝑐0 =−

⎛⎝𝜕2Ψ
𝜕𝜃2

⎞⎠
0

, 𝜀(𝑒)𝑖𝑗 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝐸𝑖𝜕𝐸𝑗

⎞⎠
0

,

𝜇(ℎ)𝑖𝑗 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝐻𝑖𝜕𝐻𝑗

⎞⎠
0

, 𝑀 (𝑞𝑟) =

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜂(𝑞)𝜕𝜂(𝑟)

⎞⎠
0

, 𝑏𝑖𝑗 =−𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜃

⎞⎠
0

,

𝑓 𝑖𝑗 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝐸𝑖𝜕𝐻𝑗

⎞⎠
0

, 𝜅𝑖𝑗𝑘 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝐸𝑘

⎞⎠
0

, 𝛾𝑖𝑗𝑘 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝐻𝑘

⎞⎠
0

,

𝑟(𝑒)𝑖 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜃𝜕𝐸𝑖

⎞⎠
0

, 𝑟(ℎ)𝑖 =4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜃𝜕𝐻𝑖

⎞⎠
0

, 𝛼(𝑞)𝑖𝑗 =−𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜂(𝑞)

⎞⎠
0

,

𝜐(𝑞) =−

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝜃𝜕𝜂(𝑞)

⎞⎠
0

, 𝛽(𝑞)𝑖 =−4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝐸𝑖𝜕𝜂(𝑞)

⎞⎠
0

, 𝜒(𝑞)𝑖 =−4𝜋𝜌

⎛⎝ 𝜕2Ψ

𝜕𝐻𝑖𝜕𝜂(𝑞)

⎞⎠
0

.
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Здесь 𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙 и 𝑏𝑖𝑗 – компоненты тензоров упругих и тепловых постоянных;

𝑐0 – коэффициент теплоемкости в начальном состоянии; 𝜀(𝑒)𝑘𝑙 и 𝜇(ℎ)𝑘𝑙 – ком

поненты тензоров диэлектрической и магнитной проницаемости; 𝜅𝑘𝑙𝑚 и 𝛾𝑘𝑙𝑚

– компоненты тензоров пьезоэлектрических и пьезомагнитных постоянных;

𝑓 𝑖𝑗 – коэффициенты, связывающие электрическое и магнитное поле; 𝑟(𝑒)𝑖 и

𝑟(ℎ)𝑖 – коэффициенты, характеризующие термоэлектрические и термомагнит

ные эффекты. Коэффициенты 𝑀 (𝑞𝑟), 𝛼(𝑞)𝑖𝑗, 𝜐(𝑞), 𝛽(𝑞)𝑖 и 𝜒(𝑞)𝑖 определяются ти

пом кристаллическое решетки и являются характеристиками, связывающими

электрическое, магнитное, механическое и температурное поле с диффузион

ным полем.

Равенство (1.9) с использованием (1.8) приводит к следующим опреде

ляющим соотношениям:

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 𝑏𝑖𝑗𝜃 −
1

4𝜋
𝜅𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘 −

1

4𝜋
𝛾𝑖𝑗𝑘𝐻𝑘 −

𝑁∑︁
𝑞=1

𝛼(𝑞)𝑖𝑗𝜂(𝑞),

𝐷𝑖 = 𝜀(𝑒)𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜅𝑘𝑙𝑖𝜀𝑘𝑙 + 𝑟(𝑒)𝑖𝜃 + 𝑓 𝑖𝑗𝐻𝑗 +
𝑁∑︁
𝑞=1

𝛽(𝑞)𝑖𝜂(𝑞),

𝐵𝑖 = 𝜇(ℎ)𝑖𝑗𝐻𝑗 + 𝛾𝑘𝑙𝑖𝜀𝑘𝑙 + 𝑓 𝑗𝑖𝐸𝑗 + 𝑟(ℎ)𝑖𝜃 +
𝑁∑︁
𝑞=1

𝜒(𝑞)𝑖𝜂(𝑞);

(1.10)

𝑆 =
𝑐0

𝑇0
𝜃 +

𝑏𝑖𝑗

𝜌
𝜀𝑖𝑗 −

1

4𝜋𝜌
𝑟(𝑒)𝑖𝐸𝑖 −

1

4𝜋𝜌
𝑟(ℎ)𝑖𝐻𝑖 +

𝑁∑︁
𝑞=1

𝜐(𝑞)𝜂(𝑞); (1.11)

𝐺(𝑞) =
𝑁∑︁
𝑟=1

𝑀 (𝑞𝑟)𝜂(𝑟) −
1

𝜌
𝛼(𝑞)𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 − 𝜐(𝑞)𝜃 +

1

4𝜋𝜌
𝛽(𝑞)𝑖𝐸𝑖 +

1

4𝜋𝜌
𝜒(𝑞)𝑖𝐻𝑖. (1.12)

Первое равенство представляет собой обобщенный закон Гука, где, коэф

фициенты 𝛼(𝑞)𝑖𝑗 характеризуют объёмное расширение за счет массопереноса.

Из (1.2) и (1.11) может быть исключена энтропия:
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𝑐0
𝜕𝜃

𝜕𝑡
+
𝑇0𝑏

𝑖𝑗

𝜌

𝜕𝜀𝑖𝑗

𝜕𝑡
−
𝑇0𝑟

(𝑒)𝑖

4𝜋𝜌

𝜕𝐸𝑖

𝜕𝑡
−
𝑇0𝑟

(ℎ)𝑖

4𝜋𝜌

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝑡
+

+𝑇0

𝑁∑︁
𝑞=1

𝜐(𝑞)
𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
= 𝑞(𝑒) − 𝜌−1divq.

(1.13)

Продифференцируем далее равенство (1.13) по времени 𝑡, результат диф

ференцирования домножим на 𝜏𝜃 и прибавим к (1.13), получим уравнение

теплопереноса с конечной скоростью распространения тепла:⎛⎝1 + 𝜏𝜃
𝜕

𝜕𝑡

⎞⎠⎛⎝𝑐0𝜕𝜃
𝜕𝑡

+
𝑇0𝑏

𝑖𝑗

𝜌

𝜕𝜀𝑖𝑗

𝜕𝑡
−
𝑇0𝑟

(𝑒)𝑖

4𝜋𝜌

𝜕𝐸𝑖

𝜕𝑡
−
𝑇0𝑟

(ℎ)𝑖

4𝜋𝜌

𝜕𝐻𝑖

𝜕𝑡
+

+ 𝑇0

𝑁∑︁
𝑞=1

𝜐(𝑞)
𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
− 𝑞(𝑄) + 𝜌−1divq

⎞⎠ = 0.

(1.14)

В работах [87, 123, 125] показано, что для наиболее простых диффузи

онных механизмов коэффициенты 𝑀 (𝑞𝑟), 𝜐(𝑞) и 𝐿(𝑞𝑟)𝑖𝑗 могут быть найдены по

формулам

𝑀 (𝑞𝑟) = 𝑔(𝑞𝑟)
𝑅𝑇0

𝑚(𝑞)𝑛
(𝑞)
0

, 𝜐(𝑞) =
𝑅

𝑚(𝑞)
ln
(︁
𝑛
(𝑞)
0 𝛾(𝑞)

)︁
,

𝑅𝑇0

𝑚(𝑞)
𝐿(𝑞𝑟)𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝑛
(𝑞)
0 , 𝑟 = 𝑞,

0 , 𝑟 ̸= 𝑞.

(1.15)

Здесь 𝛾(𝑞) - коэффициент активности, зависящий только от концентра

ций 𝑛(𝑞); 𝑅 - универсальная газовая постоянная, 𝐷(𝑞)𝑖𝑗 - коэффициенты само

диффузии; 𝑚(𝑞) – молярная масса компоненты с номером 𝑞; 𝑔(𝑞𝑟) - термоди

намические множители Даркена:

𝑔(𝑞𝑟) = 𝛿𝑞𝑟 +
𝑛(𝑞)d ln 𝛾(𝑞)

𝑛(𝑟)d ln𝑛(𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑛(𝑞)=𝑛

(𝑞)
0 , 𝑛(𝑟)=𝑛

(𝑟)
0

,

где 𝛿𝑞𝑟 - символ Кронекера.
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В теории диффузии для твердых тел, обычно, рассматривают два вида

приближений.

1. Cреда является идеальным (твердым) раствором. В этом случае [87,

123, 125]

𝛾(𝑞) = 1, 𝑔(𝑞𝑟) = 𝛿𝑞𝑟. (1.16)

2. Cреда – неидеальный раствор, но перекрестными коэффициентами 𝐿(𝑞𝑟)𝑖𝑗

по сравнению с диагональными 𝐿(𝑞𝑞)𝑖𝑗 можно пренебречь, что отражено

в последнем равенстве в (1.15). Последнее предположение обосновыва

ется в статистической физике и термодинамике [16, 73].

С учетом (1.15) выражение для потенциала Гиббса (1.12) записывается

так:

𝐺(𝑞) =
𝑅𝑇0

𝑚(𝑞)𝑛
(𝑞)
0

𝑁∑︁
𝑟=1

𝑔(𝑞𝑟)𝜂(𝑟) −
1

𝜌
𝛼(𝑞)𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 −

𝑅

𝑚(𝑞)
ln
[︁
𝑛
(𝑞)
0 𝛾(𝑞)

]︁
𝜃+

+
1

4𝜋𝜌
𝛽(𝑞)𝑖𝐷𝑖 +

1

4𝜋𝜌
𝜒(𝑞)𝑖𝐵𝑖.

(1.17)

К уравнению массового баланса в (1.7) применим такое же преобразова

ние как и для уравнения теплопереноса. Продифференцируем его по времени

𝑡, результат дифференцирования домножим на 𝜏 (𝑞)𝜂 и прибавим к исходному

уравнению, получим уравнение массопереноса с конечной скоростью распро

странения диффузионных процессов:

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
+ 𝜏 (𝑞)𝜂

𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑡2
=
𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

𝑅𝑇0
∇𝑖

(︁
𝐷(𝑞)𝑖𝑗∇𝑗𝐺

(𝑞)
)︁
+ 𝐹 (𝑞). (1.18)

Обобщенный закон Фика в (1.3) с учетом (1.17) запишется так:
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𝐽 (𝑞)𝑖 + 𝜏
(𝑞)
𝜂

𝜕𝐽 (𝑞)𝑖

𝜕𝑡
= −

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝑔(𝑞𝑟)∇𝑗𝜂
(𝑟)+

+
𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝛼(𝑞)𝑘𝑙𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

𝜌𝑅𝑇0
∇𝑗𝜀𝑘𝑙 +

𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝑛
(𝑞)
0

𝑇0
ln
(︁
𝑛
(𝑞)
0 𝛾(𝑞)

)︁
∇𝑗𝜃−

−
𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝛽(𝑞)𝑘𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

4𝜋𝜌𝑅𝑇0
∇𝑗𝐷𝑘 −

𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝜒(𝑞)𝑘𝑚(𝑞)𝑛
(𝑞)
0

4𝜋𝜌𝑅𝑇0
∇𝑗𝐵𝑘, 𝑞 = 1, 𝑁.

(1.19)

Таким образом, замкнутая система уравнений линейной теории термо

электромагнитоупругости с учётом диффузии с конечной скоростью распро

странения тепловых и диффузионных потоков образуется соотношениями

(1.1), (1.4) - (1.7), (1.10), (1.17), (1.18). Из неё можно исключить деформа

ции 𝜀𝑖𝑗 и потенциал Гиббса 𝐺(𝑞):

𝜌
𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑡2
= ∇𝑗

(︀
𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙

)︀
−

1

4𝜋

[︀
∇𝑗

(︀
𝜅𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘

)︀
+∇𝑗

(︀
𝛾𝑖𝑗𝑘𝐻𝑘

)︀]︀
−

−∇𝑗

(︀
𝑏𝑖𝑗𝜃
)︀
−

𝑁∑︁
𝑟=1

∇𝑗

(︁
𝛼(𝑟)𝑖𝑗𝜂(𝑟)

)︁
+ 𝜌𝐹 𝑖,

𝜌𝑐0

⎛⎝𝜕𝜃
𝜕𝑡

+ 𝜏𝜃
𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

⎞⎠ = ∇𝑖

(︀
𝑘𝑖𝑗∇𝑗𝜃

)︀
− 𝑇0𝑏

𝑖𝑗∇𝑖

⎛⎝𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑡

+ 𝜏𝜃
𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑡2

⎞⎠+

+
𝑇0𝑟

(𝑒)𝑖

4𝜋

⎛⎝𝜕𝐸𝑖

𝜕𝑡
+ 𝜏𝜃

𝜕2𝐸𝑖

𝜕𝑡2

⎞⎠+
𝑇0𝑟

(ℎ)𝑖

4𝜋

⎛⎝𝜕𝐻𝑖

𝜕𝑡
+ 𝜏𝜃

𝜕2𝐻𝑖

𝜕𝑡2

⎞⎠−

−𝜌𝑅𝑇0
𝑁∑︁
𝑟=1

ln
(︁
𝑛
(𝑟)
0 𝛾(𝑟)

)︁
𝑚(𝑞)

⎛⎝𝜕𝜂(𝑟)
𝜕𝑡

+ 𝜏𝜃
𝜕2𝜂(𝑟)

𝜕𝑡2

⎞⎠+ 𝜌𝑞(𝑄),

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
+ 𝜏

(𝑞)
𝜂

𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑡2
=

𝑁∑︁
𝑟=1

∇𝑖

(︁
𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝑔(𝑞𝑟)∇𝑗𝜂

(𝑟)
)︁
−

−
𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

𝜌𝑅𝑇0
∇𝑖

[︀
𝐷(𝑞)𝑖𝑗∇𝑗

(︀
𝛼(𝑞)𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙

)︀]︀
−
𝑛
(𝑞)
0

𝑇0
ln
(︁
𝑛
(𝑞)
0 𝛾(𝑞)

)︁
∇𝑖

(︀
𝐷(𝑞)𝑖𝑗∇𝑗𝜃

)︀
+

+
𝛽(𝑞)𝑘𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

4𝜋𝜌𝑅𝑇0
∇𝑖

(︀
𝐷(𝑞)𝑖𝑗∇𝑗𝐸𝑘

)︀
+
𝜒(𝑞)𝑘𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

4𝜋𝜌𝑅𝑇0
∇𝑖

(︀
𝐷(𝑞)𝑖𝑗∇𝑗𝐻𝑘

)︀
+ 𝐹 (𝑞),
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𝑐 𝜀𝑖𝑚𝑘∇𝑚𝐸𝑘 = −𝜇(ℎ)𝑖𝑗
𝜕𝐻𝑗

𝜕𝑡
− 𝛾𝑘𝑙𝑖∇𝑘

𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑡
−

−𝑓 𝑗𝑖
𝜕𝐸𝑗

𝜕𝑡
− 𝑟(ℎ)𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑡
−

𝑁∑︁
𝑟=1

𝜒(𝑟)𝑖
𝜕𝜂(𝑟)

𝜕𝑡
,

𝑐 𝜀𝑖𝑚𝑘∇𝑚𝐻𝑘 = 4𝜋𝑗𝑖 + 𝜀(𝑒)𝑖𝑗
𝜕𝐸𝑗

𝜕𝑡
+ 𝜅𝑘𝑙𝑖∇𝑘

𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑡
+ 𝑟(𝑒)𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+

+𝑓 𝑖𝑗
𝜕𝐻𝑗

𝜕𝑡
+

𝑁∑︁
𝑟=1

𝛽(𝑟)𝑖
𝜕𝜂(𝑟)

𝜕𝑡
,

𝑗𝑖 = 𝜎
(𝑒)
𝑖𝑗

⎛⎝𝐸𝑗 + 𝑐−1𝜀𝑗𝑚𝑛
𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡
𝐻𝑚

⎞⎠+ 𝜌(𝑒)
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
, 𝑞 = 1, 𝑁.

(1.20)

Здесь 𝑔𝑖𝑗 - компоненты метрического тензора, 𝜀𝑖𝑗𝑘 - компоненты псевдо

тензора Леви-Чевиты; произведение 𝐷(𝑞)𝑖𝑗𝑔(𝑞𝑟) - парциальный коэффициент

диффузии.

Кроме того с учетом (1.7) и (1.10) искомые величины в начальном и

актуальном состоянии должны удовлетворять следующим соотношениям

∇𝑖

(︃
𝜀(𝑒)𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜅𝑘𝑙𝑖∇𝑘𝑢𝑙 + 𝑟(𝑒)𝑖𝜃 + 𝑓 𝑖𝑗𝐻𝑗 +

𝑁∑︁
𝑟=1

𝛽(𝑟)𝑖𝜂(𝑟)

)︃
= 4𝜋𝜌(𝑒),

∇𝑖

(︃
𝜀(𝑒)𝑖𝑗𝐸0𝑗 + 𝜅𝑘𝑙𝑖∇𝑘𝑢0𝑙 + 𝑟(𝑒)𝑖𝜃0 + 𝑓 𝑖𝑗𝐻0𝑗 +

𝑁∑︁
𝑟=1

𝛽(𝑟)𝑖𝜂
(𝑟)
0

)︃
= 4𝜋𝜌

(𝑒)
0 .

(1.21)

Обычно полагают:

𝑢𝑘0 = 0,
𝜕𝑢𝑘0

𝜕𝑡
= 0, 𝜃0 = 0, 𝜂

(𝑞)
0 = 0.

Тогда соотношения (1.21) принимают вид:

∇𝑖

(︃
𝜀(𝑒)𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜅𝑘𝑙𝑖∇𝑘𝑢𝑙 + 𝑟(𝑒)𝑖𝜃 + 𝑓 𝑖𝑗𝐻𝑗 +

𝑁∑︁
𝑟=1

𝛽(𝑟)𝑖𝜂(𝑟)

)︃
= 4𝜋𝜌(𝑒),

∇𝑖

(︀
𝜀(𝑒)𝑖𝑗𝐸0𝑗 + 𝑓 𝑖𝑗𝐻0𝑗

)︀
= 4𝜋𝜌

(𝑒)
0 .

(1.22)

Из этих равенств находится начальная и актуальная плотность электри

ческих зарядов 𝜌(𝑒)0 и 𝜌(𝑒).
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К полученной системе уравнений (1.20) необходимо добавить выражения

для силы Лоренца (1.4) и джоулева тепла (1.5).

Построенная здесь система уравнений (1.20) является обобщением моде

лей, полученных в работах [22–24, 166, 194, 231, 232, 267–269, 284, 345].
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1.3. Граничные и начальные условия

Для выделения частных решений указанных систем уравнений, как пра

вило, необходимы дополнительные условия, то есть формулировка соответ

ствующих начально-краевых задач на пространственно-временном множестве

𝐷 × {𝑡 ≥ 𝑡0}, где 𝐷 - геометрическая область с границей 𝜕𝐷. Далее ограни

чимся основными типами дополнительных условий.

Начальные условия принимаем такими:

- механическая часть

u|𝑡=𝑡0
= u0,

𝜕u

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= v0;

- термодинамическая часть (с учетом конечной скорости распростране

ния тепла)

𝜃|𝑡=𝑡0
= 𝜃0,

𝜕𝜃

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= ̃︀𝜃0;
- электромагнитная часть

E|𝑡=𝑡0
= E0, H|𝑡=𝑡0

= H0;

- диффузионная часть (с учетом конечной скорости распространения

диффузии)

𝜂(𝑞)
⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜂
(𝑞)
0 ,

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= ̃︀𝜂(𝑞)0 , 𝑞 = 1, 2, ..., 𝑁.

Здесь u0, v0, 𝜃0, ̃︀𝜃0, 𝜂(𝑞)0 , ̃︀𝜂(𝑞)0 , E0, H0 – заданные функции пространствен

ных координат. Далее в работе будем полагать, что эти величины равны нулю.

Граничные условия (область 𝐷 ограничена; n = 𝑛𝑖e𝑖 - единичный вектор

внешней нормали к 𝜕𝐷):
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- механическая часть (𝜕𝐷 = Π𝑢

⋃︀
Π𝜎; части границ Π𝑢 и Π𝜎 могут пере

секаться только по множеству меры нуль)

u|Π𝑢
= U, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗e𝑖

⃒⃒
Π𝜎

= Σ (𝑡 > 𝑡0) ;

- термодинамическая часть (𝜕𝐷 = Π𝑇

⋃︀
Π𝑞; части границ Π𝑇 и Π𝑞 могут

пересекаться только по множеству меры нуль)

𝜃|Π𝑇
= Θ,

(︂
𝑞𝑖 + 𝜏𝜃

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑡

)︂
𝑛𝑖

⃒⃒⃒⃒
Π𝑞

= 𝑄 (𝑡 > 𝑡0) ;

- электромагнитная часть (𝜕𝐷 = Π𝐸

⋃︀
Π𝐻 ; части границ Π𝐸, Π𝐻 и могут

пересекаться только по множеству меры нуль)

E|Π𝐸
= e, H|Π𝐻

= h (𝑡 > 𝑡0) ;

- диффузионная часть (𝜕𝐷 = Π𝜂

⋃︀
Π𝐽 ; части границ Π𝜂 и Π𝐽 могут

пересекаться только по множеству меры нуль)

𝜂(𝑞)
⃒⃒⃒
Π𝜂

= 𝑁 (𝑞), 𝑞 = 1, 𝑁 ;

(︂
J(𝑞) + 𝜏 (𝑞)𝜂

𝜕J(𝑞)

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
Π𝐽

= I(𝑞) (𝑡 > 𝑡0) .

Величины, стоящие в правых частях граничных условий – поверхност

ные кинематические U, Θ, e, h, 𝑁 (𝑞) и динамические Σ, 𝑄, I(𝑞) возмущения.

В том случае, когда граница состоит из одной части, в граничных усло

виях остается только одно соответствующее равенство.

Если область𝐷 не ограничена, то должны быть заданы условия на беско

нечности. Таковым, например, является ограниченность искомых функций.

Для исследования установившихся колебательных процессов, вместо на

чальных условий могут задаваться условия периодичности решений.
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1.4. Уравнения упругой диффузии в прямоугольной

декартовой системе координат

Так как в прямоугольной декартовой системе координат 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ко

вариантные и контравариантные компоненты тензоров совпадают, то для их

физических компонент будем использовать те же обозначения, что и в кри

волинейной системе координат, но с нижней индексной формой записи.

Полагая, что температурные и электромагнитные эффекты отсутству

ют, скорость распространения диффузионных процессов бесконечна, выпи

шем из (1.20) уравнения, описывающие упругие процессы для однородной

среды с учётом диффузии в прямоугольной декартовой системе координат

[4, 7, 19, 34, 53, 60, 74, 75, 95–98, 230, 253, 342, 343]:

𝜌
𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑡2
= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕2𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
−

𝑁∑︁
𝑞=1

𝛼
(𝑞)
𝑖𝑗

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝐹𝑖

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
=

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐷
(𝑞)
𝑖𝑗 𝑔

(𝑞𝑟)
𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
− Λ

(𝑞)
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕3𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
+ 𝐹 (𝑞),

(1.23)

где коэффициенты Λ
(𝑞)
𝑖𝑗𝑘𝑙 характеризуют массоперенос под действием дефор

маций и в соответствии с (1.20) находятся по формулам:

Λ
(𝑞)
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝑚(𝑞)

𝜌𝑅𝑇0
𝐷

(𝑞)
𝑖𝑗 𝛼

(𝑞)
𝑘𝑙 𝑛

(𝑞)
0 . (1.24)

Для изотропной среды компоненты тензора упругих постоянных имеют

вид:

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝜇 (𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘) . (1.25)

Здесь 𝜆 и 𝜇 - коэффициенты Ламе. Остальные физические константы

определяются так (здесь и далее по повторяющимся греческим индексам сум

мирование отсутствует):

Λ
(𝑞)
𝛼𝛼𝛽𝛽 = Λ(𝑞), 𝛼(𝑞)

𝛼𝛼 = 𝛼(𝑞), 𝐷(𝑞)
𝛼𝛼 = 𝐷(𝑞). (1.26)
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С учетом (1.25) и (1.26) уравнения движения изотропной среды удобно

записывать в векторной форме

(𝜆+ 𝜇) graddivu+ 𝜇Δu+ 𝜌F = 𝜌
𝜕2u

𝜕𝑡2
+

𝑁∑︁
𝑟=1

𝛼(𝑟)grad𝜂(𝑟),

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐷(𝑞)𝑔(𝑞𝑟)Δ𝜂(𝑟) + 𝐹 (𝑞) =
𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
+ Λ(𝑞)Δ(divu) ,

(1.27)

где Δ - оператор Лапласа.

Полученные замкнутые системы уравнений дополняются начальными

и граничными условиями, указанными в п. 1.3. В качестве геометрической

области 𝐷 будут рассматриваться: плоский слой, полупространство или про

странство.

Введём следующие безразмерные параметры (при одинаковом начерта

нии они обозначаются штрихом, который в дальнейшем изложении будет

опускаться):

𝑥′𝑖 =
𝑥𝑖

𝐿
, 𝑢′𝑖 =

𝑢𝑖

𝐿
, 𝜏 =

𝑐𝑡

𝐿
, 𝐶 ′

𝑖𝑗𝑘𝑙 =
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐶1111
,

𝐶2 =
𝐶1111

𝜌
, 𝛼𝑞

𝑖𝑗 =
𝛼
(𝑞)
𝑖𝑗

𝐶1111
, 𝐷𝑞

𝑖𝑗 =
𝐷

(𝑞)
𝑖𝑗

𝐶𝐿
,

Λ𝑞
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

Λ
(𝑞)
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐶𝐿
, 𝐹 ′

𝑖 =
𝜌𝐹𝑖

𝐶1111
, 𝐹 ′

𝑞+𝑚 =
𝐹 (𝑞)𝐿

𝐶

(︀
𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1,𝑚

)︀
;

(1.28)

𝑈 ′
𝑖 (𝑀, 𝜏) =

𝑈𝑖 (𝑀, 𝑡)

𝐿
,

Σ′
𝛼𝛽 (𝑀, 𝜏) =

Σ𝛼𝛽 (𝑀, 𝑡)

𝐶𝛼𝛽𝛼𝛽
, 𝐼𝑞𝑖 (𝑀, 𝜏) =

𝐼
(𝑞)
𝑖 (𝑀, 𝑡)

𝐶
.

(1.29)

Здесь 𝑚 = 1, 3 – размерность задачи по пространственным переменным.

Уравнения движения анизотропной среды в безразмерных величинах

записываются в форме (точки здесь и далее обозначают производную по без
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размерному времени 𝜏 ):

�̈�𝑖 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕2𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
−

𝑁∑︁
𝑞=1

𝛼𝑞
𝑖𝑗

𝜕𝜂𝑞

𝜕𝑥𝑗
+ 𝐹𝑖

(︀
𝑖 = 1,𝑚

)︀
,

�̇�𝑞 =
𝑁∑︁
𝑟=1

𝐷𝑞
𝑖𝑗𝑔

(𝑞𝑟)
𝜕2𝜂𝑞

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
− Λ

𝑞)
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕3𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
+ 𝐹𝑞+𝑚

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
.

(1.30)

Соотношения (1.30) совместно с граничными и начальными условиями

образуют замкнутую постановку задач упругости с учётом диффузии в де

картовой системе координат.

Положим далее, что исследуемая среда является твердым 𝑁 - компо

нентным раствором, т.е. для термодинамического множителя Даркена имеет

место равенство (1.16). Данное предположение с одной стороны упрощает

вид уравнений (1.29). С другой стороны, большинство твердых материалов,

в частности металлы и их сплавы, могут рассматриваться одновременно и

как упругие среды и как твердые растворы.

Выделим здесь несколько частных случаев, которые будут исследовать

ся далее.

1. Одномерные процессы: 𝑢 = 𝑢1 (𝑥, 𝜏), 𝐹1 = 𝐹1 (𝑥, 𝜏), 𝜂𝑞 = 𝜂𝑞 (𝑥, 𝜏),

𝐹𝑞+1 = 𝐹𝑞+1 (𝑥, 𝜏), 𝑥 = 𝑥1. Уравнения движения имеют вид (штрих означает

производную по переменной 𝑥):

�̈� = 𝑢′′ −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂
′
𝑗 + 𝐹1, �̇�𝑞 = 𝐷𝑞𝜂

′′
𝑞 − Λ𝑞𝑢

′′′ + 𝐹𝑞+1

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
. (1.31)

Здесь

𝐷𝑞 = 𝐷𝑞
11, 𝛼𝑞 = 𝛼𝑞

11, Λ𝑞 = Λ𝑞
1111.

Вектор диффузионного потока, а также тензоры напряжений и дефор

мации имеют по одной ненулевой компоненте:

𝐽𝑞 = 𝐽𝑞
1 = Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,
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𝜎 = 𝜎11 = 𝑢′ −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗, 𝜀 = 𝜀11 = 𝑢′.

2. Двумерная процессы для ортотропной среды. Полагаем, что:

𝑢1 = 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑢2 = 𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝐹1 = 𝐹1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐹2 = 𝐹2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝐽𝑞
1 = 𝐽𝑞

1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐽𝑞
2 = 𝐽𝑞

2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜂𝑞 = 𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐹𝑞+2 = 𝐹𝑞+2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) .

Кроме того, в силу ортотропной симметрии для физических постоянных

среды, имеем [63]:

𝐶2221 = 𝐶2223 = 𝐶2111 = 𝐶2113 = 𝐶2133 = 𝐶2311 =

= 𝐶2313 = 𝐶2333 = 𝐶1113 = 𝐶2213 = 𝐶1333 = 𝐶2312 = 0,

𝛼𝑞
𝑘𝑙 = 0, 𝐷𝑞

𝑖𝑗 = 0, Λ𝑞
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0 (𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ̸= 𝑙) .

(1.32)

Введя дополнительные обозначения [34, 253]

𝐶11 = 𝐶1111 = 1, 𝐶22 = 𝐶2222, 𝐶12 = 𝐶1212 = 𝐶2121,

𝐶21 = 𝐶1122 + 𝐶1221 = 𝐶2211 + 𝐶2112, 𝐶0 = 𝐶21 − 𝐶12,

Λ𝑞
𝛼𝛽 = Λ𝑞

𝛼𝛼𝛽𝛽, 𝛼𝑞
𝛼 = 𝛼𝑞

𝛼𝛼, 𝐷𝑞
𝛼 = 𝐷𝑞

𝛼𝛼,

(1.33)

получаем двумерные уравнения движения для ортотропной𝑁 - компонентной

среды:

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥21
+ 𝐶12

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥22
+ 𝐶21

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐹1 = �̈�1 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗

𝜕𝑥1
,

𝐶21

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
+ 𝐶12

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥21
+ 𝐶22

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥22
+ 𝐹2 = �̈�2 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗

𝜕𝑥2
,

𝐷𝑞
1

𝜕2𝜂𝑞

𝜕𝑥21
+𝐷𝑞

2

𝜕2𝜂𝑞

𝜕𝑥22
+ 𝐹𝑞+2 = �̇�𝑞 + Λ𝑞

11

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥31
+ Λ𝑞

21

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥22𝜕𝑥1
+

+Λ𝑞
12

𝜕3𝑢2

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
+ Λ𝑞

22

𝜕3𝑢2

𝜕𝑥32

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
.

(1.34)



41

Ненулевые компоненты вектора диффузионного потока и тензора напря

жений определяются так:

𝐽𝑞
1 = Λ𝑞

11

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥21
+ Λ𝑞

12

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−𝐷𝑞

1

𝜕𝜂𝑞

𝜕𝑥1
,

𝐽𝑞
2 = Λ𝑞

21

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ Λ𝑞

22

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥22
−𝐷𝑞

2

𝜕𝜂𝑞

𝜕𝑥2
;

(1.35)

𝜎11 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶0

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝜂𝑗,

𝜎22 = 𝐶0

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶22

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗,

𝜎12 = 𝐶12

⎛⎝𝜕𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥1

⎞⎠ .

(1.36)

3. Трехмерная процессы для ортотропной среды. Для описания трех

мерных физико-механических процессов в ортотропной среде будем исполь

зовать уравнения в форме (1.30), где физические постоянные подчинены со

отношениям (1.32). В дополнение к обозначениям (1.33) здесь будем также

использовать

𝐶33 = 𝐶3333, 𝐶13 = 𝐶1313 = 𝐶3131, 𝐶23 = 𝐶2323 = 𝐶3232,

𝐶31 = 𝐶1133 + 𝐶1313, 𝐶32 = 𝐶2233 + 𝐶2332,

𝐶1 = 𝐶31 − 𝐶13, 𝐶2 = 𝐶32 − 𝐶23.

(1.37)

Компоненты вектора диффузионного потока и тензора напряжений име

ют вид:

𝐽𝑞
𝑖 =

3∑︁
𝑗=1

Λ𝑞
𝑖𝑗

𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−𝐷𝑞

𝑖

𝜕𝜂𝑞

𝜕𝑥𝑖
; (1.38)
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𝜎11 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶0

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+ 𝐶1

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝜂𝑗,

𝜎22 = 𝐶0

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶22

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+ 𝐶2

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗,

𝜎33 = 𝐶1

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶2

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+ 𝐶33

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
3𝜂𝑗,

𝜎12 = 𝐶12

⎛⎝𝜕𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥1

⎞⎠ , 𝜎13 = 𝐶13

⎛⎝𝜕𝑢1
𝜕𝑥3

+
𝜕𝑢3

𝜕𝑥1

⎞⎠ ,

𝜎32 = 𝐶32

⎛⎝𝜕𝑢3
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥3

⎞⎠ .

(1.39)

Для описания некоторых алгоритмов глав 4 и 5 понадобится общая по

становка начально-краевых задач в операторной форме:

L (y) + F = 0, (1.40)

M (y)|Π = f (s, 𝜏) , s ∈ Π, (1.41)

N (y)|𝜏=0 = 0, (1.42)

где L – линейный матричный дифференциальный оператор соответствующий

уравнениям (1.31), (1.34) или (1.30); M
(︀
𝑖 = 1, 2

)︀
– матричный дифференци

альный оператор граничных условий; N – матричный дифференциальный

оператор начальных условий; y – вектор неизвестных; f – вектор-функция

правых частей краевых условий (1.41), F – вектор-функция объемных возму

щений; Π = 𝜕𝐷; 𝐷 – область решения задачи (1.40) – (1.42).



43

1.5. Краевые условия для задач упругой диффузии в

прямоугольной декартовой системе координат

Сложность решения нестационарных задач механики, помимо всего про

чего, зависит и от граничных условий, которые могут влиять как на выбор

метода решения, так и на возможность построения аналитического решения

задачи в целом. Вышеуказанные особенности для начально-краевых задач

механодиффузии последовательно раскрываются в главах 2 – 4 данной ра

боты. Здесь же в обзорном порядке предложена сложившаяся на основании

публикаций [4–9, 18–20, 34, 35, 37, 52, 53, 60, 74–81, 90–101, 101, 230, 253, 328,

342–344] условная классификация задач упругой диффузии, в основе постро

ения которой используется идеология классификации задач математической

физики. При этом из всевозможных вариантов граничных условий выбра

ны такие, которые имеют реальный механический смысл. Ниже приводится

классификация одномерных задач упругой диффузии для слоя:

- Первая краевая задача

𝑢|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝑢|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;
(1.43)

- Вторая краевая задача

𝜎|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝜎|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;
(1.44)

- Смешанная краевая задача. Группа A

𝑢|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝑢|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;
(1.45)

𝜎|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝜎|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;
(1.46)
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𝑢|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝜎|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;
(1.47)

- Смешанная краевая задача. Группа B

𝑢|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝑢|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;

𝑢|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝜎|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;

𝑢|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝜎|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) ;

𝜎|𝑥=0 = 𝑓11 (𝜏) , 𝐽𝑞|𝑥=0 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝜎|𝑥=1 = 𝑓12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) .

Эта классификация не претендует на полноту, но отражает наиболее

типичные граничные условия, сочетающие кинематику и динамику механо

диффузионных процессов на границах рассматриваемых сред.

Принципиально важным моментом здесь является то, что краевые зада

чи с граничными условиями группы A, как будет показано далее, допускают

возможность построения решений в виде неполных рядов Фурье [53, 60, 81, 90,

91] , а для полуограниченной среды – с помощью синус-, косинус-преобразова

ния Фурье [5, 74, 75]. Этому вопросу посвящена глава 2. Решения остальных

задач можно получить, используя предложенный в работе метод эквивалент

ных граничных условий (глава 4). Задачи группы A при этом играют роль

так называемых «эталонных» задач, через решения которых выражается ре

шения любых других задач [77, 95, 96, 230, 343].

Аналогичная классификация может быть построена и для многомерных

задач. Ввиду её громоздкости, приведем здесь только двумерные и трехмер

ные аналоги смешанных краевых условий группы A.
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Двумерные задачи для ортотропной полосы (𝑥1 ∈ ℜ, 𝑥2 ∈ [0, 1]). Груп

па A состоит из трёх задач

𝜎12|𝑥2=0 = 𝑓11 (𝑥1, 𝜏) , 𝜎12|𝑥2=1 = 𝑓12 (𝑥1, 𝜏) ,

𝑢2|𝑥2=0 = 𝑓21 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢2|𝑥2=1 = 𝑓22 (𝑥1, 𝜏) ,

𝐽𝑞
2 |𝑥2=0 = 𝑓𝑞+2,1 (𝑥1, 𝜏) , 𝐽

𝑞
2 |𝑥2=1 = 𝑓𝑞+2,2 (𝑥1, 𝜏) ,

(1.48)

или
𝑢1|𝑥2=0 = 𝑓11 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢1|𝑥2=1 = 𝑓12 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜎22|𝑥2=0 = 𝑓21 (𝑥1, 𝜏) , 𝜎22|𝑥2=1 = 𝑓22 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜂𝑞|𝑥2=0 = 𝑓𝑞+2,1 (𝑥1, 𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥2=1 = 𝑓𝑞+2,2 (𝑥1, 𝜏) ,

(1.49)

или
𝑢1|𝑥2=0 = 𝑓11 (𝑥1, 𝜏) , 𝜎12|𝑥2=1 = 𝑓12 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜎22|𝑥2=0 = 𝑓21 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢2|𝑥2=1 = 𝑓22 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜂𝑞|𝑥2=0 = 𝑓𝑞+2,1 (𝑥1, 𝜏) , 𝐽
𝑞
2 |𝑥2=1 = 𝑓𝑞+2,2 (𝑥1, 𝜏) .

(1.50)

Решение таких задач, основанное на идее разделения переменных с по

мощью интегральных преобразований и рядов Фурье [20, 34, 92, 97–100, 253],

рассматривается в главе 3.

Трехмерные задачи для ортотропного слоя ((𝑥1, 𝑥2) ∈ ℜ2, 𝑥3 ∈ [0, 1]).

Здесь Группа A также состоит из трех условий следующего вида:

𝜎𝑖3|𝑥3=0 = 𝑓𝑖1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜎𝑖3|𝑥3=1 = 𝑓𝑖2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝑢3|𝑥3=0 = 𝑓31 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑢3|𝑥3=1 = 𝑓32 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝐽𝑞
3 |𝑥3=0 = 𝑓𝑞+3,1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐽

𝑞
3 |𝑥3=1 = 𝑓𝑞+3,2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑖 = 1, 2,

(1.51)

или

𝑢𝑖|𝑥3=0 = 𝑓𝑖1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑢𝑖|𝑥3=1 = 𝑓𝑖2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜎33|𝑥3=0 = 𝑓31 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜎33|𝑥3=1 = 𝑓32 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜂𝑞|𝑥3=0 = 𝑓𝑞+3,1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥3=1 = 𝑓𝑞+3,2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑖 = 1, 2,

(1.52)
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или

𝑢𝑖|𝑥3=0 = 𝑓𝑖1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜎𝑖3|𝑥3=1 = 𝑓𝑖2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜎33|𝑥3=0 = 𝑓31 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑢3|𝑥3=1 = 𝑓32 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜂𝑞|𝑥3=0 = 𝑓𝑞+3,1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐽
𝑞
3 |𝑥3=1 = 𝑓𝑞+3,2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑖 = 1, 2.

(1.53)

При определенных условиях, накладываемых на функции 𝑓𝑖𝑗, в правых

частях граничных условий, многомерные задачи, с помощью асимптотиче

ской процедуры разделения переменных могут быть сведены к рекуррентной

последовательности одномерных задач [7, 19, 35, 328, 342] . Этому вопросу

посвящена глава 5. В этом случае, группа A может быть расширена за счет

граничных условий следующего вида:

𝑚𝑖1 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|𝑥3=0 = 𝑓𝑖1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝑚𝑖2 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|𝑥3=1 = 𝑓𝑖2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝑢3|𝑥3=0 = 𝑓31 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐽
𝑞
3 |𝑥3=0 = 𝑓𝑞+3,1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) (𝑖 = 1, 2) ,

𝑢3|𝑥3=1 = 𝑓32 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐽
𝑞
3 |𝑥3=1 = 𝑓𝑞+3,2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

(1.54)

или

𝑚𝑖1 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|𝑥3=0 = 𝑓𝑖1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝑚𝑖2 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|𝑥3=1 = 𝑓𝑖2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜎33|𝑥3=0 = 𝑓31 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥3=0 = 𝑓𝑞+3,1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) (𝑖 = 1, 2) ,

𝜎33|𝑥3=1 = 𝑓32 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥3=1 = 𝑓𝑞+3,2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

(1.55)

или

𝑚𝑖1 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|𝑥3=0 = 𝑓𝑖1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝑚𝑖2 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|𝑥3=1 = 𝑓𝑖2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) ,

𝑢3|𝑥3=0 = 𝑓31 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝐽
𝑞
3 |𝑥3=0 = 𝑓𝑞+3,1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) (𝑖 = 1, 2) ,

𝜎33|𝑥3=1 = 𝑓32 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥3=1 = 𝑓𝑞+3,2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) .

(1.56)

Здесь 𝑚𝑖1 и 𝑚𝑖2 – произвольные линейные дифференциальные операто

ры.
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Замечание 1. В работе также рассматриваются задачи в декартовой си

стеме координат для полуограниченных сред: полупрямая, полуплоскость и

полупространство. В этом случае искомые функции предполагаются ограни

ченными в области решения соответствующей задачи:

𝜂𝑞 = 𝑂 (1) , 𝑢𝑖 = 𝑂 (1) 𝐽𝑞 = 𝑂 (1) , 𝜎𝑖𝑗 = 𝑂 (1) (𝑥𝑘 → ∞) . (1.57)

В задачах для пространства полагаем, что функции 𝜂𝑞, 𝑢𝑖, 𝐽𝑞 и 𝜎𝑖𝑗 явля

ются ограниченными в ℜ3.

Замечание 2. В задачах для однокомпонентных сред, здесь и далее ин

декс «𝑞», обозначающий номер диффундирующей компоненты будет опус

каться.



48

Глава 2

Одномерные нестационарные задачи упругой

диффузии со специальными граничными

условиями

2.1. Интегральное представление решений

В рамках данной в главе 1 постановки рассмотрим одномерные задачи

упругой диффузии для слоя с граничными условиями, перечисленными в

п. 1.5, а также соответствующие задачи для полупространства. Их решения

удобно представить в интегральном виде, т.е. в виде сверток функций Грина

рассматриваемой задачи с правыми частями граничных условий.

Введем поверхностные функции Грина 𝐺𝑖𝑘𝑙 (𝑙 = 1, 2, 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑁 + 1)

задачи (1.31) и (1.45), которые удовлетворяют уравнениям (1.31), нулевым

начальным условиям и следующим граничным условиям
(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
:

𝐺1𝑘𝑙|𝑥=0 = 𝛿1𝑘𝛿1𝑙𝛿 (𝜏) ,
(︀
Λ𝑞𝐺

′′
1𝑘𝑙 −𝐷𝑞𝐺

′
𝑞+1,𝑘𝑙

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 𝛿𝑞+1,𝑘𝛿1𝑙𝛿 (𝜏) ,

𝐺1𝑘𝑙|𝑥=1 = 𝛿1𝑘𝛿2𝑙𝛿 (𝜏) ,
(︀
Λ𝑞𝐺

′′
1𝑘𝑙 −𝐷𝑞𝐺

′
𝑞+1,𝑘𝑙

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 𝛿𝑞+1,𝑘𝛿2𝑙𝛿 (𝜏) .
(2.1)

где 𝛿 (𝜏) – дельта-функция Дирака, 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.

Тогда решение указанной задачи представимо в виде (здесь звездочка

означает свертку по времени 𝜏 ):

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

2∑︁
𝑙=1

𝐺1𝑘𝑙 * 𝑓𝑘𝑙, 𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

2∑︁
𝑙=1

𝐺𝑞+1,𝑘𝑙 * 𝑓𝑘𝑙. (2.2)

Замечание 1. Отметим, что с использованием замены пространственной

переменной 𝑦 = 1− 𝑥 можно получить следующую связь функций Грина:

𝐺1𝑘2 (𝑥, 𝜏) = 𝐺1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) , 𝐺𝑞+1,𝑘2 (𝑥, 𝜏) = −𝐺𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) . (2.3)
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В самом деле, продифференцируем равенства (2.3) по 𝑥

𝐺′′
1𝑘2 (𝑥, 𝜏) = 𝐺′′

1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) , 𝐺′
𝑞+1,𝑘2 (𝑥, 𝜏) = 𝐺′

𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) ,

𝐺′′′
1𝑘2 (𝑥, 𝜏)=−𝐺′′′

1𝑘1 (1−𝑥, 𝜏) , 𝐺′′
𝑞+1,𝑘2 (𝑥, 𝜏)=−𝐺′′

𝑞+1,𝑘1 (1−𝑥, 𝜏) .
(2.4)

Подставляя теперь (2.3) с учетом соотношений (2.4) в уравнения (1.31)

при отсутствии массовых сил, получаем

�̈�1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) = 𝐺′′
1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏)−

𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
′
𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) ,

−�̇�𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) = −𝐷𝑞𝐺
′′
𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) + Λ𝑞𝐺

′′′
1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏)

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
.

Следовательно функции𝐺1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) и −𝐺𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) удовлетворя

ют однородным уравнениям, соответствующим (1.31). Таким образом, если

функции 𝐺𝑚𝑘2 (𝑥, 𝜏) удовлетворяют краевой задаче (1.31), (2.1), то функции

𝐺1𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) и −𝐺𝑞+1,𝑘1 (1− 𝑥, 𝜏) тоже удовлетворяют этой краевой задаче.

Учитывая установленное свойство симметрии (2.3) в дальнейшем, для

удобства изложения последний индекс в записи функций Грина будем опус

кать, полагая

𝐺𝑖𝑘 = 𝐺𝑖𝑘1.

Тогда формулы (2.2) можно записать так:

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

[𝐺1𝑘 (𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘1 (𝜏) +𝐺1𝑘 (1− 𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘2 (𝜏)] ,

𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

[𝐺𝑞+1,𝑘 (𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘1 (𝜏)−𝐺𝑞+1,𝑘 (1− 𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘2 (𝜏)] .
(2.5)

Следовательно, вместо (2𝑁 + 2)2 функций Грина достаточно найти (𝑁 + 1)2

функцию, удовлетворяющую условиям:

𝐺1𝑘|𝑥=0 = 𝛿1𝑘𝛿 (𝜏) ,
(︀
Λ𝑞𝐺

′′
1𝑘 −𝐷𝑞𝐺

′
𝑞+1,𝑘

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 𝛿𝑞+1,𝑘𝛿 (𝜏) ,

𝐺1𝑘|𝑥=1 = 0,
(︀
Λ𝑞𝐺

′′
1𝑘 −𝐷𝑞𝐺

′
𝑞+1,𝑘

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 0.
(2.6)
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Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что для краевой за

дачи (1.31), (1.46) решение представимо в виде

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

[𝐺1𝑘 (𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘1 (𝜏)−𝐺1𝑘 (1− 𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘2 (𝜏)] ,

𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

[𝐺𝑞+1,𝑘 (𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘1 (𝜏) +𝐺𝑞+1,𝑘 (1− 𝑥, 𝜏) * 𝑓𝑘2 (𝜏)] ,
(2.7)

где 𝐺𝑖𝑘 = 𝐺𝑖𝑘1 - поверхностные функции Грина, удовлетворяющие уравнению

(1.31) и граничным условиям:(︃
𝐺′

1𝑘 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑘

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 𝛿1𝑘𝛿 (𝜏) , 𝐺𝑞+1,𝑘|𝑥=0 = 𝛿𝑞+1,𝑘𝛿 (𝜏) ,(︃
𝐺′

1𝑘 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑘

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 0, 𝐺𝑞+1,𝑘|𝑥=1 = 0.

(2.8)

Замечание 2. При рассмотрении задач для полупространства формулы

(2.5) и (2.7) будут иметь вид

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺1𝑘 * 𝑓𝑘, 𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝑞+1,𝑘 * 𝑓𝑘, 𝑓𝑘 = 𝑓𝑘1. (2.9)

Здесь 𝐺𝑖𝑘 - поверхностные функции Грина задачи (1.31), (1.45) для полу

пространства. При этом в равенствах (2.6) и (2.8) вместо условия на границе

𝑥 = 1 задается условие ограниченности искомых функций в рассматриваемой

области.

Наконец, для задачи (1.31), (1.47) решение ищется в виде (2.2), где функ

ции 𝐺𝑖𝑘𝑙 (𝑙 = 1, 2, 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑁 + 1) удовлетворяют уравнениям (1.31), нулевым

начальным условиям и следующим граничным условиям
(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
:

𝐺1𝑘𝑙|𝑥=0 = 𝛿1𝑘𝛿1𝑙𝛿 (𝜏) ,
(︀
Λ𝑞𝐺

′′
1𝑘𝑙 −𝐷𝑞𝐺

′
𝑞+1,𝑘𝑙

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 𝛿𝑞+1,𝑘𝛿1𝑙𝛿 (𝜏) ,(︃
𝐺′

1𝑘𝑙 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑘𝑙

)︃
⃒
𝑥=1

= 𝛿1𝑘𝛿2𝑙𝛿 (𝜏) , 𝐺𝑞+1,𝑘𝑙|𝑥=1 = 𝛿𝑞+1,𝑘𝛿2𝑙𝛿 (𝜏) .
(2.10)
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2.2. Задача Штурма-Лиувилля для одномерного

упругодиффузионного оператора

Одним из эффективных приемов решения нестационарных задач меха

ники является использование интегральных преобразований и разложений в

ряды Фурье. Это позволяет свести одномерную начально-краевую задачу к

системе линейных алгебраических уравнений. Одним из достоинств такого

подхода как будет показано далее, является то, что в пространстве преобра

зования Лапласа решение является рациональной функцией, что позволяет

легко найти оригиналы с помощью вычетов.

Реализация этого подхода приводит к необходимости решать задачу

Штурма – Лиувилля. При этом, для одномерных моделей механодиффузии

в прямоугольной декартовой системе координат после применения к (1.31)

преобразования Лапласа возникает необходимость решения системы уравне

ний следующего вида (штрих означает производную по переменной 𝑥, 𝜆 –

произвольный параметр):

𝑢′′ − 𝛼𝜂′ + 𝜆𝑢 = 0,

𝐷𝜂′′ − Λ𝑢′′′ + 𝜆𝜂 = 0.
(2.11)

Замечание 1. В уравнениях (1.31) для упрощения выкладок положено,

что рассматриваемая среда является однокомпонентной. Индекс «𝑞» обозна

чающий номер диффундирующей компоненты в соответствии с замечанием

2 п. 1.5 опущен.

Решение системы уравнений (2.11) будем искать в виде:

𝑢 = 𝑈𝑒𝜈𝑥, 𝜂 = H𝑒𝜈𝑥.

В результате придем к системе линейных алгебраических уравнений от

носительно 𝑈 и 𝐻:
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(︀
𝜈2 + 𝜆

)︀
𝑈 − 𝛼𝜈H = 0,

−Λ𝜈3𝑈 +
(︀
𝐷𝜈2 + 𝜆

)︀
H = 0.

Она имеет нетривиальное решение в том случае, когда параметр 𝜈 удо

влетворяет характеристическому уравнению:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜈2 + 𝜆 −𝛼𝜈

−Λ𝜈3 𝐷𝜈2 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (𝐷 − 𝛼Λ) 𝜈4 + (1 +𝐷) 𝜈2𝜆+ 𝜆2 = 0.

Его решение имеет вид:

𝜈21,2 = −𝜆𝐴2
1,2, 𝐴2

1,2 =
1 +𝐷 ∓

√︁
(1−𝐷)2 + 4𝛼Λ

2 (𝐷 − 𝛼Λ)
. (2.12)

Поскольку, в реальных материалах [142, 191, 194, 214, 216, 221, 231, 236,

239, 240, 306, 314, 325, 331, 339, 345]

𝛼Λ, 𝐷 << 1,

то

𝐴2
1 =

1 +𝐷 −
√︁
(1−𝐷)2 + 4𝛼Λ

2 (𝐷 − 𝛼Λ)
=

=
2

(𝐷 − 𝛼Λ)

(︂
1 +𝐷 +

√︁
(1−𝐷)2 + 4𝛼Λ

)︂ > 0,

𝐴2
2 =

1 +𝐷 +
√︁

(1−𝐷)2 + 4𝛼Λ

2 (𝐷 − 𝛼Λ)

⎧⎨⎩ > 0, 𝐷 > 𝛼Λ,

< 0, 𝐷 < 𝛼Λ.

Таким образом, если выполнено условие

𝛼Λ < 𝐷 ≪ 1, (2.13)

то имеет место неравенство 𝐴2
1,2 > 0.
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Здесь возможны три ситуации: 𝜆 < 0, 𝜆 = 0 и 𝜆 > 0. В первом случае

все корни характеристического уравнения действительные и решение систе

мы (2.11) представляет собой линейную комбинацию экспонент, которая на

концах отрезка [0, 1] обращается в нуль только при условии, что все коэффи

циенты 𝑈𝑖 = 0 и следовательно система (2.11) имеет тривиальное решение.

При 𝜆 = 0 получаем, что 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Удовлетворяя нулевым граничным усло

виям, опять же находим, что 𝑢 = 0.

При 𝜆 > 0, все корни характеристического уравнения являются мнимы

ми. Заменив далее для удобства 𝜆 на 𝜆2, записываем их в виде:

𝜈1,2,3,4 = ±𝑖𝜆𝐴1,2.

Соответствующее решение системы уравнений (2.11) запишется так:

𝑢 = 𝑈1 cos𝐴1𝜆𝑥+ 𝑈2 sin𝐴1𝜆𝑥+ 𝑈3 cos𝐴2𝜆𝑥+ 𝑈4 sin𝐴2𝜆𝑥. (2.14)

Подставляя эту функцию в первое уравнение системы (2.11) находим 𝜂:

𝜂 =
1

𝛼

∫ (︀
𝑢′′ + 𝜆2𝑢

)︀
𝑑𝑥 = 𝑈1𝜆𝐵1 sin𝐴1𝜆𝑥− 𝑈2𝜆𝐵1 cos𝐴1𝜆𝑥+

+𝑈3𝜆𝐵2 sin𝐴2𝜆𝑥− 𝑈4𝜆𝐵2 cos𝐴2𝜆𝑥,

(2.15)

где

𝐵1 =

(︀
1− 𝐴2

1

)︀
𝛼𝐴1

, 𝐵2 =

(︀
1− 𝐴2

2

)︀
𝛼𝐴2

. (2.16)

Удовлетворяя заданным граничным условиям, получаем систему для

определения неизвестных величин 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 4.

Замечание 2. В случае, если условие (2.13) не выполняется, то общее

решение решение системы (2.11) будет иметь вид

𝑢 = 𝑈1 cos𝐴1𝜆𝑥+ 𝑈2 sin𝐴1𝜆𝑥+ 𝑈3e
𝐴2𝜆𝑥 + 𝑈4e

−𝐴2𝜆𝑥,

𝜂 =
1

𝛼

∫ (︀
𝑢′′ + 𝜆2𝑢

)︀
𝑑𝑥 = 𝑈1𝜆𝐵1 sin𝐴1𝜆𝑥− 𝑈2𝜆𝐵1 cos𝐴1𝜆𝑥+

+𝑈3𝜆𝐵2e
𝐴2𝜆𝑥 − 𝑈4𝜆𝐵2e

−𝐴2𝜆𝑥,
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𝐵1 =

(︀
1− 𝐴2

1

)︀
𝛼𝐴1

, 𝐵2 =

(︀
1 + 𝐴2

2

)︀
𝛼𝐴2

.

Это решение по причине наличия в нём экспонент с действительными

показателями тоже не удовлетворяет никаким нулевым граничным услови

ям соответствующим (1.43)–(1.46). Таким образом, можно утверждать, что

неравенство (2.13) является необходимым условием существования решения

задачи Штурма-Лиувилля для упругодиффузионного оператора.

Замечание 3. Формально выражение для концентрации (2.15) должно со

держать в качестве дополнительного слагаемого произвольную постоянную

интегрирования. Однако при подстановке (2.14) и (2.15) в граничные усло

вия (1.45) указанное слагаемое обращается в нуль в результате чего опять

получаем систему из 4-х уравнений для определения 4-х величин 𝑈𝑖. Кроме

того, упомянутая постоянная интегрирования определяет только некоторый

постоянный уровень концентрации вещества и не влияет на интенсивность

массопереноса, а, следовательно, и на напряженно-деформированное состо

яние среды. Поэтому, без ограничения общности, её в дальнейшем можно

считать раной нулю.

Рассмотрим для начала первые граничные условия группы A, а именно,

условия (1.45). Подставляя в их однородный вариант выражения (2.14) и

(2.15), получаем следующую систему линейных алгебраических уравнений

для определения неизвестных величин 𝑈𝑖:

𝑈1 + 𝑈3 = 0,

𝐶1𝑈1 + 𝐶2𝑈3 = 0,

𝑈1 cos𝐴1𝜆+ 𝑈2 sin𝐴1𝜆+ 𝑈3 cos𝐴2𝜆+ 𝑈4 sin𝐴2𝜆 = 0,

𝐶1𝑈1 cos𝐴1𝜆+ 𝐶1𝑈2 sin𝐴1𝜆+ 𝐶2𝑈3 cos𝐴2𝜆+ 𝐶2𝑈4 sin𝐴2𝜆 = 0,

где

𝐶1 = Λ𝐴2
1 +𝐷𝐴1𝐵1, 𝐶2 = Λ𝐴2

2 +𝐷𝐴2𝐵2.



55

При построении последних двух уравнений учтено, что 𝜆 ̸= 0. Далее,

из первого и второго уравнений получаем 𝑈1 = 𝑈3 = 0. Оставшаяся система

уравнений относительно величин 𝑈2, 𝑈4 имеет вид:

𝑈2 sin𝐴1𝜆+ 𝑈4 sin𝐴2𝜆 = 0,

𝐶1𝑈2 sin𝐴1𝜆+ 𝐶2𝑈4 sin𝐴2𝜆 = 0.

Условие существования нетривиального решения заключается в равен

стве нулю определителя данной системы⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ sin𝐴1𝜆 sin𝐴2𝜆

𝐶1 sin𝐴1𝜆 𝐶2 sin𝐴2𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (𝐶2 − 𝐶1) sin𝐴1𝜆 sin𝐴2𝜆 = 0.

Отсюда получаем два набора собственных значений:

𝜆(1)𝑛 =
𝜋𝑛

𝐴2
⇒ 𝑈2 = 0,

𝜆(2)𝑛 =
𝜋𝑛

𝐴1
⇒ 𝑈4 = 0.

И в том и в другом случае из формул (2.14) и (2.15) получаем два набора

собственных функций 𝑢𝑛 (𝑥) и 𝜂𝑛 (𝑥):

𝑢𝑛 (𝑥) = sin 𝜋𝑛𝑥, 𝜂𝑛 (𝑥) = cos 𝜋𝑛𝑥. (2.17)

Рассуждая аналогичным образом, для граничных условий (1.46) полу

чаем следующий набор собственных функций:

𝑢𝑛 (𝑥) = cos 𝜋𝑛𝑥, 𝜂𝑛 (𝑥) = sin𝜋𝑛𝑥. (2.18)

Для граничных условий (1.47) имеем следующую систему для определе

ния произвольных постоянных 𝑈𝑖:
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𝑈1 + 𝑈3 = 0,

𝐶1𝑈1 + 𝐶2𝑈3 = 0,

−
𝑈1

𝐴1
sin𝐴1𝜆+

𝑈2

𝐴1
cos𝐴1𝜆−

𝑈3

𝐴2
sin𝐴2𝜆+

𝑈4

𝐴2
cos𝐴2𝜆 = 0,

𝐵1𝑈1 sin𝐴1𝜆−𝐵1𝑈2 cos𝐴1𝜆+𝐵2𝑈3 sin𝐴2𝜆−𝐵2𝑈4 cos𝐴2𝜆 = 0,

По-прежнему, из первого и второго уравнений получаем 𝑈1 = 𝑈3 = 0.

Система уравнений относительно функций 𝑈2, 𝑈4 принимает вид:

𝑈2

𝐴1
cos𝐴1𝜆+

𝑈4

𝐴2
cos𝐴2𝜆 = 0,

−𝐵1𝑈2 cos𝐴1𝜆−𝐵2𝑈4 cos𝐴2𝜆 = 0,

Приравнивая её определитель нулю, получаем⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1

𝐴1
cos𝐴1𝜆

1

𝐴2
cos𝐴2𝜆

−𝐵1 cos𝐴1𝜆 −𝐵2𝑈4 cos𝐴2𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⎛⎝𝐵1

𝐴2
−
𝐵2

𝐴1

⎞⎠ cos𝐴1𝜆 cos𝐴2𝜆 = 0.

Отсюда также находим два набора собственных значений:

𝜆(1)𝑛 =
𝜋 (2𝑛− 1)

2𝐴2
⇒ 𝑈2 = 0,

𝜆(2)𝑛 =
𝜋 (2𝑛− 1)

2𝐴1
⇒ 𝑈4 = 0.

Им соответствуют два набора собственных функций 𝑢𝑛 (𝑥) и 𝜂𝑛 (𝑥):

𝑢𝑛 (𝑥) = sin
𝜋 (2𝑛− 1)𝑥

2
, 𝜂𝑛 (𝑥) = cos

𝜋 (2𝑛− 1)𝑥

2
. (2.19)

Для граничных условий (1.43), (1.44) и условий группы B решение зада

чи о собственных значениях приводит к трансцендентным уравнениям. Так,

например, для первой краевой задачи (1.43) имеем:
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𝑈1 + 𝑈3 = 0,

𝐵1𝑈2 +𝐵2𝑈4 = 0,

𝑈1 cos𝐴1𝜆+ 𝑈2 sin𝐴1𝜆+ 𝑈3 cos𝐴2𝜆+ 𝑈4 sin𝐴2𝜆 = 0,

𝐵1𝑈1 sin𝐴1𝜆−𝐵1𝑈2 cos𝐴1𝜆+𝐵2𝑈3 sin𝐴2𝜆−𝐵2𝑈4 cos𝐴2𝜆 = 0.

(2.20)

Выражая 𝑈1 через 𝑈3 и 𝑈2 через 𝑈4, получаем:

𝑈1 = −𝑈3, 𝑈2 = −
𝐵2

𝐵1
𝑈4,

−𝑈3 cos𝐴1𝜆−
𝐵2

𝐵1
𝑈4 sin𝐴1𝜆+ 𝑈3 cos𝐴2𝜆+ 𝑈4 sin𝐴2𝜆 = 0,

−𝐵1𝑈3 sin𝐴1𝜆+𝐵1𝑈4 cos𝐴1𝜆+𝐵2𝑈3 sin𝐴2𝜆−𝐵2𝑈4 cos𝐴2𝜆 = 0.

Используя выражения для 𝑈1 и 𝑈2, приходим к системе из двух уравне

ний:

𝐵1𝑈3 (cos𝐴2𝜆− cos𝐴1𝜆) + 𝑈4 (𝐵1 sin𝐴2𝜆−𝐵2 sin𝐴1𝜆) = 0,

𝑈3 (𝐵2 sin𝐴2𝜆−𝐵1 sin𝐴1𝜆) +𝐵2𝑈4 (cos𝐴2𝜆− cos𝐴1𝜆) = 0.
(2.21)

Для того, чтобы система (2.21) имела нетривиальное решение необходи

мо потребовать, чтобы её определитель равнялся нулю:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐵1 (cos𝐴2𝜆− cos𝐴1𝜆) 𝐵1 sin𝐴2𝜆−𝐵2 sin𝐴1𝜆

𝐵2 sin𝐴2𝜆−𝐵1 sin𝐴1𝜆 𝐵2 (cos𝐴2𝜆− cos𝐴1𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Раскрытие этого определителя приводит к уравнению:

(cos𝐴2𝜆− cos𝐴1𝜆)
2 −

⎛⎝sin𝐴2𝜆−
𝐵2

𝐵1
sin𝐴1𝜆

⎞⎠⎛⎝sin𝐴2𝜆−
𝐵1

𝐵2
sin𝐴1𝜆

⎞⎠ = 0.

Его можно примести к более компактному виду:

cos 2𝐴2𝜆+cos 2𝐴1𝜆− 2 cos𝐴2𝜆 cos𝐴1𝜆+
𝐵2

1 +𝐵2
2

𝐵1𝐵2
sin𝐴2𝜆 sin𝐴1𝜆 = 0. (2.22)
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однако, найти точное аналитическое решение не представляется возможным.

С другой стороны, с учетом соотношения (2.13), а также принятых обо

значений (2.12) и (2.16), уравнение (2.22) эквивалентно следующему уравне

нию

cos 2𝜆+ cos 2
𝜆

𝐷
− 2 cos

𝜆

𝐷
cos𝜆+

1

𝛼Λ
√
𝐷

sin
𝜆

𝐷
sin𝜆 = 0.

при этом, в силу того же соотношения (2.13)

1

𝐷
,

1

𝛼Λ
√
𝐷

≫ 1.

Таким образом, уравнение (2.22) содержит сильно осциллирующие функ

ции, что существенно осложняет и численное нахождение его корней.

Аналогичная ситуация имеет место и для краевых условий (1.44) и всех

условий группы B, которые здесь подробно не анализируются. Поэтому, в

силу указанного обстоятельства, основным объектом исследования в данной

работе будут краевые задачи с граничными условиями (1.45) – (1.47) и их мно

гомерные аналоги. Алгоритм решения краевых задач, не входящих в группу

A, будет рассматриваться отдельно. Этому вопросу посвящена глава 4.

Замечание 4. Очевидно, что собственные функции (2.17) удовлетворяют

не только краевой задаче с граничными условиями (1.45). Непосредственной

проверкой можно убедиться, что вместо равенств (1.45) можно использовать

соотношения, содержащие линейные комбинации величин

𝜕2𝑘𝑢

𝜕𝑥2𝑘
,

𝜕2𝑘+1𝜂

𝜕𝑥2𝑘+1
𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Аналогично, вместо граничных условий (1.46) можно использовать ра

венства, содержащие линейные комбинации величин

𝜕2𝑘𝜂

𝜕𝑥2𝑘
,

𝜕2𝑘+1𝑢

𝜕𝑥2𝑘+1
𝑘 = 0, 1, 2, . . .
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С учетом того, что граничные условия (1.47) представляют собой смесь

условий (1.45) и (1.46), то данное замечание относится и к ним тоже.

Таким образом, множество всевозможных граничных условий можно

разбить на некоторые «классы» эквивалентных в смысле замечания 4 гра

ничных условий. Условия (1.45), (1.46) и (1.47) можно считать «представи

телями» этих классов. Их выбор обусловлен наличием в них вполне опре

деленного механического смысла – кинематики или динамики нагружения

(массопереноса).
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2.3. Механодиффузия слоя под действием

кинематических поверхностных механических

возмущений

Дальнейшее решение одномерных задач упругой диффузии для слоя

осуществляется с помощью преобразования Лапласа и разложения в ряды

Фурье по собственным функциям, найденным в п. 2.2.

Рассмотрим задачу (1.31), (1.45) для 𝑁 -компонентного слоя с нулевыми

начальными условиями при 𝑓𝑘2 ≡ 0, 𝑘 = 1, 𝑁 + 1, и применим к ней преоб

разование Лапласа по времени [53, 60] (𝑠 – параметр преобразования, индекс

«𝐿» обозначает трансформанту):

𝑢′′
𝐿
= 𝑠2𝑢𝐿 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂
′𝐿
𝑗 , 𝐷𝑞𝜂

′′𝐿
𝑞 = 𝑠𝜂𝐿𝑞 + Λ𝑞𝑢

′′′𝐿, 𝑞 = 1, 𝑁 ; (2.23)

𝑢𝐿
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑓𝐿11,
(︁
Λ𝑞𝑢

′′𝐿 −𝐷𝑞𝜂
′𝐿
𝑞

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝑓𝐿𝑞+1,1,

𝑢𝐿
⃒⃒
𝑥=1

= 0,
(︁
Λ𝑞𝑢

′′𝐿 −𝐷𝑞𝜂
′𝐿
𝑞

)︁⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0.
(2.24)

Редуцируем полученную краевую задачу к однородным краевым усло

виям. С этой целью полагаем

𝑢𝐿 (𝑥, 𝑠) = 𝜙 (𝑥, 𝑠) + 𝑈 (𝑥, 𝑠) , 𝜂𝐿𝑞 (𝑥, 𝑠) = 𝜓𝑞 (𝑥, 𝑠) + H𝑞 (𝑥, 𝑠) . (2.25)

Здесь функции 𝜙 и 𝜓𝑞 выбираются так, чтобы они удовлетворяли гра

ничным условиям (2.24):

𝜙 (𝑥, 𝑠) = 𝜙* (𝑥) 𝑓𝐿11 (𝑠) , 𝜓𝑞 (𝑥, 𝑠) = 𝜓*
𝑞 (𝑥) 𝑓

𝐿
𝑞+1,1 (𝑠) ,

𝜙* (𝑥) = 1− 𝑥, 𝜓*
𝑞 (𝑥) =

1

𝐷𝑞

⎛⎝𝑥2
2
− 𝑥

⎞⎠ .
(2.26)

Тогда для функций 𝑈 и H𝑞 получаем следующую задачу:

𝑠2𝑈 − 𝑈 ′′ +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗H
′
𝑗 = Φ1, 𝑠H𝑞 −𝐷𝑞H

′′
𝑞 + Λ𝑞𝑈

′′′ = Φ𝑞+1; (2.27)
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Φ1 (𝑥, 𝑠) = 𝜙* (𝑥)

⎡⎣−𝑠2𝑓𝐿11 (𝑠) + 𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

𝐷𝑗
𝑓𝐿𝑗+1,1 (𝑠)

⎤⎦ ,
Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠) =

[︀
1− 𝑠𝜓*

𝑞 (𝑥)
]︀
𝑓𝐿𝑞+1,1 (𝑠) .

(2.28)

Ее решение представляем в виде рядов по собственным функциям:

𝑈 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑈 𝑠 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥,

H𝑞 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=0

H𝑐
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛.

(2.29)

Аналогичным образом записываем функции 𝜙*, 𝜓*
𝑞 , искомые функции

𝑢𝐿, 𝜂𝐿𝑞 и правые части уравнений в (2.28):

𝜙* (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑠 (𝜆𝑛) sin𝜆𝑛𝑥, 𝜓
*
𝑞 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑐
𝑞 (𝜆𝑛) cos𝜆𝑛𝑥,

𝑢𝐿 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝐿𝑠 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥, 𝜂
𝐿
𝑞 (𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜂𝐿𝑐𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,

Φ1 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

Φ𝑠
1 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥, Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=0

Φ𝑐
𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,

(2.30)

где

𝜓𝑐
𝑞 (0) =

1∫
0

𝜓* (𝑥) 𝑑𝑥 =
1

6𝐷𝑞
, 𝜓𝑐

𝑞 (𝜆𝑛) = 2

1∫
0

𝜓*
𝑞 (𝑥) cos𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 =

2

𝐷𝑞𝜆2𝑛
,

𝜙𝑠 (𝜆𝑛)=2

1∫
0

𝜙*(𝑥) sin𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥=
2

𝜆𝑛
, Φ𝑐

𝑞+1 (0, 𝑠)=
[︀
1−𝑠𝜓𝑐

𝑞 (0)
]︀
𝑓𝐿𝑞+1,1(𝑠) ,

Φ𝑠
1 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜙𝑠 (𝜆𝑛)

⎡⎣−𝑠2𝑓𝐿11 (𝑠) + 𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

𝐷𝑗
𝑓𝐿𝑗+1,1 (𝑠)

⎤⎦ ,
Φ𝑐

𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) = −𝑠𝜓𝑐
𝑞 (𝜆𝑛) 𝑓

𝐿
𝑞+1,1 (𝑠) , (𝑛 ≥ 1) .

(2.31)

Подставляя ряды (2.29) и (2.30) в уравнения (2.27), получаем системы

линейных алгебраических уравнений для коэффициентов 𝑈 𝑠 и H𝑐
𝑞.

При 𝑛 = 0 имеем одно уравнение:

𝑠H𝑐
𝑞 (0, 𝑠) = Φ𝑐

𝑞+1 (0, 𝑠) ,
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из которого сразу находим

H𝑐
𝑞 =

Φ𝑐
𝑞+1 (0, 𝑠)

𝑠
=

[︀
1− 𝑠𝜓𝑐

𝑞 (0)
]︀
𝑓𝐿𝑞+1,1 (𝑠)

𝑠
.

Поэтому, нулевая гармоника 𝜂𝐿𝑐𝑞 соответствующего ряда Фурье для функ

ции 𝜂𝐿𝑞 в (2.30) будет определяться так:

𝜂𝐿𝑐𝑞 (0, 𝑠) =
𝑓𝐿𝑞+1,1 (𝑠)

𝑠
. (2.32)

При 𝑛 ≥ 1 приходим к системе из 𝑁 + 1 - го уравнения и стольких же

неизвестных величин 𝑈 𝑠 и H𝑐
𝑞:

(︀
𝜆2𝑛 + 𝑠2

)︀
𝑈 𝑠 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆𝑛H
𝑐
𝑗 = Φ𝑠

1,

−Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑈

𝑠 +
(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
H𝑐

𝑞 = Φ𝑐
𝑞+1.

(2.33)

Так как коэффициенты этой системы являются рациональными функ

циями параметра преобразования Лапласа 𝑠, то и её решения также будут

такими же функциями. Причем, как показано в работах [53, 60], в решения

будут входить неправильные дроби, требующие выделения целой части. В

данном случае, ввиду произвольного размера системы (2.33) подход, изло

женный в [53, 60] является неприемлемым. Поступим следующим образом.

С помощью равенств (2.25) переходим в системе (2.33) к искомым функциям

𝑢𝐿𝑠 и 𝜂𝐿𝑐𝑞 , получаем:

(︀
𝜆2𝑛 + 𝑠2

)︀
𝑢𝐿𝑐 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆𝑛𝜂
𝐿𝑐
𝑗 = Φ𝑠*

1 ,

−Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑢

𝐿𝑠 +
(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝜂𝐿𝑐𝑞 = Φ𝑐*

𝑞+1,

(2.34)

где
Φ𝑠*

1 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜆2𝑛𝑓
𝐿
11 (𝑠)𝜙

𝑠 (𝜆𝑛) ,

Φ𝑐*
𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) = −𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

[︀
Λ𝑞𝜆

2
𝑛𝑓

𝐿
11 (𝑠)− 𝑓𝐿𝑞+1,1 (𝑠)

]︀
𝜓𝑐
𝑞 (𝜆𝑛) .

(2.35)
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Решение системы (2.34), а также трансформанты функций Грина 𝐺𝐿
𝑖𝑘

исходной задачи с учетом (2.2) и (2.30) записываются так:

𝑢𝐿 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝐿
1𝑘𝑓

𝐿
𝑘1, 𝜂𝐿𝑞 =

𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑘𝑓

𝐿
𝑘1,

𝐺𝐿
1𝑘 (𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑠
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥, 𝐺

𝐿𝑠
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
,

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑘 (𝑥, 𝑠) = 𝛿𝑞+1,𝑘

⎛⎝1

𝑠
+ 2

∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝑥

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛

⎞⎠− 2Λ𝑞𝛿1𝑘

∞∑︁
𝑛=1

𝜆2𝑛 cos𝜆𝑛𝑥

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝐿𝑐
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠)

(︀
𝑘 = 1, 𝑁 + 1

)︀
.

(2.36)

Здесь функции 𝑃𝑖𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠), 𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) и 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) имеют вид:

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) =
(︀
𝑠2 + 𝜆2𝑛

)︀
Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗𝜆
4
𝑛Π𝑗,

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
;

(2.37)

𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠) = 2𝜆𝑛

(︃
Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗𝜆
2
𝑛Π𝑗

)︃
, 𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) = 2𝜆𝑛𝛼𝑞Π𝑞,

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) = Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠)

(︀
𝑘 = 1, 𝑁 + 1

)︀
.

(2.38)

Величины Π = Π(𝜆𝑛, 𝑠) и Π𝑖 = Π𝑖 (𝜆𝑛, 𝑠) определяются следующим об

разом:

Π(𝑥, 𝑦) =
𝑁∏︁
𝑗=1

(︀
𝐷𝑗𝑥

2 + 𝑦
)︀
, Π𝑖 (𝑥, 𝑦) =

𝑁∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

(︀
𝐷𝑗𝑥

2 + 𝑦
)︀
. (2.39)

Замечание. В формулах (2.38), (2.39) следует при 𝑁 = 1 положить Π1 =

1.

Многочлен 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) имеет степень 𝑁 +2 по переменной 𝑠. Ввиду произ

вольности значения 𝑁 выполнить точное исследование его нулей (в том числе
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на кратность) весьма затруднительно. Однако известно, что для упругой за

дачи он имеет два чисто мнимых корня. В этом легко убедиться положив

в 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) все диффузионные постоянные равными нулю. Далее, используя

метод малого параметра, докажем следующее утверждение.

Утверждение. Пусть выполнено условие (2.13). Тогда, многочлен 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)

имеет два комплексно сопряженных нуля с отрицательными действительны

ми частями и 𝑁 простых отрицательных действительных нулей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства воспользуется асимпто

тическим представлением корней многочленов. Условие (2.13) применительно

к многокомпонентным средам запишется так

𝛼𝑞Λ𝑞 < 𝐷𝑞 << 1.

Введем малый параметр

𝜀 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗.

Тогда можно записать

𝛼𝑞Λ𝑞 = 𝜇𝑞𝜀, 𝜇𝑞 = 𝑂 (1) .

Нули 𝑠 = 𝑠 (𝜆𝑛) многочлена 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) будем искать в виде рядов по сте

пеням малого параметра 𝜀:

𝑠 =
∞∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝜀
𝑝.

Подставляя этот ряд в уравнение 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) = 0, и группируя коэффици

енты при одинаковых степенях 𝜀, получаем в нулевом приближении

𝜀0 :
(︀
𝑠20 + 𝜆2𝑛

)︀
Π(𝑠0, 𝜆𝑛) = 0.

Из этого равенства получаем

𝑠0 =
{︀
𝑖𝜆𝑛,−𝑖𝜆𝑛,−𝐷𝑗𝜆

2
𝑛

}︀
.
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Таким образом, нулевое приближение позволяет установить, что все ну

ли многочлена 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) являются простыми. Переходя к первому приближе

нию

𝜀1 : 2𝑠0𝑠1Π(𝑠0, 𝜆𝑛) +
(︀
𝑠20 + 𝜆2𝑛

)︀
𝑠1

𝑁∑︁
𝑗=1

Π𝑗 (𝑠0, 𝜆𝑛)−

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝜆
4
𝑛Π𝑗 (𝑠0, 𝜆𝑛) = 0.

находим

𝑠1 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝜆
4
𝑛Π𝑗 (𝑠0, 𝜆𝑛)

2𝑠0Π(𝑠0, 𝜆𝑛) + (𝑠20 + 𝜆2𝑛)
𝑁∑︁
𝑗=1

Π𝑗 (𝑠0, 𝜆𝑛)

.

Подставляя сюда мнимые корни нулевого приближения, получаем пару

комплексно сопряженных величин

𝑠1 = ∓𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝜆
3
𝑛Π𝑗 (𝜆𝑛,±𝑖𝜆𝑛)

2Π (𝜆𝑛,±𝑖𝜆𝑛)
.

Для действительных корней нулевого приближения получаем действи

тельные значения первого приближения

𝑠1 =
𝜇𝑗𝜆

2
𝑛

(𝐷𝑗)
2 𝜆2𝑛 + 1

.

В силу того, что многочлен 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) является рациональной функцией с

действительными коэффициентами при степенях 𝑠, то каждое последующее

приближение 𝑠𝑝 так же будет являться рациональной функцией с действи

тельными коэффициентами от предыдущего приближения 𝑠𝑝−1. Поэтому, все

последующие приближения будут наследовать свойства комплексности (дей

ствительности) нулевого приближения.
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Таким образом, при условии (2.13) многочлен 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) имеет 𝑁 +2 про

стых нуля 𝑠𝑘 = 𝑠𝑘 (𝜆𝑛), 𝑘 = 1, 𝑁 + 2 из которых, два комплексно сопряжен

ных, а остальные действительные. �

Многочлены 𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) имеет дополнительный корень −𝐷𝑞𝜆
2
𝑛. Введем

обозначения: 𝛾 (𝜆𝑛) = Re [𝑠1 (𝜆𝑛)], 𝛽 (𝜆𝑛) = Im [𝑠1 (𝜆𝑛)], 𝑠2 = 𝑠1, 𝑠𝑞+2 (𝜆𝑛) ∈ ℜ,

𝛾, 𝑠𝑞+2 < 0. Тогда оригиналы гармоник функций Грина будут иметь вид [84]:

𝐺𝑠
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝜏) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
1𝑘 e

𝑠𝑗+2𝜏 + e𝛾𝜏
(︁
𝐴

(1)
1𝑘 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
1𝑘 sin 𝛽𝜏

)︁
, (2.40)

где

𝐴
(1)
1𝑘 = 2Re

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠1)
, 𝐴

(2)
1𝑘 = 2 Im

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠1)
, 𝐵

(𝑗)
1𝑘 =

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)
. (2.41)

Оригиналы функций 𝐺𝑞+1,𝑘 (𝑥, 𝜏) запишутся так [84]:

𝐺𝑞+1,1 (𝑥, 𝜏) =
Λ𝑞

𝐷𝑞

𝜕

𝜕𝜏
𝜗3

⎛⎝𝑥
2
, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏

⎞⎠+
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑐
𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑞+1,𝑝+1 (𝑥, 𝜏) = 𝛿𝑞𝑝𝜗3

⎛⎝𝑥
2
, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏

⎞⎠+
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑐
𝑞+1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥,

𝜗3 (𝑥, 𝑞) = 1 + 2
∞∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛
2

cos 2𝜋𝑛𝑥;

(2.42)

𝐺𝑐
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝜏) = e𝛾𝜏

(︁
𝐴

(1)
𝑞+1,𝑘 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
𝑞+1,𝑘 sin 𝛽𝜏

)︁
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑘e

𝑠𝑗+2𝜏 +𝐵
(𝑁+1)
𝑞+1,𝑘 e−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛𝜏
(︀
𝑘 = 1, 𝑁 + 1

)︀
,

(2.43)

где 𝜗3 (𝑥, 𝑞) - тета-функция Якоби [89], а коэффициенты 𝐴
(𝑟)
𝑞+1,𝑘 и 𝐵(𝑗)

𝑞+1,𝑘 нахо

дятся по формулам:

𝐴
(1)
𝑞+1,𝑘 = 2Re

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠1)

, 𝐴
(2)
𝑞+1,𝑘 = 2 Im

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠1)

,

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑘 =

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

, 𝐵
(𝑁+1)
𝑞+1,𝑘 =

𝑃𝑞+1,𝑘

(︀
𝜆𝑛,−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝑄′

𝑞 (𝜆𝑛, −𝐷𝑞𝜆2𝑛)
.

(2.44)
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Замечание. Функции𝐺𝑞+1,1 (𝑥, 𝜏) и𝐺𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 𝜏) имеют особенности при

𝜏 → 0, что может осложнить вычисление сверток в (2.5) особенно при чис

ленном интегрировании. В самом деле, рассмотрим функцию 𝐺𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 𝜏).

Она содержит внутри себя тета-функцию Якоби 𝜗3 (𝑥, 𝑞). При 𝑥 = 0

𝜗3

(︁
0, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏
)︁
= 1 + 2

∞∑︁
𝑛=1

e−𝐷𝑞𝜋
2𝑛2𝜏 . (2.45)

Это ряд сходится ∀𝜏 > 0. В самом деле, ему можно поставить в соответ

ствие интеграл

∞∫
1

e−𝐷𝑞𝜋
2𝜉2𝜏 𝑑𝜉,

который в силу интегрального признака Коши ведет себя в смысле сходимо

сти также как и ряд в (2.45). Тогда, имеет место следующая оценка [182]

𝜗3

(︁
0, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏
)︁
= 1 + 2

∞∑︁
𝑛=1

e−𝐷𝑞𝜋
2𝑛2𝜏 =

∞∫
0

e−𝐷𝑞𝜋
2𝜉2𝜏 𝑑𝜉 +𝑂 (1) =

=
1

2

⎯⎸⎸⎷ 1

𝐷𝑞𝜋𝜏
+𝑂 (1) .

(2.46)

Следовательно, функция 𝐺𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 𝜏) при 𝑥 = 0 и 𝜏 → 0 имеет инте

грируемую степенную особенность 𝜏𝛼, 𝛼 = −1/2.

Особенность у функции 𝐺𝑞+1,1 (𝑥, 𝜏) обусловлена наличием производной

от тета-функции по времени. С учетом представлений (2.45) и (2.46) имеем

𝜕

𝜕𝜏

[︁
𝜗3

(︁
0, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏
)︁]︁

∼
𝜕

𝜕𝜏

⎛⎜⎜⎝1

2

⎯⎸⎸⎷ 1

𝐷𝑞𝜋𝜏

⎞⎟⎟⎠ = −
1

4

1√︀
𝐷𝑞𝜋𝜏 3/2

. (2.47)

Следовательно, функция 𝐺𝑞+1,1 (𝑥, 𝜏) при 𝑥 = 0 и 𝜏 → 0 имеет неинте

грируемую степенную особенность 𝜏𝛼, 𝛼 = −3/2.
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2.4. Механодиффузия полупространства под действием

кинематических поверхностных механических

возмущений

При решении задач для полуограниченных сред с помощью разложения

по собственным функциям вместо рядов Фурье используются синус-, косинус

преобразования. Таким образом, общая схема их решения схожа с методом

решения задач для ограниченных сред.

Будем рассматривать нестационарную задачу упругой диффузии для

𝑁 -компонентного полупространства. Физико-механические процессы описы

ваются уравнениями (1.31). Граничные возмущения заданы равенствами (1.45)

с учетом условий ограниченности (1.57). Начальные условия нулевые.

Решение задачи в интегральной форме имеет вид (2.9). По аналогии с

методикой, изложенной в п. 2.3, для нахождения функций Грина применяем к

задачи (1.31) и (1.45) преобразование Лапласа по времени. Получаем с учетом

замечания 2 п. 2.1 задачу (2.23), (2.24).

Далее выполняем редукцию к нулевым граничным условиям. Для этого

представляем решение задачи (2.23), (2.24) в форме (2.25) где функции 𝜙

и 𝜓𝑞 выбираем так, чтобы они удовлетворяли граничным условиям (2.24) с

учетом ограниченности на бесконечности. Для этого полагаем

𝜙 (𝑥, 𝑠) = 𝑓𝐿1 (𝑠) e−𝑥, 𝜓𝑞 (𝑥, 𝑠) =
1

𝐷𝑞

[︀
𝑓𝐿𝑞+1 (𝑠)− Λ𝑞𝑓

𝐿
1 (𝑠)

]︀
e−𝑥. (2.48)

В результате приходим к задаче (2.27) где правые части системы с уче

том (2.48) определяются следующими соотношениями

Φ1 (𝑥, 𝑠) =
(︀
1− 𝑠2

)︀
𝜙+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜓𝑗 =

⎡⎣(︀1− 𝑠2
)︀
𝑓𝐿1 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

𝐷𝑗

(︀
𝑓𝐿𝑗+1 − Λ𝑗𝑓

𝐿
1

)︀⎤⎦ e−𝑥,
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Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠) = Λ𝑞𝜙+ (𝐷𝑞 − 𝑠)𝜓𝑞 =

⎡⎣Λ𝑞𝑓
𝐿
1 +

⎛⎝1−
𝑠

𝐷𝑞

⎞⎠(︀𝑓𝐿𝑞+1 − Λ𝑞𝑓
𝐿
1

)︀⎤⎦ e−𝑥.

Применяя к (2.27) синус-, косинус преобразование Фурье⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈 (𝑥, 𝑠)

𝜙* (𝑥)

𝑢𝐿 (𝑥, 𝑠)

Φ1 (𝑥, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

1

𝜋

∞∫
0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈𝑆 (𝜆, 𝑠)

𝜙𝑆 (𝜆)

𝑢𝐿𝑆 (𝜆, 𝑠)

Φ𝑆
1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
sin𝜆𝑥 𝑑𝜆; (2.49)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈𝑆 (𝜆, 𝑠)

𝜙𝑆 (𝜆)

𝑢𝐿𝑆 (𝜆, 𝑠)

Φ𝑆
1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= 2

∞∫
0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈 (𝑥, 𝑠)

𝜙* (𝑥)

𝑢𝐿 (𝑥, 𝑠)

Φ1 (𝑥, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
sin𝜆𝑥 𝑑𝑥; (2.50)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H𝑞 (𝑥, 𝑠)

𝜓*
𝑞 (𝑥)

𝜂𝐿𝑞 (𝑥, 𝑠)

Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

1

𝜋

∞∫
0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H𝐶
𝑞 (𝜆, 𝑠)

𝜓𝐶
𝑞 (𝜆)

𝜂𝐿𝐶𝑞 (𝜆, 𝑠)

Φ𝐶
𝑞+1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
cos𝜆𝑥 𝑑𝜆; (2.51)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H𝐶 (𝜆, 𝑠)

𝜓𝐶
𝑞 (𝜆)

𝜂𝐿𝐶𝑞 (𝜆, 𝑠)

Φ𝐶
𝑞+1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= 2

∞∫
0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H(𝑥, 𝑠)

𝜓*
𝑞 (𝑥)

𝜂𝐿𝑞 (𝑥, 𝑠)

Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
cos𝜆𝑥 𝑑𝑥. (2.52)

приходим к системе линейных алгебраических уравнений (2.33) (индекс «𝐶»

- косинус преобразование, индекс «𝑆» - синус преобразование) где:

Φ𝑆
1 (𝜆, 𝑠) = 2

∞∫
0

Φ1 (𝑥, 𝑠) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥 = =
2𝜆

(1 + 𝜆2)

⎡⎣(︀1− 𝑠2
)︀
𝑓𝐿1 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

𝐷𝑗

(︀
𝑓𝐿𝑗+1 − Λ𝑗𝑓

𝐿
1

)︀⎤⎦ ,
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Φ𝐶
𝑞+1 (𝜆, 𝑠) = 2

∞∫
0

Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠) cos𝜆𝑥𝑑𝑥 = =
2

(1 + 𝜆2)

⎡⎣Λ𝑞𝑓
𝐿
1 +

⎛⎝1−
𝑠

𝐷𝑞

⎞⎠(︀𝑓𝐿𝑞+1 − Λ𝑞𝑓
𝐿
1

)︀⎤⎦ .
Наконец, переходя к искомым функциям по формулам (2.25) с учетом

(2.48), приходим к системе (2.34), (2.35) где вместо величин
{︀
𝜆𝑛, 𝑢

𝐿𝑠, 𝜂𝐿𝑐𝑞
}︀

используются
{︀
𝜆, 𝑢𝐿𝑆, 𝜂𝐿𝐶𝑞

}︀
. Таким образом, трансформанты функций Гри

на для полупространства 𝐺𝐿𝑆
1𝑘 и 𝐺𝐿𝐶

𝑞+1,𝑘 выражаются через трансформантами

функций Грина для слоя 𝐺𝐿𝑠
1𝑘 и 𝐺𝐿𝑐

𝑞+1,𝑘 следующим образом

𝐺𝐿𝑆
1𝑘 (𝜆, 𝑠) = 𝐺𝐿𝑠

1𝑘 (𝜆, 𝑠) , 𝐺
𝐿𝐶
𝑞+1,𝑘 (𝜆, 𝑠) = 𝐺𝐿𝑐

𝑞+1,𝑘 (𝜆, 𝑠) . (2.53)

Переход в пространство оригиналов по Лапласу для функций 𝐺𝐿𝑆
1𝑘 и

𝐺𝐿𝐶
𝑞+1,𝑘 осуществляется по формулам (2.40). Вместо формул (2.42) для функ

ции 𝐺𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 𝜏) получаем [84]:

𝐺𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 𝜏) =

⎯⎸⎸⎷𝐷𝑞

𝜋𝜏
e
− 𝑥2

4𝐷𝑞𝜏 +
1

𝜋

∞∫
0

𝐺𝐶
𝑞+1,𝑞+1 (𝜆, 𝜏) cos𝜆𝑥 𝑑𝜆, (2.54)

где 𝐺𝐶
𝑞+1,𝑞+1 (𝜆, 𝜏) находится с помощью (2.43).

Из проделанных рассуждений следует, что формальная схема решения

задачи для полупространства мало чем отличается от схемы решения зада

чи для слоя. Более того, как было показано в этом пункте трансформанты

функций Грина для полупространства и слоя связаны между собой с помо

щью соотношений (2.53). Таким образом, при рассмотрении проблемы механо

диффузии сред под действием нестационарных поверхностных возмущений

достаточно ограничиться подробным рассмотрением задач для слоя ввиду

их большей сложности из-за наличия отдельных вычислений для нулевых

гармоник ряда Фурье.
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2.5. Механодиффузия среды с заданными на границах

механическими нагрузками

На практике часто приходится решать задачи об определении напря

женно-деформированного состояния среды, когда на её границе заданы ме

ханические нагрузки. Для этого рассмотрим задачу упругой диффузии для

слоя (1.31), (1.46) с нулевыми начальными условиями.

Её решение представляется в виде (2.7). Последовательное применение

к системе (1.31) преобразования Лапласа, разложение искомых функций в

ряды Фурье и редукция к нулевым граничным условиям приводит к следую

щим системам линейных алгебраических уравнений:

𝑠2𝑈 𝑐 (0, 𝑠) = Φ10 (𝑠) ; (2.55)

(︀
𝜆2𝑛 + 𝑠2

)︀
𝑈 𝑐 (𝜆𝑛, 𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆𝑛H
𝑠
𝑗 (𝜆𝑛, 𝑠) = Φ𝑐

1 (𝜆𝑛, 𝑠)
(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑈

𝑐 (𝜆𝑛, 𝑠) +
(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
H𝑠

𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) = Φ𝑠
𝑞+1,𝑛 (𝜆𝑛, 𝑠) ,

(2.56)

где

𝑢𝐿 (𝑥, 𝑠) = 𝜙 (𝑥, 𝑠) + 𝑈 (𝑥, 𝑠) , 𝜂𝐿𝑞 (𝑥, 𝑠) = 𝜓𝑞 (𝑥, 𝑠) + H𝑞 (𝑥, 𝑠) ; (2.57)

𝜙 (𝑥, 𝑠) = 𝜙* (𝑥)

[︃
𝑓𝐿11 (𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓
𝐿
𝑗+1 (𝑠)

]︃
, 𝜓𝑞 (𝑥, 𝑠) = 𝜓* (𝑥) 𝑓𝐿𝑞+1,1 (𝑠) ,

𝜙* (𝑥) = 𝑥−
𝑥2

2
, 𝜓* (𝑥) = 1− 𝑥,

Φ1 (𝑥, 𝑠) = −𝑠2𝜙* (𝑥)

[︃
𝑓𝐿11 (𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓
𝐿
𝑗+1,1 (𝑠)

]︃
− 𝑓𝐿11 (𝑠) ,

Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠) = −𝑠𝜓*
𝑞 (𝑥) 𝑓

𝐿
𝑞+1,1 (𝑠) ,

𝑈 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑈 𝑐 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥, H𝑞 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

H𝑠
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛,
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𝜙* (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑐 (𝜆𝑛) cos𝜆𝑛𝑥, 𝜓
* (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜓𝑠 (𝜆𝑛) sin𝜆𝑛𝑥,

𝑢𝐿 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝐿𝑐 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥, 𝜂
𝐿
𝑞 (𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜂𝐿𝑠𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥,

Φ1 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=0

Φ𝑐
1 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,

Φ𝑞+1 (𝑥, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

Φ𝑠
𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥;

(2.58)

𝜙𝑐 (0) =

1∫
0

𝜙* (𝑥) 𝑑𝑥 =
1

6
, 𝜙𝑐 (𝜆𝑛) = 2

1∫
0

𝜙* (𝑥) cos𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 = −
2

𝜆2𝑛
,

𝜓𝑠 (𝜆𝑛) = 2

1∫
0

𝜓* (𝑥) sin𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜆𝑛
,

Φ𝑐
1 (0, 𝑠) = −𝑠2𝜙𝑐 (0)

[︃
𝑓𝐿11 (𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓
𝐿
𝑗+1,1 (𝑠)

]︃
− 𝑓𝐿11 (𝑠) ,

Φ𝑐
1 (𝜆𝑛, 𝑠) = −𝑠2𝜙𝑐 (𝜆𝑛)

[︃
𝑓𝐿11 (𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓
𝐿
𝑗+1,1 (𝑠)

]︃
,

Φ𝑠
𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) = −𝑠𝜓𝑠 (𝜆𝑛) 𝑓

𝐿
𝑞+1,1 (𝑠) , 𝑛 ≥ 1.

(2.59)

Из уравнения (2.55)

𝑈 𝑐 (0, 𝑠) =
Φ𝑐

1 (0, 𝑠)

𝑠2
= −𝜙𝑐 (0)

[︃
𝑓𝐿11 (𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓
𝐿
𝑗+1 (𝑠)

]︃
−
𝑓𝐿11 (𝑠)

𝑠2
.

Тогда, в соответствии с (2.57) и (2.58)

𝑢𝐿𝑐 (0, 𝑠) = −
𝑓𝐿11 (𝑠)

𝑠2
.

Возвращаясь с помощью равенств (2.57) в системе (2.56) к искомым

функциям 𝑢𝐿𝑐 и 𝜂𝐿𝑠𝑞 , получаем при 𝑛 ≥ 1

(︀
𝜆2𝑛 + 𝑠2

)︀
𝑢𝐿𝑐 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆𝑛𝜂
𝐿𝑠
𝑗 = Φ𝑐*

1 ,

Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑢

𝐿𝑐 +
(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝜂𝐿𝑠𝑞 = Φ𝑠*

𝑞+1,

(2.60)
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где
Φ𝑐*

1 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜆2𝑛𝑓
𝐿
11 (𝑠)𝜙

𝑐 (𝜆𝑛) ,

Φ𝑠*
𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) = Λ𝑞𝜆

3
𝑛𝜙

𝑐 (𝜆𝑛)

[︃
𝑓𝐿11 (𝑠) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓
𝐿
𝑗+1,1 (𝑠)

]︃
+

+𝐷𝑞𝜆
2
𝑛𝜓

𝑠 (𝜆𝑛) 𝑓
𝐿
𝑞+1,1 (𝑠) .

(2.61)

Решение системы (2.60) и трансформанты 𝐺𝐿
𝑖𝑘 функций Грина исходной

задачи в соответствии с (2.2) и (2.58) имеют вид:

𝑢𝐿𝑐 (𝜆𝑛, 𝑠) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝐿𝑐
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) 𝑓

𝐿
𝑘1 (𝑠) , 𝜂

𝐿𝑠
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝐿𝑠
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) 𝑓

𝐿
𝑘1 (𝑠) ,

𝐺𝐿
1𝑘 (𝑥, 𝑠) = −

𝛿1𝑘

𝑠2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥, 𝐺

𝐿𝑐
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
, (2.62)

𝐺𝐿
𝑞+1,1 (𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣− 2Λ𝑞𝜆𝑛

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+𝐺𝐿𝑠

𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑝+1 (𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣2𝜆𝑛 (𝐷𝑞𝛿𝑝𝑞 − 𝛼𝑝Λ𝑞)

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+𝐺𝐿𝑠

𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝐿𝑠
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠)
, 𝑝 = 1, 𝑁, 𝑘 = 1, 𝑁 + 1.

где многочлены 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) и 𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠) определяются по формулам (2.37), а

функции 𝑃𝑖𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) имеют вид:

𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠) = −2

(︃
Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗𝜆
2
𝑛Π𝑗

)︃
,

𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) = 2𝛼𝑞𝜆
2
𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗 −𝐷𝑞Π𝑞

)︃
;

(2.63)

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) = −Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) . (2.64)

Здесь величины Π = Π(𝜆𝑛, 𝑠) и Π𝑗 = Π𝑗 (𝜆𝑛, 𝑠) находятся по формулам

(2.39).
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После этого оригиналы функций Грина определяются следующим обра

зом [84]:

𝐺1𝑘 (𝑥, 𝜏) = −𝛿1𝑘𝜏 +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑐
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑞+1,1 (𝑥, 𝜏) = Λ𝑞

𝜕

𝜕𝑥

⎡⎣𝜗3
⎛⎝𝑥
2
, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏

⎞⎠⎤⎦+
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑠
𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑞+1,𝑝+1 (𝑥, 𝜏) = (Λ𝑞𝛼𝑝 −𝐷𝑞𝛿𝑝𝑞)
𝜕

𝜕𝑥

⎡⎣𝜗3
⎛⎝𝑥
2
, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏

⎞⎠⎤⎦+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑠
𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥

(︀
𝑝 = 1, 𝑁, 𝑘 = 1, 𝑁 + 1

)︀
.

(2.65)

Здесь (𝑠𝑗 = 𝑠𝑗 (𝜆𝑛) – нули многочлена 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠), 𝛾 (𝜆𝑛) = Re [𝑠1 (𝜆𝑛)],

𝛽 (𝜆𝑛) = Im [𝑠1 (𝜆𝑛)], см. п. 2.3)

𝐺𝑐
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝜏) = e𝛾𝜏

(︁
𝐴

(1)
1𝑘 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
1𝑘 sin 𝛽𝜏

)︁
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
1𝑘 e

𝑠𝑗+2𝜏 , (2.66)

𝐴
(1)
1𝑘 = 2Re

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠1)
, 𝐴

(2)
1𝑘 = 2 Im

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠1)
,

𝐵
(𝑗)
1𝑘 =

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2,𝑛)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)
,

𝐺𝑠
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝜏) = e𝛾𝜏

(︁
𝐴

(1)
𝑞+1,𝑘 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
𝑞+1,𝑘 sin 𝛽𝜏

)︁
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑘e

𝑠𝑗+2𝜏 +𝐵
(𝑁+1)
𝑞+1,𝑘 e−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛𝜏 ,

𝐴
(1)
𝑞+1,𝑘 = 2Re

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠1)

, 𝐴
(2)
𝑞+1,𝑘 = 2 Im

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠1)

,

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑘 =

𝑃𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

, 𝐵
(𝑁+1)
𝑞+1,𝑘 =

𝑃𝑞+1,𝑘

(︀
𝜆𝑛,−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝑄′

𝑞 (𝜆𝑛, −𝐷𝑞𝜆2𝑛)
.

Замечание 1. Переход к решению задач для полуограниченных сред осу

ществляется по аналогии с алгоритмом, изложенным в п. 2.4.
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Замечание 2. По аналогии с методикой изложенной в замечании в кон

це п. 2.3 можно установить характер особенностей для функций 𝐺𝑞+1,𝑘, 𝑘 =

1, 𝑁 + 1. Для этих функции особенность обусловлена наличием производной

от тета-функции по пространственной переменной. Порядок этой особенности

при 𝑥 = 0, 𝜏 → ∞ устанавливается с помощью соответствующего несобствен

ного интеграла. Имеем

𝜕

𝜕𝑥
𝜗3

⎛⎝𝑥
2
, e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −2𝜋𝑛
∞∑︁
𝑛=1

e−𝐷𝑞𝜋
2𝑛2𝜏 =

= −2𝜋

∞∫
1

𝜉e−𝐷𝑞𝜋
2𝜉2𝜏 𝑑𝜉 +𝑂 (1) = −

1

𝐷𝑞𝜋𝜏
e−𝐷𝑞𝜋

2𝜏 +𝑂 (1) .

(2.67)

Следовательно, функции 𝐺𝑞+1,𝑘 (𝑥, 𝜏) при 𝑥 = 0 и 𝜏 → 0 имеет степен

ную особенность 𝜏𝛼, 𝛼 = −1.
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2.6. Распространение объёмных механодиффузионных

возмущений

В ряде случаев для расчёта напряженно-деформируемого состояния сред

необходимо учитывать действие массовых сил (вес тела, температурное поле

и т.д.) или некоторое начальное пространственное распределение физических

полей. Решения таких задач можно выразить через объёмные функции Гри

на. Здесь они будут построены для трех видов одномерных областей: 𝑥 ∈ ℜ,

𝑥 ∈ (0, +∞) и 𝑥 ∈ [0, 1].

Объёмные функции Грина для прямой. В этом случае общее решение за

дачи для уравнений (1.31) имеет вид (звездочки означают свертки по времени

и по пространственной координате)

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝑠
1𝑘 * *𝐹𝑘, 𝜂𝑞 =

𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐺𝑠
𝑞+1,𝑘 * *𝐹𝑘. (2.68)

Здесь 𝐺𝑠
𝑘𝑚, 𝑞 = 1, 𝑁, 𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 1 – объёмные функции Грина для

прямой, которые в соответствии с (1.31) удовлетворяют системе уравнений:

�̈�𝑠
1𝑚 = 𝐺′′𝑠

1𝑚 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
′𝑠
𝑗+1,𝑚 + 𝛿1𝑚Δ,

�̇�𝑠
𝑞+1,𝑚 = 𝐷𝑞𝐺

′′𝑠
𝑞+1,𝑚 − Λ𝑞𝐺

′′′𝑠
1𝑚 + 𝛿𝑞+1,𝑚Δ,

Δ = 𝛿 (𝑥) 𝛿 (𝜏) .

(2.69)

нулевым начальным условиям и ограничены на всей действительной оси.

Для нахождения функции 𝐺𝑠
𝑘𝑚 применяем к системе (2.69) преобразова

ние Лапласа по времени 𝜏 и Фурье по координате 𝑥, получим (𝜔 - параметр

экспоненциального преобразования Фурье, индекс «𝐹» означает трансфор

манту Фурье):

(︀
𝑠2 + 𝜔2

)︀
𝐺𝑠𝐿𝐹

1𝑚 + 𝑖𝜔
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝑠𝐿𝐹
𝑗+1,𝑚 = 𝛿1𝑚,

−𝑖𝜔3Λ𝑞𝐺
𝑠𝐿𝐹
1𝑚 +

(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜔

2
)︀
𝐺𝑠𝐿𝐹

𝑞+1,𝑚 = 𝛿𝑞+1,𝑚.

(2.70)
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Решение этой системы имеет вид

𝐺𝑠𝐿𝐹
1𝑚 (𝜔, 𝑠) =

𝑃1𝑚 (𝜔, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝑠)
,
(︀
𝑞 = 1, 𝑁, 𝑚 = 1, 𝑁 + 1

)︀
,

𝐺𝑠𝐿𝐹
𝑞+1,𝑚 (𝜔, 𝑠) =

𝛿𝑞+1,𝑚

𝑠+𝐷𝑞𝜔2
+
𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜔, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝑠)
,

(2.71)

где
𝑃11 = Π, 𝑃𝑞+1,𝑝+1 = 𝛼𝑝Λ𝑞𝜔

4Π𝑝,

𝑃1,𝑞+1 = −𝑖𝜔𝛼𝑞Π𝑞, 𝑃𝑞+1,1 = 𝑖𝜔3Λ𝑞Π
(︀
𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
.

Здесь величины Π = Π(𝜔, 𝑠) и Π𝑗 = Π𝑗 (𝜔, 𝑠) находятся по формулам

(2.39).

Оригиналы по Лапласу объёмных функций Грина для прямой записы

ваются так:

𝐺𝑠𝐹
1𝑚 (𝜔, 𝜏) = e𝛾𝜏

(︁
𝐴

(1)
1𝑚 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
1𝑚 sin 𝛽𝜏

)︁
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
1𝑚 e𝑠𝑗+2𝜏 ; (2.72)

𝐴
(1)
1𝑚 = 2Re

𝑃1𝑚 (𝜔, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜔, 𝑠1)
, 𝐴

(2)
1𝑚 = 2 Im

𝑃1𝑚 (𝜔, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜔, 𝑠1)
, 𝐵

(𝑗)
1𝑚 =

𝑃1𝑘 (𝜔, 𝑠𝑗+2)

𝑃 ′ (𝜔, 𝑠𝑗+2)
, (2.73)

𝐺𝑠𝐹
𝑞+1,𝑚 (𝜔, 𝜏) = e𝛾𝜏

(︁
𝐴

(1)
𝑞+1,𝑚 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
𝑞+1,𝑚 sin 𝛽𝜏

)︁
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑚e

𝑠𝑗+2𝜏 +
(︁
𝐵

(𝑁+1)
𝑞+1,𝑚 + 𝛿𝑞+1,𝑚

)︁
e−𝐷𝑞𝜔

2𝜏 ;
(2.74)

𝐴
(1)
𝑞+1,𝑚 = 2Re

𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜔, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝑠1)

, 𝐴
(2)
𝑞+1,𝑚 = 2 Im

𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜔, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝑠1)

,

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑚 =

𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜔, 𝑠𝑗+2,𝑛)

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝑠𝑗+2,𝑛)

, 𝐵
(𝑁+1)
𝑞+1,𝑚 =

𝑃𝑞+1,𝑚

(︀
𝜔,−𝐷𝑞𝜔

2
)︀

𝑄′
𝑞 (𝜔, −𝐷𝑞𝜔2)

.

(2.75)

где 𝑠𝑙 = 𝑠𝑙 (𝜔), 𝑙 = 1, 𝑁 + 2 – нули многочлена 𝑃 (𝜔, 𝑠), 𝛾 (𝜔) = Re [s1 (𝜔)],

𝛽 (𝜔) = Im [s1 (𝜔)]. Многочлены 𝑃 и 𝑄𝑞 находятся по формулам (2.37). Обра

щение преобразования Фурье может быть выполнено численно по методике

изложенной следующем пункте.
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Объёмные функции Грина для отрезка и полупрямой. Решение исходной

для отрезка в случае объемных возмущений выражается через обобщенную

свертку

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫
0

𝑑𝑡

1∫
0

𝐺𝑙
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉,

𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫
0

𝑑𝑡

1∫
0

𝐺𝑙
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉.

(2.76)

Полагаем, что объёмные функции Грина 𝐺𝑙
𝑘𝑚 удовлетворяют нулевым

начальным условиям, однородным граничным условиям, соответствующим

(2.6) или (2.8) и уравнениям (2.69), где объемные возмущения заданы так:

Δ = 𝛿 (𝑥− 𝜉) 𝛿 (𝜏) .

Для нахождения функций 𝐺𝑙
𝑘𝑚 к системе (2.69) с однородными гранич

ными условиями, соответствующими (1.45) применяем преобразование Ла

пласа по времени и разложение в неполные ряды Фурье:

𝐺𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑞+1 (0, 𝜉, 𝑠) =

1

𝑠
,

(︀
𝑠2 + 𝜆2𝑛

)︀
𝐺𝑙𝐿𝑠

1𝑚 − 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝑙𝐿𝑐
𝑗+1,𝑚 = 𝛿1𝑚 sin𝜆𝑛𝜉,

−Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝐺

𝑙𝐿𝑠
1𝑚 +

(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝐺𝑙𝐿𝑐

𝑞+1,𝑚 = 𝛿𝑞+1,𝑚 cos𝜆𝑛𝜉,

(2.77)

где

𝐺𝑙𝐿
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑙𝐿𝑠
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑙𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=0

𝐺𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑙𝐿𝑠
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 2

1∫
0

𝐺𝑙𝐿
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥,

𝐺𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 2

1∫
0

𝐺𝑙𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥.

(2.78)
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Её решениями являются функции

𝐺𝑙𝐿𝑠
1,𝑞+1 =

𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
cos 𝜉𝜆𝑛, 𝐺

𝑙𝐿𝑠
11 =

𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
sin𝜆𝑛𝜉,

𝐺𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,1 =

𝑃𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
sin𝜆𝑛𝜉,

𝐺𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑝+1 =

⎛⎝ 2𝛿𝑝𝑞

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎞⎠ cos𝜆𝑛𝜉
(︀
𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

(2.79)

где многочлены 𝑃 и𝑄𝑞 находятся по формулам (2.37), остальные многочлены

определяются так:

𝑃1,𝑞+1 = 2𝛼𝑞𝜆𝑛Π𝑞, 𝑃𝑞+1,1 = 2𝜆3𝑛Λ𝑞Π𝑞,

𝑃11 = 2Π, 𝑃𝑞+1,𝑝+1 = 2𝛼𝑝Λ𝑞𝜆
4
𝑛Π𝑝.

(2.80)

Величины Π = Π(𝜆𝑛, 𝑠) и Π𝑗 = Π𝑗 (𝜆𝑛, 𝑠) находятся по формулам (2.39).

В случае системы (2.69) с однородными граничными условиями, соот

ветствующими (1.46) получаем:

𝐺𝑙𝐿𝑐
11 (0, 𝜉, 𝑠) =

1

𝑠2
,

(︀
𝑠2 + 𝜆2𝑛

)︀
𝐺𝑙𝐿𝑐

1𝑚 + 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝑙𝐿𝑠
𝑗+1,𝑚 = 𝛿1𝑚 cos𝜆𝑛𝜉,

Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝐺

𝑙𝐿𝑐
1𝑚 +

(︀
𝑠+𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝐺𝑙𝐿𝑠

𝑞+1,𝑚 = 𝛿𝑞+1,𝑚 sin𝜆𝑛𝜉;

(2.81)

𝐺𝑙𝐿
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=0

𝐺𝑙𝐿𝑐
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑙𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺𝑙𝐿𝑐
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 2

1∫
0

𝐺𝑙𝐿
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥,

𝐺𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 2

1∫
0

𝐺𝑙𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥.

(2.82)
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Решения этой системы уравнений имеет вид:

𝐺𝑙𝐿𝑐
11 =

𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
cos𝜆𝑛𝜉, 𝐺𝑙𝐿𝑠

𝑞+1,1 =
𝑃𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
cos𝜆𝑛𝜉,

𝐺𝑙𝐿𝑐
1,𝑞+1 =

𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
sin𝜆𝑛𝜉,

(︀
𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

𝐺𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑝+1 =

⎛⎝ 2𝛿𝑝𝑞

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎞⎠ sin𝜆𝑛𝜉,

(2.83)

где
𝑃1,𝑞+1 = −2𝛼𝑞𝜆𝑛Π𝑞, 𝑃𝑞+1,𝑝+1 = 2𝛼𝑝Λ𝑞𝜆

4
𝑛Π𝑝,

𝑃11 = 2Π, 𝑃𝑞+1,1 = −2𝜆3𝑛Λ𝑞Π𝑞.
(2.84)

Переход в пространство оригиналов по Лапласу в обоих случаях осу

ществляется по формулам⎧⎨⎩ 𝐺𝑙𝑠
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜏)

𝐺𝑙𝑐
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎬⎭ = e𝛾𝜏
(︁
𝐴

(1)
1𝑚 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
1𝑚 sin 𝛽𝜏

)︁
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
1𝑚 e𝑠𝑗+2𝜏 ; (2.85)

𝐴
(1)
1𝑚 = 2Re

𝑃1𝑚 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠1)
, 𝐴

(2)
1𝑚 = 2 Im

𝑃1𝑚 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠1)
,

𝐵
(𝑗)
1𝑚 =

𝑃1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

𝑃 ′ (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)
;

(2.86)

⎧⎨⎩ 𝐺𝑙𝑐
𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝜏)

𝐺𝑙𝑠
𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎬⎭ = e𝛾𝜏
(︁
𝐴

(1)
𝑞+1,𝑚 cos 𝛽𝜏 − 𝐴

(2)
𝑞+1,𝑚 sin 𝛽𝜏

)︁
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑚e

𝑠𝑗+2𝜏 +
(︁
𝐵

(𝑁+1)
𝑞+1,𝑚 + 2𝛿𝑞+1,𝑚

)︁
e−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛𝜏 ;

(2.87)

𝐴
(1)
𝑞+1,𝑚 = 2Re

𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠1)

, 𝐴
(2)
𝑞+1,𝑚 = 2 Im

𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝑠1)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠1)

,

𝐵
(𝑗)
𝑞+1,𝑚 =

𝑃𝑞+1,𝑚 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

𝑄′
𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠𝑗+2)

, 𝐵
(𝑁+1)
𝑞+1,𝑚 =

𝑃𝑞+1,𝑚

(︀
𝜆𝑛,−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛

)︀
𝑄′

𝑞 (𝜆𝑛, −𝐷𝑞𝜆2𝑛)
.

(2.88)
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В задаче для полупрямой решение через объемные функции Грина за

писывается так

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫
0

𝑑𝑡

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉

𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫
0

𝑑𝑡

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉.

(2.89)

Здесь 𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚, 𝑞 = 1, 𝑁, 𝑚 = 1, 𝑁 + 1 – объемные функции Грина для

полупрямой, которые удовлетворят нулевым начальным условиям, однород

ным граничным условиям, соответствующим (1.45) или (1.46), и уравнениям

(2.76). Их трансформанты связаны с функциями Грина для слоя с помощью

соотношений (см. п. 2.4)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺ℎ𝑠𝐿𝐶
1𝑚 (𝜆, 𝑠)

𝐺ℎ𝑠𝐿𝑆
1𝑚 (𝜆, 𝑠)

𝐺ℎ𝑠𝐿𝐶
𝑞+1,𝑚 (𝜆, 𝑠)

𝐺ℎ𝑠𝐿𝑆
𝑞+1,𝑚 (𝜆, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺𝑙𝐿𝑐
1𝑚 (𝜆, 𝑠)

𝐺𝑙𝐿𝑠
1𝑚 (𝜆, 𝑠)

𝐺𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑚 (𝜆, 𝑠)

𝐺𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑚 (𝜆, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

При этом:

-в случае граничных условий (1.45)

𝐺ℎ𝑠𝐿
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

1

𝜋

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠𝐿𝑆
1𝑚 (𝜆, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑥 𝑑𝜆,

𝐺ℎ𝑠𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

1

𝜋

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠𝐿𝐶
𝑞+1,𝑚 (𝜆, 𝜉, 𝑠) cos𝜆𝑥 𝑑𝜆,

(2.90)

-в случае граничных условий (1.46)

𝐺ℎ𝑠𝐿
1𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

1

𝜋

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠𝐿𝐶
1𝑚 (𝜆, 𝜉, 𝑠) cos𝜆𝑥 𝑑𝜆,

𝐺ℎ𝑠𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝑠) =

1

𝜋

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠𝐿𝑆
𝑞+1,𝑚 (𝜆, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑥 𝑑𝜆.

(2.91)
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Замечание. При численной реализации данного подхода могут возник

нуть сложности связанные с вычислением двойных интегралов (обобщенная

свертка по пространственной переменной и обращение синус-, косинус пре

образования). Этого можно избежать если рассматривать частный случай

задания соответствующих объемных возмущений по координате 𝑥. При этом

используются функции 𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚, удовлетворяющие нулевым начальным услови

ям, однородным граничным условиям, соответствующим (1.45) или (1.46), и

уравнениям (2.69), где вместо 𝛿𝑘𝑚Δ будут стоять

𝛿𝑘𝑚Δ𝑘 = 𝛿𝑘𝑚𝑓𝑘 (𝑥) 𝛿 (𝜏) 𝑘 = 1, 𝑁 + 1. (2.92)

В этом случае решение исходной задачи будет выражаться через введен

ные функции 𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚 с помощью классической свертки по времени 𝜏 :

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝑊 ℎ𝑠
1𝑘 * 𝐹𝑘, 𝜂𝑞 =

𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝑊 ℎ𝑠
𝑞+1,𝑘 * 𝐹𝑘. (2.93)

где 𝐹𝑘 = 𝐹𝑘 (𝑥, 𝜏) – объёмные возмущения в уравнениях (1.31), которые в

соответствии с (2.92) имеют вид:

𝐹𝑘 (𝑥, 𝜏) = 𝑓𝑘 (𝑥) 𝑔𝑘 (𝜏) .

Выполняя аналогичные действия, получаем такие результаты:

- для однородных граничных условий вида (1.45) (многочлены 𝑃𝑘𝑚 на

ходятся по формулам (2.80))

𝑊 ℎ𝑠𝐿𝑆
1,𝑞+1 (𝜆, 𝑠) =

𝑃1,𝑞+1 (𝜆, 𝑠)

𝑃 (𝜆, 𝑠)
𝑓𝐶𝑞+1 (𝜆)

(︀
𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,⎧⎨⎩ 𝑊 ℎ𝑠𝐿𝑆

11 (𝜆, 𝑠)

𝑊 ℎ𝑠𝐿𝐶
𝑞+1,1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ 𝑃11 (𝜆, 𝑠)

𝑃𝑞+1,1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎬⎭ 𝑓𝑆1 (𝜆)

𝑃 (𝜆, 𝑠)
,

𝑊 ℎ𝑠𝐿𝐶
𝑞+1,𝑝+1 (𝜆, 𝑠) =

⎡⎣ 𝛿𝑝𝑞

𝑠+𝐷𝑞𝜆2
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1 (𝜆, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆, 𝑠)

⎤⎦ 𝑓𝐶𝑝+1 (𝜆) ,

(2.94)
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- для однородных граничных условий вида (1.46) (многочлены 𝑃𝑘𝑚 на

ходятся по формулам (2.84))⎧⎨⎩ 𝑊 ℎ𝑠𝐿𝐶
11

𝑊 ℎ𝑠𝐿𝑆
𝑞+1,1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ 𝑃11 (𝜆, 𝑠)

𝑃𝑞+1,1 (𝜆, 𝑠)

⎫⎬⎭ 𝑓𝐶1 (𝜆)

𝑃 (𝜆, 𝑠)
,

𝑊 ℎ𝑠𝐿𝐶
1,𝑞+1 (𝜆, 𝑠) =

𝑃1,𝑞+1 (𝜆, 𝑠)

𝑃 (𝜆, 𝑠)
𝑓𝑆𝑞+1 (𝜆) ,

𝑊 ℎ𝑠𝐿𝑆
𝑞+1,𝑝+1 (𝜆, 𝑠) =

⎡⎣ 𝛿𝑝𝑞

𝑠+𝐷𝑞𝜆2
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1 (𝜆, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆, 𝑠)

⎤⎦ 𝑓𝑆𝑝+1 (𝜆) .

(2.95)

Отметим, что так как

𝑓𝐶𝑘 (𝜆) = 2

∞∫
0

𝑓𝑘 (𝑥) cos𝜆𝑥 𝑑𝑥, 𝑓
𝑆
𝑘 (𝜆) = 2

∞∫
0

𝑓𝑘 (𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥,

то имеет место следующая связь между функциями 𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚 и 𝐺ℎ𝑠

𝑘𝑚:

𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚 (𝑥, 𝜏) =

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚 (𝑥, 𝜉, 𝜏) 𝑓𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉. (2.96)

Можно также рассматривать функции 𝑊 1𝑙
𝑘𝑚 для отрезка, которые удо

влетворяют однородным граничным условиям, соответствующим (1.45) или

(1.46), и уравнениям (2.69), где объемные возмущения имеют вид (2.92). Реше

ние исходной задачи в этом случае в соответствии с замечанием этого пункта

записывается в виде (2.93):

- в случае однородных граничных условий соответствующих (1.45) в

пространстве преобразования Лапласа имеем (многочлены 𝑃𝑘𝑚 находятся по

формулам (2.80))

𝑊 𝑙𝐿
1𝑘 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑊 𝑙𝐿𝑠
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥, 𝑊

𝑙𝐿
𝑞+1,𝑘 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑊 𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥,
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𝑊 𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑞+1 (0, 𝑠) =

𝑓 𝑐𝑞+1 (0)

𝑠
, 𝑊 𝑙𝐿𝑠

1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) =
𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
𝑓 𝑐𝑞+1 (𝜆𝑛) ,⎧⎨⎩ 𝑊 𝑙𝐿𝑠

11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑊 𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,1𝑛 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ 𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎬⎭ 𝑓 𝑠1 (𝜆𝑛)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)

(︀
𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

𝑊 𝑙𝐿𝑐
𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠) =

⎡⎣ 𝛿𝑝𝑞

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ 𝑓 𝑐𝑝+1 (𝜆𝑛) .

(2.97)

- в случае однородных граничных условий соответствующих (1.46) (мно

гочлены 𝑃𝑘𝑚 находятся по формулам (2.84))

𝑊 𝑙𝐿
1𝑘 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑊 𝑙𝐿𝑐
1𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥, 𝑊

𝑙𝐿
𝑞+1,𝑘 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑊 𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑘 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥,

𝑊 𝑙𝐿𝑐
11 (0, 𝑠) =

𝑓 𝑐1 (0)

𝑠2
, 𝑊 𝑙𝐿𝑐

1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠) =
𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
𝑓 𝑠𝑞+1 (𝜆𝑛) ,⎧⎨⎩ 𝑊 𝑙𝐿𝑐

11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑊 𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ 𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎬⎭ 𝑓 𝑐1 (𝜆𝑛)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)

(︀
𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

𝑊 𝑙𝐿𝑠
𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠) =

⎡⎣ 𝛿𝑝𝑞

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ 𝑓 𝑠𝑝+1 (𝜆𝑛) .

(2.98)

Здесь 𝑓 𝑐𝑘 и 𝑓 𝑠𝑘 – коэффициенты разложения функции 𝑓𝑘 в соответствую

щий ряд Фурье по синусам и косинусам.
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2.7. Примеры расчетов

Полагаем, что среда - алюминий, имеющий следующие характеристики

[183]:

𝜆 = 6.93 · 1010
Н

м2
, 𝜇 = 2.56 · 1010

Н

м2
, 𝑇0 = 800 K,

𝛼 = 4.2 · 105
Дж

моль
, 𝜌 = 2700

кг

м3
, 𝐷 = 7.73 · 10−14

м2

c
, 𝐿 = 1 м.

(2.99)

Поверхностные кинематические возмущения в слое. В качестве перво

го примера, рассмотрим задачу (1.31), (1.45) для однокомпонентного слоя с

граничными условиями вида:

𝑓21 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝑓11 = 0.

Свертки по времени (2.5) функций Грина 𝐺𝑘1 (𝑥, 𝜏) с правыми частями

граничных условий 𝑓𝑘1 дают следующие выражения для искомых функций

𝑢 и 𝜂:

𝑢 =
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐴

(1)
12 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
12 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +𝐵

(1)
12 𝐼3 (𝑠3, 𝜏)

]︁
sin𝜆𝑛𝑥,

𝜂 = 𝜏 +
∞∑︁
𝑛=1

(︁
2 +𝐵

(2)
22

)︁
𝐼3
(︀
−𝐷𝜆2𝑛, 𝜏

)︀
cos𝜆𝑛𝑥+

+
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐴

(1)
22 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
22 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +𝐵

(1)
22 𝐼3 (𝑠3, 𝜏)

]︁
cos𝜆𝑛𝑥,

(2.100)

где, коэффициенты 𝐴
(𝑙)
𝑘𝑚 = 𝐴

(𝑙)
𝑘𝑚 (𝜆𝑛) и 𝐵(𝑝)

𝑘𝑚 = 𝐵
(𝑝)
𝑘𝑚 (𝜆𝑛) вычисляются по фор

мулам (2.41) и (2.44). Здесь же определяются величины 𝛾 = 𝛾 (𝜆𝑛), 𝛽 = 𝛽 (𝜆𝑛)
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и 𝑠3 = 𝑠3 (𝜆𝑛). Функции 𝐼𝑘 находятся следующим образом [173]:

𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏) =

𝜏∫
0

e𝛾𝑡 cos 𝛽𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝛾2 + 𝛽2
[e𝛾𝜏 (𝛽 sin 𝛽𝜏 + 𝛾 cos 𝛽𝜏)− 𝛾] ,

𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) =

𝜏∫
0

e𝛾𝑡 sin 𝛽𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝛾2 + 𝛽2
[e𝛾𝜏 (𝛾 sin 𝛽𝜏 − 𝛽 cos 𝛽𝜏) + 𝛽] ,

𝐼3 (𝑠, 𝜏) =

𝜏∫
0

e𝑠𝑡 𝑑𝑡 =
e𝑠𝜏 − 1

𝑠
.

(2.101)

Результаты численных вычислений для перемещений и приращения кон

центрации в различных точках слоя по формулам (2.100), (2.101) при коли

честве членов рядов Фурье 𝑁𝜆 = 104 показаны на рис. 2.1, 2.2.

Рис. 2.1. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 102, пунктирная

𝜏 = 2 · 102, штриховая 𝜏 = 3 · 102.

Замечание. Здесь и далее количество членов рядов Фурье, точек раз

биения при численном обращении интегральных преобразований выбирается

таким образом, что увеличение их вдвое практически не приводит к измене

нию результатов.
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Рис. 2.2. зависимость 𝜂 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1011, пунктирная

𝜏 = 2 · 1011, штриховая 𝜏 = 3 · 1011.

Далее, в качестве второго примера рассмотрим задачу для двухкомпо

нентного слоя. Для расчета полагаем в (1.31), (1.45):

𝑓21 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝑓11 (𝜏) = 𝑓31 (𝜏) = 0.

Здесь вычисляя свертки (2.5) получаем для искомых функций 𝑢 и 𝜂𝑞

(коэффициенты 𝐴
(𝑙)
𝑘𝑚 определяются по формулам (2.41) и (2.44)):

𝜂1 = 𝜏 +
∞∑︁
𝑛=1

(︁
2 +𝐵

(3)
22

)︁
𝐼3
(︀
−𝐷1𝜆

2
𝑛, 𝜏
)︀
cos𝜆𝑛𝑥+

+
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝐴

(1)
22 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
22 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +

2∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
22 𝐼3 (𝑠𝑗+2, 𝜏)

]︃
cos𝜆𝑛𝑥,

𝜂2 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝐴

(1)
32 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
32 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +

2∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗+2)
32 𝐼3 (𝑠𝑗+2, 𝜏)

]︃
cos𝜆𝑛𝑥,

𝑢 =
∞∑︁
𝑛=1

[︃
𝐴

(1)
12 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
12 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +

2∑︁
𝑗=1

𝐵
(𝑗)
12 𝐼3 (𝑠𝑗+2, 𝜏)

]︃
sin𝜆𝑛𝑥.
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Примером модели двухкомпонентной среды может являться дюралюми

ний, где в качестве основных диффундирующих веществ выступают алюми

ний (компонент 1) и медь (компонент 2) [183]:

𝜆 = 6.93 · 1010
Н

м2
, 𝜇 = 2.56 · 1010

Н

м2
, 𝑇0 = 800 K,

𝜌 = 2780
кг

м3
, 𝐷1 = 7.74 · 10−14

м2

c
, 𝐷2 = 3.11 · 10−18

м2

c
,

𝛼1 = 4.2 · 104
Дж

моль
, 𝛼2 = 2.3 · 104

Дж

моль
, 𝐿 = 1 м.

(2.102)

Результаты численных вычислений для перемещений и приращения кон

центрации в различных точках слоя показаны на рис. 2.3 – 2.5.

Рис. 2.3. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 102, пунктирная

𝜏 = 2 · 102, штриховая 𝜏 = 3 · 102.

Как видно, при наличии нескольких диффундирующих компонент, за

данное на границе перераспределение концентрации любой из них вовлекает

в диффузионный процесс и другие компоненты, а также инициирует механи

ческие возмущения.
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Рис. 2.4. зависимость 𝜂1 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1011, пунктирная

𝜏 = 2 · 1011, штриховая 𝜏 = 3 · 1011.

Рис. 2.5. зависимость 𝜂2 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1014, пунктирная

𝜏 = 2 · 1014, штриховая 3 · 1014.
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Явление самодиффузии, т.е. случайное перемещение частиц среды без

изменения её химического состава, рассмотренное здесь в реальности име

ет место при достаточно высоких температурах, например, для алюминия

330 − 630 0𝐶, для меди – 530 − 930 0𝐶 [183]. Такое явление может наблю

даться, например, в металлических сплавах.

Поверхностные кинематические возмущения в полупространстве. Для

расчетов положим, что правые части граничных условий (1.45) имеют вид:

𝑓2 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝑓1 (𝜏) = 0.

Несобственные интегралы, стоящие в (2.54), находятся численно. Для

этого они преобразовываются так:

∞∫
0

𝑓 (𝜆, 𝜏) 𝑑𝜆 =

𝑎∫
0

𝑓 (𝜆, 𝜏) 𝑑𝜆+

∞∫
𝑎

𝑓 (𝜆, 𝜏) 𝑑𝜆, (2.103)

где 𝑎 любая промежуточная точка (в расчетах полагается 𝑎 = 1); 𝑓 (𝜆, 𝜏) -

одна из подынтегральных функций в (2.54).

Вычисление первого интеграла выполняется с помощью любой квадра

турной формулы (например, формулы средних прямоугольников). Второй

интеграл, с помощью замены переменных 𝜆 = 𝑎2
⧸︀
(𝑎− 𝜈) переводится в ин

теграл по конечному промежутку [0, 𝑎], после чего также находится численно

[10, 11].

Замечание. В ряде случаев предпочтительнее вначале вычислить анали

тически свертки (2.9) после чего численно выполнить обратное синус-, коси

нус преобразование с помощью представления (2.103). При этом, имеет место
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следующая цепочка равенств

𝐺 * 𝑓 =

𝜏∫
0

𝐺 (𝑥, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 ⇒

⇒

⎧⎨⎩ (𝐺 * 𝑓)𝐶

(𝐺 * 𝑓)𝑆

⎫⎬⎭ =

𝜏∫
0

⎧⎨⎩ 𝐺𝐶 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

𝐺𝑆 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎬⎭ 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 ⇒

⇒ 𝐺 * 𝑓 =
1

𝜋

𝜏∫
0

∞∫
0

⎧⎨⎩ 𝐺𝐶 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

𝐺𝑆 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎬⎭ 𝑓 (𝑡)

⎧⎨⎩ cos𝜆𝑥

sin𝜆𝑥

⎫⎬⎭ 𝑑𝜆𝑑𝑡.

где 𝐺 - любая из поверхностных функций Грина, 𝑓 - любая из правых частей

граничных условий (1.45).

Таким образом, можно записать

𝐺 * 𝑓 =
1

𝜋

∞∫
0

⎧⎨⎩ ̃︀𝐺𝐶 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)̃︀𝐺𝑆 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎬⎭
⎧⎨⎩ cos𝜆𝑥

sin𝜆𝑥

⎫⎬⎭ 𝑑𝜆,⎧⎨⎩ ̃︀𝐺𝐶 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)̃︀𝐺𝑆 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎬⎭ =

𝜏∫
0

⎧⎨⎩ 𝐺𝐶 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

𝐺𝑆 (𝜆, 𝜏 − 𝑡)

⎫⎬⎭ 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡.

(2.104)

Здесь функции ̃︀𝐺𝐶 и ̃︀𝐺𝑆 в ряде случаев могут быть вычислены аналити

чески, например, с помощью таблиц интегралов [173]. Результаты вычислений

продемонстрированы на рис. 2.6, 2.7.

Для двухкомпонентной среды в качестве материала полупространства

возьмем дюралюминий (2.102). Правые части граничных условий:

𝑓2 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝑓1 (𝜏) = 𝑓3 (𝜏) = 0.

Результаты вычислений продемонстрированы на рис. 2.8 – 2.10.

Задачи для однокомпонентного и двухкомпонентного полупространства

были рассмотрены в работах [74, 75]. Так же как и в задачах для слоя, несмот

ря на то, что моделью среды является твердый раствор, граничные возмуще

ния массопереноса какого-либо одного диффузанта инициируют массопере
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Рис. 2.6. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1011, пунктирная 𝜏 = 2 · 1011,

штриховая 𝜏 = 3 · 1011.

Рис. 2.7. зависимость 𝜂 (𝑥, 𝜏) от 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1011, пунктирная 𝜏 = 2 · 1011,

штриховая 𝜏 = 3 · 1011.
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Рис. 2.8. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1012, пунктирная 𝜏 = 2 · 1012,

штриховая 𝜏 = 3 · 1012.

Рис. 2.9. зависимость 𝜂1 (𝑥, 𝜏) от 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1011, пунктирная 𝜏 = 2 · 1011,

штриховая 𝜏 = 3 · 1011.
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Рис. 2.10. зависимость 𝜂2 (𝑥, 𝜏) от 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1014, пунктирная 𝜏 = 2 · 1014,

штриховая 𝜏 = 3 · 1014.

нос всех остальных компонент материала и механические перемещения ча

стиц среды.

Поверхностные динамические возмущения в слое. Полагаем, что поверх

ностные возмущения в однокомпонентном (𝑁 = 1) слое заданы граничными

условиями (1.46) со следующими параметрами:

𝑓11 (𝜏) = 𝑓12 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝑓21 (𝜏) = 𝑓22 (𝜏) = 0.

Свертки функций Грина в (2.99) с правыми частями заданных гранич

ных условий будут иметь вид
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𝑢 =

𝜏∫
0

[𝐺11 (𝑥, 𝜏 − 𝑡)−𝐺11 (1− 𝑥, 𝜏 − 𝑡)]𝐻 (𝑡) 𝑑𝑡 = −
𝜏 2

2
+
𝜏 2

2
+

+
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐴

(1)
11 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
11 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏)

]︁
(cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥))+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝐵
(1)
11 𝐼3 (𝑠3, 𝜏) (cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)) =

= 2
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1
[︁
𝐴

(1)
11 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
11 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏)

]︁
sin𝜆2𝑛−1

⎛⎝1

2
− 𝑥

⎞⎠+

+2
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1𝐵
(1)
11 𝐼3 (𝑠3, 𝜏) sin𝜆2𝑛−1

⎛⎝1

2
− 𝑥

⎞⎠ ,

𝜂 =

𝜏∫
0

[𝐺21 (𝑥, 𝜏 − 𝑡) +𝐺21 (1− 𝑥, 𝜏 − 𝑡)]𝐻 (𝑡) 𝑑𝑡 =

= −
2Λ

𝐷

∞∑︁
𝑛=1

1− e−𝐷𝜆2
𝑛𝜏

𝜆𝑛
(sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥))+

(2.105)

+
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐴

(1)
21 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
21 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏)

]︁
(sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥))+

+
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐵

(1)
21 𝐼3 (𝑠3, 𝜏) +𝐵

(2)
21 𝐼3

(︀
−𝐷𝜆2𝑛, 𝜏

)︀]︁
(sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥)) =

= −
4Λ

𝐷

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1
1− e−𝐷𝜆2

2𝑛−1𝜏

𝜆2𝑛−1
cos𝜆2𝑛−1

⎛⎝1

2
− 𝑥

⎞⎠+

+2
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1
[︁
𝐴

(1)
21 𝐼1(𝛾, 𝛽, 𝜏)−𝐴

(2)
21 𝐼2(𝛾, 𝛽, 𝜏)

]︁
cos𝜆2𝑛−1

⎛⎝1

2
− 𝑥

⎞⎠+

+2
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1
[︁
𝐵

(1)
21 𝐼3(𝑠3, 𝜏)+𝐵

(2)
21 𝐼3

(︀
−𝐷𝜆22𝑛−1, 𝜏

)︀]︁
cos𝜆2𝑛−1

⎛⎝1

2
− 𝑥

⎞⎠ ,

где коэффициенты 𝐴
(𝑙)
𝑘𝑚 = 𝐴

(𝑙)
𝑘𝑚 (𝜆2𝑛−1) и 𝐵(𝑝)

𝑘𝑚 = 𝐵
(𝑝)
𝑘𝑚 (𝜆2𝑛−1) определяются по

формулам (2.66), 𝜆2𝑛−1 = 𝜋 (2𝑛− 1). Интегралы 𝐼𝑟 – по формулам (2.101).
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На рис. 2.11 – 2.13 приведены примеры расчетов для однокомпонентного

слоя из алюминия (2.99) при количестве членов ряда Фурье 𝑁𝜆 = 104.

Рис. 2.11. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 10−1, пунктирная

𝜏 = 2 · 10−1, штриховая 𝜏 = 3 · 10−1.

На рис. 2.14 представлены результаты сравнения полученного здесь ре

шения с решением чисто упругой задачи.

Объемные возмущения в слое. В качестве примера, рассмотрим задачу

для однокомпонентного слоя (𝑁 = 1) с однородными граничными условиями

(1.45). Для массовых сил в уравнениях (1.31) полагаем:

𝐹1 (𝑥, 𝜏) = 𝑓1 (𝑥)𝐻 (𝜏) , 𝐹2 (𝑥, 𝜏) = 0, 𝑓1 (𝑥) = 1− 𝑥.

После вычисления сверток (2.93), получаем:

𝑢 =
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐴

(1)
11 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
11 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +𝐵

(1)
11 𝐼3 (𝑠3, 𝜏)

]︁
𝑓 𝑠1 sin𝜆𝑛𝑥,

𝜂 =
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐴

(1)
21 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏)− 𝐴

(2)
21 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) +𝐵

(1)
21 𝐼3 (𝑠3, 𝜏)

]︁
𝑓 𝑠1 cos𝜆𝑛𝑥,
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Рис. 2.12. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝜏 . Сплошная линия 𝑥 = 10−1, пунктирная

𝑥 = 2 · 10−1, штриховая 𝑥 = 3 · 10−1.

Рис. 2.13. зависимость 𝜂 (𝑥, 𝜏) от 𝜏 . Сплошная линия 𝑥 = 0.1, пунктирная 𝑥 = 0.5, штри

ховая 𝑥 = 0.9.
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Рис. 2.14. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от координаты 𝑥 при 𝜏 = 1011. Сплошная линия – решение

задачи (1.31), (1.46), пунктирная – решение чисто упругой задачи.

Рис. 2.15. зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от времени. Сплошная линия 𝑥 = 0.1, пунктирная 𝑥 = 0.2,

штриховая 𝑥 = 0.3.
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Рис. 2.16. зависимость 𝜂 (𝑥, 𝜏) от 𝑥. Сплошная линия 𝜏 = 1011, пунктирная 𝜏 = 2 · 1011,

штриховая 𝜏 = 2 · 1011.

𝑓 𝑠1 (𝜆𝑛) = 2

1∫
0

𝑓1 (𝑥) sin𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 =
2

𝜆𝑛
, (𝑛 ≥ 1) .

Интегралы 𝐼𝑘,
(︀
𝑘 = 1, 3

)︀
определяются по формулам (2.101), коэффици

енты 𝐴
(𝑙)
𝑘𝑚 находятся по формулам (2.86). Результаты расчётов для алюминия

(2.99) представлены на рис. 2.15, 2.16.
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Глава 3

Двумерные задачи упругой диффузии со

специальными граничными условиями

3.1. Интегральное представление решений двумерных

задач упругой диффузии

Постановка двумерных задач механодиффузии дана в пунктах 1.4 и 1.5.

Для их решения предполагается использование разложений искомых полей в

тригонометрические ряды Фурье. При этом также возникают ограничения на

классы граничных условий. В аналогичных задачах для полуограниченных

сред вместо рядов используются синус-, косинус-преобразования с теми же

ограничениями на классы допустимых граничных условий.

Из дальнейшего изложения будет видно, что в двумерных задачах долж

ны быть ограничения на классы анизотропии среды. В одномерных задачах

подобных вопросов не возникало, так как в постановке задачи используется

только одна упругая постоянная, один коэффициент самодиффузии и один

коэффициент объемного расширения из-за диффузии. Таким образом, среда

могла по умолчанию рассматриваться как изотропная. Для двумерных задач

имеет место следующее утверждение.

Утверждение. Необходимым условием для представления решений дву

мерной задачи механодиффузии в виде неполных рядов Фурье (синус-, ко

синус-преобразования Фурье) является выполнение соотношений (1.32), т.е.

рассматриваемая среда должна быть ортотропной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, необходимым условием

двумерности задачи упругости является наличие симметрии среды относи
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тельно какой-либо координатной плоскости [63]. Следовательно, это условие

будет необходимым условием двумерности и для задачи механодиффузии.

В случае, если u = {𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 𝑢0 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) , 0} среда должна иметь сим

метрию относительно плоскости 𝑂𝑥1𝑥2. Это накладывает соответствующие

ограничения на компоненты тензоров, характеризующих физические харак

теристики среды [63, 253], а именно, в (1.30) следует положить:

𝐶3111 = 𝐶3112 = 𝐶3122 = 𝐶3211 = 𝐶3212 = 𝐶3222 = 𝐶3331 = 𝐶3332 = 0,

𝐷
(𝑞)
13 = 𝐷

(𝑞)
23 = 0, 𝛼

(𝑞)
13 = 𝛼

(𝑞)
23 = 0.

(3.1)

Тогда уравнение (1.30) запишется так (третье уравнение движения об

ращается в тождество и поэтому здесь не выписывается)

𝐶1111

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥21
+ 𝐶1212

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥22
+ (𝐶1122 + 𝐶1221)

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−

𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
11

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑥1
+

+𝐶1112

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐶1222

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
12

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑥2
= �̈�1,

(𝐶2211 + 𝐶2112)
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
+ 𝐶2121

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥21
+ 𝐶2222

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
22

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑥2
+

+𝐶2221

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐶2111

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥21
−

𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
21

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑥1
= �̈�2,

−Λ
(𝑞)
1111

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥31
− Λ

(𝑞)
2211

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥22𝜕𝑥1
− Λ

(𝑞)
1122

𝜕3𝑢2

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
+ Λ

(𝑞)
2222

𝜕3𝑢2

𝜕𝑥32
+

+𝐷
(𝑞)
11

𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑥21
+𝐷

(𝑞)
22

𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑥22
− Λ

(𝑞)
2212

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥32
− Λ

(𝑞)
1121

𝜕3𝑢2

𝜕𝑥31
−

−
(︁
Λ
(𝑞)
1112 + Λ

(𝑞)
1211 + Λ

(𝑞)
2111

)︁ 𝜕3𝑢1

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
−
(︁
Λ
(𝑞)
2221 + Λ

(𝑞)
1222 + Λ

(𝑞)
2122

)︁ 𝜕3𝑢2

𝜕𝑥1𝜕𝑥22
+

+𝐷
(𝑞)
12

𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
= �̇�(𝑞),

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
.

Здесь, например, первое уравнение содержит одновременно и четные и

нечетные производные от функции 𝑢1 по переменной 𝑥2. Это означает, что
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если искать функцию 𝑢1 в виде неполного ряда Фурье (как в главе 2), то

часть слагаемых в этом уравнении будет пропорциональна cos𝜆𝑛𝑥2, а часть

– sin𝜆𝑛𝑥2. То же самое справедливо и в отношении остальных функций и

остальных уравнений в этой системе. Это обстоятельство не позволяет ис

пользовать для построения решения неполные тригонометрические ряды Фу

рье (синус-, косинус-преобразование Фурье). Исходя из этого, на симметрию

среды необходимо наложить дополнительные условия:

- либо
𝐶1111 = 𝐶2222 = 𝐶1122 = 𝐶1212 = 0,

𝛼
(𝑞)
11 = 𝛼

(𝑞)
22 = 0, 𝐷

(𝑞)
11 = 𝐷

(𝑞)
22 = 0;

(3.2)

- либо

𝐶2221 = 𝐶2111 = 0, 𝛼
(𝑞)
12 = 0, 𝐷

(𝑞)
12 = 0. (3.3)

В первом случае не выполняется условие положительной определенно

сти квадратичной формы

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑖𝑗𝜀𝑘𝑙, (3.4)

которая выражает удвоенную потенциальную энергию упругой деформации

анизотропного тела. В самом деле, матрица упругих постоянных в рассмат

риваемом двумерном случае с учетом (3.2) будет иметь вид:

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 𝐶1112

0 0 𝐶2221

𝐶1112 𝐶2221 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Нетрудно видеть, что минор, полученный вычеркиванием первой строки

и первого столбца отрицателен⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 0 𝐶2221

𝐶2221 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = − (𝐶2221)

2 < 0.
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Во втором случае матрица упругих постоянных будет иметь вид⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶1111 𝐶1122 0

𝐶1122 𝐶2222 0

0 𝐶1212

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

и условие положительной определенности квадратичной формы (3.4) выпол

няется при известных соотношениях, получаемых с помощью критерия Силь

вестра

𝐶1111𝐶2222 − (𝐶1122)
2 > 0, 𝐶𝛼𝛽𝛼𝛽, 𝐶𝛼𝛼𝛽𝛽 > 0 (𝛼, 𝛽 = 1, 2) .

Также можно дополнительно положить

𝐶2313 = 𝐶2133 = 0, (3.5)

так как эти компоненты тензора упругих постоянных не входят в двумерную

постановку задачи.

Отметим, что соотношения (3.1), (3.3) и (3.5) в совокупности эквивалент

ны условиям (1.32). �

Указанными свойствами обладает ортотропная среда, что объясняет её

выбор при постановке двумерных задач упругой диффузии в прямоугольной

декартовой системе координат, соответствующей уравнениям (1.34). Двумер

ными аналогами граничных условий (1.45) здесь являются условия (1.48).

Решение этой задачи представляем в виде рядов⎧⎨⎩ 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

⎫⎬⎭ =
∞∑︁
𝑛=0

⎧⎨⎩ 𝑢𝑐1 (𝑥1, 𝜆𝑛, 𝜏)

𝜂𝑐𝑞 (𝑥1, 𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎬⎭ cos𝜆𝑛𝑥2,

𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑠2 (𝑥1, 𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥2 (𝜆𝑛 = 𝜋𝑛) .

(3.6)
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Аналогами граничных условий (1.46) здесь будут условия (1.49). Тогда⎧⎨⎩ 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

⎫⎬⎭ =
∞∑︁
𝑛=1

⎧⎨⎩ 𝑢𝑠1 (𝑥1, 𝜆𝑛, 𝜏)

𝜂𝑠𝑞 (𝑥1, 𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎬⎭ sin𝜆𝑛𝑥2,

𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑐2 (𝑥1, 𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥2 (𝜆𝑛 = 𝜋𝑛) .

(3.7)

Наконец, граничным условиям (1.47) будут соответствовать условия (1.50).

Решения соответствующей краевой задачи будем представлять в виде (3.6) с

той однако разницей, что 𝜆𝑛 = 𝜋 (2𝑛− 1) /2, 𝑛 = 1, 2, ....

Для решения задач (1.34) с нулевыми начальными условиями и гранич

ными условиями (1.48), (1.49) или (1.50) также будем использовать интеграль

ные представления искомых функций в виде свёрток функций Грина с правы

ми частями граничных условий (звездочки обозначают свертки по времени 𝜏

и координате 𝑥1):

𝑢𝑖 =
𝑁+2∑︁
𝑘=1

2∑︁
𝑙=1

𝐺𝑖𝑘𝑙 * *𝑓𝑘𝑙, 𝜂𝑞 =
𝑁+2∑︁
𝑘=1

2∑︁
𝑙=1

𝐺𝑞+2,𝑘𝑙 * *𝑓𝑘𝑙, 𝑞 = 1, 𝑁, (3.8)

𝑓 * *𝑔 =
∞∫

−∞

𝑑𝜉

𝜏∫
0

𝑓 (𝑥1 − 𝜉, 𝜏 − 𝑡) 𝑔 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝑡.

Здесь 𝐺𝑚𝑘𝑙

(︀
𝑚, 𝑘 = 1, 𝑁 + 2, 𝑙 = 1, 2

)︀
- поверхностные функции Грина,

которые определяются как решения задач, включающих в себя уравнения

(1.34), нулевые начальные условия и следующие граничные условия:

- для краевой задачи (1.34), (1.48)⎛⎝𝜕𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥2
+
𝜕𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝛿𝑘1𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝𝜕𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥2
+
𝜕𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝛿𝑘1𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,

𝐺2𝑘𝑙|𝑥2=0 = 𝛿𝑘2𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) , 𝐺2𝑘𝑙|𝑥2=1 = 𝛿𝑘2𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,
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⎛⎝Λ𝑞
21

𝜕2𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ Λ𝑞

22

𝜕2𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥22
−𝐷𝑞

2

𝜕𝐺𝑞+2,𝑘𝑙

𝜕𝑥2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝛿𝑘,𝑞+2𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝Λ𝑞
21

𝜕2𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ Λ𝑞

22

𝜕2𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥22
−𝐷𝑞

2

𝜕𝐺𝑞+2,𝑘𝑙

𝜕𝑥2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝛿𝑘,𝑞+2𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ;

(3.9)

- для краевой задачи (1.34), (1.49)

𝐺1𝑘𝑙|𝑥2=0 = 𝛿𝑘1𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) , 𝐺𝑞+2,𝑘𝑙|𝑥2=0 = 𝛿𝑘,𝑞+2𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝𝐶0

𝜕𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥1
+ 𝐶22

𝜕𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐺𝑗+2,𝑘𝑙

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝛿𝑘2𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,

𝐺1𝑘𝑙|𝑥2=1 = 𝛿𝑘1𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) , 𝐺𝑞+2,𝑘𝑙|𝑥2=1 = 𝛿𝑘,𝑞+2𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝𝐶0

𝜕𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥1
+ 𝐶22

𝜕𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐺𝑗+2,𝑘𝑙

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝛿𝑘2𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ;

(3.10)

- для краевой задачи (1.34), (1.50)

𝐺1𝑘𝑙|𝑥2=0 = 𝛿𝑘1𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) , 𝐺𝑞+2,𝑘𝑙|𝑥2=0 = 𝛿𝑘,𝑞+2𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝𝐶0

𝜕𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥1
+ 𝐶22

𝜕𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐺𝑗+2,𝑘𝑙

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝛿𝑘2𝛿𝑙1𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝𝜕𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥2
+
𝜕𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝛿𝑘1𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) , 𝐺2𝑘𝑙|𝑥2=1=𝛿𝑘2𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) ,⎛⎝Λ𝑞
21

𝜕2𝐺1𝑘𝑙

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ Λ𝑞

22

𝜕2𝐺2𝑘𝑙

𝜕𝑥22
−𝐷𝑞

2

𝜕𝐺𝑞+2,𝑘𝑙

𝜕𝑥2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝛿𝑘,𝑞+2𝛿𝑙2𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) .

(3.11)

Отметим, что из уравнений (1.34) и граничных условий (1.48) так же,

как и в одномерном случае, с использованием замены пространственной пе

ременной 𝑦 = 1−𝑥2 получаются следующие соотношения между функциями

Грина:
𝐺𝑖𝑘2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = (−1)𝑖𝐺𝑖𝑘1 (𝑥1, 1− 𝑥2, 𝜏) ,

𝐺𝑞+2,𝑘2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = −𝐺𝑞+2,𝑘1 (𝑥1, 1− 𝑥2, 𝜏) .
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Таким образом, для определения перемещения и приращения концен

траций достаточно найти только функции 𝐺𝑚𝑘1

(︀
𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 2

)︀
. При этом,

последний индекс в их записи можно опустить, полагая

𝐺𝑚𝑘 = 𝐺𝑚𝑘1

(︀
𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 2

)︀
. (3.12)

Для определения этих функций как ядер представлений (3.8) достаточно

ограничиться случаем 𝑓𝑘2 ≡ 0. Таким образом, окончательно решение задачи

(1.34), (1.48) записываем так:

𝑢𝑖=
𝑁+2∑︁
𝑘=1

[︁
𝐺𝑖𝑘(𝑥1,𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘1(𝑥1,𝜏)+(−1)𝑖𝐺𝑖𝑘(𝑥1,1−𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘2(𝑥1,𝜏)

]︁
,

𝜂𝑞=
𝑁+2∑︁
𝑘=1

[𝐺𝑞+2,𝑘(𝑥1,𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘1(𝑥1,𝜏)−𝐺𝑞+2,𝑘(𝑥1,1−𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘2(𝑥1,𝜏)] .
(3.13)

Аналогичным образом представляем решение задачи (1.34), (1.49):

𝑢𝑖=
𝑁+2∑︁
𝑘=1

[︁
𝐺𝑖𝑘(𝑥1,𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘1(𝑥1,𝜏)−(−1)𝑖𝐺𝑖𝑘(𝑥1,1−𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘2(𝑥1,𝜏)

]︁
,

𝜂𝑞=
𝑁+2∑︁
𝑘=1

[𝐺𝑞+2,𝑘(𝑥1,𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘1(𝑥1,𝜏)+𝐺𝑞+2,𝑘(𝑥1,1−𝑥2,𝜏)**𝑓𝑘2(𝑥1,𝜏)] ,
(3.14)

где
𝐺𝑖𝑘2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = − (−1)𝑖𝐺𝑖𝑘1 (𝑥1, 1− 𝑥2, 𝜏) ,

𝐺𝑞+2,𝑘2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = 𝐺𝑞+2,𝑘1 (𝑥1, 1− 𝑥2, 𝜏) ,

𝐺𝑚𝑘 = 𝐺𝑚𝑘1

(︀
𝑖 = 1, 2; 𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 2

)︀
.

Для полуплоскости аналог соотношений (3.8) имеет вид:

𝑢𝑖 =
𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐺𝑖𝑘 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) * *𝑓𝑘 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜂𝑞 =
𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐺𝑞+2,𝑘 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) * *𝑓𝑘 (𝑥1, 𝜏) .
(3.15)

При этом граничное условие при 𝑥2 = 1 заменяется условием ограничен

ности функций Грина на полуоси 𝑥2 ∈ (0,+∞), а вместо разложений в ряды
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используются соответствующие синус-, косину-преобразования Фурье, кото

рые будем записывать так (𝜆 – параметр преобразования, верхний индекс 𝑆

означает синус-трансформанту, 𝐶 – косинус-трансформанту):

- для краевой задачи (1.34), (1.48)⎧⎨⎩ 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

⎫⎬⎭ =
1

𝜋

∞∫
0

⎧⎨⎩ 𝑢𝐶1 (𝑥1, 𝜆, 𝜏)

𝜂𝐶𝑞 (𝑥1, 𝜆, 𝜏)

⎫⎬⎭ cos𝜆𝑥2 𝑑𝜆,

𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
1

𝜋

∞∫
0

𝑢𝑆2 (𝑥1, 𝜆, 𝜏) sin𝜆𝑥2 𝑑𝜆,

(3.16)

- для краевой задачи (1.34), (1.49)⎧⎨⎩ 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

⎫⎬⎭ =
1

𝜋

∞∫
0

⎧⎨⎩ 𝑢𝑆1 (𝑥1, 𝜆, 𝜏)

𝜂𝑆𝑞𝑛 (𝑥1, 𝜆, 𝜏)

⎫⎬⎭ sin𝜆𝑥2 𝑑𝜆,

𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
1

𝜋

∞∫
0

𝑢𝐶2 (𝑥1, 𝜆, 𝜏) cos𝜆𝑥2 𝑑𝜆.

(3.17)

Задачи для плоскости рассматриваются без граничных условий. При

этом искомые функции должны быть ограничены в ℜ2. Решение ищется с

помощью двойного преобразования Фурье по координатам 𝑥1, 𝑥2 и преобра

зования Лапласа по времени.

Переход к многомерным моделям расширяет набор канонических об

ластей, на которых можно рассматривать постановки соответствующих на

чально-краевых задач. Так в двумерном случае, помимо указанных здесь об

ластей плоскость, полуплоскость и полоса, можно рассматривать следующие

множества:

- прямоугольник 𝑥1 ∈ [0, 𝑙], 𝑥2 ∈ [0, 1]. Это множество можно рассмат

ривать как пересечение полос 𝑥1 ∈ [0, 𝑙] , 𝑥2 ∈ ℜ и 𝑥2 ∈ [0, 1] , 𝑥1 ∈ ℜ,

- квадрант 𝑥1 ∈ [0, ∞), 𝑥2 ∈ [0, ∞), который является пересечением

полуплоскостей 𝑥1 ∈ [0, ∞) , 𝑥2 ∈ ℜ и 𝑥2 ∈ [0, ∞) , 𝑥1 ∈ ℜ,
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- полуполоса 𝑥1 ∈ [0, ∞), 𝑥2 ∈ [0, 1]. Образована пересечением полу

плоскости 𝑥1 ∈ [0, ∞) , 𝑥2 ∈ ℜ и полосы 𝑥2 ∈ [0, 1] , 𝑥1 ∈ ℜ.

Соответствующие граничные условия образуются путем комбинации усло

вий для полос и полуплоскостей. При этом, решения данных задач также

строятся путем комбинации решений (3.13), (3.14), (3.16) и (3.17). Например,

в задаче для прямоугольника с граничными условиями

𝜎12|𝑥2=0 = 𝑓111 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢2|𝑥2=0 = 𝑓121 (𝑥1, 𝜏) , 𝐽
𝑞
2 |𝑥2=0 = 𝑓1,𝑞+2,1 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜎12|𝑥2=1 = 𝑓112 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢2|𝑥2=1 = 𝑓122 (𝑥1, 𝜏) , 𝐽
𝑞
2 |𝑥2=1 = 𝑓1,𝑞+2,2 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜎12|𝑥1=0 = 𝑓211 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢1|𝑥1=0 = 𝑓221 (𝑥1, 𝜏) , 𝐽
𝑞
1 |𝑥1=0 = 𝑓2,𝑞+2,1 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜎12|𝑥1=𝑎 = 𝑓212 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢1|𝑥1=𝑎 = 𝑓222 (𝑥1, 𝜏) , 𝐽
𝑞
1 |𝑥1=𝑎 = 𝑓2,𝑞+2,2 (𝑥1, 𝜏) ,

решение запишется так⎧⎨⎩ 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

⎫⎬⎭ =
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

⎧⎨⎩ 𝑢𝑐𝑐1 (𝜔𝑘, 𝜆𝑛, 𝜏)

𝜂𝑐𝑐𝑞 (𝜔𝑘, 𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎬⎭ cos𝜔𝑘𝑥1 cos𝜆𝑛𝑥2,

𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑠𝑠2 (𝜔𝑘, 𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜔𝑘𝑥1 sin𝜆𝑛𝑥2,

𝜔𝑘 =
𝜋𝑘

𝑎
, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛.

В данной работе будут рассматриваться задачи для полосы, полуплос

кости и плоскости с граничными условиями (1.48) и (1.49).
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3.2. Механодиффузия ортотропной среды. Случай

касательных нагрузок

Ортотропный слой. Рассмотрим здесь двумерную задачу для 𝑁 - ком

понентного ортотропного слоя. Система уравнений, описывающая физико

механические процессы, имеет вид (1.34). Будем также считать, что поверх

ностные возмущения заданы условиями (1.48). Начальные условия полагаем

нулевыми.

Для нахождения функций Грина применяем к задаче (1.34), (1.48) пре

образование Лапласа по времени 𝜏 и Фурье по пространственной переменной

𝑥1 (соответственно 𝑠 и 𝜔 - их параметры; индексы «𝐿» и «𝐹» обозначают

трансформанты, штрих означает производную по переменной 𝑥2)

𝜅1 (𝜔, 𝑠)𝑢
𝐹𝐿
1 − 𝐶12𝑢

′′𝐹𝐿
1 − 𝑖𝜔𝐶21𝑢

′𝐹𝐿
2 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝜂

𝐹𝐿
𝑗 = 0,

−𝑖𝜔𝐶21𝑢
′𝐹𝐿
1 + 𝜅2 (𝜔, 𝑠)𝑢

𝐹𝐿
2 − 𝐶22𝑢

′′𝐹𝐿
2 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂

′𝐹𝐿
𝑗 = 0,

−𝑖𝜔3Λ𝑞
11𝑢

𝐹𝐿
1 + 𝑖𝜔Λ𝑞

21𝑢
′′𝐹𝐿
1 − 𝜔2Λ𝑞

12𝑢
′𝐹𝐿
2 + Λ𝑞

22𝑢
′′′𝐹𝐿
2 +

+𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠) 𝜂
𝐹𝐿
𝑞 −𝐷𝑞

2𝜂
′′𝐹𝐿
𝑞 = 0;

(3.18)

(︁
𝑢′𝐹𝐿

1 + 𝑖𝜔𝑢𝐹𝐿
2

)︁⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝑓𝐹𝐿
11 (𝜔, 𝑠) , 𝑢𝐹𝐿

2

⃒⃒
𝑥2=0

= 𝑓𝐹𝐿
21 (𝜔, 𝑠) ,(︁

𝑖𝜔Λ𝑞
21𝑢

′𝐹𝐿
1 + Λ𝑞

22𝑢
′′𝐹𝐿
2 −𝐷𝑞

2𝜂
′𝐹𝐿
𝑞

)︁⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝑓𝐹𝐿
𝑞+2,1 (𝜔, 𝑠) ,

(3.19)

(︁
𝑢′𝐹𝐿

1 + 𝑖𝜔𝑢𝐹𝐿
2

)︁⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 0, 𝑢𝐹𝐿
2

⃒⃒
𝑥2=1

= 0,(︁
𝑖𝜔Λ𝑞

21𝑢
′𝐹𝐿
1 + Λ𝑞

22𝑢
′′𝐹𝐿
2 −𝐷𝑞

2𝜂
′𝐹𝐿
𝑞

)︁⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 0,

где

𝜅𝛼 (𝑥, 𝑦) = 𝐶1𝛼𝑥
2 + 𝑦2, 𝜅𝑞+2 (𝑥, 𝑦) = 𝐷𝑞

1𝑥
2 + 𝑦. (3.20)

Представляем решение задачи (3.18), (3.19) в виде двух слагаемых (𝑖 =
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1, 2, 𝑞 = 1, 𝑁):

𝑢𝐹𝐿
𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝑈𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) + 𝜙𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) ,

𝜂𝐹𝐿
𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = H𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) + 𝜓𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) ,

(3.21)

где функции 𝜙𝑖 и 𝜓𝑞 выбираемся таким образом, чтобы правые части гранич

ных условий (3.19) были нулевыми. Для этого полагаем:

𝜙2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝜙*
2 (𝑥2) 𝑓

𝐹𝐿
21 (𝜔, 𝑠) , 𝜙*

2 (𝑥2) = 1− 𝑥2. (3.22)

Тогда для функций 𝜙1 и 𝜓𝑞 из граничных условий (3.19) с учётом (3.22)

получаем следующие соотношения:

(︀
𝜙′
1 + 𝑖𝜔𝑓𝐹𝐿

21 𝜙
*
2

)︀⃒⃒
𝑥2=0

= 𝑓𝐹𝐿
11 ,

(︀
𝑖𝜔𝛾𝑞𝜙

′
1 − 𝜓′

𝑞

)︀⃒⃒
𝑥2=0

=
𝑓𝐹𝐿
𝑞+2,1

𝐷𝑞
2

,

(︀
𝜙′
1 + 𝑖𝜔𝑓𝐹𝐿

21 𝜙
*
2

)︀⃒⃒
𝑥2=1

= 0,
(︀
𝑖𝜔𝛾𝑞𝜙

′
1 − 𝜓′

𝑞

)︀⃒⃒
𝑥2=1

= 0, 𝛾𝑞 =
Λ𝑞
21

𝐷𝑞
2

,

которые записываем так:

𝜙′
1 + 𝑖𝜔𝑓𝐹𝐿

21 𝜙
*
2 = 𝜙*

2𝑓
𝐹𝐿
11 , 𝑖𝜔𝛾𝑞𝜙

′
1 − 𝜓′

𝑞 = 𝜙*
2

𝑓𝐹𝐿
𝑞+2,1

𝐷𝑞
2

.

Интегрируя их последовательно, получаем выражение для 𝜙1 и 𝜓𝑞:

𝜙1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) =
(︀
𝑓𝐹𝐿
11 − 𝑖𝜔𝑓𝐹𝐿

21

)︀
𝜙*
1 (𝑥2) , 𝜙*

1 (𝑥2) = 𝑥2

⎛⎝1−
𝑥2

2

⎞⎠ ,

𝜓𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) =

⎛⎝𝑖𝜔𝛾𝑞𝑓𝐹𝐿
11 + 𝜔2𝛾𝑞𝑓

𝐹𝐿
21 −

𝑓𝐹𝐿
𝑞+2,1

𝐷𝑞
2

⎞⎠𝜙*
1 (𝑥2) .

(3.23)

Подставляя теперь (3.21) в (3.18) и (3.19), с учетом соотношений (3.22)

и (3.23) приходим к следующей краевой задаче:
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𝜅1 (𝜔, 𝑠)𝑈1 − 𝐶12𝑈
′′
1 − 𝑖𝜔𝐶21𝑈

′
2 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝐻𝑗 = Φ1,

−𝑖𝜔𝐶21𝑈
′
1 + 𝜅2 (𝜔, 𝑠)𝑈2 − 𝐶22𝑈

′′
2 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐻

′
𝑗 = Φ2,

−𝑖𝜔3Λ𝑞
11𝑈1 + 𝑖𝜔Λ𝑞

21𝑈
′′
1 − 𝜔2Λ𝑞

12𝑈
′
2 + Λ𝑞

22𝑈
′′′
2 +

+𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠)𝐻𝑞 −𝐷𝑞
2𝐻

′′
𝑞 = Φ𝑞+2;

(3.24)

(𝑈 ′
1 + 𝑖𝜔𝑈2)|𝑥2=0,1 = 0, 𝑈2|𝑥2=0,1 = 0,⎛⎝𝑖𝜔Λ𝑞

21

𝐷𝑞
2

𝑈 ′
1 +

Λ𝑞
22

𝐷𝑞
2

𝑈 ′′
2 −𝐻 ′

𝑞

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0,1

= 0.
(3.25)

Здесь

Φ1 = −𝐶12𝑓
𝐹𝐿
11 − 𝑖𝜔𝐶0𝑓

𝐹𝐿
21 + 𝜙*

1

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵1𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 , Φ2 = 𝜙*

2

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵2𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

Φ𝑞+2 = 𝜙*
1

(︀
𝐵𝑞+2,1𝑓

𝐹𝐿
11 +𝐵𝑞+2,2𝑓

𝐹𝐿
21 +𝐵𝑞+2,𝑞+2𝑓

𝐹𝐿
𝑞+2,1

)︀
−

−𝜔2Λ𝑞
12𝑓

𝐹𝐿
21 + 𝑓𝐹𝐿

𝑞+2,1,

(3.26)

𝐵11 = 𝜔2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝛾𝑗 − 𝜅1, 𝐵12 = −𝑖𝜔

(︃
𝜔2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝛾𝑗 − 𝜅1

)︃
,

𝐵21 = 𝑖𝜔

(︃
𝐶21 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝛾𝑗

)︃
, 𝐵22 = −

(︃
𝜅2 + 𝜔2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝛾𝑗 − 𝐶21𝜔

2

)︃
,

𝐵𝑞+2,1 = 𝑖𝜔
(︀
𝜔2Λ𝑞

11 − 𝜅𝑞+2𝛾𝑞
)︀
, 𝐵𝑞+2,2 = 𝜔2

(︀
𝜔2Λ𝑞

11 − 𝜅𝑞+2𝛾𝑞
)︀
,

𝐵1,𝑞+2 = 𝑖𝜔
𝛼𝑞
1

𝐷𝑞
2

, 𝐵2,𝑞+2 =
𝛼𝑞
2

𝐷𝑞
2

, 𝐵𝑞+2,𝑞+2 =
𝜅𝑞+2

𝐷𝑞
2

.

Решение системы уравнений (3.24) представляем в виде тригонометри

ческих рядов удовлетворяющих граничным условиям (3.25). В таком же виде

записываем правые части этих уравнений:⎧⎨⎩ 𝑈2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

Φ2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

⎫⎬⎭ =
∞∑︁
𝑛=1

⎧⎨⎩ 𝑈 𝑠
2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

Φ𝑠
2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎬⎭ sin𝜆𝑛𝑥2; (3.27)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

H𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

Φ1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

Φ𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

∞∑︁
𝑛=0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈 𝑐
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

H𝑐
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

Φ𝑐
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

Φ𝑐
𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
cos𝜆𝑛𝑥2, (3.28)

где

Φ𝑐
1 (𝜔, 0, 𝑠) = −𝐶12𝑓

𝐹𝐿
11 − 𝑖𝜔𝐶0𝑓

𝐹𝐿
21 +

1

6

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵1𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

Φ𝑐
𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) = −𝜔2Λ𝑞

12𝑓
𝐹𝐿
21 + 𝑓𝐹𝐿

𝑞+2,1 +
1

6

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵𝑞+2,𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

Φ𝑐
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = −2𝜆−2

𝑛

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵1𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 , Φ𝑠

2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 2𝜆−1
𝑛

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵2𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

Φ𝑐
𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = −2𝜆−2

𝑛

[︀
𝐵𝑞+2,1𝑓

𝐹𝐿
11 +𝐵𝑞+2,2𝑓

𝐹𝐿
21 +𝐵𝑞+2,𝑞+2𝑓

𝐹𝐿
𝑞+2,1

]︀
.

(3.29)

В результате получаем следующие системы уравнений относительно ко

эффициентов рядов (3.28) и (3.27):

𝜅1 (𝜔, 𝑠)𝑈
𝑐
1 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1H

𝑐
𝑗 = Φ𝑐

1 (𝜔, 0, 𝑠) ,

−𝑖𝜔3Λ𝑞
11𝑈

𝑐
1 + 𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠)H

𝑐
𝑞 = Φ𝑐

𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) (𝑛 = 0) ;

(3.30)

𝑘1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)𝑈
𝑐
1 − 𝑖𝜔𝜆𝑛𝐶21𝑈

𝑠
2 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1H

𝑐
𝑗 = Φ𝑐

1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) ,

𝑖𝜔𝜆𝑛𝐶21𝑈
𝑐
1 + 𝑘2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)𝑈

𝑠
2 − 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2H

𝑐
𝑗 = Φ𝑠

2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) ,

−𝑖𝜔𝐾𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛)𝑈
𝑐
1 − 𝜆𝑛𝑀𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛)𝑈

𝑠
2+

+𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)H
𝑐
𝑞 = Φ𝑐

𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) (𝑛 ≥ 1) ,

(3.31)

где

𝑘1 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜅1 (𝑥, 𝑧) + 𝑦2𝐶12, 𝑘2 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜅2 (𝑥, 𝑧) + 𝐶22𝑦
2,

𝑘𝑞+2 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜅𝑞+2 (𝑥, 𝑧) +𝐷𝑞
2𝑦

2,

𝐾𝑞 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2Λ𝑞
11 + 𝑦2Λ𝑞

21, 𝑀𝑞 (𝑥, 𝑦) = 𝑦2Λ𝑞
22 + 𝑥2Λ𝑞

12.

(3.32)
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Находим решение систем (3.30), (3.31) и, переходя по формулам (3.21) –

(3.23) к искомым функциям, получаем в пространстве изображений следую

щий результат:

𝑢𝐹𝐿
𝑖 =

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐺𝐹𝐿
𝑖𝑘 𝑓

𝐹𝐿
𝑘1 , 𝜂𝐹𝐿

𝑞 =
𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐺𝐹𝐿
𝑞+2,𝑘𝑓

𝐹𝐿
𝑘1 (𝑖 = 1, 2) ; (3.33)

𝐺𝐹𝐿
𝑙𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝐺𝐹𝐿𝑐

𝑙𝑘 (𝜔, 0, 𝑠) +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑙𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥2 (𝑙 ̸= 2) ,

𝐺𝐹𝐿
2𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝐿𝑠
2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥2

(︀
𝑘 = 1, 𝑁 + 2

)︀
;

(3.34)

𝐺𝐹𝐿𝑐
1𝑘 (𝜔, 0, 𝑠) =

𝑃1𝑘0 (𝜔, 𝑠)

𝑃0 (𝜔, 𝑠)
, 𝐺𝐹𝐿𝑐

𝑞+2,𝑖 (𝜔, 0, 𝑠) =
𝑃𝑞+2,𝑖0 (𝜔, 𝑠)

𝑃0 (𝜔, 𝑠)
,

𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) = ̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐

𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) +
𝑄𝑞+2,𝑞+2,0 (𝜔, 𝑠)

𝑄𝑞0 (𝜔, 𝑠)
,

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) =

𝐷𝑞
2

𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠)
;

(3.35)

𝐺𝐹𝐿𝑐
1𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃1𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
, 𝐺𝐹𝐿𝑠

2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =
𝑃2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
,

𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) +

𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
,

̃︀𝐺𝐹𝐿
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =

2𝛿𝑘,𝑞+2𝐷
𝑞
2

𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
(𝑛 ≥ 1) .

(3.36)

Здесь числители и знаменатели определяются так:

𝑃0 = 𝜅1Π0 − 𝜔4

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1Λ

𝑗
11Π0𝑗, 𝑄𝑞0 = 𝜅𝑞+2𝑃0,

𝑃110 = −𝐶12Π0, 𝑃1,𝑞+2,0 = −𝑖𝜔
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1Π0𝑗, 𝑄𝑞+2,𝑞+2,0 = 𝛼𝑞

1Λ
𝑞
11𝜔

4Π0𝑞,

𝑃120 = 𝑖𝜔

(︃
−𝐶0Π0 + 𝜔2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1Λ

𝑗
12Π0𝑗

)︃
, 𝑃𝑞+2,10 = −𝑖𝜔3Λ𝑞

11𝐶12Π0𝑗,

𝑃𝑞+2,20 = 𝜔2
(︀
𝐶0Λ

𝑞
11𝜔

2−Λ𝑞
12𝜅1

)︀
Π0𝑞−𝜔6

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

(︁
Λ𝑞
11Λ

𝑗
12−Λ𝑗

11Λ
𝑞
12

)︁
Π0𝑗𝑞;

(3.37)
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𝑃 =
(︀
𝑘1𝑘2 − 𝜔2𝜆2𝑛𝐶

2
21

)︀
Π+ 𝜔2𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑆𝑖𝑗
3 𝐾𝑖𝑀𝑗Π𝑖𝑗+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

(︁
𝜔2𝐾𝑗𝑆

𝑗
2 + 𝜆2𝑛𝑀𝑗𝑆

𝑗
1

)︁
Π𝑗,

𝑄𝑞 = 𝑘𝑞+2𝑃 (𝑛 ≥ 1) ;

(3.38)

𝑃11 = 2𝐶12

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜆

2
𝑛𝑀𝑗Π𝑗 − 𝑘2Π

)︃
, 𝑃21 = 2𝑖𝜔𝜆𝑛𝐶12

(︃
𝐶21Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐾𝑗Π𝑗

)︃
,

𝑃12 = 2𝑖𝜔
(︀
𝐶22𝐶21𝜆

2
𝑛 − 𝐶0𝑘2

)︀
Π− 2𝑖𝜔𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑆𝑖𝑗
3 𝑀𝑖𝑀𝑗Π𝑖𝑗

−2𝑖𝜔
𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
𝜆2𝑛

(︁
𝐶22𝛼

𝑗
1 − 𝐶0𝛼

𝑗
2

)︁
+ 𝑆𝑗

2

]︁
𝑀𝑗Π𝑗,

𝑃22 = 2𝜆𝑛
(︀
𝐶22𝑘1 − 𝜔2𝐶21𝐶0

)︀
Π+ 2𝜔2𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑆𝑖𝑗
3 𝐾𝑖𝑀𝑗Π𝑖𝑗−

−2𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
𝜔2
(︁
𝛼𝑗
1𝐶22 − 𝛼𝑗

2𝐶0

)︁
𝐾𝑗 − 𝑆𝑗

1𝑀𝑗

]︁
Π𝑗,

𝑃1,𝑞+2 = 2𝑖𝜔𝐷𝑞
2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑗
2Π𝑗 + 2𝑖𝜔𝜆2𝑛𝐷

𝑞
2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝑀𝑗Π𝑗𝑞, (3.39)

𝑃2,𝑞+2 = −2𝜆𝑛𝐷
𝑞
2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑗
1Π𝑗 + 2𝜔2𝜆𝑛𝐷

𝑞
2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝐾𝑗Π𝑗𝑞,

𝑄𝑞+2,𝑚 = 𝑖𝜔𝐾𝑞𝑃1𝑚 + 𝜆𝑛𝑀𝑞𝑃2𝑚 − 2𝛿2𝑚𝑀𝑞𝑃,

где, величины 𝑘𝑚 = 𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), 𝜅𝑚 = 𝜅𝑚 (𝜔, 𝑠),𝑚 = 1, 𝑁 + 2,𝐾𝑞 = 𝐾𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛)

и 𝑀𝑞 = 𝑀𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛), 𝑞 = 1, 𝑁 находятся по формулам (3.20), (3.32). Осталь

ные функции в (3.37) – (3.39) 𝑆𝑗
1 = 𝑆𝑗

1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), 𝑆
𝑗
2 = 𝑆𝑗

2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), 𝑆
𝑖𝑗
3 , Π0 =

Π0 (𝜔, 𝑠), Π0𝑗 = Π0𝑗 (𝜔, 𝑠), Π0𝑗𝑞 = Π0𝑗𝑞 (𝜔, 𝑠), Π = Π(𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), Π𝑗 = Π𝑗 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

и Π𝑗𝑞 = Π𝑗𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) определяются следующим образом:

𝑆𝑗
1 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑗

1𝐶21𝑥
2 − 𝛼𝑗

2𝑘1 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ,

𝑆𝑗
2 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑗

2𝐶21𝑦
2 − 𝛼𝑗

1𝑘2 (𝑥, 𝑦, 𝑧) , 𝑆
𝑖𝑗
3 = 𝛼𝑖

1𝛼
𝑗
2 − 𝛼𝑗

1𝛼
𝑖
2,
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Π0 =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝜅𝑗+2, Π0𝑗 =
𝑁∏︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

𝜅𝑟+2, Π0𝑗𝑞 =
𝑁∏︁

𝑟=1,𝑟 ̸={𝑗,𝑞}

𝜅𝑟+2, 𝑗 ̸= 𝑞,

Π =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘𝑗+2, Π𝑗 =
𝑁∏︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

𝑘𝑟+2, Π𝑗𝑞 =
𝑁∏︁

𝑟=1,𝑟 ̸={𝑗,𝑞}

𝑘𝑟+2, 𝑗 ̸= 𝑞.

(3.40)

При этом полагаем, что при 𝑁 = 1:

Π01 = 1, Π1 = 1,

а при 𝑁 = 2 (𝑗, 𝑞 = 1, 2):

Π012 = Π021 = 1, Π12 = Π21 = 1.

Обращая преобразование Лапласа, из (3.34) получаем следующий ре

зультат:

𝐺𝐹𝑐
𝑙𝑚 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝐺𝐹𝑐

𝑙𝑚 (𝜔, 0, 𝜏) +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑐
𝑙𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥2 (𝑙 ̸= 2) ,

𝐺𝐹𝑠
2𝑚 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑠
2𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥2.

(3.41)

Как и в случае одномерных задач, функции 𝐺𝐹𝐿𝑐
1𝑚 , 𝐺𝐹𝐿𝑠

2𝑚 и 𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑚 явля

ются правильными рациональными дробями аргумента 𝑠. Поэтому, переход

в пространство оригиналов по Лапласу также осуществляется с помощью

вычетов. При этом достаточно найти оригиналы следующих функций при

сутствующих в (3.35), (3.36):

𝑃𝑖𝑘0 (𝜔, 𝑠)

𝑃0 (𝜔, 𝑠)
,
𝑄𝑞+2,𝑘0 (𝜔, 𝑠)

𝑄𝑞0 (𝜔, 𝑠)
,
𝑃𝑖𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
,
𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
(𝑖 = 1, 2) ; (3.42)

̃︀𝐺𝐹𝐿
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) =

𝐷𝑞
2

𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠)
, ̃︀𝐺𝐹𝐿

𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =
2𝐷𝑞

2

𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
. (3.43)

Заметим здесь, что функции в (3.43) в соответствии с (3.34) – (3.36)

нужно сразу рассматривать в виде комбинаций

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) +

∞∑︁
𝑛=1

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥.
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Для обращения дробей в (3.42) необходимо выяснить характер нулей

многочленов 𝑃0 и 𝑃 . Имеет место следующее утверждение.

Утверждение. Пусть выполнено условие (2.13). Тогда:

1) многочлен 𝑃0 имеет два комплексно сопряженных нуля с отрицатель

ной действительной частью и 𝑁 простых отрицательных действительных ну

ля,

2) многочлен 𝑃 имеет две пары комплексно сопряженных нулей с отри

цательными действительными частями и 𝑁 простых отрицательных действи

тельных нуля. Причем в случае изотропной среды одна пара комплексных

корней чисто мнимая [98, 253].

Д о к а з а т е л ь с т в о того, что нули многочленов 𝑃0 и 𝑃 лежат

в левой части комплексной полуплоскости комплексного параметра 𝑠 прове

дем для однокомпонентной среды (𝑁 = 1, верхний индекс в записи физи

ческих характеристиках среды, обозначающий номер компоненты вещества,

для краткости изложения будет опускаться).

Воспользуемся критерием Рауса-Гурвица в формулировке Льенара-Шипа

ра [50]. Здесь достаточно проверить положительность следующих определи

телей Гурвица: второго для многочлена 𝑃0, второго и четвёртого для много

члена 𝑃 .

Для многочлена

𝑃0 (𝜔, 𝑠) =
(︀
𝐷1𝜔

2 + 𝑠
)︀ (︀
𝜔2𝐶11 + 𝑠2

)︀
− 𝛼1𝜔

4Λ11,

указанный определитель имеет вид:

Δ20 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐷1𝜔

2 𝜔4 (𝐷1𝐶11 − 𝛼1Λ11)

1 𝐶11𝜔
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝐷1𝐶11𝜔
4 − 𝜔4 (𝐷1𝐶11 − 𝛼1Λ11) = 𝛼1Λ11𝜔

4 > 0.

Записывая многочлен 𝑃 в виде
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𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =
5∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝑠
5−𝑖,

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 𝑘3 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) , 𝑎2 = 𝑘1 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) + 𝑘2 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) ,

𝑎3 = 𝑎1𝑎2 − 𝛼1𝜔
2𝐾1 − 𝛼2𝜆

2
𝑛𝑀1, 𝑎4 = 𝑘1 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) 𝑘2 (𝜔, 𝜆𝑛, 0)− 𝐶2

21𝜔
2𝜆2𝑛,

𝑎5 = 𝑎1𝑎4 + 𝜔2𝐾1𝑆
1
2 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) + 𝜆2𝑛𝑀1𝑆

1
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) ,

приходим к следующему результату для второго определителя

Δ2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑎1 𝑎3

𝑎0 𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3 = 𝛼1𝜔

2𝐾1 + 𝛼2𝜆
2
𝑛𝑀1 > 0.

Соответственно, четвёртый определитель после приведения подобных

слагаемых записывается так:

Δ4 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑎1 𝑎3 𝑎5 0

𝑎0 𝑎2 𝑎4 0

0 𝑎1 𝑎3 𝑎5

0 𝑎0 𝑎2 𝑎4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝛼1𝛼2𝐾1𝑀1𝜆
2
𝑛𝜔

2

⎡⎣𝐶21

⎛⎝𝜔2
𝛼1

𝛼2
− 𝜆2𝑛

𝛼2

𝛼1

⎞⎠+ 𝑘2 (𝜔, 𝜆𝑛, 0)− 𝑘1 (𝜔, 𝜆𝑛, 0)

⎤⎦2

≥ 0.

В случае ортотропной среды неравенство будет строгим, поэтому все

нули многочлена 𝑃 лежат в левой полуплоскости комплексной плоскости 𝑠.

Равенство нулю возможно только в случае изотропной среды, когда

𝛼𝑖 = 𝛼, 𝐷𝑖 = 𝐷, Λ𝑖𝑗 = Λ,

𝐶11 = 𝐶22 = 1, 𝐶12 = 𝜇, 𝐶21 = 1− 𝜇

𝑘2 (𝜔, 𝜆𝑛, 0)− 𝑘1 (𝜔, 𝜆𝑛, 0) = (𝜇− 1)
(︀
𝜔2 − 𝜆2𝑛

)︀
, 𝐾1 =𝑀1,

Δ4 = 𝛼2𝐾2
1𝜔

2𝜆2𝑛
[︀
(1− 𝜇)

(︀
𝜔2 − 𝜆2𝑛

)︀
+ (𝜇− 1)

(︀
𝜔2 − 𝜆2𝑛

)︀]︀2
= 0,

здесь 𝜇 - обезразмеренная по формулам (1.28) упругая постоянная Ламе.
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В этом случае многочлен 𝑃 имеет пару чисто мнимых корней. Они на

ходятся аналитически [98].

При вычислении оригиналов по Лапласу существенным является нали

чие у многочленов 𝑃0 и 𝑃 кратных нулей. Покажем, что для любых 𝜆𝑛 эти

нули могут совпадать только на множестве значений параметра 𝜔, не со

держащем предельные точки. В самом деле, из теоремы о существовании

неявной функции комплексной переменной [15] следует, что нули многочле

нов 𝑃0 и 𝑃 являются аналитическими функциями параметра 𝜔, поэтому в

силу теоремы единственности [15] они могут совпадать либо на всей области

определения параметра 𝜔, либо в изолированных точках. Положим 𝜔 = 0 и

рассмотрим 𝑃 (0, 𝜆𝑛, 𝑠):

𝑃 (0, 𝜆𝑛, 𝑠) =
(︀
𝑠2 + 𝜆2𝑛𝐶12

)︀ [︀(︀
𝑠2 + 𝜆2𝑛

)︀ (︀
𝑠+𝐷2𝜆

2
𝑛

)︀
− 𝛼2Λ2𝜆

4
𝑛

]︀
.

Многочлен, стоящий в квадратных скобках не имеет корней, совпадаю

щих с ±𝑖𝜆𝑛
√
𝐶12 так как его коэффициенты не зависят от 𝐶12. Для проверки

на кратность, возьмем производную этого многочлена и найдем её нули

3𝑠2 + 2𝐷2𝜆
2
𝑛𝑠+ 𝜆2𝑛 = 0.

Корни этого уравнения

𝑠1,2 =
− 2𝐷2𝜆

2
𝑛 ± 2𝜆2𝑛

√︁
(𝐷2)

2 − 3𝜆2𝑛

6
.

Полученные значения не зависят от 𝛼2Λ2, поэтому не являются нулями

многочлена 𝑃 (0, 𝜆𝑛, 𝑠), следовательно, он не имеет кратных корней. Анало

гично исследуется многочлен 𝑃0. Это означает, что многочлены 𝑃0 и 𝑃 при

любых значениях 𝜆𝑛 не имеют кратных корней совпадающих на множестве

значений параметра 𝜔, содержащем предельные точки. Таким образом уста

новлено, что многочлены 𝑃0 и 𝑃 при 𝑁 = 1 имеют простые нули с отрица

тельной действительной частью.
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Асимптотический анализ, изложенный в п. 2.3 показывает, что в рассмат

риваемой задаче для 𝑁 - компонентного слоя при условии (2.13), многочлен

𝑃0 имеет 2 комплексных нуля и 𝑁 действительных нуля. Аналогично можно

показать, что при том же условии (2.13) многочлен 𝑃 имеет две пары ком

плексных нулей и 𝑁 действительных нуля. Указанные асимптотики также

позволяют установить, что нули многочленов 𝑃0 и 𝑃 лежат в левой части

комплексной полуплоскости комплексного параметра 𝑠. �

Обозначим 𝑠1 (𝜔, 𝜆𝑛) = 𝑠3 (𝜔, 𝜆𝑛) = 𝛾1 (𝜔, 𝜆𝑛) + 𝑖𝛽1 (𝜔, 𝜆𝑛), 𝑠2 (𝜔, 𝜆𝑛) =

𝑠4 (𝜔, 𝜆𝑛) = 𝛾2 (𝜔, 𝜆𝑛) + 𝑖𝛽2 (𝜔, 𝜆𝑛), 𝛾𝑟 (𝜔, 𝜆𝑛) < 0, 𝑠𝑞+4 (𝜔, 𝜆𝑛) < 0 – нули

многочлена 𝑃 , 𝑠01 (𝜔) = 𝑠02 (𝜔) = 𝛾0 (𝜔) + 𝑖𝛽0 (𝜔), 𝛾0 (𝜔) < 0, 𝑠0,𝑞+2 (𝜔) < 0 –

нули многочлена 𝑃0. Тогда, оригиналы первой и третьей дроби в (3.42) будут

иметь вид [84, 253]:

L−1

⎡⎣𝑃𝑖𝑘0

𝑃0

⎤⎦ = e𝛾0𝜏
(︁
𝐴

(01)
𝑖𝑘 cos 𝛽0𝜏 − 𝐴

(02)
𝑖𝑘 sin 𝛽0𝜏

)︁
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(0𝑗)
𝑖𝑘 e𝑠0,𝑗+20𝜏 ,

𝐴
(01)
𝑖𝑘 = 2Re

𝑃𝑖𝑘0 (𝜔, 𝑠01)

𝑃 ′
0 (𝜔, 𝑠01)

, 𝐴
(02)
𝑖𝑘 = 2 Im

𝑃𝑖𝑘0 (𝜔, 𝑠01)

𝑃 ′
0 (𝜔, 𝑠01)

,

𝐵
(0𝑗)
𝑖𝑘 =

𝑃𝑖𝑘0 (𝜔, 𝑠0,𝑗+2)

𝑃 ′
0 (𝜔, 𝑠0,𝑗+2)

;

(3.44)

L−1

⎡⎣𝑃𝑖𝑘

𝑃

⎤⎦ =
2∑︁

𝑟=1

e𝛾𝑟𝜏
(︁
𝐴

(𝑟1)
𝑖𝑘 cos 𝛽𝑟𝜏 − 𝐴

(𝑟2)
𝑖𝑘 sin 𝛽𝑟𝜏

)︁
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(1𝑗)
𝑖𝑘 e𝑠𝑗+4𝜏 ,

𝐴
(𝑟1)
𝑖𝑘 = 2Re

𝑃𝑖𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)

𝑃 ′ (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)
, 𝐴

(𝑟2)
𝑖𝑘 = 2 Im

𝑃𝑖𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)

𝑃 ′ (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)
,

𝐵
(1𝑗)
𝑖𝑘 =

𝑃𝑖𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑗+4)

𝑃 ′ (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑗+4)
,

(3.45)

где штрих означает производную по параметру 𝑠.

Оригиналы второй и четвёртой дроби в (3.42) находятся аналогичным

образом с учетом дополнительных простых полюсов −𝐷𝑞
1𝜔

2 и −𝐷𝑞
2𝜆

2
𝑛−𝐷𝑞

1𝜔
2

соответственно. Таким образом
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L−1

⎡⎣𝑄𝑞+2,𝑘0

𝑄𝑞0

⎤⎦ = e𝛾0𝜏
(︁
𝐴

(01)
𝑞+2,𝑘 cos 𝛽0𝜏 − 𝐴

(02)
𝑞+2,𝑘 sin 𝛽0𝜏

)︁
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(0𝑗)
𝑞+2,𝑘 e

𝑠𝑗+2,0𝜏 +𝐵
(0,𝑁+1)
𝑞+2,𝑘 e−𝐷𝑞

1𝜔
2𝜏 ,

𝐴
(01)
𝑞+2,𝑘 = 2Re

𝑄𝑞+2,𝑘0 (𝜔, 𝑠01)

𝑄′
𝑞0 (𝜔, 𝑠01)

, 𝐴
(02)
𝑞+2,𝑘 = 2 Im

𝑄𝑞+2,𝑘0 (𝜔, 𝑠01)

𝑄′
𝑞0 (𝜔, 𝑠01)

,

𝐵
(0𝑗)
𝑞+2,𝑘 =

𝑄𝑞+2,𝑘0 (𝜔, 𝑠0,𝑗+2)

𝑄′
𝑞0 (𝜔, 𝑠0,𝑗+2)

, 𝐵
(0,𝑁+1)
𝑞+2,𝑘 =

𝑄𝑞+2,𝑘0

(︀
𝜔,−𝐷𝑞

1𝜔
2
)︀

𝑄′
𝑞0 (𝜔,−𝐷

𝑞
1𝜔

2)
;

(3.46)

L−1

⎡⎣𝑄𝑞+2,𝑘

𝑄𝑞

⎤⎦ =
2∑︁

𝑟=1

e𝛾𝑟𝜏
(︁
𝐴

(𝑟1)
𝑞+2,𝑘 cos 𝛽𝑟𝜏 − 𝐴

(𝑟2)
𝑞+2,𝑘 sin 𝛽𝑟𝜏

)︁
+

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐵
(1𝑗)
𝑞+2,𝑘 e

𝑠𝑗+4𝜏 +𝐵
(1,𝑁+1)
𝑞+2,𝑘 e−(𝐷

𝑞
2𝜆

2
𝑛+𝐷𝑞

1𝜔
2)𝜏 ,

(3.47)

𝐴
(𝑟1)
𝑞+2,𝑘 = 2Re

𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)

, 𝐴
(𝑟2)
𝑞+2,𝑘 = 2 Im

𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑟)

,

𝐵
(1𝑗)
𝑞+2,𝑘 =

𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑗+4)

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠𝑗+4)

, 𝐵
(1,𝑁+1)
𝑞+2,𝑘 =

𝑄𝑞+2,𝑘

(︀
𝜔, 𝜆𝑛,−𝐷𝑞

2𝜆
2
𝑛 −𝐷𝑞

1𝜔
2
)︀

𝑄′
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛,−𝐷

𝑞
2𝜆

2
𝑛 −𝐷𝑞

1𝜔
2)

.

Наконец, оригиналы по Лапласу функций в (3.43) находятся с использо

ванием таблиц операционного исчисления и суммирования рядов [1, 173]:

L−1

[︃ ̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) +

∞∑︁
𝑛=1

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥

]︃
=

= ̃︀𝐺𝐹
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝐷𝑞

2e
−𝐷𝑞

1𝜔
2𝜏𝜗3

⎛⎝𝑥2
2
, e−𝐷𝑞

2𝜋
2𝜏

⎞⎠ .

(3.48)

Таким образом, в пространстве изображений Фурье имеем (𝑖 = 1, 2, 𝑝, 𝑞 =

1, 𝑁, 𝑘 = 1, 𝑁 + 2):
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𝐺𝐹
1𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝐺𝐹𝑐

1𝑘 (𝜔, 0, 𝜏) +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑐
1𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥2,

𝐺𝐹
2𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑠
2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥2,

𝐺𝐹
𝑞+2,𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝐺𝐹𝑐

𝑞+2,𝑖 (𝜔, 0, 𝜏) +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑐
𝑞+2,𝑖 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥2,

𝐺𝐹
𝑞+2,𝑝+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝛿𝑝𝑞 ̃︀𝐺𝐹

𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑐
𝑞+2,𝑝+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥2,

(3.49)⎧⎨⎩ 𝐺𝐹𝑐
1𝑘 (𝜔, 0, 𝜏)

𝐺𝐹𝑐
𝑞+2,𝑖 (𝜔, 0, 𝜏)

⎫⎬⎭ = L−1

⎡⎣⎧⎨⎩ 𝑃1𝑘0 (𝜔, 𝑠)

𝑃𝑞+2,𝑖0 (𝜔, 𝑠)

⎫⎬⎭ 1

𝑃0 (𝜔, 𝑠)

⎤⎦ ,⎧⎨⎩ 𝐺𝐹𝑐
1𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏)

𝐺𝐹𝑠
2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎬⎭ = L−1

⎡⎣⎧⎨⎩ 𝑃1𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎫⎬⎭ 1

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ ,
𝐺𝐹𝑐

𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) = L−1

⎡⎣𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ .
Замечание 1. Для функции ̃︀𝐺𝐹

𝑞+2,𝑞+2 возможно аналитически выполнить

обратное преобразование Фурье [14, 173]

̃︀𝐺𝑞+2,𝑞+2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
𝐷𝑞

2

2𝜋

∞∫
−∞

̃︀𝐺𝐹
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) e

𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔 =

=
𝐷𝑞

2

2
√︀
𝜋𝐷𝑞

1𝜏
e
− 𝑥21

4𝐷
𝑞
1𝜏 𝜗3

⎛⎝𝑥2
2
, e−𝐷𝑞

2𝜋
2𝜏

⎞⎠ .

(3.50)

Замечание 2. Функции 𝐺𝐹
11, 𝐺𝐹

22, 𝐺𝐹
𝑞+2,𝑝+2, 𝐺𝐹

2,𝑞+2, 𝐺𝐹
𝑞+2,2, (𝑝, 𝑞 = 1, 𝑁)

являются чётными, а остальные функции 𝐺𝐹
𝑘𝑚 - нечётные по 𝜔. Тогда, если

функции 𝑓𝐹𝑚1 также обладают свойством чётности (нечётности), то экспонен

циальное преобразование Фурье сводится к синус- или косинус-преобразова

нию Фурье, что снижает объём вычислений.
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Ортотропная полуплоскость. Как было отмечено в п. 3.1 решение зада

чи для полуплоскости строится аналогичным образом, с той лишь разницей,

что вместо неполных рядов Фурье используется синус-, косинус преобразо

вание. Таким образом, применение преобразования Фурье, Лапласа, синус-,

косинус-преобразования и редукция к нулевым граничным условиям приво

дят в данном случае также к системе линейных алгебраических уравнений

(3.31), где все обозначения остаются прежними с той лишь разницей, что ве

личина 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛 заменяется на параметр синус-, косинус-преобразования 𝜆.

Соответственно, изображения Функций Грина будут иметь вид (3.36), (3.38)

и (3.39). Их оригиналы по Лапласу находятся аналогичным образом.

Вместо формул (3.48) и (3.50) имеем [14]:

L−1

⎡⎣1
𝜋

∞∫
0

̃︀𝐺𝐹𝐿𝐶
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝜆, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥

⎤⎦ =

= ̃︀𝐺𝐹
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

√︃
𝐷𝑞

2

𝜋𝜏
e
−
(︂
𝐷𝑞

1𝜔
2𝜏+

𝑥22
4𝐷

𝑞
2𝜏

)︂
.

(3.51)

̃︀𝐺𝑞+2,𝑞+2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
1

2𝜋

∞∫
−∞

̃︀𝐺𝐹
𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) e

𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔 =

=
1

2𝜋𝜏

⎯⎸⎸⎷𝐷𝑞
2

𝐷𝑞
1

e
−𝐷

𝑞
2𝑥

2
1+𝐷

𝑞
1𝑥

2
2

4𝐷
𝑞
1𝐷

𝑞
2𝜏 .

(3.52)

Таким образом, трансформанты Фурье функций Грина для полуплоско

сти имеют вид:

𝐺𝐹
1𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

1

𝜋

∞∫
0

L−1

⎡⎣𝑃1𝑘 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

⎤⎦ cos𝜆𝑥2 𝑑𝜆,

𝐺𝐹
2𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

1

𝜋

∞∫
0

L−1

⎡⎣𝑃2𝑘 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

⎤⎦ sin𝜆𝑥2 𝑑𝜆,

(3.53)
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𝐺𝐹
𝑞+2,𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

1

𝜋

∞∫
0

L−1

⎡⎣𝑄𝑞+2,𝑖 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

⎤⎦ cos𝜆𝑥2 𝑑𝜆 (𝑖 = 1, 2) ,

𝐺𝐹
𝑞+2,𝑝+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝛿𝑝𝑞 ̃︀𝐺𝐹

𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏)+

+
1

𝜋

∞∫
0

L−1

⎡⎣𝑄𝑞+2,𝑞+2 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

⎤⎦ cos𝜆𝑥2 𝑑𝜆,
(︀
𝑝 = 1, 𝑁

)︀
.

где обратные преобразования L−1 находятся по формулам (3.45) и (3.47).
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3.3. Механодиффузия упругой среды под действием

нормальной механической нагрузки

Здесь, по аналогии с главой 2, исследуется упругая диффузия для орто

тропной среды (слой, полуплоскость) в случае задания на границе нормаль

ных усилий. Материалы этого пункта, так же как и п. 2.5, будут использовать

ся при рассмотрении вопросов, связанных с построением решений краевых

задач упругой диффузии в случае произвольных граничных условий.

Рассмотрим задачу упругой диффузии для ортотропного слоя (1.34),

(1.49) с нулевыми начальными условиями. Её решение представляется в виде

(3.14). Последовательное применение к системе (1.34) преобразования Лапла

са по времени 𝜏 , Фурье по переменной 𝑥1, разложений искомых функций в

ряды Фурье по переменной 𝑥2 и редукция к нулевым граничным условиям

приводит к следующим системам линейных алгебраических уравнений:

𝜅2 (𝜔, 𝑠)𝑈
𝑐
2 = Φ𝑐

2 (𝜔, 0, 𝑠) (𝑛 = 0) ; (3.54)

𝑘1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)𝑈
𝑠
1 + 𝑖𝜔𝜆𝑛𝐶21𝑈

𝑐
2 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝐻

𝑠
𝑗 = Φ𝑠

1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) ,

−𝑖𝜔𝜆𝑛𝐶21𝑈
𝑠
1 + 𝑘2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)𝑈

𝑐
2 + 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐻

𝑠
𝑗 = Φ𝑐

2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) ,

−𝑖𝜔𝐾𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛)𝑈
𝑠
1 + 𝜆𝑛𝑀𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛)𝑈

𝑐
2+

+𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)𝐻
𝑠
𝑞 = Φ𝑠

𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) (𝑛 ≥ 1) .

(3.55)

Здесь
𝑢𝐹𝐿
𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝑈𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) + 𝜙𝑖 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) ,

𝜂𝐹𝐿
𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = H𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) + 𝜓𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) ;

(3.56)

𝜙1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝜙*
1 (𝑥2) 𝑓

𝐹𝐿
11 (𝜔, 𝑠) , 𝜓𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝜙*

1 (𝑥2) 𝑓
𝐹𝐿
𝑞+2,1 (𝜔, 𝑠) ,

𝜙*
1 (𝑥2) = 1− 𝑥2

(︀
𝑖 = 1, 2, 𝑞 = 1, 𝑁

)︀
;

(3.57)
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𝜙2 =
𝜙*
2 (𝑥2)

𝐶22

(︃
𝑓𝐹𝐿
21 − 𝑖𝜔𝐶0𝑓

𝐹𝐿
11 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝑓

𝐹𝐿
𝑗+2,1

)︃
,

𝜙*
2 (𝑥2) = −

(1− 𝑥2)
2

2
= 𝑥2 −

𝑥22

2
, 𝜙*

1 (𝑥2) = 𝜙′*
2 (𝑥2) ,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

H𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

𝑢𝐹𝐿
1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

𝜂𝐹𝐿
𝑞 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

Φ1 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

Φ𝑞+2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

𝜙*
1 (𝑥2)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=
∞∑︁
𝑛=1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈 𝑠
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

H𝑠
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑢𝐹𝐿𝑠
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝜂𝐹𝐿𝑠
𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

Φ𝑠
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

Φ𝑠
𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝜙𝑠
1 (𝜆𝑛)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

sin𝜆𝑛𝑥2,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

𝑢𝐹𝐿
2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

Φ2 (𝜔, 𝑥2, 𝑠)

𝜙*
2 (𝑥2)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

∞∑︁
𝑛=0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈 𝑐
2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑢𝐹𝐿𝑐
2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

Φ𝑐
2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝜙𝑐
2 (𝜆𝑛)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
cos𝜆𝑛𝑥2,

Φ𝑐
2 (𝜔, 0, 𝑠) = −𝑖𝜔𝐶12𝑓

𝐹𝐿
11 − 𝑓𝐹𝐿

21 + 𝜙𝑐
2 (0)

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵2𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

Φ𝑠
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜙𝑠

1 (𝜆𝑛)
𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵1𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 , Φ𝑐

2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜙𝑐
2 (𝜆𝑛)

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵2𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

Φ𝑠
𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜙𝑠

1 (𝜆𝑛)
𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐵𝑞+2,𝑘𝑓
𝐹𝐿
𝑘1 ,

𝜙𝑐
2 (0) =

1∫
0

𝜙*
2 (𝑥) 𝑑𝑥 =

1

6
, 𝜙𝑐

2 (𝜆𝑛) = 2

1∫
0

𝜙*
2 (𝑥) cos𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −

2

𝜆2𝑛
,

𝜙𝑠
1 (𝜆𝑛) = 2

1∫
0

𝜓*
1 (𝑥) sin𝜆𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝜆𝑛
, 𝜙𝑠

1 (𝜆𝑛) = −𝜆𝑛𝜙𝑐
2 (𝜆𝑛) ,
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𝐵11 = 𝜔2
𝐶21

𝐶22
𝐶0 − 𝜅1, 𝐵12 = 𝑖𝜔

𝐶21

𝐶22
, 𝐵1,𝑞+2 = 𝑖𝜔

⎛⎝𝛼𝑞
1 −

𝐶21

𝐶22
𝛼𝑞
2

⎞⎠ ,

𝐵21 = 𝑖𝜔𝐶0

𝜅2

𝐶22
, 𝐵22 = −

𝜅2

𝐶22
, 𝐵2,𝑞+2 = −

𝜅2

𝐶22
𝛼𝑞
2,

𝐵𝑞+2,1 = 𝑖𝜔3

⎛⎝Λ𝑞
11 −

Λ𝑞
12

𝐶22
𝐶0

⎞⎠ , 𝐵𝑞+2,2 = 𝜔2
Λ𝑞
12

𝐶22
,

𝐵𝑞+2,𝑝+2 = 𝜔2
Λ𝑞
12

𝐶22
𝛼𝑝
2 − 𝛿𝑝𝑞𝜅𝑞+2.

Решение уравнения (3.54) записывается так:

𝑈 𝑐
2 (𝜔, 0, 𝑠) =

Φ𝑐
2 (𝜔, 0, 𝑠)

𝜅2 (𝜔, 𝑠)
.

Откуда с учетом равенств (3.56), (3.57) находим:

𝑢𝐹𝐿𝑐
2 (𝜔, 0, 𝑠) = 𝑈 𝑐

2 (𝜔, 0, 𝑠)+

+
𝜙𝑐
2 (0)

𝐶22

(︃
𝑓𝐹𝐿
21 − 𝑖𝜔𝐶0𝑓

𝐹𝐿
11 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝑓

𝐹𝐿
𝑗+2,1

)︃
= −

𝑖𝜔𝐶12𝑓
𝐹𝐿
11 + 𝑓𝐹𝐿

21

𝜅2 (𝜔, 𝑠)
.

(3.58)

Далее, решая систему (3.55) и переходя к искомым функциям, получаем

в пространстве изображений:

𝑢𝐹𝐿
𝑖 =

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐺𝐹𝐿
𝑖𝑘 𝑓

𝐹𝐿
𝑘1 , 𝜂

𝐹𝐿
𝑞 =

𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐺𝐹𝐿
𝑞+2,𝑘𝑓

𝐹𝐿
𝑘1 (𝑖 = 1, 2) ; (3.59)

𝐺𝐹𝐿
2𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) = 𝐺𝐹𝐿𝑐

2𝑘 (𝜔, 0, 𝑠) +
∞∑︁
𝑛=0

𝐺𝐹𝐿𝑐
2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥2,

𝐺𝐹𝐿
𝑙𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑙𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥2, (𝑙 ̸= 2) ;

(3.60)

𝐺𝐹𝐿𝑐
21 (𝜔, 0, 𝑠) = −

𝑖𝜔𝐶12

𝜅2 (𝜔, 𝑠)
, 𝐺𝐹𝐿𝑐

22 (𝜔, 0, 𝑠) = −
1

𝜅2 (𝜔, 𝑠)
; (3.61)
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𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑖𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃𝑖𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
(𝑖 = 1, 2) ,

𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) =

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) +

𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
,

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑞+2,1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 2𝑖𝜔𝜆𝑛

Λ𝑞
22𝐶0 − Λ𝑞

21𝐶22

𝐶22𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
,

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑞+2,2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = −2𝜆𝑛

Λ𝑞
22

𝐶22𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
,

̃︀𝐺𝐹𝐿𝑠
𝑞+2,𝑝+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = −2𝜆𝑛

Λ𝑞
22𝛼

𝑝
2 − 𝛿𝑝𝑞𝐶22𝐷

𝑞
2

𝐶22𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)
, 𝑛 ≥ 1.

(3.62)

Здесь величины 𝑘𝑚 = 𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) и 𝜅𝑚 = 𝜅𝑚 (𝜔, 𝑠), 𝑚 = 1, 𝑁 + 2 нахо

дятся по формулам (3.20), (3.32), многочлены 𝑃 и 𝑄𝑞 по формулам (3.38), а

остальные многочлены определяются так:

𝑃11 = 2𝐶12𝜆𝑛
(︀
𝑘2 − 𝜔2𝐶21

)︀
Π+ 2𝜔2𝜆3𝑛

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

⎛⎝Λ𝑗
22

𝐶0

𝐶22
− Λ𝑗

21

⎞⎠𝑆𝑖𝑗
3 𝑀𝑖Π𝑖𝑗−

−2𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

⎡⎣𝐶12𝐶22

(︁
𝛼𝑗
2𝜆

2
𝑛 − 𝜔2𝛼𝑗

1

)︁
𝑀𝑗 + 𝜔2

⎛⎝Λ𝑗
22

𝐶0

𝐶22
− Λ𝑗

21

⎞⎠𝑆𝑗
2

⎤⎦Π𝑗,

𝑃12 = 2𝑖𝜔𝜆𝑛

⎡⎣𝐶21Π−
𝑁∑︁
𝑗=1

⎛⎝𝛼𝑗
1𝑀𝑗 + 𝑆𝑗

2

Λ𝑗
22

𝐶22

⎞⎠Π𝑗

⎤⎦+
2𝑖𝜔𝜆3𝑛

𝐶22

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

Λ𝑗
22𝑆

𝑖𝑗
3 𝑀𝑖Π𝑖𝑗,

𝑃1,𝑞+2 = 2𝑖𝜔𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

⎛⎝𝛿𝑗𝑞𝐷𝑞
2 − 𝛼𝑞

2

Λ𝑗
22

𝐶22

⎞⎠(︃𝑆𝑗
2Π𝑗 + 𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑆𝑗𝑘
3 𝑀𝑘Π𝑗𝑘

)︃
,

𝑃21 = 2𝑖𝜔𝐶12

(︀
𝜆2𝑛𝐶21 − 𝑘1

)︀
Π+ 2𝑖𝜔3𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

⎛⎝Λ𝑗
22

𝐶0

𝐶22
− Λ𝑗

21

⎞⎠𝑆𝑖𝑗
3 𝐾𝑖Π𝑖𝑗−

−2𝑖𝜔
𝑁∑︁
𝑗=1

⎡⎣𝐶12𝐶22

(︁
𝜆2𝑛𝛼

𝑗
2 − 𝜔2𝛼𝑗

1

)︁
𝐾𝑗 − 𝜆2𝑛

⎛⎝Λ𝑗
22

𝐶0

𝐶22
− Λ𝑗

21

⎞⎠𝑆𝑗
1

⎤⎦Π𝑗,
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𝑃22 = −2𝑘1Π+ 2
𝑁∑︁
𝑗=1

⎛⎝𝜔2𝛼𝑗
1𝐾𝑗 − 𝜆2𝑛

Λ𝑗
22

𝐶22
𝑆𝑗
1

⎞⎠Π𝑗 −
2𝜔2𝜆2𝑛

𝐶22

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑆𝑖𝑗
3 𝐾𝑖Π𝑖𝑗,

𝑃2,𝑞+2 = 2𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

⎛⎝𝛿𝑗𝑞𝐷𝑞
2 − 𝛼𝑞

2

Λ𝑗
22

𝐶22

⎞⎠(︃𝑆𝑗
1Π𝑗 + 𝜔2

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑆𝑘𝑗
3 𝐾𝑘Π𝑘𝑗

)︃
, (3.63)

𝑄𝑞+2,𝑚 = 𝑖𝜔𝐾𝑞𝑃1𝑚 − 𝜆𝑛𝑀𝑞𝑃2𝑚,

где 𝐾𝑖 = 𝐾𝑖 (𝜔, 𝜆𝑛) и 𝑀𝑖 = 𝑀𝑖 (𝜔, 𝜆𝑛) находятся по формулам (3.32), а 𝑆𝑗
1 =

𝑆𝑗
1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), 𝑆

𝑗
2 = 𝑆𝑗

2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), 𝑆
𝑖𝑗
3 , Π = Π(𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), Π𝑗 = Π𝑗 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) и Π𝑖𝑗 =

Π𝑖𝑗 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁 по формулам (3.40).

Обращая преобразование Лапласа в (3.60), с учетом (3.61) и (3.62) полу

чаем следующий результат:

𝐺𝐹
1𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

L−1

⎡⎣𝑃1𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ cos𝜆𝑛𝑥2,

𝐺𝐹
2𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝐺𝐹𝑐

2𝑘 (𝜔, 0, 𝜏) +
∞∑︁
𝑛=1

L−1

⎡⎣𝑃2𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦ cos𝜆𝑛𝑥2,

𝐺𝐹
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

⎧⎨⎩̃︀𝐺𝐹𝑠
𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) + L−1

⎡⎣𝑄𝑞+2,𝑘 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠)

⎤⎦⎫⎬⎭ sin𝜆𝑛𝑥2,

где обратное преобразование L−1 находится с помощью формул (3.45), (3.47).

Остальные функции имеют вид:⎧⎨⎩ 𝐺𝐹𝑐
21 (𝜔, 0, 𝜏)

𝐺𝐹𝑐
22 (𝜔, 0, 𝜏)

⎫⎬⎭ = −

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑖
√
𝐶12

1

𝜔
√
𝐶12

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ sin
(︁√︀

𝐶12𝜔𝜏
)︁
,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
̃︀𝐺𝐹𝑠
𝑞+2,1 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏)̃︀𝐺𝐹𝑠
𝑞+2,2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏)̃︀𝐺𝐹𝑠

𝑞+2,𝑝+2 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
1

𝐶22

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑖𝜔𝜆𝑛 (Λ

𝑞
22𝐶0 − Λ𝑞

21𝐶22)

−2𝜆𝑛Λ
𝑞
22

2𝜆𝑛 (𝛿𝑞𝑝𝐶22𝐷
𝑞
2 − Λ𝑞

22𝛼
𝑝
2)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ e−(𝐷
𝑞
1𝜔

2+𝐷𝑞
2𝜆

2
𝑛)𝜏 .

Аналогичная задача для полуплоскости решается также, с учетом по

правок, изложенных в конце п. 3.2.
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3.4. Двумерные объёмные механодиффузионные

возмущения

Также как и в одномерных моделях будем рассматривать объемные ме

ханодиффузионные возмущения для двумерных областей.

Плоскость. Решение исходной задачи (1.34) записываем следующим об

разом (звездочки означают свертки по переменным 𝑥1, 𝑥2 и 𝜏 ):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1

𝑢2

𝜂𝑞

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
𝑁+2∑︁
𝑘=1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐺𝑠

1𝑘

𝐺𝑠
2𝑘

𝐺𝑠
𝑞+1,𝑘

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ * * * 𝐹𝑘. (3.64)

Здесь 𝐺𝑠
𝑘𝑚 - объёмные функции Грина для плоскости. Они ограничены

в ℜ2 удовлетворяет нулевым начальным условиям и уравнениям:

�̈�𝑠
1𝑚 =

𝜕2𝐺𝑠
1𝑚

𝜕𝑥21
+ 𝐶12

𝜕2𝐺𝑠
1𝑚

𝜕𝑥22
+ 𝐶21

𝜕2𝐺𝑠
2𝑚

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝐺𝑠
𝑗+2,𝑚

𝜕𝑥1
+ 𝛿1𝑚Δ,

�̈�𝑠
2𝑚 = 𝐶21

𝜕2𝐺𝑠
1𝑚

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
+ 𝐶12

𝜕2𝐺𝑠
2𝑚

𝜕𝑥21
+ 𝐶22

𝜕2𝐺𝑠
2𝑚

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝐺𝑠
𝑗+2,𝑚

𝜕𝑥2
+ 𝛿2𝑚Δ,

�̇�𝑠
𝑞+2,𝑚 = −Λ𝑞

11

𝜕3𝐺𝑠
1𝑚

𝜕𝑥31
− Λ𝑞

21

𝜕3𝐺𝑠
1𝑚

𝜕𝑥22𝜕𝑥1
− Λ𝑞

12

𝜕3𝐺𝑠
2𝑚

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
− Λ𝑞

22

𝜕3𝐺𝑠
2𝑚

𝜕𝑥32
+

+𝐷𝑞
1

𝜕2𝐺𝑠
𝑞+2,𝑚

𝜕𝑥21
+𝐷𝑞

2

𝜕2𝐺𝑠
𝑞+2,𝑚

𝜕𝑥22
+ 𝛿𝑞+2,𝑚Δ,

(3.65)

где

Δ = 𝛿 (𝑥1, 𝑥2) 𝛿 (𝜏) .

Для нахождения функций 𝐺𝑠
𝑘𝑚 применяем к уравнениям (3.65) преобра

зование Лапласа по времени и двойное преобразование Фурье по координатам

𝑥1 и 𝑥2:
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𝑘1𝐺
𝑠𝐹𝐿
1𝑚 + 𝐶21𝜔1𝜔2𝐺

𝑠𝐹𝐿
2𝑚 + 𝑖𝜔1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝐺

𝑠𝐹𝐿
𝑗+2,𝑚 = 𝛿1𝑚,

𝐶21𝜔1𝜔2𝐺
𝑠𝐹𝐿
1𝑚 + 𝑘2𝐺

𝑠𝐹𝐿
2𝑚 + 𝑖𝜔2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐺

𝑠𝐹𝐿
𝑗+2,𝑚 = 𝛿2𝑚,

−𝑖𝜔1𝐾𝑞𝐺
𝑠𝐹𝐿
1𝑚 − 𝑖𝜔2𝑀𝑞𝐺

𝑠𝐹𝐿
1𝑚 + 𝑘𝑞+2𝐺

𝑠𝐹𝐿
𝑞+2,𝑚 = 𝛿𝑞+2,𝑚

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
,

(3.66)

где 𝜔1 и 𝜔2 - параметры двойного преобразования Фурье, функции 𝑘𝑚 =

𝑘𝑚 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠) , 𝑚 = 1, 𝑁 + 2, 𝐾𝑖 = 𝐾𝑖 (𝜔1, 𝜔2) и 𝑀𝑖 = 𝑀𝑖 (𝜔1, 𝜔2), 𝑖 = 1, 𝑁

находятся по формулам (3.32).

Решение системы (3.66) имеет вид:

𝐺𝑠𝐹𝐿
𝑖𝑚 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠) =

𝑃𝑖𝑚 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠)

𝑃 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠)
(𝑖 = 1, 2) ,

𝐺𝑠𝐹𝐿
𝑞+2,𝑚 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠) =

𝛿𝑞+2,𝑚

𝑘𝑞+2 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠)
+
𝑄𝑞+2,𝑚 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠)
,

(3.67)

где

𝑃11 = 𝑘2Π−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜔

2
2𝑀𝑗Π𝑗, 𝑃12 = 𝜔1𝜔2

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝑀𝑗Π𝑗 − 𝐶21Π

)︃
,

𝑃1,𝑞+2 = 𝑖𝜔1𝑆
𝑞
2Π𝑞 + 𝑖𝜔1𝜔

2
2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝑀𝑗Π𝑞𝑗,

𝑃21 = 𝜔1𝜔2

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐾𝑗Π𝑗 − 𝐶21Π

)︃
,

𝑃22 = 𝑘1Π−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜔2
1𝛼

𝑗
1𝐾𝑗Π𝑗, 𝑃2,𝑞+2 = 𝑖𝜔2𝑆

𝑞
1Π𝑞 − 𝑖𝜔2

1𝜔2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝐾𝑗Π𝑞𝑗,

𝑄2𝑠
𝑞+2,𝑚 = 𝑖𝜔1𝐾𝑞𝑃1𝑚 + 𝑖𝜔2𝑀𝑞𝑃2𝑚.

(3.68)

Здесь функции 𝑆𝑗
1 = 𝑆𝑗

1 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠), 𝑆𝑗
2 = 𝑆𝑗

2 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠), 𝑆𝑖𝑗
3 , Π = Π(𝜔1, 𝜔2, 𝑠),

Π𝑗 = Π𝑗 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠) и Π𝑖𝑗 = Π𝑖𝑗 (𝜔1, 𝜔2, 𝑠), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁 определяются по форму

лам (3.40).
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Оригиналы по Лапласу функций Грина так же находятся с помощью

вычетов и таблиц операционного исчисления [84] и формул (3.44), (3.45). Об

ратное двойное преобразование Фурье осуществляется численно с помощью

процедуры изложенной в следующем пункте.

Полуплоскость (𝑥2 ≥ 0, 𝑥1 ∈ ℜ) и полоса (𝑥2 ∈ [0, 1] , 𝑥1 ∈ ℜ). Решение

исходной задачи записывается в виде (3.64) с той однако разницей, что по

переменной 𝑥2 используется обобщенная свертка вида:

∞∫
0

𝑓 (𝑥2, 𝜉) 𝑔 (𝜉) 𝑑𝜉.

Функции Грина для полуплоскости 𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚 и для полосы 𝐺𝑙

𝑘𝑚 должны удо

влетворять нулевым начальным условиям, однородным краевым условиям

соответствующим (1.48) или (1.49) и уравнениям (3.65), где объемные возму

щения имеют вид:

Δ = 𝛿 (𝑥1, 𝑥2 − 𝜉) 𝛿 (𝜏) .

Функции 𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚 при этом должны быть ограниченными в рассматривае

мой области.

Объёмные функции для полуплоскости 𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚 в пространстве преобразо

вания Лапласа, экспоненциального преобразования Фурье и синус-, косинус

преобразования находятся из систем:

- для однородных граничных условий соответствующих (1.48)

𝑘1𝐺
ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
1𝑚 − 𝑖𝜔𝜆𝐶21𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
2𝑚 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
𝑗+2,𝑚 = 𝛿1𝑚 cos 𝜉𝜆,

𝑖𝜔𝜆𝐶21𝐺
ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
1𝑚 + 𝑘2𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
2𝑚 − 𝜆

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
𝑗+2,𝑚 = 𝛿2𝑚 sin 𝜉𝜆,

−𝑖𝜔𝐾𝑞𝐺
ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
1𝑚 − 𝜆𝑀𝑞𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
2𝑚 + 𝑘𝑞+2𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
𝑞+2,𝑚 = 𝛿𝑞+2,𝑚 cos 𝜉𝜆,

(3.69)
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- для однородных граничных условий соответствующих (1.49)

𝑘1𝐺
ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
1𝑚 + 𝑖𝜔𝜆𝐶21𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
2𝑚 + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
𝑗+2,𝑚 = 𝛿1𝑚 sin 𝜉𝜆,

−𝑖𝜔𝜆𝐶21𝐺
ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
1𝑚 + 𝑘2𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
2𝑚 + 𝜆

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
𝑗+2,𝑚 = 𝛿2𝑚 cos 𝜉𝜆,

−𝑖𝜔𝐾𝑞𝐺
ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
1𝑚 + 𝜆𝑀𝑞𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
2𝑚 + 𝑘𝑞+2𝐺

ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
𝑞+2,𝑚 = 𝛿𝑞+2,𝑚 sin 𝜉𝜆,

(3.70)

где 𝑘𝑚 = 𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠) , 𝑚 = 1, 𝑁 + 2, 𝐾𝑞 = 𝐾𝑞 (𝜔, 𝜆), 𝑀𝑞 =𝑀𝑞 (𝜔, 𝜆), 𝑞 = 1, 𝑁

находятся по формулам (3.32).

Решение системы уравнений (3.69) имеет вид:

⎧⎨⎩ 𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
1𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝜉, 𝑠)

𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
2𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝜉, 𝑠)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ 𝑃1𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠) cos 𝜉𝜆

𝑃2𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠) sin 𝜉𝜆

⎫⎬⎭ 1

𝑃 (𝜔, 𝜆, 𝑠)
,

𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
𝑞+2,𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝜉, 𝑠) =

⎛⎝ 𝛿𝑞+2,𝑚

𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆, 𝑠)
+
𝑄𝑞+2,𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

⎞⎠ cos 𝜉𝜆,

(3.71)

где

𝑃11 = 𝑘2Π−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜆

2𝑀𝑗Π𝑗, 𝑃12 = 𝑖𝜔𝜆

(︃
𝐶21Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝜆𝑀𝑗Π𝑗

)︃
,

𝑃1,𝑞+2 = 𝑖𝜔𝑆𝑞
2Π𝑞 + 𝑖𝜔𝜆2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝑀𝑗Π𝑞𝑗,

𝑃2,𝑞+2 = −𝜆𝑆𝑞
1Π𝑞 + 𝜔2𝜆

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝐾𝑗Π𝑞𝑗,

𝑃21 = 𝑖𝜔𝜆

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐾𝑗Π𝑗 − 𝐶21Π

)︃
, 𝑃22 = 𝑘1Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜔2𝛼𝑗
1𝐾𝑗Π𝑗,

𝑄𝑞+2,𝑚 = 𝑖𝜔𝐾𝑞𝑃1𝑚 + 𝜆𝑀𝑞𝑃2𝑚.

(3.72)

Решение системы уравнений (3.70) записывается следующим образом:
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⎧⎨⎩ 𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
1𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝜉, 𝑠)

𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶
2𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝜉, 𝑠)

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ 𝑃1𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠) sin 𝜉𝜆

𝑃2𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠) cos 𝜉𝜆

⎫⎬⎭ 1

𝑃 (𝜔, 𝜆, 𝑠)
,

𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆
𝑞+2,𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝜉, 𝑠) =

⎛⎝ 𝛿𝑞+2,𝑚

𝑘𝑞+2 (𝜔, 𝜆, 𝑠)
+
𝑄𝑞+2,𝑚 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

𝑄𝑞 (𝜔, 𝜆, 𝑠)

⎞⎠ sin 𝜉𝜆,

(3.73)

где

𝑃11 = 𝑘2Π−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜆

2𝑀𝑗Π𝑗, 𝑃12 = −𝑖𝜔𝜆

(︃
𝐶21Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝜆𝑀𝑗Π𝑗

)︃
,

𝑃1,𝑞+2 = 𝑖𝜔𝑆𝑞
2Π𝑞 + 𝑖𝜔𝜆2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝑀𝑗Π𝑞𝑗,

𝑃2,𝑞+2 = 𝜆𝑆𝑞
1Π𝑞 − 𝜔2𝜆

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑆𝑞𝑗
3 𝐾𝑗Π𝑞𝑗,

𝑃21 = −𝑖𝜔𝜆

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝐾𝑗Π𝑗 − 𝐶21Π

)︃
, 𝑃22 = 𝑘1Π−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜔2𝛼𝑗
1𝐾𝑗Π𝑗,

𝑄𝑞+2,𝑚 = 𝑖𝜔𝐾𝑞𝑃1𝑚 − 𝜆𝑀𝑞𝑃2𝑚.

(3.74)

В формулах (3.71) – (3.74) величины 𝑆𝑗
1 = 𝑆𝑗

1 (𝜔, 𝜆, 𝑠), 𝑆
𝑗
2 = 𝑆𝑗

2 (𝜔, 𝜆, 𝑠),

𝑆𝑖𝑗
3 , Π = Π(𝜔, 𝜆, 𝑠), Π𝑗 = Π𝑗 (𝜔, 𝜆, 𝑠) и Π𝑖𝑗 = Π𝑖𝑗 (𝜔, 𝜆, 𝑠), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁 определя

ются с помощью соотношений (3.40).

Объёмные функции для полосы𝐺𝑙
𝑘𝑚 представляются в виде рядов Фурье

в пространстве преобразований Фурье и Лапласа:

- для однородных граничных условий соответствующих (1.48)⎧⎨⎩ 𝐺𝑙𝐹𝐿
1𝑚

𝐺𝑙𝐹𝐿
𝑞+2,𝑚

⎫⎬⎭ =
∞∑︁
𝑛=0

⎧⎨⎩ 𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
1𝑚

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑚

⎫⎬⎭ cos𝜆𝑛𝑥2, 𝐺
𝑙𝐹𝐿
2𝑚 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑠
2𝑚 sin𝜆𝑛𝑥2,

- для однородных граничных условий соответствующих (1.49)⎧⎨⎩ 𝐺𝑙𝐹𝐿
1𝑚

𝐺𝑙𝐹𝐿
𝑞+2,𝑚

⎫⎬⎭ =
∞∑︁
𝑛=1

⎧⎨⎩ 𝐺𝑙𝐹𝐿𝑠
1𝑚

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑠
𝑞+2,𝑚

⎫⎬⎭ sin𝜆𝑛𝑥2, 𝐺
𝑙𝐹𝐿
2𝑚 =

∞∑︁
𝑛=0

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
2𝑚 cos𝜆𝑛𝑥2.
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Гармоники 𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
𝑘𝑚 и 𝐺𝑙𝐹𝐿𝑠

𝑘𝑚 , начиная с первой, находятся из систем вида

(3.69) и (3.70) поэтому

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝐶

𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) ,

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑠
𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) = 𝐺ℎ𝑠𝐹𝐿𝑆

𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝑠) .

Нулевые гармоники удовлетворяют системам уравнений:

𝜅1 (𝜔, 𝑠)𝐺
𝑙𝐹𝐿𝑐
1𝑚 (𝜔, 0, 𝑠) + 𝑖𝜔

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1𝐺

𝑙𝐹𝐿𝑐
𝑗+2,𝑚 (𝜔, 0, 𝑠) = 𝛿1𝑚,

−𝑖𝜔3Λ𝑞
11𝐺

𝑙𝐹𝐿𝑐
1𝑚 (𝜔, 0, 𝑠) + 𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠)𝐺

𝑙𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑚 (𝜔, 0, 𝑠) = 𝛿𝑞+2,𝑚;

(3.75)

𝜅2 (𝜔, 𝑠)𝐺
𝑙𝐹𝐿𝑐
2𝑚 (𝜔, 0, 𝑠) = 𝛿2𝑚. (3.76)

Их решения имеют вид:

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
11 (𝜔, 0, 𝑠) =

𝑃110 (𝜔, 𝑠)

𝑃0 (𝜔, 𝑠)
, 𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐

1,𝑞+2 (𝜔, 0, 𝑠) =
𝑃1,𝑞+2,0 (𝜔, 𝑠)

𝑃0 (𝜔, 𝑠)
,

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
2𝑚 (𝜔, 0, 𝑠) =

𝛿2𝑚

𝜅2 (𝜔, 𝑠)
, 𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐

𝑞+2,1 (𝜔, 0, 𝑠) =
𝑃𝑞+2,10 (𝜔, 𝑠)

𝑃0 (𝜔, 𝑠)
,

𝐺𝑙𝐹𝐿𝑐
𝑞+2,𝑝+2 (𝜔, 0, 𝑠) =

𝛿𝑞𝑝

𝜅𝑞+2 (𝜔, 𝑠)
+
𝑄𝑞+2,𝑝+2,0 (𝜔, 𝑠)

𝑄𝑞0 (𝜔, 𝑠)
,

(3.77)

где
𝑃110 (𝜔, 𝑠) = Π0, 𝑃1,𝑞+2,0 (𝜔, 𝑠) = −𝑖𝜔𝛼𝑞

1Π0𝑞,

𝑃𝑞+2,10 (𝜔, 𝑠) = 𝑖𝜔3Λ𝑞
11Π0𝑞, 𝑄𝑞+2,𝑝+2,0 (𝜔, 𝑠) = 𝛼𝑝

1Λ
𝑞
11𝜔

4Π0𝑞.

Функции Π0 = Π0 (𝜔, 𝑠) и Π0𝑞 = Π0𝑞 (𝜔, 𝑠) определяются равенствами

(3.40).

Как было показано в п. 2.6 вместо функций 𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚 и 𝐺𝑙

𝑘𝑚 удобно исполь

зовать функции 𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚 и 𝑊 𝑙

𝑘𝑚 которые удовлетворяют уравнениям (3.65), где

объемные возмущения заданы следующим образом:

𝛿𝑘𝑚Δ𝑘 = 𝛿𝑘𝑚𝑓𝑘 (𝑥2) 𝛿 (𝑥1) 𝛿 (𝜏) .
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При этом функции 𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚 и 𝑊 𝑙

𝑘𝑚 связаны с функциями 𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚 и 𝐺𝑙

𝑘𝑚 с по

мощью соотношений типа (2.96):

𝑊 ℎ𝑠
𝑘𝑚 = 2

∞∫
0

𝐺ℎ𝑠
𝑘𝑚𝑓𝑘 (𝑥2) 𝑑𝑥2; (3.78)

𝑊 𝑙
𝑘𝑚 = 2

1∫
0

𝐺𝑙
𝑘𝑚𝑓𝑘 (𝑥2) 𝑑𝑥2. (3.79)

Обратное преобразование Лапласа для объёмных функций Грина в (3.71),

(3.73) и (3.77) находится по формулам (3.44), (3.45). Обратное преобразование

Фурье и синус -, косинус - преобразование могут осуществляться численно в

соответствии с методикой, изложенной в следующим пункте.
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3.5. Примеры расчетов

В качестве примера рассматривается анизотропный однокомпонентный

материал (𝑁 = 1), имеющий следующие характеристики [183]:

𝐶1111 = 1.40 · 1011
Н

м2
, 𝐶2222 = 1.36 · 1011

Н

м2
,

𝐶1212 = 3.14 · 1010
Н

м2
, 𝐶1122 = 1.03 · 1011

Н

м2
,

𝑇0 = 800 K, 𝜌 = 5815
кг

м3
,

𝛼11 = 5.34 · 104
Дж

моль
, 𝛼22 = 4.8 · 104

Дж

моль
,

𝐷11 = 3.86 · 10−14
м2

c
, 𝐷22 = 6.23 · 10−18

м2

c
, 𝐿 = 1 м.

(3.80)

Им соответствуют следующие безразмерные параметры, полученные по

формулам (1.28):

𝐶11 = 1, 𝐶22 = 0.980, 𝐶12 = 0.112, 𝐶21 = 0.852,

𝐷1 = 7.80 · 10−18, 𝐷2 = 1.27 · 10−21,

𝛼1 = 3.82 · 10−7, 𝛼2 = 3.44 · 10−7,

Λ11 = 1.31 · 10−16, Λ22 = 1.37 · 10−17,

Λ12 = 8.53 · 10−14, Λ21 = 2.11 · 10−20.

Касательная нагрузка. Слой. Полагаем, что правые части граничных

условий (1.48) имеют вид:

𝑓11 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓21 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓12 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓22 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓32 (𝑥1, 𝜏) ≡ 0,

𝑓31 (𝑥1, 𝜏) = e−𝜀2𝑥2
1𝐻 (𝜏) , 𝜀 = 0.1.

(3.81)

В этом случае [14]:

𝑓𝐹31 (𝜔, 𝜏) = 𝑓 (𝜔)𝐻 (𝜏) , 𝑓 (𝜔) =

√
𝜋

𝜀
e−𝜔2/(4𝜀2).
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Тогда, вычисляя свёртки по времени в (3.13), получаем, что образы Фу

рье для перемещений и приращения концентрации в задаче для слоя опреде

ляются равенствами:

𝑢𝐹1 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝑓 (𝜔)

{︃
2∑︁

𝑙=1

(−1)𝑙+1𝐴
(0𝑙)
13 𝐼𝑙 (𝛾0, 𝛽0, 𝜏) +𝐵

(01)
13 𝐼3 (𝑠03, 𝜏) +

+
∞∑︁
𝑛=1

[︃
2∑︁

𝑟=1

2∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙+1𝐴
(𝑟𝑙)
13 𝐼𝑙 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜏) +𝐵

(11)
13 𝐼3 (𝑠5, 𝜏)

]︃
cos𝜆𝑛𝑥2

}︃
,

𝑢𝐹2 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝑓 (𝜔)
∞∑︁
𝑛=1

[︃
2∑︁

𝑟=1

2∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙+1𝐴
(𝑟𝑙)
23 𝐼𝑙 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜏)+

+ 𝐵
(11)
23 𝐼3 (𝑠5, 𝜏)

]︁
sin𝜆𝑛𝑥2,

𝜂𝐹 (𝜔, 𝑥2, 𝜏) = 𝑓 (𝜔)

⎡⎣𝐷2

𝜏∫
0

e−𝐷1𝜔
2𝑡𝜗3

⎛⎝𝑥2
2
, e−𝐷2𝜋

2𝑡

⎞⎠ 𝑑𝑡+𝐵
(02)
33 𝐼3

(︀
−𝐷𝑞

1𝜔
2, 𝜏
)︀⎤⎦+

+𝑓 (𝜔)

[︃
2∑︁

𝑙=1

(−1)𝑙+1𝐴
(0𝑙)
33 𝐼𝑙 (𝛾0, 𝛽0, 𝜏) +𝐵

(01)
33 𝐼3 (𝑠03, 𝜏)

]︃
+

+𝑓 (𝜔)
∞∑︁
𝑛=1

2∑︁
𝑟=1

2∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙+1𝐴
(𝑟𝑙)
33 𝐼𝑙 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥2+

+𝑓 (𝜔)
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐵

(11)
33 𝐼3 (𝑠𝑗+4, 𝜏) +𝐵

(12)
33 𝐼3

(︀
−𝐷1𝜔

2 −𝐷2𝜆
2
𝑛, 𝜏
)︀]︁

cos𝜆𝑛𝑥2,

где интегралы 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 определяются по формулам (2.101), коэффициенты

𝐴0𝑙
𝑘𝑚 = 𝐴0𝑙

𝑘𝑚 (𝜔) и 𝐵0𝑝
𝑘𝑚 = 𝐵0𝑝

𝑘𝑚 (𝜔) по формулам (3.44) и (3.46), коэффициенты

𝐴𝑟𝑙
𝑘𝑚 = 𝐴𝑟𝑙

𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛) и 𝐵1𝑝
𝑘𝑚 = 𝐵1𝑝

𝑘𝑚 (𝜔, 𝜆𝑛) по формулам (3.45) и (3.47).

После вычисления свёрток по времени находим оригиналы по Фурье.

Имеем:⎧⎨⎩ 𝑢𝑖 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜂 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

⎫⎬⎭ =
1

2𝜋

𝑁+2∑︁
𝑘=1

∞∫
−∞

⎧⎨⎩ 𝐺𝐹
𝑖𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏)

𝐺𝐹
3𝑘 (𝜔, 𝑥2, 𝜏)

⎫⎬⎭ * 𝑓𝐹𝑘1 (𝜔, 𝜏) e𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔.

Входящие сюда интегралы находятся численно. С этой целью они запи
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сываются так:
∞∫

−∞

𝐺𝐹
𝑘𝑚 * 𝑓𝐹𝑚1 e

𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔 =

−𝑎∫
−∞

𝐺𝐹
𝑘𝑚 * 𝑓𝐹𝑚1 e

𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔+

+

𝑎∫
−𝑎

𝐺𝐹
𝑘𝑚 * 𝑓𝐹𝑚1 e

𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔 +

∞∫
𝑎

𝐺𝐹
𝑘𝑚 * 𝑓𝐹𝑚1 e

𝑖𝜔𝑥1 𝑑𝜔,

где 𝑎 - любая промежуточная точка (в расчётах полагается 𝑎 = 1).

Вычисление второго интеграла (по промежутку от −𝑎 до 𝑎) осуществля

ется с помощью формулы средних прямоугольников [98, 253]. Первый и тре

тий интегралы с помощью замен 𝜔 = −𝑎2/ (𝑎+ 𝜈) и 𝜔 = 𝑎2/ (𝑎− 𝜈) перево

дятся в интегралы по конечному промежутку [−𝑎, 0] и [0, 𝑎] соответственно,

после чего также вычисляются с помощью формулы средних прямоугольни

ков.

Результаты вычислений продемонстрированы на рис. 3.1 – 3.3.

Рис. 3.1. Зависимость перемещения 𝑢1 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.5.

Расчёты проводились для 𝑁𝜆 = 1000 членов ряда Фурье и 𝑁𝜔 = 100

точек разбиения для вычисления обратного преобразования Фурье.
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Рис. 3.2. Зависимость перемещения 𝑢2 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.5.

Рис. 3.3. Зависимость приращения концентрации 𝜂 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.5.

Касательная нагрузка. Полуплоскость. Результаты вычислений пред

ставлены на рис. 3.4 – 3.6.

Расчёты проводились для 𝑁𝜆 = 1000 точек разбиения для вычисления



140

Рис. 3.4. Зависимость перемещения 𝑢1 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.005.

Рис. 3.5. Зависимость перемещения 𝑢2 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.005.

обратного синус-, косинус преобразования и 𝑁𝜔 = 100 точек разбиения для

вычисления обратного преобразования Фурье.

Замечание. Решение аналогичной задачи для изотропного слоя получено
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Рис. 3.6. Зависимость приращения концентрации 𝜂 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.005.

в работе [98]. При этом, несмотря на некоторые различия в решениях задач

для изотропных и ортотропных сред, связанных различием в характере нулей

многочленов 𝑃0 и 𝑃 явных качественных отличий при численных расчётах

обнаружить не удалось.

Нормальная нагрузка. Слой. Полагаем, что правые части граничных

условий (1.49) определяются равенствами

𝑓31 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓11 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓12 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓32 (𝑥1, 𝜏) ≡ 0,

𝑓21 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓22 (𝑥1, 𝜏) = e−𝜀2𝑥2
1𝐻 (𝜏) , 𝜀 = 0.1.

Результаты вычислений продемонстрированы на рис. 3.7 – 3.9.

Объемные возмущения для ортотропной плоскости. Полагаем, что объ

емные возмущения заданы следующим образом

𝐹1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = e−𝜀2(𝑥2
1+𝑥2

2)𝐻 (𝜏) , 𝜀 = 0.1,

𝐹2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = 𝐹3 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = 0.

Результаты вычислений представлены на рис. 3.10 – 3.12.
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Рис. 3.7. Зависимость перемещения 𝑢1 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.5.

Рис. 3.8. Зависимость перемещения 𝑢2 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.5.

Расчёты проводились для 𝑁𝜔1 = 100 и 𝑁𝜔2 = 100 точек разбиения для

вычисления обратного преобразования Фурье.
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Рис. 3.9. Зависимость приращения концентрации 𝜂 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.5.

Рис. 3.10. Зависимость перемещения 𝑢1 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.005.
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Рис. 3.11. Зависимость перемещения 𝑢2 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.005.

Рис. 3.12. Зависимость приращения концентрации 𝜂 от 𝑥1 и 𝜏 при 𝑥2 = 0.005.
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Глава 4

Нестационарные задачи механодиффузии с

произвольными граничными условиями

4.1. Общее описание алгоритма

В главах 2 и 3 настоящей работы были построены алгоритмы решения

одномерных и двумерных нестационарных задач упругой диффузии со спе

циальными граничными условиями, позволяющие строить решения в виде

рядов (синус-, косинус преобразований) Фурье. Существенным достоинством

этих алгоритмов является то, что они достаточно эффективно позволяют

справиться с проблемой обращения преобразования Лапласа, так как транс

форманты искомых величин являются рациональными функциями. В этом

случае их оригиналы сравнительно легко находятся с помощью вычетов и

таблиц операционного исчисления.

С другой стороны, для данного алгоритма имеются существенные огра

ничения на классы допустимых граничных условий. Для одномерных задач

это условия (1.45) – (1.47) и их аналоги для полуограниченных сред, для

многомерных – условия (1.48) – (1.53). Как показано в п. 2.2, для других

классов граничных условий не представляется возможным аналитически ре

шить соответствующую задачу Штурма-Лиувилля. Между тем, изложенные

в главах 2 и 3 методики базируются именно на представлении решений в виде

разложений по собственным функциям, что можно сделать в исключитель

ных случаях.

Для того чтобы построить решение начально-краевой задачи при про

извольных граничных условиях предлагается алгоритм, основанный на по

строении соотношений между правыми частями граничных условий двух раз
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личных типов [95, 96, 230, 343]. Тогда достаточно решить какую-либо одну

(эталонную) задачу, а все другие задачи с помощью построенных ниже соот

ношений будут сводиться к ней.

Рассмотрим произвольную начально-краевую задачу (1.40) – (1.42). Её

решение записывается так

y =

𝜏∫
0

∫
Π

G (x, z, 𝜏, 𝑡) f (z, 𝑡) 𝑑Π𝑑𝑡. (4.1)

где G (x, z, 𝜏, 𝑡) – поверхностная матрица Грина задачи (1.40) – (1.42); x =(︀
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

)︀
, z =

(︀
𝑧1, 𝑧2, 𝑧3

)︀
, 𝑥𝑖, 𝑧𝑖 – криволинейные координаты.

Наряду с ней рассмотрим начально-краевую задачу определяемую урав

нением (1.40), нулевыми начальными условиями и следующими граничными

условиями

̃︁M (y)
⃒⃒⃒
Π
= g (s, 𝜏) , s =

(︀
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

)︀
∈ Π. (4.2)

Покажем, что решение этой задачи тоже можно выразить с помощью

матрицы Грина G (x, z, 𝜏, 𝑡) задачи (1.40) – (1.42). В самом деле, потребуем,

чтобы решение (4.1) задачи (1.40) – (1.42) удовлетворяло граничным услови

ям (4.2). Получаем уравнение относительно функции f :

𝜏∫
0

∫
Π

̃︁M [G (x, z, 𝜏, 𝑡)] f (z, 𝑡) 𝑑Π𝑑𝑡 = g (x, 𝜏) . (4.3)

Оно устанавливает взаимосвязь между правыми частями граничных усло

вий (1.41) и (4.2). Найдя отсюда решение f , далее по формуле (4.1) получаем

решение задачи (1.40) – (1.42). С другой стороны, полученное таким обра

зом решение (4.1) в силу равенства (4.3) удовлетворяет граничному условию

(4.2). Поэтому, формула (4.1) является решением задачи (1.40), (4.2), (1.42)

при условии, что правые части граничных условий (4.2) и (1.41) связаны со

отношением (4.3).
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Таким образом, найдя матрицу Грина задачи (1.40) – (1.42), которую в

дальнейшем будем называть «эталонной» или «вспомогательной», и решив

уравнение (4.3), получаем решение задачи (1.40), (4.2), (1.42). В качестве эта

лонных будут рассматриваться задачи со специальными граничными услови

ями, решения которых было получено в главах 2 и 3.

Для начально-краевых задач упругой диффузии в прямоугольной декар

товой системе координат (1.40) – (1.42) сформулированных в главе 1, уравне

ние (4.3) будет иметь вид (звёздочки – классические свертки по переменным

𝑥1 и 𝑥2)

𝜏∫
0

̃︁M𝑙 [G1 (x, 𝜏 − 𝑡)] * *f1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝜏∫
0

̃︁M𝑙 [G2 (x, 𝜏 − 𝑡)] * *f2 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) 𝑑𝑡 = g𝑙 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

(𝑙 = 1, 𝑥3 = 0; 𝑙 = 2, 𝑥3 = 1) .

(4.4)

Здесь область решения задачи 𝐷 = ℜ2 × [0, 1], её граница 𝜕𝐷 = Π –

плоскости 𝑥3 = 0 и 𝑥3 = 1, ̃︁M𝑙 – линейные дифференциальные операторы с

постоянными коэффициентами в прямоугольной декартовой системе коорди

нат, соответствующие граничным условиям определенным в п. 1.5.

Как следует из результатов полученных в конце п. 2.3, 2.4, 3.2 и 3.3 неко

торые функции Грина в рассматриваемых задачах имеют неинтегрируемую

особенность, что затрудняет численное решение уравнений (4.4). Это можно

преодолеть, если в качестве ядер этих уравнений использовать не матрицы

Грина, а матрицы G𝐻
𝑙 , (𝑙 = 1, 2) являющиеся решением задачи, включающей

в себя уравнения (1.40) нулевые начальные условия (1.42) и следующие гра

ничные условия:

M1

(︀
G𝐻

𝑘𝑙

)︀⃒⃒
𝑥3=0

= 𝛿1𝑙Δ𝑘𝐻 (𝜏) , M2

(︀
G𝐻

𝑘𝑙

)︀⃒⃒
𝑥3=1

= 𝛿2𝑙Δ𝑘𝐻 (𝜏) ,

Δ𝑘 = 𝛿 (𝑥1, 𝑥2) (𝛿𝑘1, 𝛿𝑘2, . . . , 𝛿𝑘,𝑁+𝑀)𝑇 .
(4.5)
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где G𝐻
𝑘𝑙 – столбцы матрицы G𝐻

𝑙 , M𝑙 – линейные дифференциальные опера

торы с постоянными коэффициентами в прямоугольной декартовой системе

координат соответствующие эталонным граничным условиям (1.45), (1.46)

или (1.47) (или их многомерным аналогам).

В этом случае матрицы G𝐻
𝑙 связаны с матрицами Грина G𝑙 с помощью

соотношений

G𝐻
𝑙 (x, 𝜏) =

𝜏∫
0

G𝑙 (x, 𝑡) 𝑑𝑡. (4.6)

При этом, если элемент матрицы G𝑙 имел неинтегрируемую степенную

особенность 𝜏𝛼, где 𝛼 ∈ (−2, −1), то соответствующий элемент матрицы G𝐻
𝑙

будет иметь интегрируемую особенность 𝜏𝛼+1.

Запишем теперь уравнения (4.4) с использованием ядер G𝐻
𝑙 . Для этого

интегралы в (4.4) проинтегрируем один раз по частям по переменной 𝑡:

𝜏∫
0

̃︁M𝑙

[︀
G𝐻

1 (x, 𝜏 − 𝑡)
]︀
* *

𝜕f1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

+

𝜏∫
0

̃︁M𝑙

[︀
G𝐻

2 (x, 𝜏 − 𝑡)
]︀
* *

𝜕f2 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 =

= g𝑙 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)−̃︁M𝑙

[︀
G𝐻

1 (x, 𝜏)
]︀
* *f1 (𝑥1, 𝑥2, 0)−

−̃︁M𝑙

[︀
G𝐻

2 (x, 𝜏)
]︀
* *f2 (𝑥1, 𝑥2, 0)

(𝑙 = 1, 𝑥3 = 0; 𝑙 = 2, 𝑥3 = 1) .

(4.7)

Получаем систему интегральных уравнений Вольтерра относительно от

носительно частных производных 𝜕f1/𝜕𝜏 и 𝜕f𝑘/𝜕𝜏 . Если это уравнение имеет

особенность 𝜏𝛼, где 𝛼 ∈ (−1, 0), то домножим его на (𝜉 − 𝜏)1−𝛼 и проинте

грируем в пределах от 0 до 𝜉 [96, 171, 343]:
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𝜉∫
0

̃︁M𝑙

[︀
K1 (x, 𝜉 − 𝑡)

]︀
* *

𝜕f1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

+

𝜉∫
0

̃︁M𝑙

[︀
K2 (x, 𝜉 − 𝑡)

]︀
* *

𝜕f2 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 =

= Φ𝑙 (𝑥1, 𝑥2, 𝜉)−̃︁M𝑙

[︀
K1 (x, 𝜉)

]︀
* *f1 (𝑥1, 𝑥2, 0)−

−̃︁M𝑙

[︀
K2 (x, 𝜉)

]︀
* *f2 (𝑥1, 𝑥2, 0) ,

(4.8)

где

K𝑙 (x, 𝜁) =

𝜁∫
0

G𝐻
𝑙 (x, 𝜁 − 𝑥)

𝑥1−𝛼
𝑑𝑥, Φ𝑙 (𝑥1, 𝑥2, 𝜉) =

𝜉∫
0

g𝑙 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏)

(𝜉 − 𝜏)1−𝛼 𝑑𝜏.

Полученное уравнение является уравнением с непрерывным ядром. По

лагая 𝜉 = 0, получаем условия, которым должна удовлетворять функция

f𝑘 (𝑥1, 𝑥2, 0): ̃︁M𝑙

[︀
K1 (x, 0)

]︀
* *f1 (𝑥1, 𝑥2, 0)+

+̃︁M𝑙

[︀
K2 (x, 0)

]︀
* *f2 (𝑥1, 𝑥2, 0) = 0.

(4.9)

Таким образом, в случае наличия у функций Грина особенности 𝜏𝛼, где

𝛼 ∈ (−2, −1), задача (1.40), (1.42), (4.1) сводится к решению системы линей

ных уравнений Вольтерра (4.8) и системы уравнений (4.9).
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4.2. Одномерные задачи упругой диффузии с

произвольными граничными условиями

Для демонстрации алгоритма рассмотрим одномерную начально-крае

вую задачу для уравнения (1.31) c нулевыми начальными условиями и с гра

ничными условиями (1.43), которые запишем в виде:

𝑢|𝑥=0 = 𝑓 111 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=0 = 𝑓 1𝑞+1,1 (𝜏) ,

𝑢|𝑥=1 = 𝑓 112 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑥=1 = 𝑓 1𝑞+1,2 (𝜏) .
(4.10)

В соответствии с подходом, изложенным в п. 4.1, для её решения исполь

зуем вспомогательную задачу, определяемую уравнениями (1.31), нулевыми

начальными условиями и граничными условиями (1.46):(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗+1

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 𝑓 211 (𝜏) , 𝜂𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑓 2𝑞+1,1 (𝜏) ,(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗+1

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 𝑓 212 (𝜏) , 𝜂𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥=1

= 𝑓 2𝑞+1,2 (𝜏) ,

где с учетом (4.10) имеют место равенства

𝑓 2𝑞+1,𝑙 (𝜏) = 𝑓 1𝑞+1,𝑙 (𝜏) (𝑙 = 1, 2) . (4.11)

Ее решение имеет вид (2.7):

𝑢 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

[︀
𝐺1𝑘 (𝑥, 𝜏) * 𝑓 2𝑘1 (𝜏)−𝐺1𝑘 (1− 𝑥, 𝜏) * 𝑓 2𝑘2 (𝜏)

]︀
,

𝜂𝑞 =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

[︀
𝐺𝑞+1,𝑘 (𝑥, 𝜏) * 𝑓 2𝑘1 (𝜏) +𝐺𝑞+1,𝑘 (1− 𝑥, 𝜏) * 𝑓 2𝑘2 (𝜏)

]︀
.

(4.12)

Здесь 𝐺𝑚𝑘 - функции Грина задачи (1.31), (1.46), найденные в п. 2.4.

Полагая теперь, что решение эталонной задачи удовлетворяет соотноше

ниям

𝑢 (0, 𝜏) = 𝑓 111 (𝜏) , 𝑢 (1, 𝜏) = 𝑓 112 (𝜏) ,
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и учитывая равенства (4.11), приходим к системе уравнений Вольтера типа

свёртки относительно функций 𝑓 211 (𝜏) и 𝑓 212 (𝜏):

𝐺11 (0, 𝜏) * 𝑓 211 (𝜏)−𝐺11 (1, 𝜏) * 𝑓 212 (𝜏) = 𝜙1 (𝜏) ,

𝐺11 (1, 𝜏) * 𝑓 211 (𝜏)−𝐺11 (0, 𝜏) * 𝑓 212 (𝜏) = 𝜙2 (𝜏) ,
(4.13)

где

𝜙1 (𝜏) = 𝑓 111 (𝜏)−
𝑁+1∑︁
𝑘=2

[︀
𝐺1𝑘 (0, 𝜏) * 𝑓 1𝑘1 (𝜏)−𝐺1𝑘 (1, 𝜏) * 𝑓 1𝑘2 (𝜏)

]︀
,

𝜙2 (𝜏) = 𝑓 112 (𝜏)−
𝑁+1∑︁
𝑘=2

[︀
𝐺1𝑘 (1, 𝜏) * 𝑓 1𝑘1 (𝜏)−𝐺1𝑘 (0, 𝜏) * 𝑓 1𝑘2 (𝜏)

]︀
.

Замечание 1. В качестве вспомогательной здесь можно было бы выбрать

и задачу (1.31), (1.45). Однако, в этом случае система (4.13) содержала бы

𝑁 (𝑁 + 1) уравнение относительно такого же количества неизвестных. Таким

образом, правильный выбор эталонной задачи может существенно облегчить

реализацию алгоритма, изложенного в п. 4.1. Отметим, что в случае одноком

понентной среды [343] в качестве такой задачи можно с одинаковым успехом

использовать как задачу (1.31), (1.45), так и задачу (1.31), (1.46).

Уравнения (4.13) решаются численно с помощью квадратурных формул.

Здесь, основной сложностью является то, что ядра интегральных операторов

могут иметь особенности, затрудняющие использование квадратурных фор

мул.

В данном конкретном случае, как следует из формул (2.62) трансфор

манты функций 𝐺11 (0, 𝜏) и 𝐺11 (1, 𝜏) имеют вид

𝐺𝐿
11 (0, 𝑠) = −

1

𝑠2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
11 (𝜆𝑛, 𝑠) , 𝐺𝐿𝑐

11 =
𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
,

𝐺𝐿
11 (1, 𝑠) = −

1

𝑠2
+

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛𝐺𝐿𝑐
11 (𝜆𝑛, 𝑠) .

(4.14)

Здесь многочлены 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) и 𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠) определяются по формулам (2.37)
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и (2.63). При этом

𝐺𝐿𝑐
11 (𝜆𝑛, 𝑠) =

𝑃11 (𝜆𝑛, 𝑠)

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)
∼

1

𝑛2
(𝑛→ ∞) . (4.15)

Оригиналы 𝐺11 (0, 𝜏) и 𝐺11 (1, 𝜏) имеют вид

𝐺11 (0, 𝜏) = −𝜏 +
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑐
11 (𝜆𝑛, 𝜏) , 𝐺11 (1, 𝜏) = −𝜏 +

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛𝐺𝑐
11 (𝜆𝑛, 𝜏) ,

где, функции 𝐺𝑐
11 определяются по формулам (2.62).

Из (4.15) следует, что ряды, стоящие в правой части (4.14) сходятся аб

солютно. Таким образом, функции Грина 𝐺11 (0, 𝜏) и 𝐺11 (1, 𝜏) задачи (1.31),

(1.46) не имеют особенностей и численное решение системы (4.13) в данном

случае сложностей не вызывает.

Для решения системы (4.13) разбиваем область [0, 𝑇 ] изменения вре

мени 𝜏 на 𝑁𝜏 отрезков точками 𝜏𝑖 = 𝑖ℎ
(︀
𝑖 = 0, 𝑁𝜏

)︀
с равномерным шагом

ℎ = 𝑇/𝑁𝜏 и вводим сеточные функции 𝑦𝑘𝑗 = 𝑓 21𝑘 (𝜏𝑗), 𝐾
1
𝑗 = 𝐺11 (0, 𝜏𝑗), 𝐾2

𝑗 =

𝐺11 (1, 𝜏𝑗), где 𝑗 ∈ ℜ.

Каждый из интегралов в (4.13) при 𝜏 = 𝜏𝑖 приближенно заменяем сум

мой, соответствующей формуле средних прямоугольников:

𝜏𝑖∫
0

𝐺11 (0, 𝜏𝑖 − 𝑡) 𝑓 21𝑘 (𝑡) 𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑆1𝑘
𝑖−1/2 + ℎ𝐾1

1/2𝑦
𝑘
𝑖−1/2,

𝜏𝑖∫
0

𝐺11 (1, 𝜏𝑖 − 𝑡) 𝑓 21𝑘 (𝑡) 𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑆2𝑘
𝑖−1/2 + ℎ𝐾2

1/2𝑦
𝑘
𝑖−1/2,

𝑆𝑙𝑘
𝑖−1/2 =

𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝐾𝑘
𝑖−𝑗+1/2 (𝑘, 𝑙 = 1, 2) ,

где узлы находятся по формулам
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𝜏𝑖−1/2 =
𝜏𝑖−1 + 𝜏𝑖

2
= ℎ

⎛⎝𝑖− 1

2

⎞⎠ ,

𝜏𝑖−𝑗+1/2 = 𝜏𝑖 − 𝜏𝑗−1/2 = ℎ

⎛⎝𝑖− 𝑗 +
1

2

⎞⎠ (︀
𝑖 = 1, 𝑁𝜏

)︀
.

(4.16)

В результате приходим к рекуррентной последовательности систем ли

нейных алгебраических уравнений (𝑖 ≥ 1):

Ay𝑖−1/2 = b𝑖−1/2, (4.17)

где

A =

⎛⎝ 𝐾1
1/2 −𝐾2

1/2

−𝐾2
1/2 𝐾1

1/2

⎞⎠ , y𝑖−1/2 =

⎛⎝ 𝑦1𝑖−1/2

𝑦2𝑖−1/2

⎞⎠ , b𝑖−1/2 =

⎛⎝ 𝑏1𝑖−1/2

𝑏2𝑖−1/2

⎞⎠ ,

𝑏1𝑖−1/2 =
𝜙1

(︀
𝜏𝑖−1/2

)︀
ℎ

− 𝑆11
𝑖−1/2 + 𝑆22

𝑖−1/2,

𝑏2𝑖−1/2 = −
𝜙2

(︀
𝜏𝑖−1/2

)︀
ℎ

+ 𝑆21
𝑖−1/2 − 𝑆12

𝑖−1/2 (𝑖 ≥ 1) .

Её решение имеет вид:

𝑦1𝑖−1/2 =
𝐾1

1/2𝑏
1
𝑖−1/2 +𝐾2

1/2𝑏
2
𝑖−1/2(︁

𝐾1
1/2

)︁2
−
(︁
𝐾2

1/2

)︁2 , 𝑦2𝑖−1/2 =
𝐾2

1/2𝑏
1
𝑖−1/2 +𝐾1

1/2𝑏
2
𝑖−1/2(︁

𝐾1
1/2

)︁2
−
(︁
𝐾2

1/2

)︁2 . (4.18)

Подставляя его в (4.12), получаем решение исходной задачи (1.31), (4.10).

При этом свертки в (4.12) находятся численно по узлам определённым равен

ствами (4.16).

Для примера рассмотрим однокомпонентную среду из алюминия физи

ческие характеристики которой заданы соотношениями (2.99) и положим в

граничных условиях (4.10):

𝑢|𝑥=0 = 𝑓 111 (𝜏) = 𝐻 (𝜏) , 𝜂|𝑥=0 = 0, 𝜂|𝑥=1 = 0, 𝑢|𝑥=1 = 0. (4.19)
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Перемещение в различных точках слоя, полученные по формулам (4.12),

при количестве точек разбиения 𝑁𝜏 = 100 и количестве членов рядов Фурье

𝑁𝜆 = 400 показаны на рис. 4.1.

Рис. 4.1. Зависимость 𝑢 (𝑥, 𝜏) от времени: 𝑥 = 0.1 - сплошная линия, 𝑥 = 0.25 - точечная

линия, 𝑥 = 0.5 - пунктирная линия.

На рис. 4.2 – 4.4 изображены результаты сравнения полученного здесь

решения с решением чисто упругой задачи с граничными условиями 1-го рода

𝑢|𝑥=0 = 𝐻 (𝜏) , 𝑢|𝑥=1 = 0.

Хорошо видно, что в начальные моменты времени (рис. 4.2 и 4.3) ре

шение упруго-диффузионной задачи и упругой практически совпадают. При

этом фронт упруго-диффузионной волны несколько запаздывает по отноше

нию к фронту упругой волны. Так на рисунке 4.2 показано движение волн

от поверхности 𝑥 = 0 к поверхности 𝑥 = 1 в момент времени 𝜏 = 0.5 (поло

вина периода), а на рисунке 4.3 движение в обратную сторону при 𝜏 = 1.5.
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Рис. 4.2. Сплошная линия – решение задачи (1.31), (4.10) при 𝜏 = 0.5; точечная линия –

решение чисто упругой задачи при 𝜏 = 0.5.

Рис. 4.3. Сплошная линия – решение задачи (1.31), (4.10) при 𝜏 = 1.5; точечная линия –

решение чисто упругой задачи при 𝜏 = 1.5.
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Рис. 4.4. Сплошная линия – решение задачи (1.31), (4.10) при 𝜏 = 9.5; точечная линия –

решение чисто упругой задачи при 𝜏 = 9.5.

Однако при увеличении времени характер решений упругой и упругодиффу

зионной задачи начинает различаться. На рисунке 4.4 показано движение

волн в момент времени 𝜏 = 9.5. Здесь различие в решениях наблюдаются го

раздо сильнее нежели на рисунках 4.2 и 4.3. Наличие осцилляций в угловых

точках графиков на всех трёх рисунках можно объяснить эффектом Гиббса,

который проявляется при использовании представлений решений начально

краевых задач в виде рядов Фурье.
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4.3. Двумерные задачи упругой диффузии с

произвольными граничными условиями

Рассмотрим теперь в качестве примера двумерную задачу для одноком

понентной (𝑁 = 1) ортотропной полосы, ограниченной прямыми 𝑥2 = 0 и

𝑥2 = 1 (𝑂𝑥1𝑥2 - прямоугольная декартова система координат). Соответству

ющие физико-механические процессы в среде описываются моделью связан

ной упругой диффузии, включающей уравнения (1.34), нулевые начальные

условия и следующие граничные условия:

𝜎12|𝑥2=0 = 𝑓 111 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢2|𝑥2=0 = 𝑓 121 (𝑥1, 𝜏) , 𝜂|𝑥2=0 = 𝑓 131 (𝑥1, 𝜏) ,

𝜎12|𝑥2=1 = 𝑓 112 (𝑥1, 𝜏) , 𝑢2|𝑥2=1 = 𝑓 122 (𝑥1, 𝜏) , 𝜂|𝑥2=1 = 𝑓 132 (𝑥1, 𝜏) .
(4.20)

Будем искать её решение с помощью алгоритма изложенного в п. 4.1.

Для этого в качестве вспомогательной используем задачу (1.34), (1.48) с нуле

выми начальными условиями, решение которой было получено в п. 3.2 (звез

дочки обозначают свёртку по времени 𝜏 и координате 𝑥1):

𝑢𝑖 =
3∑︁

𝑘=1

[︀
𝐺𝑖𝑘 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) * *𝑓 2𝑘1 (𝑥1, 𝜏)+

+ (−1)𝑖𝐺𝑖𝑘 (𝑥1, 1− 𝑥2, 𝜏) * *𝑓 2𝑘2 (𝑥1, 𝜏)
]︁
,

𝜂 =
3∑︁

𝑘=1

[︀
𝐺3𝑘 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) * *𝑓 2𝑘1 (𝑥1, 𝜏)−

−𝐺3𝑘 (𝑥1, 1− 𝑥2, 𝜏) * *𝑓 2𝑘2 (𝑥1, 𝜏)
]︀
.

(4.21)

Здесь 𝐺𝑚𝑘 и 𝐺3𝑘

(︀
𝑚, 𝑘 = 1, 3

)︀
- функции Грина задачи (1.34), (1.48),

найденные в п. 3.2, 𝑓 2𝑘𝑚 - правые части граничных условий (1.48).

В соответствии с предложенным в п. 4.1 алгоритмом полагаем, что ре

шение эталонной задачи удовлетворяет равенствам

𝜂 (𝑥1, 0, 𝜏) = 𝑓 131 (𝑥1, 𝜏) , 𝜂 (𝑥1, 1, 𝜏) = 𝑓 132 (𝑥1, 𝜏) .
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Учитывая, что

𝑓 121 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 221 (𝑥1, 𝜏) , 𝑓 122 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 222 (𝑥1, 𝜏) ,

𝑓 111 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 211 (𝑥1, 𝜏) , 𝑓 112 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 212 (𝑥1, 𝜏) ,

приходим к системе уравнений типа свёртки относительно функций 𝑓 231 (𝑥1, 𝜏)

и 𝑓 232 (𝑥1, 𝜏):

𝐺33 (𝑥1, 0, 𝜏) * *𝑓 231 (𝑥1, 𝜏)−𝐺33 (𝑥1, 1, 𝜏) * *𝑓 232 (𝑥1, 𝜏) = 𝜙1 (𝑥1, 𝜏) ,

𝐺33 (𝑥1, 1, 𝜏) * *𝑓 231 (𝑥1, 𝜏)−𝐺33 (𝑥1, 0, 𝜏) * *𝑓 232 (𝑥1, 𝜏) = 𝜙2 (𝑥1, 𝜏) ,
(4.22)

где

𝜙1 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 131 (𝑥1, 𝜏)−

−
2∑︁

𝑘=1

[︀
𝐺3𝑘 (𝑥1, 0, 𝜏) * *𝑓 1𝑘1 (𝑥1, 𝜏)−𝐺3𝑘 (𝑥1, 1, 𝜏) * *𝑓 1𝑘2 (𝑥1, 𝜏)

]︀
,

𝜙2 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 132 (𝑥1, 𝜏)−

−
2∑︁

𝑘=1

[︀
𝐺3𝑘 (𝑥1, 1, 𝜏) * *𝑓 1𝑘1 (𝑥1, 𝜏)−𝐺3𝑘 (𝑥1, 0, 𝜏) * *𝑓 1𝑘2 (𝑥1, 𝜏)

]︀
.

Полученная система является двумерным аналогом уравнений (4.4). Вы

полняя далее в (4.22) преобразование Фурье по переменной 𝑥1, получаем си

стему интегральных уравнений Вольтерра 1-го рода (здесь «*» - свертка по

времени):

𝐺𝐹
33 (𝜔, 0, 𝜏) * 𝑓 2𝐹31 (𝜔, 𝜏)−𝐺𝐹

33 (𝜔, 1, 𝜏) * 𝑓 2𝐹32 (𝜔, 𝜏) = 𝜙𝐹
1 (𝜔, 𝜏) ,

𝐺𝐹
33 (𝜔, 1, 𝜏) * 𝑓 2𝐹31 (𝜔, 𝜏)−𝐺𝐹

33 (𝜔, 0, 𝜏) * 𝑓 2𝐹32 (𝜔, 𝜏) = 𝜙𝐹
2 (𝜔, 𝜏) ,

(4.23)

где
𝜙𝐹
1 (𝜔, 𝜏) = 𝑓 1𝐹31 (𝜔, 𝜏)−

−
2∑︁

𝑘=1

[︀
𝐺𝐹

3𝑘 (𝜔, 0, 𝜏) * 𝑓 1𝐹𝑘1 (𝜔, 𝜏)−𝐺𝐹
3𝑘 (𝜔, 1, 𝜏) * 𝑓 1𝐹𝑘2 (𝜔, 𝜏)

]︀
,

𝜙𝐹
2 (𝜔, 𝜏) = 𝑓 1𝐹32 (𝜔, 𝜏)−

−
2∑︁

𝑘=1

[︀
𝐺𝐹

3𝑘 (𝜔, 1, 𝜏) * 𝑓 1𝐹𝑘1 (𝜔, 𝜏)−𝐺𝐹
3𝑘 (𝜔, 0, 𝜏) * 𝑓 1𝐹𝑘2 (𝜔, 𝜏)

]︀
.
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Здесь функции 𝐺𝐹
33 (𝜔, 0, 𝜏), 𝐺𝐹

33 (𝜔, 1, 𝜏) имеют особенность при 𝜏 = 0.

Согласно формулам (3.48) и (3.49) имеем:

𝐺𝐹
33 (𝜔, 0, 𝜏) = e−𝐷1𝜔

2𝜏𝜗3

(︁
0, e−𝐷2𝜋

2𝜏
)︁
+

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐹𝑐
33 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) ,

𝐺𝐹
33 (𝜔, 1, 𝜏) = e−𝐷1𝜔

2𝜏𝜗3

⎛⎝1

2
, e−𝐷2𝜋

2𝜏

⎞⎠+
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛𝐺𝐹𝑐
33 (𝜔, 𝜆𝑛, 𝜏) .

Тета-функция Якоби 𝜗3
(︁
𝑥2/2, e

−𝐷2𝜋
2𝜏
)︁

имеет при 𝑥2 = 0 и 𝜏 → 0 инте

грируемую особенность 𝜏−1/2. Следовательно, такую же особенность имеет и

функция 𝐺𝐹
33 (𝜔, 0, 𝜏).

В соответствии с (4.8) домножаем каждое из уравнений системы (4.23)

на (𝜉 − 𝜏)1/2 и проинтегрируем в пределах от 0 до 𝜉. В результате получаем

систему с непрерывными ядрами [96, 171, 343]:

𝜉∫
0

𝐾1 (𝜔, 𝜉 − 𝑡) 𝑓 2𝐹31 (𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡−
𝜉∫
0

𝐾2 (𝜔, 𝜉 − 𝑡) 𝑓 2𝐹32 (𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡 = Φ1 (𝜔, 𝜉) ,

𝜉∫
0

𝐾2 (𝜔, 𝜉 − 𝑡) 𝑓 2𝐹31 (𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡−
𝜉∫
0

𝐾1 (𝜔, 𝜉 − 𝑡) 𝑓 2𝐹32 (𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡 = Φ2 (𝜔, 𝜉) ,

(4.24)

где

𝐾1 (𝜔, 𝜁) =

𝜁∫
0

𝐺𝐹
33 (𝜔, 0, 𝜁 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑥1/2
, 𝐾2 (𝜔, 𝜁) =

𝜁∫
0

𝐺𝐹
33 (𝜔, 1, 𝜁 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑥1/2
,

Φ𝑘 (𝜔, 𝜉) =

𝜉∫
0

𝜙𝐹
𝑘 (𝜔, 𝜏) 𝑑𝜏

(𝜉 − 𝜏)1/2
.

Как и прежде, для решения системы (4.24) используем квадратурные

формулы. Разбиваем область [0, 𝑇 ] изменения времени 𝜏 на 𝑁𝜏 отрезков точ

ками 𝜏𝑖 = 𝑖ℎ с равномерным шагом ℎ = 𝑇/𝑁𝜏 и вводим сеточные функции

𝑦𝑘𝑗 = 𝑓 2𝐹3𝑘 (𝜔, 𝑡𝑗) , 𝐾
𝑘
𝑗 = 𝐾𝑘 (𝜔, 𝜁𝑗). Каждый из интегралов в (4.24) при 𝜏 = 𝜏𝑖
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приближенно заменяем суммой, соответствующей формуле средних прямо

угольников:
𝜉𝑖∫
0

𝐾 𝑙 (𝜔, 𝜉𝑖 − 𝑡) 𝑓 2𝐹3𝑘 (𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑆𝑙𝑘
𝑖−1/2 (𝜔) + ℎ𝐾 𝑙

1/2 (𝜔) 𝑦
𝑘
𝑖−1/2 (𝜔) ,

𝑆𝑙𝑘
𝑖−1/2 (𝜔) =

𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝐾 𝑙
𝑖−𝑗+1/2 (𝜔) 𝑦

𝑘
𝑗−1/2 (𝜔) (𝑘, 𝑙 = 1, 2) ,

где узлы находятся по формулам (4.16):

𝜉𝑖−1/2 =
𝜉𝑖−1 + 𝜉𝑖

2
= ℎ

⎛⎝𝑖− 1

2

⎞⎠ ,

𝜉𝑖−𝑗+1/2 = 𝜉𝑖 − 𝜉𝑗−1/2 = ℎ

⎛⎝𝑖− 𝑗 +
1

2

⎞⎠ (︀
𝑖 = 1, 𝑁𝜏

)︀
.

В результате, получаем рекуррентную последовательность систем линей

ных алгебраических уравнений (4.17), где

A =

⎛⎝ 𝐾1
1/2 −𝐾2

1/2

−𝐾2
1/2 𝐾1

1/2

⎞⎠ , y𝑖−1/2 =

⎛⎝ 𝑦1𝑖−1/2

𝑦2𝑖−1/2

⎞⎠ , b𝑖−1/2 =

⎛⎝ 𝑏1𝑖−1/2

𝑏2𝑖−1/2

⎞⎠ ,

𝑏1𝑖−1/2 (𝜔) =
Φ1
(︀
𝜔, 𝜉𝑖−1/2

)︀
ℎ

− 𝑆11
𝑖−1/2 (𝜔) + 𝑆22

𝑖−1/2 (𝜔) ,

𝑏2𝑖−1/2 (𝜔) = −
Φ2
(︀
𝜔, 𝜉𝑖−1/2

)︀
ℎ

+ 𝑆21
𝑖−1/2 (𝜔)− 𝑆12

𝑖−1/2 (𝜔) (𝑖 ≥ 1) .

Её решение имеет вид (4.18). Подставляя его в (4.21), получаем решение

исходной задачи (1.34), (4.20).

В качестве примера полагаем в (4.20):

𝑓 111 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 121 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 112 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 122 (𝑥1, 𝜏) = 𝑓 132 (𝑥1, 𝜏) ≡ 0,

𝑓 131 (𝑥1, 𝜏) = e−𝜀2𝑥2
1𝐻 (𝜏) , 𝜀 = 0.1.

Тогда правые части системы (4.23) определяются так:

𝜙𝐹
1 (𝜔, 𝜏) = 𝑓 1𝐹31 (𝜔, 𝜏) = 𝑓 (𝜔)𝐻 (𝜏) ,

𝑓 (𝜔) =

√
𝜋

𝜀
, e−𝜔2/(4𝜀2), 𝜙𝐹

2 (𝜔, 𝜏) = 0.
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Ядра 𝐾𝑘 (𝜔, 𝜁) и правые части Φ𝑘 (𝜔, 𝜉) системы (4.24), найденные с

помощью таблиц интегралов и рядов [173], имеют вид:

𝐾1 (𝜔, 𝜁) = 𝐽4
(︀
−𝐷1𝜔

2,−𝐷2𝜋
2, 𝜁
)︀
+

+𝐵
(01)
33 e𝑠03𝜁𝐽3 (𝑠03, 𝜁) +𝐵

(02)
33 e−𝐷1𝜔

2𝜁𝐽3
(︀
−𝐷1𝜔

2, 𝜁
)︀
+

+e𝛾0𝜁𝐽1 (𝛾0, 𝛽0, 𝜁)
(︁
𝐴

(01)
33 cos 𝛽0𝜁 − 𝐴

(02)
33 sin 𝛽0𝜁

)︁
+

+e𝛾0𝜁𝐽2 (𝛾0, 𝛽0, 𝜁)
(︁
𝐴

(01)
33 sin 𝛽0𝜁 + 𝐴

(02)
33 cos 𝛽0𝜁

)︁
+

+
∞∑︁
𝑛=1

[︁
𝐵

(11)
33 e𝑠5𝜁𝐽3 (𝑠5, 𝜁) +𝐵

(12)
33 e−(𝐷2𝜆

2
𝑛+𝐷1𝜔

2)𝜁𝐽3
(︀
−
(︀
𝐷2𝜆

2
𝑛 +𝐷1𝜔

2
)︀
, 𝜁
)︀]︁

+

+
2∑︁

𝑟=1

∞∑︁
𝑛=1

e𝛾𝑟𝜁𝐽1 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜁)
(︁
𝐴

(𝑟1)
33 cos 𝛽𝑟𝜁 − 𝐴

(𝑟2)
33 sin 𝛽𝑟𝜁

)︁
+

+
2∑︁

𝑟=1

∞∑︁
𝑛=1

e𝛾𝑟𝜁𝐽2 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜁)
(︁
𝐴

(𝑟1)
33 sin 𝛽𝑟𝜁 + 𝐴

(𝑟2)
33 cos 𝛽𝑟𝜁

)︁
,

𝐾2 (𝜔, 𝜁) = 𝐽5
(︀
−𝐷1𝜔

2,−𝐷2𝜋
2, 𝜁
)︀
+

+𝐵
(01)
33 e𝑠03𝜁𝐽3 (𝑠03, 𝜁) +𝐵

(02)
33 e−𝐷1𝜔

2𝜁𝐽3
(︀
−𝐷1𝜔

2, 𝜁
)︀
+

+e𝛾0𝜁𝐽1 (𝛾0, 𝛽0, 𝜁)
(︁
𝐴

(01)
33 cos 𝛽0𝜁 − 𝐴

(02)
33 sin 𝛽0𝜁

)︁
+

+e𝛾0𝜁𝐽2 (𝛾0, 𝛽0, 𝜁)
(︁
𝐴

(01)
33 sin 𝛽0𝜁 + 𝐴

(02)
33 cos 𝛽0𝜁

)︁
+

+
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
[︁
𝐵

(11)
33 e𝑠5𝜁𝐽3 (𝑠5, 𝜁) +𝐵

(12)
33 e−(𝐷2𝜆

2
𝑛+𝐷1𝜔

2)𝜁𝐽3
(︀
−
(︀
𝐷2𝜆

2
𝑛 +𝐷1𝜔

2
)︀
, 𝜁
)︀]︁

+

+
2∑︁

𝑟=1

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 e𝛾𝑟𝜁𝐽1 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜁)
(︁
𝐴

(𝑟1)
33 cos 𝛽𝑟𝜁 − 𝐴

(𝑟2)
33 sin 𝛽𝑟𝜁

)︁
+

+
2∑︁

𝑟=1

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 e𝛾𝑟𝜁𝐽2 (𝛾𝑟, 𝛽𝑟, 𝜁)
(︁
𝐴

(𝑟1)
33 sin 𝛽𝑟𝜁 + 𝐴

(𝑟2)
33 cos 𝛽𝑟𝜁

)︁
,

Φ1 (𝜉) = 𝑓 (𝜔)

𝜉∫
0

𝑑𝜏

(𝜉 − 𝜏)1/2
= 2𝑓 (𝜔)

√︀
𝜉, Φ2 (𝜉) = 0.

где величины 𝐴
(0𝑙)
33 = 𝐴

(0𝑙)
33 (𝜔), 𝐵(0𝑝)

33 = 𝐴
(0𝑝)
33 (𝜔), 𝐴(𝑟𝑙)

33 = 𝐴
(𝑟𝑙)
33 (𝜔, 𝜆𝑛) и 𝐵(1𝑝)

33 =

𝐴
(1𝑝)
33 (𝜔, 𝜆𝑛) находятся по формулам (3.46). Здесь же определяются величины

𝛾0 = 𝛾0 (𝜔), 𝛽0 = 𝛽0 (𝜔), 𝑠03 = 𝑠03 (𝜔), 𝛾𝑟 = 𝛾𝑟 (𝜔, 𝜆𝑛), 𝛽𝑟 = 𝛽𝑟 (𝜔, 𝜆𝑛) и
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𝑠5 = 𝑠5 (𝜔, 𝜆𝑛). Остальные функции вычисляются следующим образом

𝐽1 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑧∫
0

e−𝑥𝜁 cos 𝑦𝜁

𝜁1/2
𝑑𝜁 = Re

⎡⎢⎢⎣
⎯⎸⎸⎷ 𝜋

−𝑥+ 𝑖𝑦
erfi
√︀
(−𝑥+ 𝑖𝑦) 𝑧

⎤⎥⎥⎦ ,

𝐽2 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑧∫
0

e−𝑥𝜁 sin 𝑦𝜁

𝜁1/2
𝑑𝜁 = Im

⎡⎢⎢⎣
⎯⎸⎸⎷ 𝜋

−𝑥+ 𝑖𝑦
erfi
√︀
(−𝑥+ 𝑖𝑦) 𝑧

⎤⎥⎥⎦ ,

𝐽3 (𝑥, 𝑧) =

𝑧∫
0

e−𝑥𝜁

𝜁1/2
𝑑𝜁 =

⎯⎸⎸⎷ 𝜋

−𝑥
erfi
√︀

(−𝑥) 𝑧,

𝐽4 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑧∫
0

e𝑥(𝑧−𝜁)𝜗3
(︀
0, e𝑦(𝑧−𝜁)

)︀
√
𝜁

𝑑𝜁,

𝐽5 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑧∫
0

e𝑥(𝑧−𝜁)𝜗0
(︀
0, e𝑦(𝑧−𝜁)

)︀
√
𝜁

𝑑𝜁.

Здесь, erfi (𝑥) = 𝑖erf (𝑖𝑥), erf (𝑥) – интеграл вероятности (Функция Ла

пласа) [1, 173]. Интегралы 𝐽4 и 𝐽5 вычисляются с помощью асимптотических

представлений тета-функций [89] и таблиц интегралов [173]:

𝐽4
(︀
−𝐷1𝜔

2,−𝐷2𝜋
2, 𝜁
)︀
≈

√
𝐷2𝜋 e

−𝐷1𝜔
2𝜁/2+

+𝐷2 (2𝑆0 + 1−
√
𝜋) e−𝐷1𝜔

2𝜁𝐼(3)
(︀
−𝐷1𝜔

2, 𝜁
)︀
.

𝐽5
(︀
−𝐷1𝜔

2,−𝐷2𝜋
2, 𝜁
)︀
≈ 0, 𝐷2𝜋

2𝜁 ≪ 1.

Полагаем, что материал имеет физические характеристики (3.80). Рис.

4.5 – 4.7 иллюстрируют решение задачи (1.34), (4.20), полученное в результате

вычисления сверток (4.21) с найденными функциями 𝑓 2𝐹31 (𝜔, 𝜏) и 𝑓 2𝐹32 (𝜔, 𝜏).

Расчёты проводились для 𝑁𝜏 = 50 точек разбиения по времени 𝜏 , 𝑁𝜔 =

50 точек разбиения по параметру 𝜔 и 𝑁𝜆 = 200 членов ряда Фурье.

Замечание 1. Здесь, в качестве эталонной задачи можно было выбрать

задачу с краевыми условиями (1.49). Однако в этом случае системы (4.22) и
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Рис. 4.5. Перемещения 𝑢1 (𝑥1, 𝜏) при 𝑥2 = 0.5.

Рис. 4.6. Перемещения 𝑢2 (𝑥1, 𝜏) при 𝑥2 = 0.5.
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Рис. 4.7. Приращение концентрации 𝜂 (𝑥1, 𝜏) при 𝑥2 = 0.5.

(4.23) состояли бы из четырех уравнений относительно четырех неизвестных

функций. С другой стороны, в случае многокомпонентной среды (начиная

с 𝑁 = 3) выгоднее в качестве вспомогательной задачи использовать задачу

граничными условиями (1.49).

Таким образом, в каждом из рассмотренных примеров в качестве вспомо

гательной была использована та из двух решенных в главах 2 и 3 задач, кото

рая даёт наименьшую размерность системе интегральных уравнений Вольтер

ра (4.2). Этот принцип можно взять за основу при выборе эталонных задач.

Единственным ограничением здесь может являться наличие неинтегрируе

мых особенностей в ядрах интегральных операторов.

Замечание 2. Задачи для полуограниченных сред решаются аналогич

ным образом. Следует только отметить, что при прочих равных условиях си

стема уравнений (4.2) в задаче для полупространства имеет вдвое меньшую

размерность по сравнению с аналогичной системой в задаче для слоя.
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Глава 5

Асимптотические решения нестационарных

задач механодиффузии

5.1. Асимптотика при больших временах. Переход к

статическим режимам

Асимптотика функций Грина при 𝜏 → ∞ может быть полезной при пере

ходе от нестационарных режимов к статическим, в том числе для проверки

решений полученных главах 2 и 3. Рассмотрим статический аналог задачи

(1.40) – (1.42) при отсутствии объёмных возмущений

L (y) = 0, M (y)|Π = f (z) , z ∈ Γ. (5.1)

Тогда, чтобы получить решение этой задачи полагаем в (1.41)

f (z, 𝜏) = f̃ (z)𝐻 (𝜏) ,

и после вычисления сверток переходим к пределу при 𝜏 → ∞.

Используя предельное соотношение между оригиналом и его изображе

нием [84]

lim
𝜏→∞

𝑓 (𝜏) = lim
𝑠→0

𝑠𝑓𝐿 (𝑠) ,

получаем, в частности, из формулы (4.1) решение y(𝑠) статической задачи

(5.1) (здесь G – матрица Грина задачи (1.40) – (1.42), звездочка - свертка по

времени)
y(𝑠) = lim

𝜏→∞
G (x, 𝜏) * f̃ (z)𝐻 (𝜏) =

= lim
𝑠→0

𝑠
1

𝑠
G𝐿 (x, 𝑠) f̃ (z) = G𝐿 (x, 0) f̃ (z) .

(5.2)
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Таким образом, для получения решений задач статики из решений задач

динамики необходимо найти предельные значения трансформант Лапласа

функций Грина при 𝑠 → 0. Рассмотрим эти предельные переходы на приме

ре одномерных нестационарных задач упругой диффузии, решения которых

получены в главе 2. Найдем вначале решения соответствующих стационар

ных задач. Уравнения равновесия для одномерной задачи будут иметь вид

(в (1.31) отбрасываем члены, содержащие производные по времени)

𝑢′′ −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂
′
𝑗 = 0,

𝐷𝑞𝜂
′′
𝑞 − Λ𝑞𝑢

′′′ = 0 (𝑞 = 1, 2, . . . , 𝑁) .

(5.3)

С учетом свойств симметрии функций Грина типа (2.3), достаточно рас

смотреть следующие статические аналоги граничных условий группы A (см.

п. 1.5):
𝑢|𝑥=0 = 1,

(︀
Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 0,

𝑢|𝑥=1 = 0,
(︀
Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 0;
(5.4)

𝑢|𝑥=0 = 0,
(︀
Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 𝛿𝑞+1,𝑝+1

(︀
𝑝 = 1, 𝑁

)︀
,

𝑢|𝑥=1 = 0,
(︀
Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 0;
(5.5)

(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 1, 𝜂𝑞|𝑥=0 = 0,(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 0, 𝜂𝑞|𝑥=1 = 0;

(5.6)

(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 0, 𝜂𝑞|𝑥=0 = 𝛿𝑞+1,𝑝+1

(︀
𝑝 = 1, 𝑁

)︀
,(︃

𝑢′ −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 0, 𝜂𝑞|𝑥=1 = 0.

(5.7)

Найдём общее решение уравнений равновесия (5.3). Для этого, интегри
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руем второе уравнение (5.3), выражаем 𝜂′𝑞

𝜂′𝑗 =
1

𝐷𝑗
(𝐶𝑗 + Λ𝑗𝑢

′′)
(︀
𝑗 = 1, 𝑁

)︀
, (5.8)

и подставляем в первое уравнение. Получаем

𝑢′′ −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

𝐷𝑗
(𝐶𝑗 + Λ𝑗𝑢

′′) = 0. (5.9)

Здесь 𝐶𝑗 - произвольные постоянные. Приведя подобные члены в (5.9),

получаем 𝑢′′

𝑢′′ =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗, Φ𝑗 =

𝑁∏︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

𝐷𝑟

𝑁∏︁
𝑗=1

𝐷𝑗 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗

𝑁∏︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

𝐷𝑟

.

Интегрируя это уравнение дважды, приходим к следующим результатам

𝑢 =
1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑗Φ𝑗𝑥
2 + 𝐶𝑁+1𝑥+ 𝐶𝑁+2. (5.10)

Подставляя (5.10) в (5.8) и интегрируя, находим

𝜂𝑞 =
1

𝐷𝑞

(︃
𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗

)︃
𝑥+ 𝐶𝑁+2+𝑞

(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
. (5.11)

Постоянные интегрирования определяем из граничных условий. Снача

ла рассмотрим условия (5.4). Подставляя в них (5.10) и (5.11) получаем си

стему линейных алгебраических уравнений:

𝐶𝑁+2 = 1, Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 −

(︃
𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗

)︃
= 0,

1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 + 𝐶𝑁+1 + 𝐶𝑁+2 = 0,

Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 −

(︃
𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗

)︃
= 0.
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Её решение имеет вид

𝐶𝑁+2 = 1, 𝐶𝑞 = 0, 𝐶𝑁+1 = −𝐶𝑁+2 −
1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 = −1.

Таким образом

𝑢(𝑠) = 1− 𝑥, 𝜂(𝑠)𝑞 = 𝐶𝑁+2+𝑞. (5.12)

Т.е. поле концентраций определяется с точностью до произвольной по

стоянной.

Для граничных условий (5.5) получаем следующую систему

𝐶𝑁+2 = 0,
1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 + 𝐶𝑁+1 + 𝐶𝑁+2 = 0,

−𝐶𝑞 = 𝛿𝑞+1,𝑝+1, −𝐶𝑞 = 0.

Эта система является несовместной. Два последних равенства при 𝑞 = 𝑝

взаимно исключают друг друга.

Это объясняется тем, что с точки зрения механики поверхностные возму

щения (5.5) не являются уравновешенными, поэтому статическое равновесие

системы в данном случае невозможно. Для получения решения необходимо

уравновесить поверхностные возмущения, т.е. граничное условие (5.5) заме

нить следующими

𝑢|𝑥=0 = 0,
(︀
Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 𝛿𝑞+1,𝑝+1

(︀
𝑝 = 1, 𝑁

)︀
,

𝑢|𝑥=1 = 0,
(︀
Λ𝑞𝑢

′′ −𝐷𝑞𝜂
′
𝑞

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 𝛿𝑞+1,𝑝+1,
(5.13)

Тогда, система для определения констант 𝐶𝑖

(︀
𝑖 = 1, 2𝑁 + 2

)︀
будет иметь

вид

𝐶𝑁+2 = 0,
1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 + 𝐶𝑁+1 + 𝐶𝑁+2 = 0,

−𝐶𝑞 = 𝛿𝑞+1,𝑝+1, −𝐶𝑞 = 𝛿𝑞+1,𝑝+1,
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Из неё получаем

𝐶𝑁+2 = 0, 𝐶𝑞 = −1, 𝐶𝑁+1 =
1

2
𝛼𝑞Φ𝑞, 𝐶𝑖 = 0, 𝑖 ̸= {𝑞, 𝑁 + 1} .

Таким образом, решение статической задачи (5.3), (5.13) записывается

так

𝑢(𝑠) = −
1

2
𝛼𝑞Φ𝑞

(︀
𝑥2 − 𝑥

)︀
,

𝜂
(𝑠)
𝑞 = −

1

𝐷𝑞
(1 + Λ𝑞𝛼𝑞Φ𝑞)𝑥+ 𝐶𝑁+2+𝑞.

(5.14)

Аналогично для граничных условий (5.6) имеем

𝐶𝑁+1 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑁+2+𝑗 = 1, 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0,

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑗Φ𝑗 + 𝐶𝑁+1 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

⎡⎣ 1

𝐷𝑗

(︃
𝐶𝑗 + Λ𝑗

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐶𝑟𝛼𝑟Φ𝑟

)︃
+ 𝐶𝑁+2+𝑗

⎤⎦ = 0,

1

𝐷𝑞

(︃
𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗

)︃
+ 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0.

Эта система преобразуется к виду

𝐶𝑁+1 = 1, 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0,
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑗𝐶𝑗 = −1, 𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 = 0.

Она также несовместна, т.к. из последних двух равенств следует, что

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑗Λ𝑗 = −1, 𝐶𝑞 = Λ𝑞.

Первое равенство не выполняется, так как Φ𝑗 > 0 и, следовательно

𝛼𝑗Φ𝑗Λ𝑗 > 0. Таким образом, статическая задача с граничными условиями
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(5.6) тоже не имеет решения. В соответствии с замечанием сформулирован

ным выше, заменим их следующими условиями(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 1, 𝜂𝑞|𝑥=0 = 0,(︃
𝑢′ −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

= 1, 𝜂𝑞|𝑥=1 = 0.

(5.15)

Тогда система для определения констант 𝐶𝑖

(︀
𝑖 = 1, 2𝑁 + 2

)︀
принимает

вид

𝐶𝑁+1 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑁+2+𝑗 = 1, 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0,

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑗Φ𝑗 + 𝐶𝑁+1 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

⎡⎣ 1

𝐷𝑗

(︃
𝐶𝑗 + Λ𝑗

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐶𝑟𝛼𝑟Φ𝑟

)︃
+ 𝐶𝑁+2+𝑗

⎤⎦ = 1,

1

𝐷𝑞

(︃
𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗

)︃
+ 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0.

После преобразования

𝐶𝑁+1 = 1, 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0,
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑗Φ𝑗 = 0, 𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 = 0.

получаем решение задачи (5.3), (5.15)

𝑢 = 𝑥+ 𝐶𝑁+2, 𝜂𝑞 = 0
(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
. (5.16)

Наконец для условий (5.7) система уравнений для определения констант

𝐶𝑖

(︀
𝑖 = 1, 2𝑁 + 2

)︀
записывается так:
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𝐶𝑁+1 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑁+2+𝑗 = 0, 𝐶𝑁+2+𝑞 = 1,

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑗Φ𝑗 + 𝐶𝑁+1 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

⎡⎣ 1

𝐷𝑗

(︃
𝐶𝑗 + Λ𝑗

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐶𝑟𝛼𝑟Φ𝑟

)︃
+ 𝐶𝑁+2+𝑗

⎤⎦ = 0,

1

𝐷𝑞

(︃
𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗

)︃
+ 𝐶𝑁+2+𝑞 = 0.

Преобразуя её к виду

𝐶𝑁+1 = 𝛼𝑞, 𝐶𝑁+2+𝑞 = 1,
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐶𝑗Φ𝑗 = −𝛼𝑞, 𝐶𝑞 + Λ𝑞

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗𝛼𝑗Φ𝑗 = −𝐷𝑞,

получаем следующее решение

𝑢 = 𝛼𝑞

⎛⎝−
𝑥2

2
+ 𝑥

⎞⎠+ 𝐶𝑁+2, 𝜂𝑞 = 1− 𝑥
(︀
𝑞 = 1, 𝑁

)︀
. (5.17)

Теперь проверим предельный переход (5.2). Для рассматриваемых здесь

одномерных задач следует положить f̃ (z) = 1. Тогда, статическому реше

нию (5.12) должны соответствовать значения функций Грина 𝐺𝐿
11 (𝑥, 0) и

𝐺𝐿
𝑞+1,1 (𝑥, 0) из п. 2.3. Имеем

𝐺𝐿
11 (𝑥, 0) = lim

𝑠→0

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑠
11 (𝜆𝑛, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃11 (𝜆𝑛, 0)

𝑃 (𝜆𝑛, 0)
sin𝜆𝑛𝑥 =

= 2
∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛𝑥

𝜆𝑛
= 1− 𝑥;

(5.18)

𝐺𝐿
𝑞+1,1 (𝑥, 0) = lim

𝑠→0

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 𝑠) cos𝜆𝑛𝑥 =

=
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣− 2Λ𝑞𝜆
2
𝑛

𝑠+𝐷𝑞𝜆2𝑛
+
𝑃𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 0)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 0)

⎤⎦ cos𝜆𝑛𝑥 = 0.

(5.19)
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Здесь и для следующей задачи использованы формулы (2.36) для транс

формант функций Грина и формулы (2.37) – (2.39) для многочленов 𝑃 , 𝑄 и

𝑃𝑘𝑚, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛. Отметим, что полученные результаты (5.18) и (5.19) с точно

стью до постоянного слагаемого 𝐶𝑁+2+𝑞 совпадает со статическим решением

(5.12).

Для задачи (5.3), (5.13) в соответствии с (2.3) и (2.5) и условием урав

новешенности поверхностной нагрузки необходимо рассмотреть следующие

комбинации функций Грина:

𝐺𝐿
1,𝑞+1 (𝑥, 0) +𝐺𝐿

1,𝑞+1 (1− 𝑥, 0) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑠
1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 0) [sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥)] =

= 2𝛼𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥)

𝜆3𝑛
=

= 𝛼𝑞Φ𝑞

⎡⎣𝑥
3
−
𝑥2

2
+
𝑥3

6

⎤⎦+ 𝛼𝑞Φ𝑞

⎡⎣1− 𝑥

3
−

(1− 𝑥)2

2
+

(1− 𝑥)3

6

⎤⎦ =

=
𝛼𝑞Φ𝑞

6

(︀
2− 3 + 6𝑥− 6𝑥2 + 1− 3𝑥+ 3𝑥2

)︀
=
𝛼𝑞Φ𝑞

2

(︀
𝑥− 𝑥2

)︀
;

(5.20)

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 0)−𝐺𝐿

𝑞+1,𝑞+1 (1− 𝑥, 0) = 2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)

𝐷𝑞𝜆2𝑛
+

+
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
𝑞+1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 0) [cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)] =

=
2

𝐷𝑞
(1 + 𝛼𝑞Φ𝑞Λ𝑞)

∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)

𝜆2𝑛
=

=
2

𝐷𝑞
(1 + 𝛼𝑞Φ𝑞Λ𝑞)

⎡⎣1
6
−
𝑥

2
+
𝑥2

4
−

1

6
+

1− 𝑥

2
−

(1− 𝑥)2

4

⎤⎦ =

=
1

𝐷𝑞
(1 + 𝛼𝑞Φ𝑞Λ𝑞)

⎛⎝1

2
− 𝑥

⎞⎠ .

(5.21)

Решения (5.20), (5.21) также с точностью до произвольного слагаемого

совпадают с решением статической задачи (5.14).
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Для оставшихся двух задач необходимо воспользоваться функциями Гри

на, полученными в п. 2.5. В соответствии с формулами (2.62) – (2.64) полу

чаем для задачи с граничными условиями (5.15)

𝐺𝐿
11 (𝑥, 0)−𝐺𝐿

11 (1− 𝑥, 0) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
11 (𝜆𝑛, 0) [cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)] =

=
∞∑︁
𝑛=1

𝑃11 (𝜆𝑛, 0)

𝑃 (𝜆𝑛, 0)
[cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)] =

= −2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝑥− cos𝜆𝑛 (1− 𝑥)

𝜆2𝑛
=

= −2

⎡⎣1
6
−
𝑥

2
+
𝑥2

4
−

1

6
+

1− 𝑥

2
−

(1− 𝑥)2

4

⎤⎦ = 𝑥−
1

2
;

(5.22)
𝐺𝐿

𝑞+1,1 (𝑥, 0) +𝐺𝐿
𝑞+1,1 (1− 𝑥, 0) =

=
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣− 2Λ𝑞

𝐷𝑞𝜆𝑛
+𝐺𝐿𝑠

𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 0)

⎤⎦ [sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥)] =

=
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣− 2Λ𝑞

𝐷𝑞𝜆𝑛
+
𝑃𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 0)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 0)

⎤⎦ [sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥)] =

=
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣− 2Λ𝑞

𝐷𝑞𝜆𝑛
+

2Λ𝑞

𝐷𝑞𝜆𝑛

⎤⎦ [sin𝜆𝑛𝑥+ sin𝜆𝑛 (1− 𝑥)] = 0.

(5.23)

Наконец, для задачи (5.7) имеем

𝐺𝐿
1,𝑞+1 (𝑥, 0) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝑐
1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 0) cos𝜆𝑛𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 0)

𝑃 (𝜆𝑛, 0)
cos𝜆𝑛𝑥 =

−2𝛼𝑞

∞∑︁
𝑛=1

cos𝜆𝑛𝑥

𝜆2𝑛
= −2𝛼𝑞

⎛⎝1

6
−
𝑥

2
+
𝑥2

4

⎞⎠ = 𝛼𝑞

⎛⎝−
𝑥2

2
+ 𝑥−

1

3

⎞⎠ ;

(5.24)
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𝐺𝐿
𝑞+1,𝑞+1 (𝑥, 0) =

∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣2 (𝐷𝑞 − Λ𝑞𝛼𝑞)

𝐷𝑞𝜆𝑛
+𝐺𝐿𝑠

𝑞+1,1 (𝜆𝑛, 0)

⎤⎦ sin𝜆𝑛𝑥 =

=
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣2 (𝐷𝑞 − Λ𝑞𝛼𝑞)

𝐷𝑞𝜆𝑛
+
𝑃𝑞+1,𝑞+1 (𝜆𝑛, 0)

𝑄𝑞 (𝜆𝑛, 0)

⎤⎦ sin𝜆𝑛𝑥 =

=
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣2 (𝐷𝑞 − Λ𝑞𝛼𝑞)

𝐷𝑞𝜆𝑛
+

2Λ𝑞𝛼𝑞

𝐷𝑞𝜆𝑛

⎤⎦ sin𝜆𝑛𝑥 = 2
∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛𝑥

𝜆𝑛
= 1− 𝑥.

(5.25)

Здесь решения (5.21) – (5.25) также с точностью до постоянного слагае

мого совпадают с решениями статических задач.

Полученные несоответствия можно объяснить следующим образом. Во

первых, заметим, что произвольные константы в решениях статических задач

(5.12), (5.14), (5.16) и (5.17) не влияют на напряженно-деформированное со

стояние среды и интенсивность массопереноса в ней, а характеризуют лишь

движение среды как абсолютно твердого тела. С другой стороны статические

задачи в отличие от динамических не содержат в своей математической по

становке начальных условий, фиксирующих пространственное распределение

физических полей в некоторый начальный момент времени. Поэтому решение

в них определяется с точностью до слагаемых являющихся, вообще говоря,

функциями начальных состояний системы. Значения этих величин в реше

ниях (5.18) – (5.25), полученных путем предельного перехода из динамики в

статику, как раз соответствуют нулевым начальным условиям. В этом смысле

предельный переход (5.2) из динамики в статику можно считать естествен

ной регуляризацией решений статических задач механодиффузии. Сами же

решения (5.18) – (5.25) могут выступать в роли регуляризированных реше

ний для (5.12), (5.14), (5.16) и (5.17) соответственно. В известном смысле это

согласуется с общим определении регуляризации, данном в [146].
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5.2. Алгоритм асимптотического разделения

переменных в многомерных задачах упругой

диффузии

Одним из подходов к решению связанных нестационарных задач меха

нодиффузии является асимптотический метод, позволяющий при определён

ных граничных условиях свести многомерную начально-краевую задачу к

рекуррентной последовательности одномерных задач. Применение асимпто

тических методов, как правило, основано на введении малого безразмерного

параметра, после чего решение задачи строится в виде ряда по степеням этого

параметра. Малые параметры имеют физическую или геометрическую при

роду. В качестве первых выступают коэффициенты связанности физических

полей (см., например, [11, 12, 38, 39, 152, 153]) или величины, характери

зующие физическую нелинейность задачи [151, 156]. Геометрические малые

параметры встречаются в механике композитов и зачастую характеризуют

неоднородность среды [10, 13, 36, 152, 153, 162, 329].

Идея излагаемого ниже метода основана на использовании асимптоти

ческой процедуры двухмасштабного разложения, напоминающая метод реше

ния обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффици

ентами [18, 35, 103, 156, 220, 328, 342].

Пусть имеется начально-краевая (1.40) – (1.42) в декартовой системе ко

ординат. В случае, когда неоднородность в граничных условиях имеет слабо

выраженный характер, она формально учитывается введением малого пара

метра 𝜀 как множителя перед аргументами функции f в граничных условиях

(1.42), т.е. предполагается, что f = g(𝜀𝑥1,, 𝜀𝑥2, 𝜏). Далее, вводятся в рассмот

рение два масштаба: «тождественный» 𝜉𝛼 = 𝑥𝛼 и «медленный» 𝜁𝑎 = 𝜀𝑥𝛼,

(𝛼 = 1, 2), т.е. f = g(𝜁1, 𝜁2, 𝜏). Решение задачи (1.40) – (1.42) ищется в виде
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ряда (y𝑙 – 𝑙-е приближение)

y (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
∞∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙y𝑙 (𝜉1, 𝜉2, 𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) . (5.26)

Производные по переменным 𝑥𝛼, 𝜉𝛼 и 𝜁𝛼, (𝛼 = 1, 2) связаны между собой

следующим образом:

𝜕

𝜕𝑥𝛼
=

𝜕

𝜕𝜉𝛼
+ 𝜀

𝜕

𝜕𝜁𝛼
, (𝛼, 𝛽, 𝛾 = 1, 2) ,

𝜕2

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
=

𝜕2

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜉𝛽
+ 𝜀

⎛⎝ 𝜕2

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜁𝛽
+

𝜕2

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜉𝛽

⎞⎠+ 𝜀2
𝜕2

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜁𝛽
,

𝜕3

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽𝜕𝑥𝛾
=

𝜕3

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜉𝛽𝜕𝜉𝛾
+𝜀

⎛⎝ 𝜕3

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜉𝛽𝜕𝜁𝛾
+

𝜕3

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜁𝛽𝜕𝜉𝛾
+

𝜕3

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜉𝛽𝜕𝜉𝛾

⎞⎠+

+𝜀2

⎛⎝ 𝜕3

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜁𝛽𝜕𝜁𝛾
+

𝜕3

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜉𝛽𝜕𝜁𝛾
+

𝜕3

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜁𝛽𝜕𝜉𝛾

⎞⎠+𝜀3
𝜕3

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜁𝛽𝜕𝜁𝛾
, . . . ,

(5.27)

Поэтому операторы L и M в задаче (1.40) – (1.42) могут быть представ

лены в виде сумм (дифференциальный оператор в начальных условиях не

содержит производных по пространственным переменным, поэтому не участ

вует в дальнейших преобразованиях)

L =
𝑛∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙L𝑙, M =
𝑚∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙M𝑙. (5.28)

Здесь 𝑛 и 𝑚 – порядки линейных дифференциальных операторов L и

M соответственно, L𝑙 и M𝑙 - линейные дифференциальные операторы тех же

порядков, что и операторы L и M. Например, при 𝑛 = 1 и 𝑚 = 0 оператор

M = M0, а L имеет вид:

L = L0 + 𝜀L1, L0 = L0

⎛⎝ 𝜕

𝜕𝑥3
,
𝜕

𝜕𝜉𝛼

⎞⎠ , L1 = L1

⎛⎝ 𝜕

𝜕𝜁𝛼

⎞⎠ .

А при 𝑛 = 2 и 𝑚 = 1 получаем следующие представления:

L = L0 + 𝜀L1 + 𝜀2L2, M = M0 + 𝜀M1,
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L0 = L0

⎛⎝ 𝜕2

𝜕𝑥23
,

𝜕2

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜉𝛽
,

𝜕2

𝜕𝑥3𝜕𝜉𝛽
,
𝜕

𝜕𝑥3
,
𝜕

𝜕𝜉𝛼

⎞⎠ ,

L1 = L1

⎛⎝ 𝜕2

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜁𝛽
,

𝜕2

𝜕𝑥3𝜕𝜁𝛽
,
𝜕

𝜕𝜁𝛼

⎞⎠ , L2 = L2

⎛⎝ 𝜕2

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜁𝛽

⎞⎠ ,

M0 = M0

⎛⎝ 𝜕

𝜕𝑥3
,
𝜕

𝜕𝜉𝛼

⎞⎠ , M1 = M1

⎛⎝ 𝜕

𝜕𝜁𝛼

⎞⎠ .

Здесь в скобках указаны производные, входящие в операторы L и M.

В рассматриваемых в данной работе задачах механодиффузии оператор

L имеет 3-й порядок, а оператор M имеет 2-й порядок по пространственным

переменным. Явный вид этих операторов приводится в следующих пунктах.

Подстановка рядов (5.26) и сумм (5.28) в уравнения (1.40) и граничные

условия (1.41) приводит к рекуррентной последовательности начально-крае

вых задач

L0y0 = 0, M0y0|Π = g (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ; (5.29)

L0y1 = −L1y0,

M0y1|Π = −M1y0

⃒⃒
Π
;

(5.30)

L0y2 = −L1y1 − L2y0,

M0y2|Π = − (M1y1 +M2y0)|Π ;
(5.31)

и т.д.

В частности, для дифференциальных операторов третьего порядка все

начально-краевые задачи, начиная с третьего приближения (𝑙 ≥ 3) имеют

одинаковый вид:

L0y𝑙 = −L1y𝑙−1 − L2y𝑙−2 − L3y𝑙−3,

M0y𝑙|Π = − (M1y𝑙−1 +M2y𝑙−2 +M3y𝑙−3)|Π .
(5.32)

Отметим, что в задачу (5.29) переменные 𝜁1 и 𝜁2 входят как параметры,

и, кроме того, как следует из граничных условий, нулевое приближение y0 не
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зависит от переменных 𝜉1 и 𝜉2. Это означает, что задача (5.29) в отличие от

исходной задачи (1.40) – (1.42) является одномерной и как следствие более

простой. Нетрудно видеть, что и все последующие приближения также не

будут зависеть от переменных 𝜉1 и 𝜉2, т.е. задачи (5.30), (5.31) и (5.32) также

являются одномерными.

Таким образом, изложенная асимптотическая процедура разделения пе

ременных позволяет при определённых граничных условиях свести многомер

ную начально-краевую задачу к рекуррентной последовательности одномер

ных начально-краевых задач.
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5.3. Асимптотическое решение двумерной задачи

упругой диффузии для ортотропной полосы

В качестве примера применения вышеизложенного алгоритма рассмот

рим двумерную задачу упругой диффузии (1.34), (1.49) для 𝑁 - компонентной

ортотропной полосы, ограниченной прямыми 𝑥2 = 0 и 𝑥2 = 1 рассмотренную

в п. 3.3. В соответствии с предложенным алгоритмом полагаем, что нерав

номерность поверхностных возмущений имеет слабовыраженный характер,

что учитывается введением малого параметра 𝜀 как множителя перед аргу

ментами правых частей в (1.54): 𝑓𝑘𝑚 = 𝑔𝑘𝑚 (𝜀𝑥1, 𝜏),
(︀
𝑘 = 1, 𝑁 + 2, 𝑚 = 1, 2

)︀
.

Вводим «медленную» переменную 𝜁 = 𝜀𝑥1 и решение задачи (1.34), (1.49)

представляем в виде рядов по степеням малого параметра:

𝑢𝑖 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙𝑢𝑖𝑙 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) ,

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙𝜂𝑞𝑙 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) .

(5.33)

Подстановка этих рядов в уравнения (1.34) и граничные условия (1.49)

с учетом (1.35) и приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях 𝜀

даёт следующую рекуррентную последовательность одномерных задач:

- при 𝜀0

𝐶12

𝜕2𝑢10

𝜕𝑥22
= �̈�10, 𝐶22

𝜕2𝑢20

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝑥2
= �̈�20,

𝐷𝑞
2

𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝑥22
− Λ𝑞

22

𝜕3𝑢20

𝜕𝑥32
= �̇�𝑞0;

(5.34)

𝑢10|𝑥2=0 = 𝑔11 (𝜁, 𝜏) , 𝑢10|𝑥2=1 = 𝑔12 (𝜁, 𝜏) ,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢20

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗0

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝑔21 (𝜁, 𝜏) ,
(5.35)
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⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢20

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗0

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝑔22 (𝜁, 𝜏) ,

𝜂𝑞0|𝑥2=0 = 𝑔𝑞+2,1 (𝜁, 𝜏) , 𝜂𝑞0|𝑥2=1 = 𝑔𝑞+2,2 (𝜁, 𝜏) ;

- при 𝜀1

𝐶12

𝜕2𝑢11

𝜕𝑥22
= �̈�11 − 𝐶21

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁𝜕𝑥2
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁
,

𝐶22

𝜕2𝑢21

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗1

𝜕𝑥2
= �̈�21 − 𝐶21

𝜕2𝑢10

𝜕𝑥2𝜕𝜁
,

𝐷𝑞
2

𝜕2𝜂𝑞1

𝜕𝑥22
− Λ𝑞

22

𝜕3𝑢21

𝜕𝑥32
= �̇�𝑞1 + Λ𝑞

21

𝜕3𝑢10

𝜕𝑥22𝜕𝜁
;

(5.36)

𝑢11|𝑥2=0 = 0, 𝑢11|𝑥2=1 = 0,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢21

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= − 𝐶0

𝜕𝑢10

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=0

,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢21

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= − 𝐶0

𝜕𝑢10

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=1

,

𝜂𝑞1|𝑥2=0 = 0, 𝜂𝑞1|𝑥2=1 = 0;

(5.37)

- при 𝜀2

𝐶12

𝜕2𝑢12

𝜕𝑥22
= �̈�12 − 𝐶21

𝜕2𝑢21

𝜕𝜁𝜕𝑥2
− 𝐶11

𝜕2𝑢10

𝜕𝜁2
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗1

𝜕𝜁
,

𝐶22

𝜕2𝑢22

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗2

𝜕𝑥2
= �̈�22 − 𝐶21

𝜕2𝑢11

𝜕𝑥2𝜕𝜁
− 𝐶12

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2
,

𝐷𝑞
2

𝜕2𝜂𝑞2

𝜕𝑥22
− Λ𝑞

22

𝜕3𝑢22

𝜕𝑥32
= �̇�𝑞2 + Λ𝑞

21

𝜕3𝑢11

𝜕𝑥22𝜕𝜁
+ Λ𝑞

12

𝜕3𝑢20

𝜕𝑥2𝜕𝜁2
−𝐷𝑞

1

𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝜁2
;

(5.38)

𝑢12|𝑥2=0 = 0, 𝑢12|𝑥2=1 = 0,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢22

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= − 𝐶0

𝜕𝑢11

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=0

,
(5.39)
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⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢22

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= − 𝐶0

𝜕𝑢11

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=1

,

𝜂𝑞2|𝑥2=0 = 0, 𝜂𝑞2|𝑥2=1 = 0;

- при 𝜀𝑘 (𝑘 ≥ 3)

𝐶12

𝜕2𝑢1𝑘

𝜕𝑥22
= �̈�1𝑘 − 𝐶21

𝜕2𝑢2,𝑘−1

𝜕𝜁𝜕𝑥2
− 𝐶11

𝜕2𝑢1,𝑘−2

𝜕𝜁2
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗,𝑘−1

𝜕𝜁
,

𝐶22

𝜕2𝑢2𝑘

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗𝑘

𝜕𝑥2
= �̈�2𝑘 − 𝐶21

𝜕2𝑢1,𝑘−1

𝜕𝑥2𝜕𝜁
− 𝐶12

𝜕2𝑢2,𝑘−2

𝜕𝜁2
,

𝐷𝑞
2

𝜕2𝜂𝑞𝑘

𝜕𝑥22
− Λ𝑞

22

𝜕3𝑢2𝑘

𝜕𝑥32
= �̇�𝑞𝑘 + Λ𝑞

12

𝜕3𝑢2,𝑘−2

𝜕𝑥2𝜕𝜁2
+ Λ𝑞

21

𝜕3𝑢1,𝑘−1

𝜕𝑥22𝜕𝜁
+

+Λ𝑞
11

𝜕3𝑢1,𝑘−3

𝜕𝑥22𝜕𝜁
−𝐷𝑞

1

𝜕2𝜂𝑞,𝑘−2

𝜕𝜁2
;

(5.40)

𝑢1𝑘|𝑥2=0 = 0, 𝑢1𝑘|𝑥2=1 = 0,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢2𝑘

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗𝑘

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= − 𝐶0

𝜕𝑢1,𝑘−1

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=0

,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢2𝑘

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗𝑘

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= − 𝐶0

𝜕𝑢1,𝑘−1

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=1

,

𝜂𝑞𝑘|𝑥2=0 = 0, 𝜂𝑞𝑘|𝑥2=1 = 0.

(5.41)

Как уже было отмечено переменная 𝜁𝛼 входит в задачи (1.54) – (5.41)

как параметр.

Задача (5.34), (5.35) распадается на две независимые задачи:

𝐶12

𝜕2𝑢10

𝜕𝑥22
= �̈�10; (5.42)

𝑢10|𝑥2=0 = 𝑔11 (𝜁, 𝜏) , 𝑢10|𝑥2=1 = 𝑔12 (𝜁, 𝜏) ; (5.43)

𝐶22

𝜕2𝑢20

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝑥2
= �̈�20, 𝐷

𝑞
2

𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝑥22
− Λ𝑞

22

𝜕3𝑢20

𝜕𝑥32
= �̇�𝑞0; (5.44)
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⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢20

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗0

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= 𝑔21 (𝜁, 𝜏) ,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢20

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗0

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= 𝑔22 (𝜁, 𝜏) ,

𝜂𝑞0|𝑥2=0 = 𝑔𝑞+2,1 (𝜁, 𝜏) , 𝜂𝑞0|𝑥2=1 = 𝑔𝑞+2,2 (𝜁, 𝜏) .

(5.45)

Решение задачи (5.42), (5.43) записывается в следующей форме («*» -

свертка по времени)

𝑢10 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) = 𝑔11 (𝜁, 𝜏) *𝐺0 (𝑥2, 𝜏) + 𝑔12 (𝜁, 𝜏) *𝐺0 (1− 𝑥2, 𝜏) . (5.46)

где 𝐺0 (𝑥2, 𝜏) – функция Грина, являющаяся решением задачи

𝐶12

𝜕2𝐺0

𝜕𝑥22
= �̈�0, 𝐺0

⃒⃒
𝑥2=0

= 𝛿 (𝜏) , 𝐺0
⃒⃒
𝑥2=1

= 0.

Для её построения, применяем к равенствам (5.42) и (5.43) преобразова

ние Лапласа (верхний индекс «𝐿» – обозначает тренсформанту Лапласа)

𝐶12

𝜕2𝐺0𝐿

𝜕𝑥22
= 𝑠2𝐺0𝐿, 𝐺0𝐿

⃒⃒
𝑥2=0

= 1, 𝐺0𝐿
⃒⃒
𝑥2=1

= 0.

Находя общее решение и удовлетворяя граничным условиям, получаем

𝐺0𝐿 =
sinh

(︀
𝑠 (1− 𝑥2) /

√
𝐶12

)︀
sinh

(︀
𝑠/
√
𝐶12

)︀ .

Оригинал этого выражения находим с помощью разложения в ряды по

экспонентам

𝐺0𝐿 =
sinh

(︀
𝑠 (1− 𝑥2) /

√
𝐶12

)︀
sinh

(︀
𝑠/
√
𝐶12

)︀ =

=
e𝑠(1−𝑥2)/

√
𝐶12 − e−𝑠(1−𝑥2)/

√
𝐶12

e𝑠/
√
𝐶12 − e−𝑠/

√
𝐶12

=
e−𝑠𝑥2/

√
𝐶12 − e−𝑠(2−𝑥2)/

√
𝐶12

1− e−2𝑠/
√
𝐶12

=

=
∞∑︁
𝑛=0

[︁
e−𝑠(2𝑛+𝑥2)/

√
𝐶12 − e−𝑠(2+𝑛−𝑥2)/

√
𝐶12

]︁
.
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Тогда, по таблицам операционного исчисления [14, 84], получаем

𝐺0 =
∞∑︁
𝑛=0

⎡⎣𝛿
⎛⎝𝜏 − 2𝑛+ 𝑥2

√
𝐶12

⎞⎠− 𝛿

⎛⎝𝜏 − 2 + 2𝑛− 𝑥2
√
𝐶12

⎞⎠⎤⎦ . (5.47)

Решение задачи (5.44) имеет вид (2.7), где функции Грина находятся по

формулам (2.65), (2.66) п. 2.5.

Замечание. Чтобы воспользоваться результатами п. 2.5 целесообразно в

формулы (1.28) внести следующие изменения

𝐶 ′
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐶2222
, 𝐶2 =

𝐶2222

𝜌
, 𝛼′𝑞

𝑖𝑗 =
𝑛
(𝑞)
0 𝛼

(𝑞)
𝑖𝑗

𝐶2222
, 𝐹 ′

𝑖 =
𝐹𝑖

𝐶2222
.

В этом случае безразмерный коэффициент 𝐶22 в уравнениях (5.46) будет

равен 1. Между остальными коэффициентами в рассматриваемой задаче и

задаче п. 2.5 будет иметь место следующее соответствие

𝛼𝑞
2 ↔ 𝛼𝑞, 𝐷

𝑞
2 ↔ 𝐷𝑞.

Переходя к задачам первого приближения имеем

𝐶12

𝜕2𝑢11

𝜕𝑥22
= �̈�11 − 𝐶21

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁𝜕𝑥2
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁
; (5.48)

𝑢11|𝑥2=0 = 0, 𝑢11|𝑥2=1 = 0; (5.49)

𝜕2𝑢21

𝜕𝑥22
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2

𝜕𝜂𝑗1

𝜕𝑥2
= �̈�21 − 𝐶21

𝜕2𝑢10

𝜕𝑥2𝜕𝜁
,

𝐷𝑞
2

𝜕2𝜂𝑞1

𝜕𝑥22
− Λ𝑞

22

𝜕3𝑢21

𝜕𝑥32
= �̇�𝑞1 + Λ𝑞

21

𝜕3𝑢10

𝜕𝑥22𝜕𝜁
;

(5.50)

⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢21

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=0

= − 𝐶0

𝜕𝑢10

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=0

,⎛⎝𝐶22

𝜕𝑢21

𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
2𝜂𝑗1

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥2=1

= − 𝐶0

𝜕𝑢10

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2=1

,

𝜂𝑞1|𝑥2=0 = 0, 𝜂𝑞1|𝑥2=1 = 0.

(5.51)
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Здесь в соответствии с замечанием учтено, что 𝐶22 = 1.

Решение задачи (5.48), (5.49) имеет вид (двойные звездочки означают

свертку по времени и пространственной координате 𝜉):

𝑢11 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) =

⎛⎝𝐶21

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁𝜕𝑥2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁

⎞⎠ * *𝐺1 (𝑥2, 𝜉, 𝜏) , (5.52)

где 𝐺1 (𝑥2, 𝜉, 𝜏) - функция Грина задачи

𝐶12

𝜕2𝐺1

𝜕𝑥22
= �̈�1 − 𝛿 (𝑥2 − 𝜉, 𝜏) , (5.53)

𝐺1
⃒⃒
𝑥2=0

= 0, 𝐺1
⃒⃒
𝑥2=1

= 0. (5.54)

Применяя к (5.53) преобразование Лапласа по переменной 𝜏 и разло

жение в ряды Фурье по sin𝜆𝑛𝑥2, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛 получаем (верхний индекс «𝑠»

обозначает синус-гармонику ряда Фурье):(︀
𝐶12𝜆

2
𝑛 + 𝑠2

)︀
𝐺1𝐿𝑠 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 2 sin𝜆𝑛𝜉,

𝐺1𝐿 (𝑥2, 𝜉, 𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺1𝐿𝑠 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥2.

Отсюда

𝐺1𝐿𝑠 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =
2 sin𝜆𝑛𝜉

𝐶12𝜆2𝑛 + 𝑠2
.

По таблицам операционного исчисления [14, 84] находим:

𝐺1𝑠 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =
2

√
𝐶12𝜆𝑛

sin𝜆𝑛𝜉 sin
(︀√

𝐶12𝜆𝑛𝜏
)︀
.

Тогда решение (5.52) запишется так (звездочка здесь означает свертку

по времени)

𝑢11 (𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐹 𝑠 (𝜁, 𝜆𝑛, 𝜏) *𝑊 1𝑠 (𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥2, (5.55)
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где

𝑊 1 (𝑥2, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑊 1𝑠 (𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥2, 𝑊
1𝑠 (𝜆𝑛, 𝜏) =

sin
(︀√

𝐶12𝜆𝑛𝜏
)︀

√
𝐶12𝜆𝑛

, (5.56)

𝐹 𝑠 (𝜁, 𝜆𝑛, 𝜏) = 2

1∫
0

⎛⎝𝐶21

𝜕2𝑢20 (𝜁, 𝜉, 𝜏)

𝜕𝜁𝜕𝜉
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
1

𝜕𝜂𝑗0 (𝜁, 𝜉, 𝜏)

𝜕𝜁

⎞⎠ sin𝜆𝑛𝜉 𝑑𝜉.

Введенные здесь функции 𝐹 𝑠 (𝜁, 𝜆𝑛, 𝜏) являются коэффициентами раз

ложения правой части уравнения (5.48) в ряд Фурье по sin𝜆𝑛𝑥2. Заметим,

что в соответствии с результатами п. 2.5 (формулы (2.58) и (2.59)) функция

𝑢20 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) представляет из себя ряд по косинусам, а функция 𝜂𝑗0 (𝜁, 𝑥2, 𝜏)

– ряд по синусам. Таким образом, правая часть уравнения (5.48) изначально

представляет из себя ряд по синусам, что позволяет избежать необходимости

вычисления функций 𝐹 𝑠 (𝜁, 𝜆𝑛, 𝜏) по формуле (5.56).

Решение задачи (5.50), (5.51) находим с использованием объемных 𝑊 𝑙
𝑘𝑚

и поверхностных 𝐺1𝑘 функций Грина задачи упругой диффузии предвари

тельно разложив правые части уравнений (5.50) в ряды по синусам и косину

сам (формулы (2.7), (2.65) и (2.93), звездочка означает свертку по времени)

𝑢21 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) = 𝑊 𝑙
11 (𝑥2, 𝜏) * 𝐶12

𝜕2𝑢10 (𝜁, 𝑥2, 𝜏)

𝜕𝜁𝜕𝑥2
−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
21𝑊

𝑙
1,𝑘+1 (𝑥2, 𝜏) *

𝜕3𝑢10 (𝜁, 𝑥2, 𝜏)

𝜕𝜁𝜕𝑥22
−

−𝐶0

⎡⎣𝐺11 (𝑥2, 𝜏) *
𝜕𝑢10 (𝜁, 0, 𝜏)

𝜕𝜁
−𝐺11 (1− 𝑥2, 𝜏) *

𝜕𝑢10 (𝜁, 1, 𝜏)

𝜕𝜁

⎤⎦ ,
(5.57)
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𝜂𝑞1 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) = 𝑊 𝑙
𝑞+1,1 (𝑥2, 𝜏) * 𝐶12

𝜕2𝑢10 (𝜁, 𝑥2, 𝜏)

𝜕𝜁𝜕𝑥2
−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
21𝑊

𝑙
𝑞+1,𝑘+1 (𝑥2, 𝜏) *

𝜕3𝑢10 (𝜁, 𝑥2, 𝜏)

𝜕𝜁𝜕𝑥22
−

−𝐶0

⎡⎣𝐺𝑞+1,1 (𝑥2, 𝜏) *
𝜕𝑢10 (𝜁, 0, 𝜏)

𝜕𝜁
+𝐺𝑞+1,1 (1− 𝑥2, 𝜏) *

𝜕𝑢10 (𝜁, 1, 𝜏)

𝜕𝜁

⎤⎦ ,
Задачи второго и более высоких приближений могут быть решены ана

логичным образом. Здесь они не рассматриваются.

Для расчета рассмотрим однокомпонентную ортотропную среду (3.80) с

параметрами граничных условий (3.81). В этом случае

𝑔11 (𝜁, 𝜏) = 𝑔12 (𝜁, 𝜏) = 𝑔31 (𝜁, 𝜏) = 𝑔13 (𝜁, 𝜏) = 0,

𝑔21 (𝜁, 𝜏) = 𝑔22 (𝜁, 𝜏) = 𝑔 (𝜁)𝐻 (𝜏) , 𝑔 (𝜁) = e−𝜁2.
(5.58)

Тогда из формул (5.46) получаем:

𝑢10 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) = 0.

Откуда
𝜕𝑢10 (𝜁, 0, 𝜏)

𝜕𝜁
= 0,

𝜕𝑢10 (𝜁, 1, 𝜏)

𝜕𝜁
= 0.

Подставляя эти равенства в (5.57) находим:

𝑢21 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) = 0, 𝜂1 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) = 0.

Функции 𝑢20 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) и 𝜂0 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) находятся по формулам (2.105). Да

лее, в формуле (5.52) с учетом (2.105) имеем:

𝐶21

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁𝜕𝑥2
− 𝛼1

𝜕𝜂0

𝜕𝜁
= 2

𝜕𝑔 (𝜁)

𝜕𝜁

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 ̃︀𝐹 𝑠 (𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆2𝑛−1𝑥2,

̃︀𝐹 𝑠 (𝜆𝑛, 𝜏) =
2∑︁

𝑙=1

(−1)𝑙+1𝑅𝑛𝑙𝐼𝑙 (𝛾, 𝛽, 𝜏)+

+𝑅𝑛3𝐼3 (𝑠3, 𝜏)− 𝛼1

(︁
2Λ22𝜆2𝑛−1 +𝐵

(2)
22

)︁
𝐼3
(︀
−𝐷2𝜆

2
2𝑛−1, 𝜏

)︀
,

(5.59)
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𝑅𝑛𝑙 = 𝐶21𝜆2𝑛−1𝐴
(𝑙)
12 (𝜆2𝑛−1)− 𝛼1𝐴

(𝑙)
22 (𝜆2𝑛−1) ,

𝑅𝑛3 = 𝐶21𝜆2𝑛−1𝐵
(1)
12 (𝜆2𝑛−1)− 𝛼1𝐵

(1)
22 (𝜆2𝑛−1) (𝑙 = 1, 2) ,

𝐹 𝑠 (𝜁, 𝜆𝑛, 𝜏) =
𝜕𝑔 (𝜁)

𝜕𝜁
̃︀𝐹 𝑠 (𝜆𝑛, 𝜏) .

Здесь коэффициенты 𝐴𝑙
𝑘𝑚 и 𝐵𝑟

𝑘𝑚 определяются по формулам (2.41) и

(2.44), интегралы 𝐼1, 𝐼2 и 𝐼3 определяются по формулам (2.101), параметры

𝛾 = 𝛾 (𝜆2𝑛−1), 𝛽 = 𝛽 (𝜆2𝑛−1) и 𝑠3 = 𝑠3 (𝜆2𝑛−1) – нули многочлена 𝑃 (𝜆2𝑛−1, 𝑠)

(формула (2.37) п. 2.3).

Тогда, подставляя (5.59) в (5.55) с учетом (5.58) находим

𝑢11 (𝜁, 𝑥2, 𝜏) =

⎛⎝𝐶21

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁𝜕𝑥2
− 𝛼1

𝜕𝜂0

𝜕𝜁

⎞⎠ *𝑊 1 (𝑥2, 𝜏) =

−2
𝜕𝑔 (𝜁)

𝜕𝜁

∞∑︁
𝑛=1

2∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙+𝑛

√
𝐶12

𝑅𝑛𝑙
̃︀𝐼𝑙 (︁𝛾, 𝛽,√︀𝐶12𝜆2𝑛−1, 𝜏

)︁
cos𝜆2𝑛−1𝑥2+

−
2

√
𝐶12

𝜕𝑔 (𝜁)

𝜕𝜁

∞∑︁
𝑛=1

𝑅𝑛3
̃︀𝐼3 (︁𝑠3,√︀𝐶12𝜆2𝑛−1, 𝜏

)︁
cos𝜆2𝑛−1𝑥2+

+
2𝛼1
√
𝐶12

𝜕𝑔 (𝜁)

𝜕𝜁

∞∑︁
𝑛=1

2Λ22𝜆2𝑛−1 +𝐵
(2)
22

𝜆2𝑛−1

̃︀𝐼3 (︁−𝐷2𝜆
2
2𝑛−1,

√︀
𝐶12𝜆2𝑛−1, 𝜏

)︁
cos𝜆2𝑛−1𝑥2,

(5.60)

где

̃︀𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜔, 𝜏) = 𝐼1 (𝛾, 𝛽, 𝜏) * sin𝜔𝜏 =
𝛾 cos𝜔𝜏 − 𝛾

𝜔 (𝛾2 + 𝛽2)
+

=
2∑︁

𝑙=1

𝛽 sin𝜔𝜏 + (−1)𝑙 𝛾 cos𝜔𝜏

2 (𝛾2 + 𝛽2)
𝐼2

(︁
𝛾, 𝛽 − (−1)𝑙 𝜔, 𝜏

)︁
+

+
2∑︁

𝑙=1

𝛾 sin𝜔𝜏 − (−1)𝑙 𝛽 cos𝜔𝜏

2 (𝛾2 + 𝛽2)
𝐼1

(︁
𝛾, 𝛽 − (−1)𝑙 𝜔, 𝜏

)︁
,
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̃︀𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜔, 𝜏) = 𝐼2 (𝛾, 𝛽, 𝜏) * sin𝜔𝜏 =
𝛽 − 𝛽 cos𝜔𝜏

𝜔 (𝛾2 + 𝛽2)
+

=
2∑︁

𝑙=1

𝛾 sin𝜔𝜏 − (−1)𝑙 𝛽 cos𝜔𝜏

2 (𝛾2 + 𝛽2)
𝐼2

(︁
𝛾, 𝛽 − (−1)𝑙 𝜔, 𝜏

)︁
−

−
2∑︁

𝑙=1

𝛽 sin𝜔𝜏 + (−1)𝑙 𝛾 cos𝜔𝜏

2 (𝛾2 + 𝛽2)
𝐼1

(︁
𝛾, 𝛽 − (−1)𝑙 𝜔, 𝜏

)︁
,

(5.61)

̃︀𝐼3 (𝛽, 𝜔, 𝜏) = 𝐼3 (𝛽, 𝜏) * sin𝜔𝜏 =
𝑒𝛽𝜏

𝛽
𝐼2 (−𝛽, 𝜔, 𝜏)−

1

𝛽𝜔
(1− cos𝜔𝜏) .

Окончательно с учетом первых двух приближений решение задачи (1.30),

(1.54) при 𝜀→ 0 запишется так:

𝑢1 = 𝜀𝑢11 + 𝑜
(︀
𝜀2
)︀
𝑢2 = 𝑢20 + 𝑜 (𝜀) , 𝜂 = 𝜂0 + 𝑜 (𝜀) .

Результаты вычислений для алюминия представлены на рис. 5.1 – 5.3.

Рис. 5.1. зависимость 𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) от 𝑥2 и 𝜏 при 𝑥1 = 0.1.

Сравнение полученных здесь результатов с расчетами полученными для

аналогичной задачи в п. 3.5 (рис. 3.7 – 3.9), позволяет утверждать, что метод
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Рис. 5.2. зависимость 𝜂 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) от 𝑥2 и 𝜏 при 𝑥1 = 0.1.

Рис. 5.3. зависимость 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜏) от 𝑥2 и 𝜏 при 𝑥1 = 0.1.
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асимптотического разделения переменных даёт хорошую точность вычисле

ний в случае когда неравномерность поверхностных возмущений носит слабо

выраженный характер.
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5.4. Асимптотическое решение трехмерной задачи

упругой диффузии для слоя

В качестве следующего примера применения алгоритма асимптотическо

го разделения переменных рассмотрим трехмерную задачу упругой диффу

зии для 𝑁 - компонентного ортотропного слоя, ограниченного плоскостями

𝑥3 = 0 и 𝑥3 = 1. Математическая модель описывается уравнениями (1.30),

граничными условиями (1.54). Начальные условия нулевые. Полагаем, что

правые части в граничных условиях (1.54) имеют вид:

𝑓𝑘𝑚 = 𝑔𝑘𝑚 (𝜀𝑥1, 𝜀𝑥2, 𝜏)
(︀
𝑘 = 1, 𝑁 + 3, 𝑚 = 1, 2

)︀
.

где дифференциальные операторы 𝑚𝑖1 и 𝑚𝑖2 определяются так:

𝑚𝑖1 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑢𝑖, 𝑚𝑖2 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑢𝑖.

Вводим «медленные» переменные 𝜁𝛼 = 𝜀𝑥𝛼 (𝛼 = 1, 2) и решение задачи

(1.30), (1.54) представляем в виде рядов по степеням малого параметра:

𝑢𝑖 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜏) =
∞∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙𝑢𝑖𝑙 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) ,

𝜂𝑞 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜏) =
∞∑︁
𝑙=0

𝜀𝑙𝜂𝑞𝑙 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) .

(5.62)

Подстановка рядов (5.62) в уравнения (1.30), граничные условия (1.54) и

приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях 𝜀 даёт следующую

рекуррентную последовательность одномерных задач:

- при 𝜀0

𝐶𝑖3𝑚3

𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖3

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝑥3
= �̈�𝑖0, 𝐷𝑞

33

𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝑥23
− Λ𝑞

33𝑖3

𝜕3𝑢𝑖0

𝜕𝑥33
= �̇�𝑞0; (5.63)
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𝑢𝑖0|𝑥3=0 = 𝑔𝑖1 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) , 𝑢𝑖0|𝑥3=1 = 𝑔𝑖2 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏)
(︀
𝑖 = 1, 3

)︀
,⎛⎝Λ𝑞

33𝑚3

𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

33

𝜕𝜂𝑞0

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0

= 𝑔𝑞+3,1 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ,⎛⎝Λ𝑞
33𝑚3

𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

33

𝜕𝜂𝑞0

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=1

= 𝑔𝑞+3,2 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ;

(5.64)

- при 𝜀1

𝐶𝑖3𝑚3

𝜕2𝑢𝑚1

𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖3

𝜕𝜂𝑗1

𝜕𝑥3
= �̈�𝑖1−

− (𝐶𝑖𝑝𝑚3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑝)
𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝜁𝑝𝜕𝑥3
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖𝑝

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁𝑝
,

𝐷𝑞
33

𝜕2𝜂𝑞1

𝜕𝑥23
− Λ𝑞

33𝑖3

𝜕3𝑢𝑖1

𝜕𝑥33
= �̇�𝑞1 −

(︀
𝐷𝑞

3𝑝 +𝐷𝑞
𝑝3

)︀ 𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝑥3𝜕𝜁𝑝
+

+
(︀
Λ𝑞
33𝑖𝑝 + Λ𝑞

3𝑝𝑖3 + Λ𝑞
𝑝3𝑖3

)︀ 𝜕3𝑢𝑖0

𝜕𝑥23𝜕𝜁𝑝
;

(5.65)

𝑢𝑖1|𝑥3=0,1 = 0,⎛⎝Λ𝑞
33𝑚3

𝜕2𝑢𝑚1

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

33

𝜕𝜂𝑞1

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0,1

=

=

⎛⎝𝐷𝑞
3𝑝

𝜕𝜂𝑞0

𝜕𝜁𝑝
−
(︀
Λ𝑞
33𝑚𝑝 + Λ𝑞

3𝑝𝑚3

)︀ 𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝜁𝑝𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0,1

;

(5.66)

- при 𝜀2

𝐶𝑖3𝑚3

𝜕2𝑢𝑚2

𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖3

𝜕𝜂𝑗2

𝜕𝑥3
= �̈�𝑖2 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖𝑝

𝜕𝜂𝑗1

𝜕𝜁𝑝
−

− (𝐶𝑖𝑝𝑚3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑝)
𝜕2𝑢𝑚1

𝜕𝜁𝑝𝜕𝑥3
− (𝐶𝑖𝑝𝑚𝑠 + 𝐶𝑖𝑠𝑚𝑝)

𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
,
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𝐷𝑞
33

𝜕2𝜂𝑞2

𝜕𝑥23
− Λ𝑞

33𝑖3

𝜕3𝑢𝑖2

𝜕𝑥33
= �̇�𝑞2 −

(︀
𝐷𝑞

3𝑝 +𝐷𝑞
𝑝3

)︀ 𝜕2𝜂𝑞1

𝜕𝑥3𝜕𝜁𝑝
−

−
(︀
𝐷𝑞

𝑝𝑠 +𝐷𝑞
𝑠𝑝

)︀ 𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
+
(︀
Λ𝑞
33𝑖𝑝 + Λ𝑞

3𝑝𝑖3 + Λ𝑞
𝑝3𝑖3

)︀ 𝜕3𝑢𝑖1

𝜕𝑥23𝜕𝜁𝑝
+

+
(︀
Λ𝑞
3𝑠𝑖𝑝 + Λ𝑞

𝑠3𝑖𝑝 + Λ𝑞
3𝑝𝑖𝑠 + Λ𝑞

𝑝3𝑖𝑠 + Λ𝑞
𝑝𝑠𝑖3 + Λ𝑞

𝑠𝑝𝑖3

)︀ 𝜕3𝑢𝑖0

𝜕𝑥3𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
;

(5.67)

𝑢𝑖2|𝑥3=0,1 = 0 (𝑝, 𝑠 = 1, 2) ,⎛⎝Λ𝑞
33𝑚3

𝜕2𝑢𝑚1

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

33

𝜕𝜂𝑞1

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0,1

= 𝐷𝑞
3𝑝

𝜕𝜂𝑞1

𝜕𝜁𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=0,1

−

−

⎛⎝(︀Λ𝑞
33𝑚𝑝 + Λ𝑞

3𝑝𝑚3

)︀ 𝜕2𝑢𝑚1

𝜕𝜁𝑝𝜕𝑥3
+
(︀
Λ𝑞
3𝑝𝑚𝑠 + Λ𝑞

3𝑠𝑚𝑝

)︀ 𝜕2𝑢𝑚0

𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0,1

;

(5.68)

- при 𝜀𝑘 (𝑘 ≥ 3)

𝐶𝑖3𝑚3

𝜕2𝑢𝑚𝑘

𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖3

𝜕𝜂𝑗𝑘

𝜕𝑥3
= �̈�𝑖𝑘 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝑖𝑝

𝜕𝜂𝑗,𝑘−1

𝜕𝜁𝑝
−

− (𝐶𝑖𝑝𝑚3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑝)
𝜕2𝑢𝑚,𝑘−1

𝜕𝜁𝑝𝜕𝑥3
− (𝐶𝑖𝑝𝑚𝑠 + 𝐶𝑖𝑠𝑚𝑝)

𝜕2𝑢𝑚,𝑘−2

𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
,

𝐷𝑞
33

𝜕2𝜂𝑞𝑘

𝜕𝑥23
− Λ𝑞

33𝑖3

𝜕3𝑢𝑖𝑘

𝜕𝑥33
= �̇�𝑞𝑘 −

(︀
𝐷𝑞

3𝑝 +𝐷𝑞
𝑝3

)︀ 𝜕2𝜂𝑞,𝑘−1

𝜕𝑥3𝜕𝜁𝑝
−

−
(︀
𝐷𝑞

𝑝𝑠 +𝐷𝑞
𝑠𝑝

)︀ 𝜕2𝜂𝑞,𝑘−2

𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
+
(︀
Λ𝑞
𝑝3𝑖3 + Λ𝑞

3𝑝𝑖3 + Λ𝑞
33𝑖𝑝

)︀ 𝜕3𝑢𝑖,𝑘−1

𝜕𝑥23𝜕𝜁𝑝
+

+
(︀
Λ𝑞
3𝑝𝑖𝑠 + Λ𝑞

𝑝3𝑖𝑠 + Λ𝑞
3𝑠𝑖𝑝 + Λ𝑞

𝑠3𝑖𝑝 + Λ𝑞
𝑠𝑝𝑖3 + Λ𝑞

𝑝𝑠𝑖3

)︀ 𝜕3𝑢𝑖,𝑘−2

𝜕𝑥3𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
+

+
(︀
Λ𝑞
𝑖𝑝𝑠𝑟 + Λ𝑞

𝑖𝑝𝑟𝑠 + Λ𝑞
𝑖𝑠𝑝𝑟 + Λ𝑞

𝑖𝑠𝑟𝑝 + Λ𝑞
𝑖𝑟𝑠𝑝 + Λ𝑞

𝑖𝑟𝑝𝑠

)︀ 𝜕3𝑢𝑖,𝑘−3

𝜕𝜁𝑟𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠
;

(5.69)
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𝑢𝑖𝑘|𝑥3=0,1 = 0 (𝑝, 𝑟, 𝑠 = 1, 2) ,⎛⎝Λ𝑞
33𝑚3

𝜕2𝑢𝑚𝑘

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

33

𝜕𝜂𝑞𝑘

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0,1

= 𝐷𝑞
3𝑝

𝜕𝜂𝑞,𝑘−1

𝜕𝜁𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=0,1

−

−

⎛⎝(︀Λ𝑞
3𝑝𝑚3 + Λ𝑞

33𝑚𝑝

)︀ 𝜕2𝑢𝑚,𝑘−1

𝜕𝜁𝑝𝜕𝑥3
+
(︀
Λ𝑞
3𝑝𝑚𝑠 + Λ𝑞

3𝑠𝑚𝑝

)︀ 𝜕2𝑢𝑚,𝑘−2

𝜕𝜁𝑝𝜕𝜁𝑠

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0,1

.

(5.70)

В случае ортотропной среды задача (5.63), (5.64) распадается на три

независимые задачи (здесь и далее суммирование по греческим индексам не

производится; для физических постоянных используются обозначения (1.33)

и (1.37)):

𝐶𝛼3

𝜕2𝑢𝛼0

𝜕𝑥23
= �̈�𝛼0,

𝑢𝛼0|𝑥3=0 = 𝑔𝛼1 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) , 𝑢𝛼0|𝑥3=1 = 𝑔𝛼2 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ;

(5.71)

𝐶33

𝜕2𝑢30

𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
3

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝑥3
= �̈�30, 𝐷

𝑞
33

𝜕2𝜂𝑞0

𝜕𝑥23
− Λ𝑞

33

𝜕3𝑢30

𝜕𝑥33
= �̇�𝑞0; (5.72)

𝑢30|𝑥3=0 = 𝑔31 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) , 𝑢30|𝑥3=1 = 𝑔32 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ,⎛⎝Λ𝑞
33

𝜕2𝑢30

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

3

𝜕𝜂𝑞0

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0

= 𝑔𝑞+3,1 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ,⎛⎝Λ𝑞
33

𝜕2𝑢30

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

3

𝜕𝜂𝑞0

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=1

= 𝑔𝑞+3,2 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) .

(5.73)

Задача (5.71) аналогична задаче (5.42), (5.43) из предыдущего пункта.

Её решение записывается так:

𝑢𝛼0 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) = 𝑔𝛼1 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) *𝐺0 (𝑥3, 𝜏)+

+𝑔𝛼2 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) *𝐺0 (1− 𝑥3, 𝜏) .
(5.74)

где функции 𝐺0 (𝑥3, 𝜏) находятся по формулам (5.47) с заменой 𝐶12 на 𝐶𝛼3.



195

Решение задачи (5.72) имеет вид (2.5), где функции Грина находятся по

формулам (2.37) – (2.44) п. 2.3.

Замечание. По аналогии с замечанием из предыдущего пункта отметим,

что, для того чтобы воспользоваться результатами п. 2.3 необходимо внести

в формулы (1.28) следующие изменения

𝐶 ′
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐶3333
, 𝐶2 =

𝐶3333

𝜌
, 𝛼′𝑞

𝑖𝑗 =
𝑛
(𝑞)
0 𝛼

(𝑞)
𝑖𝑗

𝐶3333
, 𝐹 ′

𝑖 =
𝐹𝑖

𝐶3333
.

Тогда в уравнениях (5.72) постоянная 𝐶33 = 1. Между остальными фи

зическими постоянными в задаче (5.72), (5.73) и задаче п. 2.3 получаем сле

дующие соответствия

𝛼𝑞
3 ↔ 𝛼𝑞, 𝐷

𝑞
3 ↔ 𝐷𝑞.

Переходя к задачам первого приближения с учетом сформулированного

замечания имеем

𝐶𝛼3

𝜕2𝑢𝛼1

𝜕𝑥23
= �̈�𝛼1 − 𝐶3𝛼

𝜕2𝑢30

𝜕𝜁𝛼𝜕𝑥3
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛼

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁𝛼
, (5.75)

𝑢𝛼1|𝑥3=0 = 0, 𝑢𝛼1|𝑥3=1 = 0, (𝛼 = 1, 2) ; (5.76)

𝜕2𝑢31

𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
3

𝜕𝜂𝑗1

𝜕𝑥3
= �̈�31 − 𝐶13

𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3
− 𝐶23

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3
,

𝐷𝑞
3

𝜕2𝜂𝑞1

𝜕𝑥23
− Λ𝑞

33

𝜕3𝑢31

𝜕𝑥33
= �̇�𝑞1 − Λ𝑞

31

𝜕3𝑢10

𝜕𝑥23𝜕𝜁1
− Λ𝑞

32

𝜕3𝑢20

𝜕𝑥23𝜕𝜁2
,

(5.77)

𝑢31|𝑥3=0 = 0, 𝑢31|𝑥3=1 = 0,⎛⎝Λ𝑞
33

𝜕2𝑢31

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

3

𝜕𝜂𝑞1

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0

= −

⎛⎝Λ𝑞
31

𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3
+ Λ𝑞

32

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=0

,⎛⎝Λ𝑞
33

𝜕2𝑢31

𝜕𝑥23
−𝐷𝑞

3

𝜕𝜂𝑞1

𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=1

= −

⎛⎝Λ𝑞
31

𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3
+ Λ𝑞

32

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥3=1

(5.78)
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Решение задачи (5.75), (5.76) имеет вид аналогичный (5.55), (5.56)

𝑢𝛼1 (𝑥3, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐹 𝑠
𝛼 (𝜁, 𝜆𝑛, 𝜏) *𝑊 1𝑠

𝛼 (𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥3,

где

𝐹𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐹 𝑠
𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥3,

𝑊 1𝑠
𝛼 (𝜆𝑛, 𝜏) =

sin
(︀√

𝐶𝛼3𝜆𝑛𝜏
)︀

√
𝐶𝛼3𝜆𝑛

,

𝐹 𝑠
𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) = [1− (−1)𝑛]

𝐹 𝑐
𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 0, 𝜏)

𝜆𝑛
+

+2𝜆𝑛

∞∑︁
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑛

[︁
1− (−1)𝑛+𝑘

]︁ 𝐹 𝑐
𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑘, 𝜏)

𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑘
.

(5.79)

Здесь

𝐹 𝑐
𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 0, 𝜏) =

1∫
0

⎛⎝𝐶3𝛼

𝜕2𝑢30

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜉
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛼

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁𝛼

⎞⎠ 𝑑𝜉,

𝐹 𝑐
𝛼 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) = 2

1∫
0

⎛⎝𝐶3𝛼

𝜕2𝑢30

𝜕𝜁𝛼𝜕𝜉
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗
𝛼

𝜕𝜂𝑗0

𝜕𝜁𝛼

⎞⎠ cos𝜆𝑛𝜉 𝑑𝜉,

(5.80)

коэффициенты разложения правой части уравнения (5.75) в ряд по cos𝜆𝑛𝑥3.

Решение задачи (5.77), (5.78) находим по формулам (2.5) и (2.93)
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𝑢31 = 𝑊 𝑙
11 *

⎛⎝𝐶13

𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3
+ 𝐶23

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⎞⎠−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
31𝑊

𝑙
1,𝑘+1*

𝜕3𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
32𝑊

𝑙
1,𝑘+1 *

𝜕3𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥23
−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
31

⎡⎣𝐺1,𝑘+1 (𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=0

+𝐺1,𝑘+1 (1−𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=1

⎤⎦−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
32

⎡⎣𝐺1,𝑘+1 (𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=0

+𝐺1,𝑘+1 (1−𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=1

⎤⎦ ,
(5.81)

𝜂𝑞1 = 𝑊 𝑙
𝑞+1,1 *

⎛⎝𝐶13

𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3
+ 𝐶23

𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⎞⎠−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
31𝑊

𝑙
𝑞+1,𝑘+1 *

𝜕3𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥23
−

𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
32𝑊

𝑙
𝑞+1,𝑘+1 *

𝜕3𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥23
−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
31

⎡⎣𝐺𝑞+1,𝑘+1 (𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=0

−𝐺𝑞+1,𝑘+1 (1−𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢10

𝜕𝜁1𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=1

⎤⎦−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

Λ𝑘
32

⎡⎣𝐺𝑞+1,𝑘+1 (𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=0

−𝐺𝑞+1,𝑘+1 (1−𝑥3, 𝜏)*
𝜕2𝑢20

𝜕𝜁2𝜕𝑥3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥3=1

⎤⎦ .
Задачи второго и более высоких приближений могут быть решены ана

логичным образом. Здесь они не рассматриваются.

Для расчета рассмотрим однокомпонентную ортотропную среду (3.80).

Правые части граничных условий в (1.54) зададим так:

𝑔41 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) = 𝑔 (𝜁1, 𝜁2)𝐻 (𝜏) , 𝑔 (𝜁1, 𝜁2) = e−(𝜁
2
1+𝜁22). (5.82)

Остальные функции 𝑔𝑘𝑚 (𝜁1, 𝜁2, 𝜏) ≡ 0.

Тогда из формул (2.37) – (2.44), (5.74) получаем следующий результат
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для нулевого приближения:

𝑢𝛼0 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) = 0 (𝛼 = 1, 2) . (5.83)

Функции 𝑢30 и 𝜂0 определяются по формулам (2.100).

Для первого приближения с учётом (5.81), (5.83) и в соответствии с

граничными условиями (5.78) получаем:

𝑢31 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) = 0, 𝜂1 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) = 0.

Вычисляя правые части в (5.77) по аналогии с (5.59) имеем:

𝐶3𝛼

𝜕2𝑢30

𝜕𝜁𝛼𝜕𝑥3
− 𝛼𝛼

𝜕𝜂0

𝜕𝜁𝛼
=

𝜕𝑔

𝜕𝜁𝛼

∞∑︁
𝑛=0

̃︀𝐹 𝑐 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) cos𝜆𝑛𝑥3,

̃︀𝐹 𝑐 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) =
2∑︁

𝑙=1

(−1)𝑙+1
(︁
𝐶3𝛼𝜆𝑛𝐴

(𝑙)
12 − 𝛼𝛼𝐴

(𝑙)
22

)︁
𝐼𝑙 (𝛾, 𝛽, 𝜏)−

+
(︁
𝐶3𝛼𝜆𝑛𝐴

(3)
12 − 𝛼𝛼𝐴

(3)
22

)︁
𝐼3 (𝑠3, 𝜏)− 2𝛼𝛼𝐼3

(︀
−𝐷3𝜆

2
𝑛, 𝜏
)︀
,̃︀𝐹 𝑐 (𝜁1, 𝜁2, 0, 𝜏) = −𝛼𝛼𝜏.

Здесь интегралы 𝐼1, 𝐼2 и 𝐼3 определяются по формулам (2.101), пара

метры 𝛾 = 𝛾 (𝜆𝑛), 𝛽 = 𝛽 (𝜆𝑛) и 𝑠3 = 𝑠3 (𝜆𝑛) являются нулями многочлена

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) (формула (2.37) п. 2.3).

От функций ̃︀𝐹 𝑐 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) по формулам (5.79) переходим к функциям̃︀𝐹 𝑠 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏). Подставляя полученный результат в (5.55), (5.56), получаем

𝑢𝛼1 (𝜁1, 𝜁2, 𝑥3, 𝜏) =
𝜕𝑔

𝜕𝜁𝛼

∞∑︁
𝑛=1

̃︀𝐹 𝑠 (𝜁1, 𝜁2, 𝜆𝑛, 𝜏) *𝑊 1𝑠
𝛼 (𝜆𝑛, 𝜏) sin𝜆𝑛𝑥3 =

=
1

√
𝐶𝛼3

𝜕𝑔

𝜕𝜁𝛼

∞∑︁
𝑛=1

⎛⎝1− (−1)𝑛

𝜆2𝑛
𝐵𝛼

𝑛0 +
∞∑︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑛

1− (−1)𝑘+𝑛

𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑘
𝐵𝛼

𝑛𝑘

⎞⎠ sin𝜆𝑛𝑥3

(5.84)

где

𝐵𝛼
𝑛0 = −𝛼𝛼

̃︀𝐼0 (︁√︀𝐶𝛼3𝜆𝑛, 𝜏
)︁
,
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𝐵𝛼
𝑛𝑘 =

2∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙+1
[︁
𝐶3𝛼𝜆𝑘𝐴

(𝑙)
12 (𝜆𝑘)− 𝛼𝛼𝐴

(𝑙)
22 (𝜆𝑘)

]︁
×

×̃︀𝐼𝑙 (︀𝛾 (𝜆𝑘) , 𝛽 (𝜆𝑘) ,√𝐶𝛼3𝜆𝑛, 𝜏
)︀
+

+
[︁
𝐶3𝛼𝜆𝑘𝐴

(3)
12 (𝜆𝑘)− 𝛼𝛼𝐴

(3)
22 (𝜆𝑘)

]︁ ̃︀𝐼3 (︀𝑠3 (𝜆𝑘) ,√𝐶𝛼3𝜆𝑛, 𝜏
)︀
−

−2𝛼𝛼
̃︀𝐼3 (︀−𝐷3𝜆

2
𝑘,
√
𝐶𝛼3𝜆𝑛, 𝜏

)︀
,

Здесь интегралы ̃︀𝐼𝑗 (︀𝑗 = 1, 3
)︀

находятся по формулам (5.60) и (5.61).

Интеграл ̃︀𝐼0 равен

̃︀𝐼0 (𝜔, 𝜏) = sin𝜔𝜏 * 𝜏 =
𝜏

𝜔
−

1

𝜔2
sin𝜔𝜏,

Окончательно с учетом первых двух приближений решение задачи (1.30),

(1.54) при 𝜀→ 0 может быть записано так:

𝑢𝛼 = 𝜀𝑢𝛼1 + 𝑜
(︀
𝜀2
)︀

(𝛼 = 1, 2) , 𝑢3 = 𝑢30 + 𝑜 (𝜀) , 𝜂 = 𝜂0 + 𝑜 (𝜀) .

где функции 𝑢30, 𝜂0 и 𝑢𝛼1 определяются по формулам (2.100) и (5.84).

Результаты вычислений для алюминия представлены на рис. 5.4 – 5.6.

Таким образом, предложенная методика путем сведения многомерной за

дачи к рекуррентной последовательности одномерных задач, позволяет упро

стить процедуру решения многомерных задач с неоднородными краевыми

условиями, при условии, что правые части граничных условий являются мед

ленно меняющимися функциями своих аргументов. При этом погрешность по

лученного приближенного решения определяется количеством членов в раз

ложении (5.62).
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Рис. 5.4. зависимость 𝑢3 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜏) от 𝑥3 и 𝜏 при 𝑥1 = 0.1, 𝑥2 = 0.1.

Рис. 5.5. зависимость 𝜂 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜏) от 𝑥3 и 𝜏 при 𝑥1 = 0.1, 𝑥2 = 0.1.
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Рис. 5.6. зависимость 𝑢1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜏) и 𝑢2 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝜏) от 𝑥3 и 𝜏 при 𝑥1 = 0.1, 𝑥2 = 0.1.
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Заключение

1. Дана общая математическая постановка задач нестационарной связан

ной термоэлектромагнитоупругой диффузии с конечной скоростью рас

пространения тепла и массопереноса для анизотропных многокомпо

нентных тел в произвольной криволинейной системе координат. Из нее

как частный случай получены начально-краевые задачи для механодиф

фузии с бесконечной скоростью распространения тепла и массопереноса

в прямоугольной декартовой системе координат для ортотропных сред.

2. На основании найденных частных решений задачи Штурма-Лиувилля

для упругодиффузмонного оператора предложен и реализован метод

решения класса нестационарных связанных одномерных и двумерных

задач механодиффузии в прямоугольной декартовой координат осно

ванный на представлении искомых полей перемещений и приращений

концентраций в виде разложений по собственным функциям. Сфор

мулированы условия, накладываемые на начально-краевые задачи, до

пускающие представление решений в виде разложений по собственным

функциям.

3. Предложен и реализован метод решения класса нестационарных свя

занных одномерных и двумерных задач механодиффузии в случае про

извольных граничных условий основанный на построении соотношений

между правыми частями граничных условий различных типов. Указан

ные соотношения позволяют выразить решение произвольной задачи

через известное решение какой-либо задачи, найденное с помощью раз

ложений по собственным функциям.

4. Предложен и реализован асимптотический метод решения класса мно

гомерных нестационарных связанных задач механодиффузии позволя
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ющий при определенных условиях свести многомерную задачу к рекур

рентной последовательности одномерных задач.

5. Получены решения новых нестационарных связанных одномерных, дву

мерных и трехмерных задач механодиффузии в прямоугольной декар

товой системе координат для ортотропных многокомпонентных сред.

6. Построены нестационарные поверхностные и объемные функции Гри

на для упругодиффузионного пространства, полупространства и слоя в

одномерном и двумерном случаях.
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