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Введение

Актуальность задачи. При изучении движения небесных тел и косми

ческих аппаратов помимо гравитационных сил нередко приходится учитывать

и силы светового давления. В этом случае хорошей математической моделью

для описания динамики космических объектов может служить так называемая

ограниченная фотогравитационная задача трёх тел. В данной задаче рассмат

ривается движение тела малой массы, на которое со стороны двух излучающих

тел действуют как силы гравитационного притяжения, так и отталкивающие

силы светового давления. Тело малой массы не влияет на движение массивных

излучающих тел, которые движутся по известным кеплеровским орбитам.

Впервые влияние силы светового давления в ограниченной задаче трёх тел

исследовалось в работе В.В. Радзиевского [37]. Им была рассмотрена система

Солнце-планета-частица, в которой излучающим принято только одно из двух

притягивающих тел. Он ввёл коэффициент редукции массы, который является

показателем уменьшения силы притяжения из-за действующей отталкивающей

(репульсивной) силы светового давления, и показал, что уравнения движения

фотогравитационной задачи допускают замечательные частные решения, опи

сывающие движения тела малой массы, при которых оно расположено на пря

мой, соединяющей излучающие тела. В небесной механике такие движения дав

но известны. Впервые они были открыты Л. Эйлером [73] в классической задаче

трех тел и к настоящему времени хорошо изучены (см. например, [12, 29, 93]).

По аналогии с классической задачей трех тел в фотогравитационной задаче

указанные движения называют коллинеарными (или прямолинейными) точка

ми либрации. Они соответствуют положениям равновесия в системе координат,

вращающейся вместе с излучающими телами. В упомянутой работе В.В. Радзи

евского рассматривался вопрос о влиянии сил светового давления на расположе

ние точек либрации. В частности, было установлено, что увеличение репульсив
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ной силы светового давления или, что тоже самое, уменьшение коэффициента

редукции приводит к смещению коллинеарных точек 𝐿1 и 𝐿2 ближе к излуча

ющему телу (Солнцу).

В отличие от классической задачи трёх тел в фотогравитационной задаче

количество и расположение коллинеарных точек либрации относительно излу

чающих тел существенно зависит от параметров задачи. Поэтому актуальным

является вопрос о существовании и бифуркации коллинеарных точек либрации.

Данный вопрос исследовался в работах [17, 21], где показано, что в зависимо

сти от коэффициентов редукции массы коллинеарные точки либрации могут

менять своё положение относительно притягивающих тел или даже сливаться

в одну точку.

Большой интерес как с теоретической точки зрения, так и для возмож

ных приложений представляет вопрос об устойчивости точек либрации в огра

ниченной фотогравитационной задаче трёх тел. Исследование круговой огра

ниченной фотогравитационной задачи трёх тел с двумя излучающими телами

впервые было проведено в работах [95, 96], в которых в первом приближении

была проанализирована устойчивость точек либрации. В работе [17] было впер

вые обнаружено, что в отличие от классической задачи трёх тел в фотограви

тационной задаче коллинеарная точка либрации 𝐿1, располагающаяся между

притягивающими телами, может быть устойчива. Подробно была рассмотре

на симметричная система, когда оба притягивающих тела обладают равными

массами и интенсивностями излучения, характеризующими силу светового дав

ления, и определена область значений коэффициента редукции массы, в ко

торой коллинеарная точка либрации устойчива в линейном приближении. В

работах [22, 83] для круговой задачи был рассмотрен случай, когда основные

тела имеют различную интенсивность излучения. Были рассмотрены области

как положительных, так и отрицательных значений коэффициентов редукции

и построены диаграммы устойчивости.
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Помимо исследования существования и устойчивости коллинеарных точек

либрации проводились исследования треугольных точек либрации, которые так

же существуют в классической задаче трёх тел. Для системы с одним излуча

ющим телом необходимые условия устойчивости в круговой задаче были полу

чены в работе [48], а с двумя излучающими телами – в работах [19, 86, 100]. В

работах [33–35,76,78–80,82,94,102] на основе метода нормальных форм и теории

КАМ рассматривалась нелинейная задача об устойчивости треугольных точек

либрации.

Анализу устойчивости коллинеарных и треугольных точек либрации в эл

липтической ограниченной фотогравитационной задачи трёх тел посвящены

работы [13, 24, 43, 44], где исследование выполнялось в рамках линейного при

ближения. Для всех допустимых значений значений коэффициентов редукции

были численно построены диаграммы устойчивости.

В фотогравитационной задаче трех тел был обнаружен новый тип точек

либрации. Tак называемые компланарные точки либрации, которые не суще

ствуют в классической задаче трёх тел. Они располагаются в плоскости, со

держащей основные тела и проходящей перпендикулярно плоскости их враще

ния [20, 38]. В работах [18, 23, 32, 34, 36] исследовалась устойчивость этих точек

в линейной и нелинейной постановках.

В работе [103] исследовался вопрос о существовании всех упомянутых вы

ше типов точек либрации ограниченной фотогравитационной задачи трёх тел

в зависимости от значений параметров.

В работе [84] был дан подробный обзор и анализ результатов проведенных

на тот момент исследований в задаче о существовании, бифуркации и устойчи

вости коллинеарных, треугольных и компланарных точек либрации фотогра

витационной задачи трёх тел. Дальнейшие исследования устойчивости колли

неарных и треугольных точек либрации для нерассмотренных ранее значений

параметров были проведены в [15, 16, 55]. Обзор результатов более поздних ис
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следований устойчивости треугольных точек либрации дан в [55].

Необходимо отметить, что, несмотря на большое количество исследований

в данной области, вопрос об устойчивости по Ляпунову точек либрации ограни

ченнаой фотогравитационной задачи трёх тел до сих пор не закрыт. Наиболее

полные результаты к настоящему времени получены для случая плоской кру

говой задачи, т.е. в предположении, что излучающие и притягивающие тела

движутся по круговым орбитам, а возмущения не выводят малое тело из этой

плоскости. Однако, и в этом наиболее простом случае задача об устойчивости

точек либрации по Ляпунову решена не для всех значений параметров.

Было проведено множество исследований задачи о существовании, бифур

кации и устойчивости точек либрации для различных обобщений фотогравита

ционной задачи тех тел. В частности, было выполнено исследование существо

вания точек либрации и рождающихся из них периодических движений при

наличии различных возмущений фотогравитационной задачи тех тел [89–91]. В

работах [81] рассматривалась задача о движении малого тела в поле двух мас

сивных притягивающих тел, одно из которых представляет собой сплюснутое

сферическое тело, а другое тело – излучающая материальная точка. Исследова

лись условия существования и устойчивость точек либрации в данной задаче.

В работах [69–72] исследовалась задача о существовании точек либрации

фотогравитационной задачи тех тел с учетом геометрии масс малого тела. В

работах [50–52,98,101] предполагалось, что притягивающие и излучающие тела

являются сплюснутыми сферами, и задача существования и устойчивости точек

либрации рассматривалась с учетом комбинированных эффектов сил светового

давления сил и геометрии тел. В частности, возможные положения коллине

арных точек либрации 𝐿1, 𝐿2 и 𝐿3 были построены в виде рядов по малому

параметру, а вопрос об их устойчивости рассмотрен в линейном приближении.

Аналогичное исследование было проведено в работах [53,54,56,77,97] в предпо

ложении, что массивные притягивающие тела являются являются динамически
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симметричными или даже имеют произвольную геометрию масс.

В работах [58–60] рассмотрена ограниченная задача трёх тел в предполо

жении, что на малое тело действуют электростатическим полем для удержания

его в коллинеарной точке либрации. Показано, что это приводит к появлению

новых точек либрации, которые являются неустойчивыми. В работах [6, 57] ис

следуется возможность развертывания тросовой системы, которая удерживает

ся в одной из коллинеарных точек либрации с помощью двигателя малой тяги.

Получены уравнения движения тросовой системы, указаны положения ее рав

новесия и исследован характер колебаний в окрестности равновесия.

Стоит отметить, что большинство исследований устойчивости точки либ

рации 𝐿1 были выполнены в линейном приближении. Однако, исследования

устойчивости линеаризованной системы недостаточно для определения устой

чивости исходной нелинейной системы. В частности, устойчивая в линейном

приближении точка либрации в резонансных случаях может быть неустойчи

вой. В [46, 47] рассматривалась задача об устойчивости коллинеарной точки

либрации в круговой ограниченной фотогравитационной задаче трёх тел при

резонансах третьего и четвёртого порядка.

Интересным частным случаем ограниченной задачи трёх тел является за

дача Ситникова [39]. Предполагается, что притягивающие тела обладают рав

ными массами и движутся по кеплеровским орбитам относительно их центра

масс, а малое тело движется по прямой, проходящей через центр масс перпенди

кулярно плоскости движения массивных тел. Устойчивость по Ляпунову точки

либрации 𝐿1, т.е. положения равновесия, расположенного в центре масс этой

системы, была изучена в работах [88]. В работах [14, 45] была рассмотрена фо

тогравитационная задача Ситникова, в которой притягивающие тела облада

ют излучением равной интенсивности. Были указаны некоторые из областей

неустойчивости данного положения равновесия в линейном приближении.

В данной диссертационной работе исследуется фотогравитационная зада
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ча трех тел в ее классической постановке, т.е. рассматривается движение тела

малой массы в силовом поле двух массивных излучающих тел, двигающихся в

одной плоскости вокруг их общего центра масс. Целью работы является про

ведение нелинейного анализа и получение строгих выводов об устойчивости

коллинеарной точки либрации 𝐿1.

В первой главе сформулирована постановка задачи и получены канониче

ские уравнения движения тела малой массы. Подробно рассмотрен вопрос о

существовании и бифуркации коллинеарных точек либрации.

Во второй главе проведен анализ устойчивости коллинеарных точек либра

ции в круговой ограниченной фотогравитационной задаче трёх тел. Для колли

неарной точки 𝐿1, расположенной между притягивающими телами, на основе

метода нормальных форм и теории КАМ проведён нелинейный анализ устой

чивости. Рассмотрен нерезонансный и все резонансные случаи до четвертого

порядка включительно. Результаты проведенного исследования представлены

в виде диаграмм устойчивости.

В третьей главе исследована плоская эллиптическая ограниченная фото

гравитационная задача трех тел. В случае слабоэллиптических орбит массив

ных тел аналитически построены границы областей неустойчивости (параметри

ческого резонанса). Вне указанных областей имеет место устойчивость в линей

ном приближении. В случае равных масс и равных интенсивностей излучения

массивных тел был проведён нелинейный анализ и получены строгие выводы о

формальной устойчивости.

В четвёртой главе выполнен анализ устойчивости положения равновесия

(точки 𝐿1) в фотогравитационной задаче Ситникова. Численно построена диа

грамма устойчивости в линейном приближении. При малых значениях эксцен

триситета орбит притягивающих тел аналитически найдены границы областей

параметрического резонанса. На основе метода симплектических отображений

выполнен нелинейный анализ устойчивости положения равновесия.
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Глава 1

Исследование существования и бифуркации

коллинеарных точек либрации в ограниченной

фотогравитационной задаче трёх тел

1.1. Уравнения движения в фотогравитационной задаче

трёх тел

Рассмотрим движение тела 𝑃 под влиянием гравитационных сил и репуль

сивных сил светового давления, действующих со стороны двух массивных тел

𝑃1 и 𝑃2. Предполагается, что масса 𝑚 тела 𝑃 пренебрежимо мала по сравнению

с массами 𝑚1 и 𝑚2 тел 𝑃1 и 𝑃2, поэтому тело 𝑃 не влияет на движение этих

массивных тел. Тела 𝑃1 и 𝑃2 движутся, взаимодействуя друг с другом по закону

всемирного тяготения. Данная задача называется ограниченной фотогравита

ционной задачей трех тел [37].

Для описания движения малого тела 𝑃 введём подвижную систему ко

ординат 𝑂𝑥𝑦𝑧, вращающуюся вместе с телами 𝑃1 и 𝑃2. Начало этой системы

координат находится в центре масс 𝑂 тел 𝑃1 и 𝑃2 (см. Рис. 1.1). Ось 𝑂𝑥 направ

лена по прямой 𝑃1𝑃2 с положительным направлением в сторону тела 𝑃2. Ось

𝑂𝑦 лежит в плоскости движения тел, а кратчайший поворот от оси 𝑂𝑥 к оси

𝑂𝑦 совпадает с направлением вращения тела 𝑃2 по орбите. Ось 𝑂𝑧 дополняет

систему координат до правой тройки векторов.

Далее предполагается, что массивные тела 𝑃1 и 𝑃2 движутся по кеплеров

ским эллиптическим орбитам, которые определяются из решения задачи двух

тел. Пусть 𝑟 – расстояние между телами 𝑃1 и 𝑃2, 𝑝 и 𝑒 – параметр и эксцентри

ситет их орбит, 𝜈 – истинная аномалия, 𝑐 – константа интеграла площадей и 𝛾
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Рис. 1.1: Система координат.

– гравитационная постоянная. Тогда

𝑟 =
𝑝

1 + 𝑒 cos 𝜈
, 𝑐2 = 𝛾 (𝑚1 +𝑚2) 𝑝,

𝑑𝜈

𝑑𝑡
=

𝑐

𝑟2
. (1.1)

Следуя методике, изложенной в монографии [29], получим дифференци

альные уравнения, определяющие движение малого тела 𝑃 в ограниченной фо

тогравитационной задаче трёх тел.

Кинетическая энергия 𝑇 тела 𝑃 вычисляется по формуле

𝑇 =
1

2
𝑚
[︁
(�̇�− �̇�𝑦)2 + (�̇� + �̇�𝑥)2 + �̇�2

]︁
. (1.2)

Здесь и далее точкой обозначается дифференцирование по времени 𝑡.

Если при изучении движения тела малой массы наряду с силами грави

тационного притяжения учитывать и влияние светового давления, то сила 𝐹𝑖,

действующая на малое тело 𝑃 со стороны массивного излучающего тела 𝑃𝑖,

является результирующей двух коллинеарных сил: гравитационной силы 𝐹 𝑔𝑟
𝑖 и

репульсивной силы светового давления 𝐹 𝑟𝑒𝑝
𝑖

𝐹𝑖 = 𝐹 𝑔𝑟
𝑖 − 𝐹 𝑟𝑒𝑝

𝑖 = 𝐹 𝑔𝑟
𝑖

(︂
1− 𝐹 𝑟𝑒𝑝

𝑖

𝐹 𝑔𝑟
𝑖

)︂
= 𝑄𝑖𝐹

𝑔𝑟
𝑖 (𝑖 = 1, 2) (1.3)

В (1.3) через 𝑄𝑖 обозначен так называемый коэффициент редукции массы, ха

рактеризующий силу светового давления [37]. Коэффициент редукции массы

𝑄𝑖 задается формулой

𝑄𝑖 = 1− 𝐹𝑟𝑎𝑑

𝐹𝑔𝑟
= 1− 𝐸𝑖

𝛾𝑚𝑖
· 𝐴
𝑚
,
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где 𝐸𝑖 – интенсивность излучения тела 𝑃𝑖, 𝐴 – площадь поперечного сечения

тела 𝑃 . Величину 𝐴
𝑚 иногда называют парусностью тела 𝑃 . В рассматриваемой

задаче мы считаем ее постоянной величиной.

Таким образом, результирующая сила 𝐹𝑖 отличается от гравитационной

силы лишь поправкой на массу малого тела – коэффициентом редукции массы

𝑄𝑖. Коэффициенты 𝑄𝑖 могут принимать значения из области (−∞; 1]. Если

𝑄𝑖 < 0, то репульсивные силы светового давления больше сил притяжения, а

при 𝑄𝑖 = 1 силы светового давления равны нулю.

Если в задаче трёх тел оба массивных тела являются излучающими, то

силовая функция 𝑈 примет вид

𝑈 = 𝛾𝑚

(︂
𝑄1𝑚1

𝑟1
+
𝑄2𝑚2

𝑟2

)︂
. (1.4)

Величины 𝑟1 и 𝑟2 в (1.4) – расстояния тела 𝑃 от тел 𝑃1 и 𝑃2 соответственно:

𝑟1 =

√︃(︂
𝑥+

𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝑟

)︂2

+ 𝑦2 + 𝑧2,

𝑟2 =

√︃(︂
𝑥− 𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝑟

)︂2

+ 𝑦2 + 𝑧2.

Дифференциальные уравнения движения тела 𝑃 , записанные в форме

уравнений Лагранжа второго рода с лагранжианом 𝐿 = 𝑇 + 𝑈 , имеют вид

�̈�− 2�̇��̇� − 𝜈𝑦 − �̇�2𝑥 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥
, (1.5)

𝑦 + 2�̇��̇�+ 𝜈𝑥− �̇�2𝑦 =
𝜕𝑊

𝜕𝑦
, (1.6)

𝑧 =
𝜕𝑊

𝜕𝑧
. (1.7)

где через 𝑊 обозначена силовая функция (1.4), умноженая на 𝑚−1.
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Сделаем в уравнениях (1.5)-(1.7) замену переменных, введённую Нехвилом

[12]:

𝑥 = 𝑟𝜉, 𝑦 = 𝑟𝜂, 𝑧 = 𝑟𝜁, (1.8)

где 𝑟 определяется формулами кеплеровского движения (1.1).

Перейдём теперь к новой независимой переменной – истинной аномалии 𝜈.

С этой целью выпишем сначала следующие соотношения:

�̈� =
𝑐2

𝑝3
[(1 + 𝑒 cos 𝜈) 𝜉′′ + 𝑒 cos 𝜈𝜉] (1 + 𝑒 cos 𝜈)3 ,

�̇� =
𝑐

𝑝
[(1 + 𝑒 cos 𝜈) 𝜂′ + 𝑒 sin 𝜈𝜂] ,

�̇� =
𝑐

𝑝2
(1 + 𝑒 cos 𝜈)2 ,

𝜈 =
2𝑐2𝑒

𝑝4
sin 𝜈 (1 + 𝑒 cos 𝜈)3 ,

𝜕𝑊

𝜕𝑥
=

(1 + 𝑒 cos 𝜈)2

𝑝2
𝜕𝑊

𝜕𝜉
,

(1.9)

где штрихами обозначены производные по 𝜈, а в выражении для функции 𝑊 ,

входящей в правую часть последнего равенства, величины 𝑟1 и 𝑟2 вычисляются

по формулам

𝑟1 =

√︁
(𝜉 + 𝜇)2 + 𝜂2 + 𝜁2, 𝑟2 =

√︁
(𝜉 + 𝜇− 1)2 + 𝜂2 + 𝜁2, 𝜇 =

𝑚2

𝑚1 +𝑚2
.

Подставляя (1.9) в уравнение (1.5), имеем

𝜉′′ − 2𝜂′ − 1

1 + 𝑒 cos 𝜈
𝜉 =

𝑝

𝑐2(1 + 𝑒 cos 𝜈)

𝜕𝑊

𝜕𝜉
. (1.10)

Аналогично можно преобразовать уравнения (1.6) и (1.7), в результате чего

получаем следующую систему дифференциальных уравнений

𝜉′′ − 2𝜂′ − 1

1 + 𝑒 cos 𝜈
𝜉 =

1

1 + 𝑒 cos 𝜈

𝜕̃︁𝑊
𝜕𝜉

,

𝜂′′ + 2𝜉′ − 1

1 + 𝑒 cos 𝜈
𝜂 =

1

1 + 𝑒 cos 𝜈

𝜕̃︁𝑊
𝜕𝜂

,

𝜁 ′′ +
𝑒 cos 𝜈

1 + 𝑒 cos 𝜈
𝜁 =

1

1 + 𝑒 cos 𝜈

𝜕̃︁𝑊
𝜕𝜁

,

(1.11)
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где ̃︁𝑊 =
𝑄1 (1− 𝜇)

𝑟1
+
𝑄2𝜇

𝑟2
.

Уравнения движения (1.11) можно переписать в более компактной форме

𝜉′′ − 2𝜂′ =
1

1 + 𝑒 cos 𝜈

𝜕Ω

𝜕𝜉
,

𝜂′′ + 2𝜉′ =
1

1 + 𝑒 cos 𝜈

𝜕Ω

𝜕𝜂
,

𝜁 ′′ =
1

1 + 𝑒 cos 𝜈

𝜕Ω

𝜕𝜁
,

(1.12)

где функция Ω введена по формуле

Ω =
1

2

(︀
𝜉2 + 𝜂2

)︀
− 1

2
𝑒 cos 𝜈𝜁2 +̃︁𝑊 .

Уравнения (1.12) имеют форму уравнений Лагранжа второго рода с

лагранжианом

𝐿 =
1

2

(︁
𝜉′

2
+ 𝜂′

2
+ 𝜁 ′

2
)︁
+ (𝜂′𝜉 − 𝜂𝜉′) +

Ω

(1 + 𝑒 cos 𝜈)
.

Введем обобщённые импульсы, соответствующие координатам 𝜉, 𝜂, 𝜁

𝑝𝜉 =
𝜕𝐿

𝜕𝜉′
= 𝜉′ − 𝜂, 𝑝𝜂 =

𝜕𝐿

𝜕𝜂′
= 𝜂′ + 𝜉, 𝑝𝜁 =

𝜕𝐿

𝜕𝜁 ′
= 𝜁 ′,

В переменных 𝜉, 𝜂, 𝜁, 𝑝𝜉, 𝑝𝜂, 𝑝𝜁 уравнения движения тела 𝑃 записываются в фор

ме системы канонических уравнений

𝑑𝜉

𝑑𝜈
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜉
,

𝑑𝜂

𝑑𝜈
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜂
,

𝑑𝜁

𝑑𝜈
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜁
,

𝑑𝑝𝜉
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻
𝜕𝜉

,
𝑑𝑝𝜂
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻
𝜕𝜂

,
𝑑𝑝𝜁
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻
𝜕𝜁

(1.13)

со следующей функцией Гамильтона

𝐻 =
1

2

(︀
𝑝𝜉

2 + 𝑝𝜂
2 + 𝑝𝜁

2
)︀
+ 𝑝𝜉𝜂 − 𝑝𝜂𝜉 +

(︀
𝜉2 + 𝜂2 + 𝜁2

)︀
𝑒 cos 𝜈

2 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
−

− 1

1 + 𝑒 cos 𝜈

(︂
𝑄1 (1− 𝜇)

𝑟1
+
𝑄2𝜇

𝑟2

)︂
.

(1.14)
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1.2. Коллинеарные точки либрации

Уравнения движения (1.13) допускают частное решение

𝜉 = 𝜉*, 𝜂 = 𝜁 = 0, 𝑝𝜉 = 𝑝𝜁 = 0, 𝑝𝜂 = 𝜉*, (1.15)

где 𝜉* – действительный корень уравнения

𝜉 − 𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)|𝜉 + 𝜇|
− 𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)|𝜉 + 𝜇− 1|
= 0. (1.16)

Решение (1.15) описывает такое движение малого тела, при котором оно

всё время находится на прямой, проходящей через массивные излучающие тела.

В классической задаче трех тел (когда 𝑄1 = 𝑄2 = 1) уравнение (1.16)

при любых допустимых значениях параметра 𝜇 имеет три решения [73]. Эти

решения описывают движения тела малой массы, при которых оно расположе

но на прямой, проходящей через массивные тела 𝑃1 и 𝑃2. В подвижной системе

координат этим решениям отвечают положения относительного равновесия, ко

торые называют коллинеарными точками либрации. Данные точки либрации

обозначаются 𝐿1, 𝐿2 и 𝐿3 (см. Рис. 1.2), а их координаты находятся соответ

ственно в интервалах (−𝜇; 1− 𝜇), (1− 𝜇; +∞) и (−∞;−𝜇) [12, 29].

Рис. 1.2: Расположение точек либрации в классической задаче трех тел

В фотогравитационной задаче трех тел в зависимости от значений парамет

ров 𝑄1, 𝑄2, 𝜇 уравнение (1.16) может иметь одно, два или три решения [17, 21].

В данной главе будет рассмотрен вопрос о существовании и бифуркации кол

линеарных точек либрации в фотогравитационной задаче трёх тел при всех

допустимых значениях параметров 𝑄1, 𝑄2 и 𝜇. При этом для точек либрации
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фотогравитационной задачи мы будем применять обозначения аналогичные об

щепринятым обозначениям классической задачи трёх тел. В частности, точ

ки либрации, координаты которых расположены в интервалах (1 − 𝜇; +∞) и

(−∞;−𝜇) будем называть соответственно точками либрации 𝐿2 и 𝐿3. Как будет

показано ниже, в этих интервалах может существовать не более одной точки

либрации. В интервале же (−𝜇; 1 − 𝜇) в зависимости от значений параметров

может существовать от одной до трех коллинеарных точек либрации, которые

далее мы будем называть коллинеарными точками либрации типа 𝐿1. Последо

вательно рассмотрим каждый из указанных выше интервалов.

1.3. Область существования и единственность

коллинеарной точки либрации 𝐿3

Исследуем сначала вопрос о существовании решений уравнения (1.16) в

интервале (−∞;−𝜇), т.е. вопрос о существовании точки либрации 𝐿3. На ука

занном интервале выполняются неравенства 𝜉 + 𝜇 < 0 и 𝜉 − 1 + 𝜇 < 0, что

позволяет однозначно раскрыть модули в выражении (1.16).

Введём обозначение

𝐹3(𝜉) = 𝜉 +
𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)2
+

𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)2
. (1.17)

Тогда уравнение для координаты точки либрации 𝐿3 примет вид

𝐹3(𝜉) = 0 . (1.18)

Покажем, что при 𝑄1 < 0 уравнение (1.18) не имеет решений на проме

жутке (−∞;−𝜇). Действительно, при 𝑄1 < 0 второе слагаемое в левой части

(1.18) отрицательно. Рассмотрим сумму первого и третьего слагаемых левой

части уравнения (1.18). Учитывая, что (𝜉 + 𝜇 − 1)2 > 1 и, следовательно,
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𝜉(𝜉 + 𝜇− 1)2 < 𝜉, имеем

𝜉 +
𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)2
=
𝜉(𝜉 + 𝜇− 1)2 +𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)2
<

𝜉 +𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)2
.

Поскольку 𝜉 < −𝜇 и 𝑄2 < 1, то выполняется неравенство 𝜉 + 𝑄2𝜇 < 0. Таким

образом, при 𝑄1 < 0 все три слагаемых функции 𝐹3(𝜉) отрицательны, а значит

и сама функция 𝐹3 принимает только отрицательные значения и не может об

ратиться в нуль на промежутке (−∞;−𝜇). Аналогично, нетрудно показать, что

в предельном случае 𝑄1 = 0 уравнение (1.18) не имеет решений, если 𝑄2 ̸= 1.

Покажем теперь, что при 0 < 𝑄1 ⩽ 1 уравнение (1.18) на промежутке

(−∞;−𝜇) имеет единственное решение. Действительно, при 0 < 𝑄1 ⩽ 1 непре

рывная на промежутке (−∞;−𝜇) функция 𝐹3(𝜉) принимает как положитель

ные, так и отрицательные значения. Поэтому она обращается в нуль по край

ней мере в одной точке указанного промежутка. Эту точку далее мы будем

обозначать 𝜉*3. Чтобы показать единственность такой точки, вычислим в ней

производную функции 𝐹3

𝑑𝐹3

𝑑𝜉
(𝜉*3) = 1− 2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*3 + 𝜇)3
− 2𝑄2𝜇

(𝜉*3 + 𝜇− 1)3
. (1.19)

Выражая 𝑄2 из (1.18) и подставляя полученное выражение в (1.19), имеем

𝑑𝐹3

𝑑𝜉
(𝜉*3) = 1− 2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*3 + 𝜇)3
+

2𝜉*3
𝜉*3 + 𝜇− 1

+
2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*3 + 𝜇)2(𝜉*3 + 𝜇− 1)
=

= 1 +
2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*3 + 𝜇)3(𝜉*3 + 𝜇− 1)
+

2𝜉*3
𝜉*3 + 𝜇− 1

.

(1.20)

Несложный анализ показывает, что выражение (1.20) положительно при

0 < 𝑄1 ⩽ 1 и 𝜉*3 ∈ (−∞;−𝜇). Это означает что, производная функции 𝐹3(𝜉)

вычисленная в нуле этой функции, всегда положительна. Последнее, в силу

непрерывности 𝐹3(𝜉), возможно лишь в случае когда эта функция обращает

ся в ноль лишь в одной точке рассматриваемого промежутка. Таким образом,
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(a) 0 < 𝑄1 ⩽ 1. (b) 𝑄1 < 0.

Рис. 1.3: График функции 𝐹3(𝜉) на интервале (−∞;−𝜇).

на промежутке (−∞;−𝜇) уравнение (1.16) может иметь только один корень.

Качественный характер поведения функции 𝐹3(𝜉) показан на Рис. 1.3.

Таким образом, приходим к следующему выводу: при 0 < 𝑄1 ⩽ 1 в огра

ниченной круговой фотогравитационной задаче трех тел существует един

ственная точка либрации 𝐿3, а при 𝑄1 < 0 точки либрации 𝐿3 в данной задаче

не существует.

1.4. Область существования и единственность

коллинеарной точки либрации 𝐿2

Рассмотрим теперь вопрос о существовании решений уравнения (1.16) на

интервале (1 − 𝜇; +∞). Решение из данного интервала задает коллинеарную

точку 𝐿2. В этом случае выполняются неравенства 𝜉 + 𝜇 > 0 и 𝜉 + 𝜇 − 1 > 0.
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Учитывая последние неравенства, можно однозначно раскрыть знаки модуля

в левой части (1.16) и записать уравнение для определения координаты точки

либрации 𝐿2 в следующем виде

𝐹2(𝜉) = 0 , (1.21)

где

𝐹2(𝜉) = 𝜉 − 𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)2
− 𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)2
. (1.22)

Покажем, что при 𝑄2 < 0 уравнение (1.21) не имеет решений на проме

жутке (1 − 𝜇; +∞). Действительно, при 𝑄2 < 0 третье слагаемое в (1.22) по

ложительно. Рассмотрим теперь отдельно сумму первого и второго слагаемых

𝜉 − 𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)2
=
𝜉(𝜉 + 𝜇)2 −𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)2
. (1.23)

Поскольку мы рассматриваем решения на промежутке 𝜉 ∈ (1−𝜇; +∞), то

𝜉+𝜇 > 1−𝜇+𝜇 = 1. Учитывая, также, что 𝑄1 < 1, имеем следующую цепочку

неравенств

𝜉(𝜉 + 𝜇)2 −𝑄1(1− 𝜇) > 𝜉 −𝑄1(1− 𝜇) > 𝜉 − (1− 𝜇) > 0,

из которой следует, что выражение (1.23) положительно при 𝜉 ∈ (1 − 𝜇; +∞).

Таким образом, при 𝜉 > 1− 𝜇 и 𝑄2 < 0 функция 𝐹2(𝜉) принимает только поло

жительные значения, а значит она не может обратиться в нуль на указанном

промежутке.

Покажем теперь, что при 0 < 𝑄2 ⩽ 1 уравнение (1.21) на промежутке

(1 − 𝜇; +∞) имеет единственное решение. Действительно, при 0 < 𝑄2 ⩽ 1

непрерывная на промежутке (1 − 𝜇; +∞) функция 𝐹2(𝜉) принимает как поло

жительные, так и отрицательные значения. Поэтому на указанном промежут

ке она обращается в нуль как минимум в одной точке, которую далее будем

обозначать 𝜉*2 . Чтобы показать единственность такой точки, вычислим в ней
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производную функции 𝐹2(𝜉)

𝑑𝐹2

𝑑𝜉
(𝜉*2) = 1 +

2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*2 + 𝜇)3
+

2𝑄2𝜇

(𝜉*2 + 𝜇− 1)3
, (1.24)

Выражая теперь 𝑄1 из (1.21) и подставляя полученное выражение в (1.24),

имеем

𝑑𝐹2

𝑑𝜉
(𝜉*2) = 1 +

2𝜉*2
𝜉*2 + 𝜇

− 2𝑄2𝜇

(𝜉*2 + 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2
+

2𝑄2𝜇

(𝜉*2 + 𝜇− 1)3
=

= 1 +
2𝜉*2

𝜉*2 + 𝜇
+

2𝑄2𝜇

(𝜉*2 + 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)3
.

(1.25)

Несложный анализ показывает, что выражение (1.25) положительно при

0 < 𝑄2 ⩽ 1 и 𝜉*2 ∈ (1 − 𝜇; +∞). Последнее означает, что на промежутке

(1 − 𝜇; +∞) функция 𝐹2(𝜉) в силу своей непрерывности обращается в нуль

только в одной точке указанного промежутка. Таким образом, на промежутке

(1−𝜇; +∞) уравнение (1.16) может иметь только один корень. Далее мы будем

обозначать этот корень через 𝜉*2. Качественный характер поведения функции

𝐹2(𝜉) показан на Рис. 1.4.

Таким образом, имеет место следующее утверждение: при 0 < 𝑄2 ⩽ 1

в ограниченной круговой фотогравитационной задаче трех тел существует

единственная точка либрации 𝐿2, а при 𝑄2 < 0 точки либрации 𝐿2 в данной

задаче не существует.

1.5. Области существования и бифуркация коллинеарных

точек либрации типа 𝐿1

Перейдем к анализу корней уравнения (1.16) на интервале (−𝜇; 1 − 𝜇). В

отличие от классической задаче трех тел, когда 𝑄1 = 𝑄2 = 1, в фотогравитаци

онной задаче трех тел при определенных значениях параметров 𝑄1, 𝑄2, 𝜇 урав

нение (1.16) на указанном интервале может иметь несколько решений [17, 21].

В данном параграфе мы подробно исследуем этот вопрос.
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(a) 0 < 𝑄2 ⩽ 1. (b) 𝑄2 < 0.

Рис. 1.4: График функции 𝐹2(𝜉) на интервале (1− 𝜇; +∞) при различных зна

чениях 𝑄1 и 𝑄2.

Введём обозначение

𝐹1(𝜉) = 𝜉 − 𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)2
+

𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)2
. (1.26)

Учитывая, что на рассматриваемом интервале выполняются неравенства −𝜇 <

𝜉 < 1−𝜇, уравнение (1.16) для определения безразмерной координаты 𝜉 колли

неарной точки либрации принимает вид

𝐹1(𝜉) = 0. (1.27)

Прежде всего заметим, что при 𝑄1 ⩾ 0 и 𝑄2 ⩾ 0 уравнение (1.27) име

ет единственное решение. Действительно, в этом случае производная функции

𝐹1(𝜉)
𝑑𝐹1

𝑑𝜉
= 1 +

2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)3
− 2𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)3
, (1.28)
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положительна на интервале (−𝜇; 1 − 𝜇). Кроме того, значение функции 𝐹1(𝜉)

стремится к −∞ на левой границе этого интервала и к +∞ на правой грани

це. Следовательно, на этом интервале непрерывная функция 𝐹1(𝜉) возрастает,

пробегая все действительные значения. Поэтому она обращается в нуль лишь в

одной точке данного интервала.

При отрицательных значениях параметров 𝑄1 и 𝑄2 уравнение (1.27) может

иметь не единственное решение. В частности, может иметь место явление би

фуркации решений уравнения (1.27). Множество значений параметров задачи,

для которых имеет место бифуркация, определяется из условия существования

у уравнения (1.27) кратного корня. Это условие имеет вид

𝐹1(𝜉) = 0,
𝑑𝐹1

𝑑𝜉
(𝜉) = 0. (1.29)

Выражая 𝑄1 и 𝑄2 из (1.29) имеем

𝑄1 =
(3𝜉 + 𝜇− 1)(𝜉 + 𝜇)3

2(1− 𝜇)
,

𝑄2 =
(3𝜉 + 𝜇)(𝜉 + 𝜇− 1)3

2𝜇
.

(1.30)

Соотношения (1.30) в параметрической форме задают уравнение поверхности

в трехмерном пространстве параметров задачи 𝜇,𝑄1, 𝑄2. Далее эту поверх

ность будем называть бифуркационной поверхностью, а значения параметров

𝜇,𝑄1, 𝑄2 на этой поверхности – бифуркационными значениями. При фиксиро

ванном значении 𝜇 формулы (1.30) представляют собой уравнения кривой в

плоскости 𝑄1, 𝑄2, записанные в параметрической форме, где параметр 𝜉 прини

мает значения из интервала (−𝜇; 1 − 𝜇). Эту кривую далее будем называть

бифуркационной кривой. При 𝜇 = 0.45 вид данной кривой представлен на

Рис. 1.5. Бифуркационная кривая и координатные оси разделяют множество

значений параметров 𝑄1, 𝑄2 на семь областей (см. Рис. 1.5). Внутри каждой из

этих областей число корней уравнения (1.27) постоянно. При изменении значе

ния параметра 𝜇 происходит деформация указанных областей, но качественно
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Рис. 1.5: Бифуркационная кривая и области существования решений уравнения

(1.27) при 𝜇 = 0.45.

картина их расположения не изменяется. Последнее означает, что аналогичная

ситуации имеет место и во всем трехмерном пространстве параметров 𝜇,𝑄1, 𝑄2:

бифуркационная поверхность и координатные плоскости 𝑄1 = 0, 𝑄2 = 0 разде

ляют все множество значений параметров на семь областей, внутри каждой из

которых число корней уравнения (1.27) неизменно.

Для исследования вопроса о существовании и бифуркации решений урав

нения (1.27) изучим качественный характер поведения функции 𝐹1(𝜉) на интер

вале (−𝜇; 1− 𝜇) отдельно для каждой из указанных областей.

Область I. Как было отмечено выше в области I функция 𝐹1(𝜉) возрастает
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на всём интервале (−𝜇; 1−𝜇), принимая при этом все действительные значения.

Это означает, что в данной области уравнение (1.27) имеет единственное реше

ние, которое далее мы будем обозначать 𝜉*1. График функции 𝐹1(𝜉) в области

I изображён на Рис. 1.6a.

(a) (b)

Рис. 1.6

Граница, разделяющая области I и IIa. Рассмотрим предельный случай

𝑄1 = 0, 𝑄2 > 0. В этом случае функция 𝐹1(𝜉) также возрастает на всём интер

вале [−𝜇; 1− 𝜇), принимая значения из промежутка [−𝜇(1−𝑄2); +∞). Таким

образом, в этом предельном случае уравнение (1.27) также имеет единственный

корень. График функции 𝐹1(𝜉) в данном случае имеет вид, представленный на

Рис. 1.6b.

Области IIa и IIb (𝑄1 < 0, 𝑄2 > 0). Прежде всего отметим, что в областях

IIa и IIb производная функции 𝐹1(𝜉) монотонно возрастает на всём интервале
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(−𝜇; 1− 𝜇). Действительно, вторая производная функции 𝐹1(𝜉)

𝑑2𝐹1

𝑑𝜉2
(𝜉) = −6𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)4
+

6𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)4
(1.31)

при значениях параметров из областей IIa и IIb принимает только положитель

ные значения. Таким образом, учитывая, что область значений непрерывной

на интервале (−𝜇; 1 − 𝜇) функции 𝑑𝐹1

𝑑𝜉 (𝜉) является множеством всех действи

тельных чисел, приходим к выводу о существовании и единственности решения

уравнения 𝑑𝐹1

𝑑𝜉 (𝜉) = 0. Другими словами, производная функции 𝐹1(𝜉) обращает

ся в ноль только в одной точке интервала (−𝜇; 1−𝜇), которая является точкой

минимума функции 𝐹1(𝜉) на указанном интервале. Обозначим эту точку через

𝜉**, т.е. выполняется равенство

𝑑𝐹1

𝑑𝜉
(𝜉**) = 0. (1.32)

Отметим ещё, что на границе областей IIa и IIb точка минимума 𝜉** функции

𝐹1(𝜉) является корнем уравнения (1.27) .

Для фиксированных значений 𝑄2 и 𝜇 равенство (1.32) задаёт зависимость

𝜉** от 𝑄1. В силу единственности решения уравнения (1.32), эта зависимость

является взаимнооднозначной функцией 𝜉**(𝑄1).

Рассмотрим теперь функцию 𝐺(𝑄1) = 𝐹1(𝜉**(𝑄1)), которая задает значе

ние функции 𝐹1(𝜉) в точке минимума. Её полная производная по 𝑄1 имеет вид

𝑑𝐺

𝑑𝑄1
=

(︂
𝜕𝐹1

𝜕𝑄1
+
𝜕𝐹1

𝜕𝜉**
· 𝜕𝜉**
𝜕𝑄1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉**(𝑄1)

=
𝜕𝐹1

𝜕𝑄1
= − 1− 𝜇

(𝜉**(𝑄1) + 𝜇)2
< 0.

Выше мы учли, что 𝜕𝐹1

𝜕𝜉**
= 𝜕𝐹1

𝜕𝜉 (𝜉**(𝑄1)) = 0. Итак, 𝐺(𝑄1) является моно

тонно убывающей функцией аргумента 𝑄1. Эта функция непрерывна по 𝑄1 и

обращается в нуль на границе областей IIa и IIb, поэтому она положительна

в области IIb и отрицательна в области IIa. Таким образом, функция 𝐹1(𝜉) в

точке минимума 𝜉** положительна, если значения параметров 𝑄1 и 𝑄2 лежат
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в области IIb, и отрицательна, если значения этих параметров лежат в обла

сти IIa. Последнее означает, что в области IIa уравнение (1.27) на интервале

(−𝜇; 1−𝜇) имеет два решения, а в области IIb – не имеет решений. На границе

областей IIa и IIb уравнение (1.27) на указанном интервале имеет единственное

решение. График функции 𝐹1(𝜉) в областях IIa, IIb и на их границе представлен

на Рис. 1.7.

(a) Область IIa. (b) Граница разделяющая, об

ласти IIa и IIb.

(c) Область IIb.

Рис. 1.7: График функции 𝐹1(𝜉) в областях IIa, IIb и на их границе.

Проведенный выше анализ позволяет описать процесс бифуркации и эво

люции решений уравнения (1.16) в областях I, IIa, IIb. Пусть параметры 𝜇 и 𝑄2

фиксированы, причем 𝑄2 > 0. Будем непрерывно изменять значение параметра

𝑄1 от некоторого положительного значения, отвечающего области I, до некото

рого отрицательного значения, отвечающего области IIb. В области I уравнение

(1.16) имеет три решения 𝜉*1, 𝜉*2, 𝜉*3. Эти решения лежат соответственно в ин

тервалах (−𝜇; 1 − 𝜇), (1 − 𝜇; +∞) и (−∞;−𝜇). При приближении к границе

областей I и IIa решение уравнения (1.18) из интервала (−∞;−𝜇) приближает

ся к значению 𝜉 = −𝜇 и исчезает на этой границе при переходе в область IIa.

В области же IIa у уравнения (1.27) на интервале (−𝜇; 1 − 𝜇) появляется ещё

одно решение, близкое к значению 𝜉 = −𝜇. Таким образом, при непрерывном
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изменении параметра 𝑄1 от некоторого положительного значения к некоторому

отрицательному значению решение 𝜉*3 уравнения (1.16) непрерывно перемеща

ется из интервала (−∞;−𝜇) в интервал (−𝜇; 1−𝜇). Такой процесс перемещения

решения уравнения (1.16) из одного интервала в другой далее мы будем назы

вать эволюцией решения уравнения (1.16). Решение, появившееся на интервале

(−𝜇; 1 − 𝜇) в результате такой эволюции, будем обозначать 𝜉(3)*1 , в отличии от

второго решения, для которого мы сохраняем обозначение 𝜉*1. Коллинеарная

точка либрации, соответствующая решению 𝜉
(3)
*1 обозначатся далее 𝐿(3)

1 .

Отметим еще, что переходе из области IIb в область IIa имеет место бифур

кация решений уравнения (1.16), которая происходит по следующему сценарию.

В области IIb уравнение (1.16) имеет единственное решение, которое принадле

жит интервалу (1−𝜇; +∞). На интервале (−𝜇; 1−𝜇) уравнение (1.16) решений

не имеет. На границе областей IIa и IIb у этого уравнения появляется решение

– кратный корень на интервале (−𝜇; 1− 𝜇), который в области IIa распадается

на два решения 𝜉(3)*1 и 𝜉*1, принадлежащих данному интервалу.

Области IIIa, IIIb (𝑄1 < 0, 𝑄2 < 0). В областях IIIa, IIIb, функция 𝐹1(𝜉) на

интервале (−𝜇; 1−𝜇) принимает все действительные значения и, следовательно,

обращается в нуль по крайней мере в одной точке этого интервала.

Третья производная функции 𝐹1(𝜉)

𝑑3𝐹1

𝑑𝜉3
(𝜉) =

24𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉 + 𝜇)5
− 24𝑄2𝜇

(𝜉 + 𝜇− 1)5
(1.33)

отрицательна на интервале (−𝜇; 1− 𝜇). Поэтому вторая производная функции

𝐹1(𝜉) монотонно убывает на этом интервале, пробегая все действительные зна

чения, и, следовательно, обращается в нуль в единственной точке этого интер

вала, которая является точкой максимума первой производной функции 𝐹1(𝜉)

и единственной её экстремальной точкой. Если производная функции 𝐹1(𝜉) от

рицательна в этой точке максимума, то она отрицательна и на всем интервале

(−𝜇; 1 − 𝜇), и поэтому не обращается в нуль на указанном интервал. В этом
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случае функция 𝐹1(𝜉) не имеет экстремумов и монотонно убывает на данном

интервале, а уравнение (1.27) имеет единственное решение. Если же производ

ная функции 𝐹1(𝜉) положительна в точке своего максимума, то она обращается

в нуль в двух точках интервала (−𝜇; 1−𝜇). В этом случае функция 𝐹1(𝜉) имеет

две экстремальные точки: точку минимума и точку максимума. Как следствие,

в данном случае в зависимости от значений параметров уравнение (1.27) может

иметь один, два или три корня.

Рассмотрим предельную ситуацию, когда в точке максимума производная

функции 𝐹1(𝜉) обращается в нуль. Эта ситуация возникает при выполнении

условий
𝑑𝐹1

𝑑𝜉
(𝜉) = 0,

𝑑2𝐹1

𝑑𝜉2
(𝜉) = 0. (1.34)

Выражая 𝑄1 и 𝑄2 из равенств (1.34), имеем

𝑄1 = − (𝜉 + 𝜇)4

2(1− 𝜇)
, 𝑄2 = −(𝜉 + 𝜇− 1)4

2𝜇
. (1.35)

Формулы (1.35) параметрически задают кривую в плоскости 𝑄1, 𝑄2, на

которой производная функции 𝐹1(𝜉) обращается в нуль в точке своего макси

мума. На Рис. 1.8 эта кривая обозначена через 𝛾 и изображена пунктирной ли

нией. Для значений параметров 𝑄1 и 𝑄2 из области, расположенной ниже этой

пунктирной линии, производная функции 𝐹1(𝜉) меньше нуля, а сама функция

монотонно убывает на промежутке (−𝜇; 1 − 𝜇). Это означает, что в указанной

области уравнение (1.27) имеет единственное решение 𝜉*1, на котором производ

ная функции 𝐹1(𝜉) отрицательна. Сразу отметим, что знак производной функ

ции 𝐹1(𝜉) в точке 𝜉 = 𝜉*1 играет важную роль при исследовании устойчивости

коллинеарной точки либрации, соответствующей данному решению. Это будет

показано в главе 2.

Исследуем теперь поведение функции 𝐹1(𝜉) для значений параметров из

области, расположенной выше пунктирной кривой. Исследование начнём с рас

смотрения предельного случая, который имеет место на границе, разделяющей
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Рис. 1.8: График кривой, задаваемой формулами (1.35).

области IIIa и IIIb. На этой границе функция 𝐹1(𝜉) имеет экстремальную точку

𝜉**, которая является кратным корнем уравнения (1.27). Исследуем характер

экстремума функции 𝐹1(𝜉) в данной точке. С этой целью напомним, что на

рассматриваемой границе выполняются равенства (1.30). Подставляя эти ра

венства в (1.31), имеем

𝑑2𝐹1

𝑑𝜉2
(𝜉**) =

3(2𝜇+ 3𝜉** − 1)

(𝜉** + 𝜇)(𝜉** + 𝜇− 1)
. (1.36)

Из (1.36) следует, что при 𝜉(0)** = 1−2𝜇
4 вторая производная функции 𝐹1(𝜉)
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обращается в нуль. На плоскости 𝑄1, 𝑄2 это соответствует точке 𝐴 (см. Рис.

1.8) с координатами 𝑄1 = − (1+2𝜇)4

512(1−𝜇) , 𝑄2 = − (3−2𝜇)4

512𝜇 . Эта точка делит границу

между областями IIIa и IIIb на две части 𝛾1 и 𝛾2.

Нетрудно заметить, что на граничной кривой 𝛾1 выполняется неравенство

𝜉** < 𝜉
(0)
** , и поэтому выражение (1.36) положительно. Следовательно, на данной

части границы 𝜉** является точкой минимума. В силу непрерывной зависимо

сти функции 𝐹1(𝜉) от параметра 𝑄1 решение 𝜉** уравнения
𝑑𝐹1

𝑑𝜉 (𝜉) = 0 можно

продолжить по этому параметру в области IIIa и IIIb. Продолженное таким

образом решение можно рассматривать как функцию аргумента 𝑄1, которую

далее будем обозначать 𝜉(1)** (𝑄1). Значения этой функции задают точку локаль

ного экстремума функции 𝐹1(𝜉).

На граничной кривой 𝛾1 этот экстремум является локальным минимумом

функции 𝐹1(𝜉). Поскольку в областях IIIa и IIIb 𝑑2𝐹1

𝑑𝜉2 (𝜉**) ̸= 0, то характер

экстремума не изменится при переходе как в область IIIa, так и в область IIIb.

Итак, функция 𝜉(1)** (𝑄1) задаёт точку локального минимума функции 𝐹1(𝜉) в

областях IIIa и IIIb.

Рассмотрим теперь функцию 𝐹1(𝜉
(1)
** (𝑄1)). Её полная производная по 𝑄1

имеет вид

𝑑𝐹1(𝜉
(1)
** (𝑄1))

𝑑𝑄1
=

𝜕𝐹1

𝜕𝑄1

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(1)
**

+
𝜕𝐹1

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(1)
**

·𝜕𝜉
(1)
**

𝜕𝑄1
=

𝜕𝐹1

𝜕𝑄1

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(1)
**

= − 1− 𝜇

(𝜉
(1)
** (𝑄1) + 𝜇)2

< 0.

(1.37)

Выше мы учли, что 𝜕𝐹1

𝜕𝜉

⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(1)
**

= 𝜕𝐹1

𝜕𝜉 (𝜉
(1)
** (𝑄1)) ≡ 0.

Заметим, что функция 𝐹1(𝜉
(1)
** (𝑄1)) задает значение функции 𝐹1(𝜉) в точ

ке локального минимума. В силу неравенства (1.37) эта функция монотонно

убывает по своему аргументу 𝑄1. Поскольку 𝐹1(𝜉
(1)
** (𝑄1)) обращается в нуль

на границе областей IIIa и IIIb, то при переходе в область IIIa она становится

отрицательной, а при переходе в область IIIb – положительной. Из последне

го следует, что в подобласти области IIIb, расположенной между кривой 𝛾 и
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граничной кривой 𝛾1 (см. Рис. 1.8), функция 𝐹1(𝜉) на интервале (−𝜇; 1 − 𝜇)

обращается в нуль только в одной точке. График этой функции для значений

параметров из указанной подобласти представлен на Рис. 1.9a.

(a) Подобласть области IIIb,

ограниченная кривыми 𝛾 и 𝛾1

(b) Область IIIa (c) Подобласть области IIIb,

ограниченная кривыми 𝛾 и 𝛾2

Рис. 1.9: График функции 𝐹1(𝜉) в областях IIIa и IIIb

Рассмотрим граничную кривую 𝛾2. На этой части границы 𝜉** > 𝜉
(0)
** , и

поэтому выражение (1.36) отрицательно, т.е. на граничной кривой 𝛾2 корень 𝜉**

является точкой локального максимума функции 𝐹1(𝜉). Аналогично тому, как

это было сделано выше, продолжим решение 𝜉** уравнения
𝑑𝐹1

𝑑𝜉 (𝜉) = 0 в области

IIIa и IIIb, т.е. рассмотрим функцию 𝜉
(2)
** (𝑄2), аргументом которой является па

раметр 𝑄2. Значения этой функции задаёт точку локального максимума функ

ции 𝐹1(𝜉). Рассмотрим теперь функцию 𝐹1(𝜉
(2)
** (𝑄2)). Её полная производная по

𝑄2 имеет вид

𝑑𝐹1(𝜉
(2)
** (𝑄2))

𝑑𝑄2
=

𝜕𝐹1

𝜕𝑄2

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(2)
**

+
𝜕𝐹1

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(2)
**

·𝜕𝜉
(2)
**

𝜕𝑄2
=

𝜕𝐹1

𝜕𝑄2

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(2)
**

=
𝜇

(𝜉
(2)
** (𝑄2) + 𝜇− 1)2

> 0.

(1.38)

Как и ранее, в (1.38) мы учли, что 𝜕𝐹1

𝜕𝜉

⃒⃒⃒
𝜉=𝜉

(2)
**

= 𝜕𝐹1

𝜕𝜉 (𝜉
(2)
** (𝑄2)) ≡ 0.

Функция 𝐹1(𝜉
(2)
** (𝑄2)) задаёт значения функции 𝐹1(𝜉) в точке локального

максимума. Из (1.38) следует, что функция 𝐹1(𝜉
(2)
** (𝑄2)) монотонно возрастает
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по своему аргументу 𝑄2, поэтому в области IIIa она принимает положительные

значения, а в области IIIb – отрицательные. Поэтому в подобласти области IIIb,

расположенной между кривой 𝛾 и граничной кривой 𝛾2 (см. Рис. 1.8), функция

𝐹1(𝜉) обращается в нуль только в одной точке интервала (−𝜇; 1 − 𝜇). График

этой функции для значений параметров из указанной подобласти представлен

на Рис. 1.9c.

Таким образом, всюду в области IIIb функция 𝐹1(𝜉) имеет на интервале

(−𝜇; 1− 𝜇) единственный корень, в котором производная функции 𝐹1(𝜉) отри

цательна. Последнее имеет важное значение для анализа устойчивости точки

либрации, отвечающей данному корню.

Рассмотрим теперь область IIIa. Как было показано выше в этой области

𝐹1(𝜉
(1)
** (𝑄1)) < 0 и 𝐹1(𝜉

(2)
** (𝑄2)) > 0, т.е. функция 𝐹1(𝜉) в области IIIa принимает

отрицательное значение в точке своего локального минимума и положительное

значение в точке локального максимума. Из этого следует, что уравнение (1.27)

в области IIIa имеет три корня, которые обозначим 𝜉(3)*1 , 𝜉*1, 𝜉
(2)
*1 . График функ

ции 𝐹1(𝜉) для значений параметров из области IIIa изображён на Рис. 1.9b.

Отметим еще, что при 𝜉 = 𝜉
(2)
*1 и 𝜉 = 𝜉

(3)
*1 производная функции 𝐹1(𝜉)

отрицательна, а при 𝜉 = 𝜉*1 – положительна.

Исследуем теперь вопрос о существовании решений уравнения (1.27) на

границе, разделяющей области IIa и IIIa, а также на границе областей IIb и

IIIb, т.е. при 𝑄2 = 0, 𝑄1 < 0.

Прежде всего заметим, что в этом случае функция 𝐹1(𝜉) имеет единствен

ную точку экстремума

𝜉** = −𝜇+ 3
√︀

2𝑄1(𝜇− 1), (1.39)

которая является точкой локального минимума. Кроме того, на правой границе

интервала (−𝜇; 1−𝜇] функция 𝐹1(𝜉) принимает положительное значение: 𝐹1(1−

𝜇) = (1− 𝜇)(1−𝑄1) > 0.
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Вычислим значение 𝐹1(𝜉) в точке минимума

𝐹1(𝜉**) =
−2𝜇+ 3 3

√︀
2𝑄1(𝜇− 1)

3
√︀
2𝑄1(𝜇− 1)

. (1.40)

При 𝑄1 > − 4𝜇3

27(1−𝜇) выражение (1.40) отрицательно. В этом случае уравне

ние (1.27) имеет два решения. Такая ситуация имеет место на границе, разде

ляющей области IIa и IIIa.

При 𝑄1 < − 4𝜇3

27(1−𝜇) выражение (1.40) положительно и уравнение (1.27) не

имеет решений. Этот случай соответствует границе, разделяющей области IIb

и IIIb. График функции 𝐹1(𝜉) для каждого из рассмотренных выше случаев

представлен на Рис.10. Как и в области IIa, на границе, разделяющей IIa и IIIa,

корни уравнения (1.27) обозначены через 𝜉(3)*1 , 𝜉*1. Производная функции 𝐹1(𝜉)

при 𝜉(3)*1 отрицательна, а при 𝜉*1 – положительна.

(a) 𝑄1 > − 4𝜇3

27(1−𝜇)
, 𝑄2 = 0 (b) 𝑄1 = − 4𝜇3

27(1−𝜇)
, 𝑄2 = 0 (c) 𝑄1 < − 4𝜇3

27(1−𝜇)
, 𝑄2 = 0

Рис. 1.10: График функции 𝐹1(𝜉) при 𝑄1 < 0, 𝑄2 = 0

Проведенное выше исследование позволяет сделать следующие выводы о

бифуркации решений уравнения (1.27).

В области IIIa уравнение (1.27) имеет три решения: 𝜉(3)*1 , 𝜉*1, 𝜉
(2)
*1 . При при

ближении к граничной кривой 𝛾1 решения 𝜉
(3)
*1 и 𝜉*1 сближаются, совпадают на

этой кривой и исчезают в области IIIb. При приближении к граничной кривой
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𝛾2 решения 𝜉*1, 𝜉
(2)
*1 сближаются, совпадают на ней и исчезают при переходе в

область IIIb. Заметим, что при переходе из области IIb в область IIIb имеет

место эволюция решений уравнения (1.16), которая происходит по следующе

му сценарию. В области IIb уравнение (1.16) имеет единственное решение 𝜉*2,

которое принадлежит промежутку (1− 𝜇; +∞). При приближении к границе с

областью IIIb (т.е. при 𝑄2 → 0) это решение приближается к значению (1− 𝜇)

и исчезает на этой границе. При переходе в область IIIb у уравнения (1.16) по

является решение на промежутке (−𝜇; 1−𝜇). При |𝑄2| ≪ 1 это решение близко

к значению (1 − 𝜇). Аналогичная эволюция решения уравнения (1.16) имеет

место при переходе из области IIa в область IIIa. Решение 𝜉*2 из промежутка

(1−𝜇; +∞) исчезает при переходе в область IIIa, но на промежутке (−𝜇; 1−𝜇)

появляется третье решение – корень 𝜉(2)*1 .

Области IVa и IVb (𝑄1 > 0, 𝑄2 < 0). Исследование вопроса о существова

нии и бифуркации решений уравнения (1.27) при значениях параметров из об

ластей IVa и IVb можно выполнить аналогично тому, как это было сделано для

областей IIa и IIb. Заметим, что при значениях параметров из областей IVa

и IVb вторая производная функции 𝐹1(𝜉) отрицательна. Это сразу следует из

вида выражения (1.31). Первая же производная функции 𝐹1(𝜉) убывает на ин

тервале (−𝜇; 1− 𝜇), пробегая все действительные значения. Таким образом, на

указанном интервале функция 𝐹1(𝜉) имеет единственную экстремальную точку

𝜉 = 𝜉**, которая является точкой максимума.

Рассмотрим функцию 𝜉**(𝑄2), которая получается обращением равенства
𝑑𝐹1

𝑑𝜉 (𝜉**) = 0 при фиксированных значениях 𝑄1 и 𝜇. Вычислим теперь полную

производную функции 𝐹1(𝜉**(𝑄2))

𝑑𝐹1(𝜉**(𝑄2))

𝑑𝑄2
=

𝜕𝐹1

𝜕𝑄2

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉**

+
𝜕𝐹1

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉**

·𝜕𝜉**
𝜕𝑄2

=
𝜕𝐹1

𝜕𝑄2

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉**

=
𝜇

(𝜉**(𝑄2) + 𝜇− 1)2
> 0.

(1.41)

Функция 𝐹1(𝜉**(𝑄2)) задает значение 𝐹1(𝜉) в точке максимума и, в силу
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(1.41), является монотонно возрастающей функцией аргумента 𝑄2. Эта функ

ция непрерывна по 𝑄2 и обращается в нуль на границе областей IVa и IVb,

поэтому в области IVa она принимает положительные значения, а в области

IVb – отрицательные. Поскольку в рассматриваемых областях функция 𝐹1(𝜉)

неограниченно убывает на границах промежутка (−𝜇; 1 − 𝜇), то принимая в

точке максимума положительное значение, она обратится в нуль в двух точках

данного промежутка. Если же в точке максимума 𝐹1(𝜉) отрицательна, то она,

очевидно, не обращается в нуль на указанном интервале. Таким образом, в об

ласти IVa уравнение (1.27) имеет два корня, а в области IVb - не имеет корней.

График функции 𝐹1(𝜉) для значений параметров из областей IVa и IVb, а также

на их границе представлен на Рис. 1.11.

(a) График 𝐹1(𝜉) в области

IVa.

(b) График 𝐹1(𝜉) в области

IVb.

(c) График 𝐹1(𝜉) на границе

областей IVa и IVb.

Рис. 1.11: График функции 𝐹1(𝜉) в областях IVa, IVb и на их границе.

Решения уравнения (1.27) в области IVa обозначим 𝜉*1 и 𝜉
(2)
*1 . Бифуркация

этих решений происходит по следующему сценарию. При приближении значе

ний параметров к границе с областью IVb указанные решения приближаются

друг к другу, совпадают на самой границе и исчезают при переходе значений

параметров в область IVb. Опишем ещё эволюцию решений уравнения (1.16)

при переходе значения параметра 𝑄1 через ноль при 𝑄2 < 0, что соответствует
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переходу через границу, разделяющую области IIIa и IVa, а также области IIIb

и IVb. С этой целью исследуем вопрос о существовании решений уравнения

(1.16) на самой этой границе, т.е. при 𝑄1 = 0, 𝑄2 < 0.

В этом случае функция 𝐹1(𝜉) имеет единственную экстремальную точку

𝜉** = 1− 𝜇+ 3
√︀
2𝑄2𝜇, (1.42)

которая является точкой максимума. Кроме того, на левой границе интервала

[−𝜇; 1−𝜇) функция 𝐹1(𝜉) принимает отрицательное значение 𝐹1(−𝜇) = 𝜇(𝑄2−

1) < 0, а на правой границе неограниченно убывает.

Вычислим значение 𝐹1(𝜉) в точке максимума

𝐹1(𝜉**) =
2(1− 𝜇) + 3 3

√
2𝑄2𝜇

3
√
𝑄2𝜇

. (1.43)

При 4(𝜇−1)3

27𝜇 < 𝑄2 < 0 выражение (1.43) положительно. В этом случае

уравнение (1.27) имеет два корня. Такая ситуация соответсвует на границе об

ластей IIIa и IVa. При 𝑄2 <
4(𝜇−1)3

27𝜇 выражение (1.43) отрицательно и уравнение

(1.27) не имеет решений. Этот случай отвечает границе областей IIIb и IVb.

График функции 𝐹1(𝜉) для каждого из рассмотренных случаев представлен

на Рис. 1.12. Как и в области IVa корни уравнения на границе областей IIIa

и IVa будем обозначать 𝜉*1 и 𝜉
(2)
*1 . Производная функции 𝐹1(𝜉) при 𝜉 = 𝜉

(2)
*1

отрицательна, а при 𝜉 = 𝜉*1 – положительна.

Таким образом, можно сделать следующие выводы об эволюции решений

уравнения (1.16) при переходе из области IIIa в область IVa. В области IIIa

уравнение (1.16) имеет три решения на промежутке (−𝜇; 1 − 𝜇) и не имеет

решений на промежутках (−∞;−𝜇) и (1−𝜇; +∞). При переходе через границу

областей IIIa и IVa решение 𝜉(3)*1 приближается к значению −𝜇 и исчезает на

границе этих областей. В области IVa уравнение (1.16) имеет два решения 𝜉*1

и 𝜉(2)*1 на промежутке (−𝜇; 1− 𝜇) и одно решение 𝜉*3 на промежутке (−∞;−𝜇),

которое близко к значению −𝜇 вблизи границы областей IIIa и IVa. Такая же
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(a) График функции 𝐹1(𝜉)

при 𝑄1 = 0, 4(𝜇−1)3

27𝜇
< 𝑄2 < 0.

(b) График функции 𝐹1(𝜉)

при 𝑄1 = 0, 𝑄2 >
4(𝜇−1)3

27𝜇
.

(c) График функции 𝐹1(𝜉)

при 𝑄1 = 0, 𝑄2 =
4(𝜇−1)3

27𝜇
.

Рис. 1.12

эволюция решений имеет место при переходе через границу областей IIIb и IVb.

В области IIIb уравнение (1.16) имеет единственное решение 𝜉(3)*1 на интервале

(−𝜇; 1− 𝜇) и не имеет решений на промежутках (−∞;−𝜇) и (1− 𝜇; +∞). При

переходе из области IIIb в область IVb это решение приближается к значению

−𝜇 и исчезает на границе этих областей. В области IVb уравнение (1.16) имеет

единственное решение 𝜉*3 на промежутке (−∞;−𝜇), которое близко к значению

−𝜇 вблизи границы областей IIIb и IVb. Решений на промежутках (−𝜇; 1− 𝜇)

и (1− 𝜇; +∞) уравнение (1.16) в области IVb не имеет.

Остаётся рассмотреть эволюцию решений уравнения (1.16) при переходе из

области IVa в область I. С этой целью исследуем сначала предельный случай,

отвечающий границе этих областей, т.е. 𝑄2 = 0, 0 < 𝑄1 ⩽ 1. В этом случае

функция 𝐹1(𝜉) возрастает на всём интервале (−𝜇; 1 − 𝜇], принимая значения

из промежутка (−∞; (1 − 𝜇)(1 − 𝑄2)]. Поэтому функция 𝐹1(𝜉) обращается в

нуль в одной точке интервала (−𝜇; 1 − 𝜇]. Функция 𝐹2(𝜉) возрастает на всём

интервале [1−𝜇; +∞), принимая значения из промежутка [(1−𝜇)(1−𝑄2); +∞).

Поэтому она не обращается в нуль на данном промежутке. Функция 𝐹3(𝜉) при

𝑄1 > 0, как показано выше, на промежутке (−∞;−𝜇) обращается в нуль в
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единственной точке. Проведенный анализ позволяет сделать следующий вывод

об эволюции решений уравнения (1.16) при переходе из области IVa в область I.

В области IVa уравнение (1.16) имеет один корень 𝜉*3 на промежутке (−∞;−𝜇)

и два корня 𝜉*1 и 𝜉
(2)
*1 на промежутке (−𝜇; 1−𝜇). На промежутке (1−𝜇; +∞) это

уравнение корней не имеет. При приближении к границе с областью I корень

𝜉
(2)
*1 из промежутка (−𝜇; 1 − 𝜇) приближается к значению 1 − 𝜇 и исчезает на

границе областей I и IVa. В области I уравнение (1.16) имеет три корня: 𝜉*3,

𝜉*1, 𝜉*2, принадлежащие промежуткам: (−∞;−𝜇), (−𝜇; 1 − 𝜇) и (1 − 𝜇; +∞)

соответственно. Вблизи данной границы корень 𝜉*2 из промежутка (1−𝜇; +∞)

принимает значение близкое к (1− 𝜇).
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Глава 2

Анализ устойчивости коллинеарных точек

либрации в плоской круговой ограниченной

фотогравитационной задаче трёх тел

2.1. Гамильтониан уравнений возмущенного движения

В этой главе мы будем рассматривать плоскую круговую фотогравитаци

онную задачу трёх тел, т.е. частный случай движения, когда оба массивных

тела движутся по круговым орбитам и все три тела 𝑃1, 𝑃2 и 𝑃 находятся в

одной плоскости. В этом случае 𝜁 = 0, 𝑝𝜁 = 0 и 𝑒 = 0, а уравнения движения

тела 𝑃 имеют вид

𝑑𝜉

𝑑𝜈
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜉
,

𝑑𝜂

𝑑𝜈
=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜂
,

𝑑𝑝𝜉
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻
𝜕𝜉

,
𝑑𝑝𝜂
𝑑𝜈

= −𝜕𝐻
𝜕𝜂

, (2.1)

где

𝐻 =
1

2

(︀
𝑝2𝜉 + 𝑝2𝜂

)︀
+ 𝑝𝜉𝜂 − 𝑝𝜂𝜉 −

𝑄1(1− 𝜇)

𝑟1
− 𝑄2𝜇

𝑟2
. (2.2)

Величины 𝑟1, 𝑟2 вычисляются по формулам

𝑟1 =
√︀

(𝜉 + 𝜇)2 + 𝜂2, 𝑟2 =
√︀
(𝜉 + 𝜇− 1)2 + 𝜂2 . (2.3)

Для решения задачи об устойчивости точки либрации необходимо иссле

довать движение в ее малой окрестности. С этой целью в окрестности частного

решения (1.15) введем локальные координаты (возмущения) 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, 2) по

формулам

𝜉 = 𝜉* + 𝑞1, 𝜂 = 𝑞2, 𝑝𝜉 = 𝑝1, 𝑝𝜂 = 𝜉* + 𝑝2,

где 𝜉* – корень уравнения (1.16), однозначно определяющий точку либрации.
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Разложим гамильтониан (2.2) в ряд по степеням 𝑞𝑖, 𝑝𝑖

𝐻 = 𝐻2 +𝐻3 +𝐻4 + · · · (2.4)

Постоянный член в разложении (2.4) опущен, а необходимые для дальнейшего

анализа устойчивости члены этого разложения имеют вид

𝐻2 =
1

2

(︀
𝑝21 + 𝑝22

)︀
+ 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1 − 𝑎𝑞21 +

𝑎

2
𝑞22, (2.5)

𝐻3 = 𝑏𝑞31 −
3𝑏

2
𝑞1𝑞

2
2, (2.6)

𝐻4 = −𝑐𝑞41 + 3𝑐𝑞21𝑞
2
2 −

3𝑐

8
𝑞42. (2.7)

Величины 𝑎, 𝑏, 𝑐 входящие в выражения для коэффициентов форм

(2.5)-(2.7) вычисляются по формулам

𝑎 =
𝑄1(1− 𝜇)

|𝜉* + 𝜇|3
+

𝑄2𝜇

|𝜉* + 𝜇− 1|3
, (2.8)

𝑏 =
𝑄1(1− 𝜇)

|𝜉* + 𝜇|(𝜉* + 𝜇)3
− 𝑄2𝜇

|𝜉* + 𝜇− 1|(𝜉* + 𝜇− 1)3
, (2.9)

𝑐 =
𝑄1(1− 𝜇)

|𝜉* + 𝜇|5
+

𝑄2𝜇

|𝜉* + 𝜇− 1|5
. (2.10)

В переменных 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 задача об устойчивости точки либрации сводится к за

даче об устойчивости положения равновесия 𝑞𝑖 = 𝑝𝑖 = 0 (𝑖 = 1, 2) канонической

системы с гамильтонианом (2.4).

Далее будет представлен строгий анализ устойчивости тривиального ре

шения системы с гамильтонианом (2.4) и сделаны выводы об устойчивости кол

линеарных точек либрации по Ляпунову. Основные результаты данной главы

опубликованы в [63–65].
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2.2. Линейный анализ устойчивости коллинеарных точек

либрации

Исследование устойчивости коллинеарных точек либрации начнем с ана

лиза линейной системы с гамильтонианом 𝐻2. Характеристическое уравнение

этой системы имеет вид

𝜆4 + (2− 𝑎)𝜆2 − 2𝑎2 + 𝑎+ 1 = 0 . (2.11)

Величина 𝑎 в (2.11) определяется выражением (2.8), которое содержит все три

параметра задачи 𝜇,𝑄1, 𝑄2 и корень 𝜉* уравнения (1.16), т.е. безразмерною ко

ординату исследуемой на устойчивость точки либрации.

При 𝑎 ̸∈
[︀
−1

2 ; 0
]︀
∪
[︀
8
9 ; 1
]︀
уравнение (2.11) имеет корни с ненулевой дей

ствительной частью. В этом случае положение равновесия линейной системы

неустойчиво. Отсюда на основании теоремы А.М. Ляпунова об устойчивости

по первому приближению [25] следует неустойчивость положения равновесия

и в полной нелинейной системе с гамильтонианом (2.4). Последнее означает

неустойчивость по Ляпунову соответствующей коллинеарной точки либрации.

Если же 𝑎 ∈ (−1
2 ; 0)∪ (89 ; 1), то уравнение (2.11) имеет две пары чисто мни

мых корней и линейная система устойчива, т.е. соответствующая коллинеарная

точка либрации устойчива в линейном приближении.

Исследуем сначала вопрос об устойчивости точки 𝐿3, координата которой

по оси 𝜉 задается корнем 𝜉*3 уравнения (1.16), принадлежащем промежутку

(−∞;−𝜇). Как было показано в параграфе 1.3, при 𝑄1 < 0 уравнение (1.16) на

указанном интервале не имеет корней, а при 0 < 𝑄1 ⩽ 1 – имеет единственный

корень.

Покажем сначала, что условие 𝑄2 ⩽ 1 накладывает ограничение на об

ласть возможных значений корня 𝜉*3 уравнения (1.16). А именно, при выполне

нии данного условия значение корня 𝜉*3 принадлежит некоторому конечному
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интервалу. Действительно, в силу уравнения (1.18) выполняется равенство

𝜉*3 +
𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*3 + 𝜇)2
+

𝑄2𝜇

(𝜉*3 + 𝜇− 1)2
= 0 . (2.12)

Выразим 𝑄2 из равенства (2.12)

𝑄2 =
(𝑄1(𝜇− 1)− 𝜉*3(𝜉*3 + 𝜇)2)(𝜉*3 + 𝜇− 1)2

𝜇(𝜉*3 + 𝜇)2
. (2.13)

Получим достаточное условие, при котором правая часть (2.13) превосхо

дит единицу. С этой целью рассмотрим выражение

𝑄2 − 1 =
(𝑄1(𝜇− 1)− 𝜉*3(𝜉*3 + 𝜇)2)(𝜉*3 + 𝜇− 1)2 − 𝜇(𝜉*3 + 𝜇)2

𝜇(𝜉*3 + 𝜇)2
. (2.14)

Поскольку (𝜉*3+𝜇− 1)2 > 1, то учитывая (2.14) имеем следующее неравенство

𝑄2 − 1 >
(𝑄1(𝜇− 1)− 𝜉*3(𝜉*3 + 𝜇)2)(𝜉*3 + 𝜇− 1)2 − 𝜇(𝜉*3 + 𝜇)2(𝜉*3 + 𝜇− 1)2

𝜇(𝜉*3 + 𝜇)2
,

(2.15)

которое после несложных преобразований можно переписать в виде

𝑄2 − 1 >
(𝑄1(𝜇− 1)− (𝜉*3 + 𝜇)3)(𝜉*3 + 𝜇− 1)2

𝜇(𝜉*3 + 𝜇)2
. (2.16)

Если

𝑄1(𝜇− 1)− (𝜉*3 + 𝜇)3 > 0 , (2.17)

то правая часть неравенства (2.16) положительна. Поэтому при выполнении

условия (2.17) правая часть (2.13) превосходит единицу, т.е будет выполнено

неравенство 𝑄2 > 1. Рассуждая от противного, приходим к выводу, что при

выполнении условия 𝑄2 ⩽ 1 имеет место неравенство противоположное нера

венству (2.17), т.е. неравенство

𝑄1(𝜇− 1)− (𝜉*3 + 𝜇)3 ⩽ 0 , (2.18)

которое можно переписать в следующем эквивалентном виде

𝜉*3 ⩾
3
√︀
𝑄1(𝜇− 1)− 𝜇 . (2.19)
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Следовательно, корень 𝜉*3 уравнения (2.12) принадлежит промежутку

[ 3
√︀
𝑄1(𝜇− 1)− 𝜇;−𝜇).

Заметим теперь, что для точки либрации 𝐿3 величина 𝑎, входящая в выра

жения для коэффициентов характеристического уравнения (2.11), может быть

представлена в виде

𝑎 =
1

2

(︂
𝑑𝐹3

𝑑𝜉
(𝜉*3)− 1

)︂
, (2.20)

где функция 𝐹3(𝜉) имеет вид (1.17).

Учитывая (2.18) и выражение (1.20), имеем следующую цепочку нера

венств

𝑑𝐹3

𝑑𝜉
(𝜉*3) = 1 +

2𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*3 + 𝜇)3(𝜉*3 + 𝜇− 1)
+

2𝜉*3
𝜉*3 + 𝜇− 1

⩾

⩾ 1 +
−2(𝜉*3 + 𝜇)3

(𝜉*3 + 𝜇)3(𝜉*3 + 𝜇− 1)
+

2𝜉*3
𝜉*3 + 𝜇− 1

= 1 +
2(𝜉*3 − 1)

𝜉*3 + 𝜇− 1
> 3.

Таким образом, производная
𝑑𝐹3

𝑑𝜉
, вычисленная в точке 𝜉 = 𝜉*3, удовлетво

ряет неравенству
𝑑𝐹3

𝑑𝜉
(𝜉*3) > 3. Из последнего неравенства с учётом выражения

(2.20), имеем 𝑎 > 1. Что и доказывает неустойчивость по Ляпунову коллинеар

ной точки либрации 𝐿3.

Аналогично исследуется вопрос об устойчивости коллинеарной точки либ

рации 𝐿2. Как было показано в параграфе 1.4, при 𝑄2 < 0 не существует колли

неарной точки либрации 𝐿2, т.к. уравнение (1.16) не имеет корней на промежут

ке (1− 𝜇; +∞). При 0 < 𝑄2 ⩽ 1 существует единственная коллинеарная точка

либрации 𝐿2, безразмерная координата 𝜉*2 которой принадлежит промежутку

(1− 𝜇; +∞) и удовлетворяет уравнению

𝜉*2 −
𝑄1(1− 𝜇)

(𝜉*2 + 𝜇)2
− 𝑄2𝜇

(𝜉*2 + 𝜇− 1)2
= 0. (2.21)

В силу неравенства 𝑄1 ⩽ 1, область возможных значений 𝜉*2 ограничена

некоторым конечным интервалом. Оценим этот интервал. С этой целью выра
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зим 𝑄1 из равенства (2.21)

𝑄1 =
(𝜉*2(𝜉*2 + 𝜇− 1)2 −𝑄2𝜇)(𝜉*2 + 𝜇)2

(1− 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2
. (2.22)

Найдём теперь достаточное условие, при котором правая часть (2.22) пре

восходит единицу. Для этого рассмотрим выражение

𝑄1 − 1 =

(︀
𝜉*2(𝜉*2 + 𝜇− 1)2 −𝑄2𝜇

)︀
(𝜉*2 + 𝜇)2 − (1− 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2

(1− 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2
. (2.23)

Поскольку 𝜉*2 + 𝜇 > 1, то из выражения (2.23) следует неравенство

𝑄1 − 1 >

(︀
𝜉*2(𝜉*2 + 𝜇− 1)2 −𝑄2𝜇

)︀
(𝜉*2 + 𝜇)2 − (1− 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2(𝜉*2 + 𝜇)2

(1− 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2
,

(2.24)

которое можно переписать в виде

𝑄1 − 1 >

(︀
(𝜉*2 + 𝜇− 1)3 −𝑄2𝜇

)︀
(𝜉*2 + 𝜇)2

(1− 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)2
. (2.25)

При выполнении условия

(𝜉*2 + 𝜇− 1)3 −𝑄2𝜇 > 0 (2.26)

правая часть неравенства (2.25) положительна, а это означает, что при выпол

нении условия (2.26) правая часть (2.22) превосходит единицу, т.е будет выпол

нено неравенство 𝑄1 > 1. Рассуждая от противного, приходим к выводу, что

при выполнении условия 𝑄1 ⩽ 1 имеет место неравенство противоположное

неравенству (2.26), т.е.

(𝜉*2 + 𝜇− 1)3 −𝑄2𝜇 ⩽ 0 , (2.27)

которое можно переписать в следующем эквивалентном виде

𝜉*2 ⩽
3
√︀
𝑄2𝜇+ 1− 𝜇 . (2.28)

Следовательно, корень 𝜉*2 уравнения (2.21) принадлежит промежутку

(1− 𝜇; 3
√
𝑄1𝜇+ 1− 𝜇].
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Для точки либрации 𝐿2 величина 𝑎, может быть представлена в виде

𝑎 =
1

2

(︂
𝑑𝐹2

𝑑𝜉
(𝜉*2)− 1

)︂
, (2.29)

где функция 𝐹2(𝜉) имеет вид (1.22).

Учитывая (2.27) и выражение (1.25), имеем следующую цепочку нера

венств

𝑑𝐹2

𝑑𝜉
(𝜉*2) = 1 +

2𝜉*2
𝜉*2 + 𝜇

+
2𝑄2𝜇

(𝜉*2 + 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)3
⩾

⩾ 1 +
2𝜉*2

𝜉*2 + 𝜇
+

2(𝜉*2 + 𝜇− 1)3

(𝜉*2 + 𝜇)(𝜉*2 + 𝜇− 1)3
= 1 +

2(𝜉*2 + 1)

𝜉*2 + 𝜇
> 3.

Таким образом, производная
𝑑𝐹2

𝑑𝜉
, вычисленная в точке 𝜉 = 𝜉*2, удовлетво

ряет неравенству
𝑑𝐹2

𝑑𝜉
(𝜉*2) > 3. Из последнего неравенства с учётом выражения

(2.29), имеем 𝑎 > 1. Что и доказывает неустойчивость по Ляпунову коллинеар

ной точки либрации 𝐿2.

Исследуем теперь вопрос об устойчивости коллинеарных точек либрации

типа 𝐿1, безразмерные координаты 𝜉 которых определяются как решения урав

нения (1.16) на интервале (−𝜇; 1 − 𝜇) Для этих точек либрации величина 𝑎,

может быть представлена в виде

𝑎 =
1

2

(︂
𝑑𝐹1

𝑑𝜉
(𝜉*)− 1

)︂
, (2.30)

где функция 𝐹1(𝜉) имеет вид (1.26). В главе 1 было показано, что производная

функции 𝐹1(𝜉) в точках 𝜉(2)*1 и 𝜉(3)*1 отрицательна. Следовательно, величина 𝑎,

вычисленная для коллинеарных точек либрации 𝐿(2)
1 и 𝐿(3)

1 , удовлетворяет нера

венству 𝑎 < −1
2 . Поэтому указанные коллинеарные точки либрации неустойчи

вы по Ляпунову.

Лишь для коллинеарной точки либрации 𝐿1 при определенных значениях

параметров выполняется условие 𝑎 ∈
(︀
−1

2 ; 0
)︀
∪
(︀
8
9 ; 1
)︀
, при котором уравнение
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(2.11) имеет две пары чисто мнимых корней: ±𝑖𝜔1, ±𝑖𝜔2, где

𝜔1 =

(︂
1− 1

2
𝑎+

1

2

√︀
9𝑎2 − 8𝑎

)︂1/2

,

𝜔2 =

(︂
1− 1

2
𝑎− 1

2

√︀
9𝑎2 − 8𝑎

)︂1/2

.

(2.31)

В этом случае коллинеарная точка либрации 𝐿1 устойчива в линейном прибли

жении [44]. Условие 𝑎 ∈
(︀
−1

2 ; 0
)︀
∪
(︀
8
9 ; 1
)︀
определяет две области в трёхмерном

пространстве параметров 𝜇, 𝑄1, 𝑄2. Границы этих областей задаются уравне

ниями 𝑎 = −1
2 , 𝑎 = 0 и 𝑎 = 8

9 , 𝑎 = 1, где 𝑎 определяется выражением (2.8).

Совместно с уравнением (1.16) каждое из этих уравнений можно однозначно

разрешить относительно 𝑄1 и 𝑄2. В результате на границах областей устойчи

вости в линейном приближении имеем следующие зависимости 𝑄1 и 𝑄2 от 𝜇 и

𝜉* :

при 𝑎 = −1

2
: 𝑄1 =

(3𝜉* + 𝜇− 1)(𝜉* + 𝜇)3

2(1− 𝜇)
, 𝑄2 =

(3𝜉* + 𝜇)(𝜉* + 𝜇− 1)3

2𝜇
;

(2.32)

при 𝑎 = 0 : 𝑄1 =
𝜉*(𝜉* + 𝜇)3

1− 𝜇
, 𝑄2 =

𝜉*(𝜉* + 𝜇− 1)3

2𝜇
; (2.33)

при 𝑎 =
8

9
: 𝑄1 =

(𝜉* − 8𝜇+ 8)(𝜉* + 𝜇)3

9(1− 𝜇)
, 𝑄2 =

(𝜉* − 8𝜇)(𝜉* + 𝜇− 1)3

9𝜇
;

(2.34)

при 𝑎 = 1 : 𝑄1 = (𝜉* + 𝜇)3 , 𝑄2 = −(𝜉* + 𝜇− 1)3 . (2.35)

Соотношения (2.32)-(2.35) задают уравнения границ областей устойчивости в

параметрической форме, где параметры 𝜇 и 𝜉* принимают значения из интер

валов (0; 1) и (−𝜇; 1− 𝜇) соответственно.

Заметим, что граница области устойчивости, заданная равенством 𝑎 = −1
2 ,

совпадает с бифуркационной поверхностью (1.30).

На Рис. 2.1 представлено сечение областей устойчивости в пространстве па
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Рис. 2.1: Область устойчивости при 𝜇 = 0.45.

раметров задачи плоскостью 𝜇 = 0.45. В данном сечении области устойчивости

в линейном приближении обозначены серым цветом. Эти области примыкают

к точкам (0, 1) и (1, 0) плоскости параметров 𝑄1, 𝑄2. Верхняя область соответ

ствует значениям коэффициента 𝑎 из интервала
(︀
8
9 ; 1
)︀
, а нижняя – значениям 𝑎

из интервала
(︀
−1

2 ; 0
)︀
. При приближении значений параметра 𝜇 к нулю указан

ные области вытягиваются вниз вдоль отрицательного направления оси 𝑄2, а

при приближении 𝜇 к единице – влево вдоль отрицательного направления оси

𝑄1 (см. Рис. 2.2).

Устойчивость коллинеарной точки либрации 𝐿1 в линейном приближении

не означает ее устойчивости в полной системе с гамильтонианом (2.4), поэто
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(a) Области устойчивости при 𝜇 = 0.1 (b) Области устойчивости при 𝜇 = 0.9

Рис. 2.2: Области устойчивости вблизи граничных значений 𝜇.

му для получения выводов об устойчивости по Ляпунову, необходимо провести

нелинейный анализ, принимая во внимание члены выше второй степени в раз

ложении гамильтониана (2.4).

2.3. Нелинейный анализ устойчивости в нерезонансном

случае

В дальнейшем предполагается, что 𝑎 ∈
[︀
−1

2 ; 0
]︀
∪
[︀
8
9 ; 1
]︀
, т.е. будем рас

сматривать случай, когда значения параметров задачи принадлежат областям

устойчивости в линейном приближении или их границам. Строгие выводы об

устойчивости точки либрации 𝐿1 по Ляпунову в этом случае могут быть сде

ланы на основе достаточных условий устойчивости автономной гамильтоновой

системы с двумя степенями свободы, которые были получены методами КАМ

теории [2, 4, 29, 99]. Для проверки выполнения этих достаточных условий необ

ходимо сначала выполнить нормализацию гамильтониана (2.4), т.е. построить

каноническую замену переменных, которая приводит гамильтониан к наиболее
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удобной для исследования устойчивости, так называемой нормальной форме.

В нерезонансном и резонансных случаях нормальная форма имеет раз

личный вид. Поэтому резонансные случаи следует рассматривать отдельно от

нерезонансного. При исследовании устойчивости наиболее существенную роль

играют резонансы до четвертого порядка включительно. Резонансы первого

(𝜔2 = 0) и второго (𝜔1 = 𝜔2) порядков имеют место на границах областей

устойчивости в линейном приближении. Они будут рассмотрены в параграфах

2.5 и 2.6 соответственно. Резонанс третьего порядка (𝜔1 = 2𝜔2) имеет место

при 𝑎 = 𝑎±3 , где 𝑎
−
3 = 41−5

√
145

108 , 𝑎+3 = 41+5
√
145

108 , а резонанс четвертого порядка

(𝜔1 = 3𝜔2) – при 𝑎 = 𝑎±4 , где 𝑎
−
4 = 68−60

√
5

209 , 𝑎+4 = 68+60
√
5

209 . Случаи резонансов

третьего и четвертого порядков исследуются в параграфе 2.4.

В данном параграфе будем считать, что в системе с функцией Гамильтона

(2.4) отсутствуют резонансы до четвертого порядка включительно, т.е. система

устойчива в линейном приближении и выполняются соотношения 𝑎 ̸= 𝑎±3 и

𝑎 ̸= 𝑎±4 .

Нормализацию квадратичной части гамильтониана можно выполнить при

помощи линейной канонической замены переменных 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 → 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, построенной

на основании метода, описанного в [29,31]. Эта замена имеет вид

𝑞1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2, 𝑞2 = 𝑏11𝑦1 + 𝑏12𝑦2,

𝑝1 = 𝑏21𝑦1 + 𝑏22𝑦2, 𝑝2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2,
(2.36)

где

𝑎𝑗𝑖 =
𝜅𝑖(𝛿𝑗𝜔

2
𝑖 − 𝑎+ 1)

𝜔𝑖
, 𝜅𝑖 =

(︂
𝜔𝑖

𝜔4
𝑖 − 2𝑎𝜔2

𝑖 + 𝑎2 + 2𝜔2
𝑖 + 2𝑎− 3

)︂1/2

,

𝑏1𝑖 = 2𝛿𝑖𝜅𝑖, 𝑏2𝑖 = 𝛿𝑖𝜅𝑖(𝜔
2
𝑖 − 𝑎+ 1), 𝛿1 = 1, 𝛿2 = −1, 𝑖 = 1, 2.

В переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2) квадратичная часть функции Гамильтона

принимает следующий вид

𝐻2 =
1

2
𝜔1(𝑥

2
1 + 𝑦21)−

1

2
𝜔2(𝑥

2
2 + 𝑦22). (2.37)
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После нормализации квадратичной части гамильтониана можно постро

ить каноническую близкую к тождественной замену переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 → 𝑢𝑖, 𝑣𝑖

(𝑖 = 1, 2), приводящую гамильтониан задачи к нормальной форме до членов

некоторой конечной степени.

Производящая функция такой замены переменных имеет следующий вид

𝑆 = 𝑥𝑖𝑣𝑖 + 𝑆(3)(𝑥𝑖, 𝑣𝑖) (𝑖 = 1, 2), (2.38)

где 𝑆(3)(𝑥𝑖, 𝑣𝑖) – сходящийся степенной ряд, начинающийся с членов не ниже тре

тьей степени. Для вычисления коэффициентов производящей функции (2.38) и

коэффициентов нормальной формы гамильтониана может быть использован

классический метод Биркгофа [68] или метод Депри-Хори [29,74].

В нерезонансном случае гамильтониан задачи, нормализованный до чле

нов четвертого порядка, имеет вид

𝐻 = 𝜔1𝑟1 − 𝜔2𝑟2 + 𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2 +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

5/2
)︁
, (2.39)

где канонические переменные 𝑟𝑖, 𝜙𝑖 (𝑖 = 1, 2) введены по формулам 𝑢𝑖 =
√
2𝑟𝑖 sin𝜙𝑖, 𝑣𝑖 =

√
2𝑟𝑖 cos𝜙𝑖.

ЕслиΔ = 𝑐02𝜔
2
1+𝑐11𝜔1𝜔2+𝑐20𝜔

2
2 ̸= 0, то согласно теореме Арнольда-Мозера

[2, 4, 99] положение равновесия системы с гамильтонианом (2.39) устойчиво по

Ляпунову.

Используя метод Депри-Хори, были получены коэффициенты 𝑐02, 𝑐11, 𝑐20

и найдено следующее явное выражение для величины Δ

Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) = − 3𝛿

16𝑎(9𝑎− 8)(54𝑎2 − 41𝑎− 9)(𝑎− 1)(2𝑎+ 1)2
, (2.40)

где

𝛿 =11664𝑎7𝑐− 7776𝑎6𝑏2 − 14688𝑎6𝑐+ 6336𝑎5𝑏2 − 8856𝑎5𝑐+

+ 12110𝑎4𝑏2 + 17196𝑎4𝑐− 19009𝑎3𝑏2 − 6483𝑎3𝑐+ 16439𝑎2𝑏2−

− 3189𝑎2𝑐− 5256𝑎𝑏2 + 3384𝑎𝑐− 2520𝑏2 + 648𝑐.
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Напомним, что величины 𝑎, 𝑏, 𝑐 определяются соответственно выражениями

(2.8), (2.9), (2.10), которые содержат все три параметра задачи 𝜇,𝑄1, 𝑄2 и ко

рень 𝜉* уравнения (1.16), т.е. безразмерную координату точки 𝐿1.

Таким образом, для значений параметров, удовлетворяющих неравенствам

𝑎 ̸= 𝑎±3 , 𝑎 ̸= 𝑎±4 и Δ ̸= 0 точка либрации 𝐿1 устойчива по Ляпунову.

При Δ = 0 имеет место случай вырождения, когда вопрос об устойчи

вости не может быть решен с учетом членов не выше четвертого порядка в

разложении гамильтониана (2.4). Для исследования устойчивости в случае вы

рождения необходимо учитывать члены не ниже шестого порядка. Равенство

Δ = 0 определяет двумерные поверхности вырождения в областях устойчиво

сти в линейном приближении трёхмерного пространства параметров задачи. На

Рис. 2.3 для 𝑄𝑖 ≤ 0.4 (𝑖 = 1, 2) изображены кривые вырождения, полученные

сечением поверхности вырождения плоскостью 𝜇 = 0.45 .

Задача об устойчивости точки либрации 𝐿1 для значений параметров, от

вечающих поверхностям вырождения, в данной работе не исследовалась.

2.4. Анализ устойчивости при резонансах третьего и

четвёртого порядков

В резонансных случаях нормальная форма гамильтониана содержит до

полнительные резонансные члены. В данном параграфе рассматриваются слу

чаи резонансов третьего и четвёртого порядков. В трёхмерном пространстве

параметров 𝜇, 𝑄1, 𝑄2 этим резонансам соответсвуют двумерные резонансные

поверхности, задаваемые уравнениями 𝑎 = 𝑎±3 , 𝑎 = 𝑎±4 соответственно, где 𝑎

определяется формулой (2.8).

Решая эти уравнения совместно с уравнением (1.16) относительно 𝑄1, 𝑄2,
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Рис. 2.3: Кривая вырождения (для 𝜇 = 0.45).

имеем

𝑄1 = −(𝜉* + 𝜇)3 (𝑎𝑟𝜇+ 𝑎𝑟𝜉* − 𝑎𝑟 − 𝜉*)

1− 𝜇
, 𝑄2 = −(𝜉* + 𝜇− 1)3 (𝑎𝑟𝜇+ 𝑎𝑟𝜉* − 𝜉*)

𝜇
,

(2.41)

где величина 𝑎𝑟 в (2.41) принимает одно из резонансных значений 𝑎 = 𝑎±3 или

𝑎 = 𝑎±4 , отвечающих резонансу третьего или четвертого порядка соответсвено.

Соотношения (2.41) представляют собой параметрические уравнения ре

зонансных поверхностей. Параметрами здесь являются 𝜇 ∈ (0; 1) и 𝜉* ∈

(−𝜇; 1 − 𝜇), причем, как и ранее, параметр 𝜉* следует интерпретировать как

безразмерную координату точки либрации 𝐿1 (корень уравнения (1.16)).

Резонансные поверхности лежат внутри областей устойчивости в линейном
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приближении. На Рис. 2.4 для 𝑄𝑖 ≤ 0.4 (𝑖 = 1, 2) изображены резонансные

кривые, полученные пересечением резонансных поверхностей с плоскостью 𝜇 =

0.45.

Рис. 2.4: Резонансные кривые (для 𝜇 = 0.45).

Сначала рассмотрим резонанс третьего порядка 𝜔1 = 2𝜔2, т.е. положим

𝑎 = 𝑎±3 . В этом случае нормализующая замена канонических переменных при

водит функцию Гамильтона к следующей нормальной форме [29]

𝐻 = 2𝜔2𝑟1 − 𝜔2𝑟2 − 2
√
2𝑘12𝑟2

√
𝑟1 sin(𝜙1 + 2𝜙2) +𝑂

(︀
(𝑟1 + 𝑟2)

2
)︀
. (2.42)

Значение коэффициента 𝑘12, соответствующее значению 𝑎 = 𝑎+3 , обозначим

через 𝑘+12, а значение коэффициента 𝑘12, соответствующее значению 𝑎 = 𝑎−3 ,
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– через 𝑘−12. Величины 𝑘+12 и 𝑘
−
12, полученные с помощью метода Депри-Хори,

имеют вид

𝑘+12 =
81
√
6(61

√
145− 731)(105− 3

√
145)1/4

2(8360− 640
√
145)(475− 29

√
145)1/2

𝑏 ,

𝑘−12 = −81
√
6(61

√
145 + 731)(105 + 3

√
145)1/4

2(8360 + 640
√
145)(475 + 29

√
145)1/2

𝑏 .

Если коэффициент 𝑘12 ̸= 0, то согласно теореме А.П. Маркеева [27, 29]

имеет место неустойчивость положения равновесия системы с гамильтонианом

(2.42), что означает и неустойчивость коллинеарной точки 𝐿1. Особый случай

𝑘12 = 0 возможен только при 𝑏 = 0. В этом случае нормальная форма гамиль

тониана не содержит резонансную часть до членов четвёртого порядка включи

тельно. При 𝑘12 = 0 нормализованный гамильтониан имеет вид (2.39), поэтому

для решения вопроса устойчивости может быть применена упомянутая ранее

теорема Арнольда-Мозера, на основании которой устойчивость имеет место, ес

ли Δ ̸= 0. Подставляя 𝑎 = 𝑎±3 и 𝑏 = 0 в (2.40), получаем:

при 𝑎 = 𝑎+3 , Δ

(︃
41 + 5

√
145

108
, 0, 𝑐

)︃
=

−3

640
(617

√
145 + 10207)𝑐;

при 𝑎 = 𝑎−3 , Δ

(︃
41− 5

√
145

108
, 0, 𝑐

)︃
=

3

640
(617

√
145− 10207)𝑐.

(2.43)

Особый случай имеет место на кривой, которая лежит на резонансной по

верхности в трёхмерном пространстве параметров 𝜇, 𝑄1, 𝑄2. Данная кривая

задается уравнениям 𝑎 = 𝑎±3 и 𝑏 = 0, где 𝑎 и 𝑏 определены формулами (2.8) и

(2.9). Уравнения данной кривой можно также представить в следующей пара

метрической форме

𝜇 =
𝜉* + 𝑎𝑟 − 2𝑎𝑟𝜉*

2𝑎𝑟
, 𝑄1 =

(𝑎𝑟 + 𝜉*)
4

8𝑎𝑟2 (2 𝑎𝑟𝜉* + 𝑎𝑟 − 𝜉*)
, 𝑄2 =

(𝑎𝑟 − 𝜉1)
4

8𝑎𝑟2 (𝜉* + 𝑎𝑟 − 2𝑎𝑟𝜉*)
,

(2.44)

где параметром 𝜉* является безразмерная координата точки либрации 𝐿1, а

величина 𝑎𝑟 принимает одно из двух значений 𝑎−3 или 𝑎
+
3 , отвечающих резонансу

третьего порядка.
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Исключая из (2.44) параметр 𝜉* уравнения этой кривой можно записать в

следующей наиболее простой форме

𝑄1 =
(𝑎𝑟 − 𝜇)4 𝑎𝑟

(2 𝑎𝑟 − 1)4 (1− 𝜇)
, 𝑄2 =

(𝑎𝑟 + 𝜇− 1)4 𝑎𝑟

(2 𝑎𝑟 − 1)4 𝜇
. (2.45)

Заметим еще, что в формулах (2.45) параметр 𝜇 принимает значения из интер

вала (0; 1) при 𝑎𝑟 = 𝑎−3 и из интервала (1 − 𝑎+3 ; 𝑎
+
3 ) при 𝑎𝑟 = 𝑎+3 . Это нетрудно

показать, принимая во внимание, что 𝜉* ∈ (−𝜇; 1− 𝜇) и учитывая равенство

𝜉* =
𝑎𝑟 (2𝜇− 1)

1− 2 𝑎𝑟
, (2.46)

которое следует из первого уравнения (2.44).

Подставляя (2.45) и (2.46) в (2.10), получаем выражение величины 𝑐, на

кривой, заданной уравнениями (2.44)

𝑐 =
(1− 2 𝑎𝑟)

2 𝑎𝑟
(𝑎𝑟 + 𝜇− 1) (𝑎𝑟 − 𝜇)

. (2.47)

Числитель выражения (2.47) очевидно не обращается в ноль. Кроме того,

поскольку 𝑎−3 < 0, а при 𝑎𝑟 = 𝑎+3 параметр 𝜇 принимает значения из интер

вала (1 − 𝑎+3 ; 𝑎
+
3 ), то и знаменатель выражения (2.47) также не обращается в

ноль. Таким образом, величина 𝑐, заданная формулой (2.47), определена при

всех допустимых значениях параметра 𝜇 и не обращается в ноль. Поэтому, на

основании формул (2.43), при 𝑎 = 𝑎±3 и 𝑏 = 0 величина Δ отлична от нуля. Сле

довательно, в этом особом случае коллинеарная точка либрации 𝐿1 устойчива

по Ляпунову.

Рассмотрим теперь резонанс четвёртого порядка 𝜔1 = 3𝜔2, т.е. положим

𝑎 = 𝑎±4 . В случае резонанса четвертого порядка нормальная форма гамильто

ниана имеет вид [29]

𝐻 = 3𝜔2𝑟1 − 𝜔2𝑟2+𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2+

+𝐵𝑟2
√
𝑟1𝑟2 sin(𝜙1 + 3𝜙2) +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

5/2
)︁
.

(2.48)
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Согласно теореме А.П. Маркеева [27–29] условием устойчивости по Ляпу

нову системы с гамильтонианом (2.48) является неравенство

|3
√
3𝐵| < |𝐶| , (2.49)

где 𝐶 = 𝑐20 + 3𝑐11 + 9𝑐02. Если же это неравенство (2.49) выполнено с противо

положным знаком, то имеет место неустойчивость.

Обозначим через 𝐵± и 𝐶± выражения 𝐵 и 𝐶, соответствующие значениям

𝑎 = 𝑎±4 . Эти выражения были вычислены с помощью метода Депри-Хори и

имеют следующий явный вид.

𝐶± =
10372745± 2818766

√
5

36368720394160000

(︁
1883380163269𝑏2 ∓ (305789811600

√
5± 1132825190175)𝑐

)︁
,

𝐵± =
(47± 20

√
5)1/2(36929

√
5∓ 151550)

618130040000

(︁
(11390400

√
5± 19052675)𝑐∓ 46359753𝑏2

)︁
.

(2.50)

Поскольку коэффициенты 𝑏 и 𝑐 в (2.50) вычисляются при значениях параметров

𝜇,𝑄1, 𝑄2, соответствующих резонансу четвертого порядка, то имеют место соот

ношения (2.41). Таким образом, используя формулы (2.9), (2.10), (2.41) и (2.50),

коэффициенты нормальной формы (2.48) можно записать через параметры 𝜇

и 𝜉* в следующем виде

𝐶± =
𝐺±

560000 (𝜉 + 𝜇)2 (𝜉 + 𝜇− 1)2
,

𝐵± =
𝐹±

40000 (𝜉 + 𝜇)2 (𝜉 + 𝜇− 1)2
.

(2.51)

где

𝐺± =
(︁
199758295∓ 88566074

√
5
)︁
𝜉2 +

(︁(︁
164139670∓ 84824564

√
5
)︁
𝜇± 42412282

√
5−

− 82069835
)︁
𝜉 +

(︁
265190980± 85485724

√
5
)︁
𝜇(𝜇− 1) + 11012620∓ 4348844

√
5 ,

𝐹± =
[︁ (︁

794050∓ 354433
√
5
)︁
𝜉2 +

(︁(︁
532900∓ 241738

√
5
)︁
𝜇± 120869

√
5− 266450

)︁
𝜉+

+
(︁
193500± 1908

√
5
)︁
𝜇(𝜇− 1) + 20500∓ 8548

√
5
]︁√︁

47± 20
√
5 .

(2.52)
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Рис. 2.5: Подобласти устойчивости и неустойчивости в случае 𝑎 = 𝑎+4 = 68+60
√
5

209 .

Вычисления показали, что в случае 𝑎 = 𝑎−4 неравенство (2.49) всегда вы

полняется и, следовательно, точка либрации 𝐿1 устойчива по Ляпунову. В слу

чае же 𝑎 = 𝑎+4 существуют три подобласти устойчивости по Ляпунову в об

ласти допустимых значений параметров 𝜇 и 𝜉*. Эти области разделены двумя

узкими областями неустойчивости. На Рис. 2.5 подобласти устойчивости обозна

чены I, II и III. Границы областей неустойчивости находятся из соотношения

|3
√
3𝐵| = |𝐶|. Действительно, подставляя (2.52) в приведенное выше соотноше

ние, мы получаем следующее уравнение для этих границ(︁
𝐺+ − 42

√
3𝐹+

)︁(︁
𝐺+ + 42

√
3𝐹+

)︁
= 0 . (2.53)

Фактически, границы областей неустойчивости представляют со
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бой отрезки эллипсов, пересекающиеся в точках 𝐸1

(︁
141−60

√
5

209 , 68+60
√
5

209

)︁
и

𝐸2

(︁
68+60

√
5

209 ,−68+60
√
5

209

)︁
. Узкие подобласти неустойчивости, обозначенные IV, V

и выделенные белым цветом, показаны в более крупном масштабе в нижней

части Рис. 2.5.

2.5. Анализ устойчивости в случае резонанса первого

порядка

Исследуем теперь задачу об устойчивости точки либрации 𝐿1 при значе

ниях параметров, отвечающих границам областей устойчивости, т.е. в случаях,

когда выполняется одно из равенств: 𝑎 = 1, 𝑎 = −1
2 , 𝑎 = 8

9 или 𝑎 = 0. Эти

случаи соответствуют резонансам первого и второго порядков. Напомним, что

они реализуются на двумерных поверхностях в трехмерном пространстве па

раметров 𝜇,𝑄1, 𝑄2. Эти поверхности заданы параметрическими уравнениями

(2.32)-(2.35).

Рассмотрим сначала случай 𝑎 = 1. Частоты линейной системы с гамильто

нианом (2.5) принимают в этом случае следующие значения: 𝜔1 = 1 и 𝜔2 = 0.

Oдна из частот равна нулю, т.е. имеет место резонанс первого порядка. Нетруд

но показать, что при данном резонансе матрица линейной системы не приво

дится к диагональному виду. Поэтому линейная система неустойчива. Однако,

в данном граничном случае из неустойчивости в линейном приближении не

следует неустойчивость в полной нелинейной системе с гамильтонианом (2.4).

Для строгого решения вопроса об устойчивости здесь необходим нелинейный

анализ, который будем проводить по той же схеме, что и ранее.

Выполним сначала линейную каноническую замену переменных

𝑞1 = −𝑥1 +
2
√
3

3
𝑦2, 𝑞2 =

√
3𝑥2 − 2𝑦1,

𝑝1 = −
√
3𝑥2 + 𝑦1, 𝑝2 = 𝑥1 −

√
3

3
𝑦2,

(2.54)
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которая приводит квадратичную часть гамильтониана (2.4) к следующей нор

мальной форме

𝐻2 =
1

2

(︀
𝑥21 + 𝑦21

)︀
− 1

2
𝑦22. (2.55)

Замена переменных (2.54) была построена методом, описанным в [29,31].

Нормализуем теперь часть гамильтониана, содержащую члены третьей и

четвёртой степени по каноническим переменным. Это можно сделать помощью

канонической близкой к тождественной замены переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 → 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, про

изводящая функция которой ищется в виде (2.38). В случае рассматриваемого

здесь резонанса первого порядка гамильтониан можно привести к следующей

нормальной форме

𝐻 =
1

2

(︀
𝑢21 + 𝑣21

)︀
− 1

2
𝑣22 + 𝑘3𝑢

3
2 + 𝑘12(𝑢

2
1 + 𝑣21)𝑢2 + 𝐴𝑢42+

+𝐵(𝑢21 + 𝑣21)𝑢
2
2 + 𝐶(𝑢21 + 𝑣21)

2 + · · · .
(2.56)

Многоточием в (2.56) обозначены члены выше четвертой степени.

Если коэффициент 𝑘3 в гамильтониане (2.56) отличен от нуля, то в соот

ветствии с теоремой А.Г. Сокольского [42] положение равновесия неустойчиво.

Для вычисления коэффициентов гамильтониана (2.56) применялся метод Де

при-Хори. Оказалось, что в данной задаче коэффициенты 𝑘3 и 𝑘12 равны нулю.

В этом случае выводы об устойчивости могут быть получены на основе анализа

членов четвертой степени функции Гамильтона. Из теоремы А.Г. Сокольско

го [42] следует, что при выполнении неравенства 𝐴 < 0 положение равновесия

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 = 0 системы с гамильтонианом (2.56) устойчиво по Ляпунову. В про

тивном случае, если 𝐴 > 0, то равновесие неустойчиво. Расчеты показали, что

коэффициенты нормализованного гамильтониана (2.56) имеют следующий яв

ный вид

𝐴 =
27

8
(𝑏2 − 𝑐), 𝐵 = 9(𝑏2 − 𝑐), 𝐶 =

9

8
(𝑏2 − 𝑐). (2.57)

Чтобы проверить условие устойчивости, выразим коэффициент 𝐴 через
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параметры параметры 𝜉* и 𝜇. С этой целью подставим (2.9), (2.10) в приведен

ное выше выражение для 𝐴, а затем в полученном таким образом выражении,

используя соотношения (2.35), заменим 𝑄1 и 𝑄2 их выражениями через 𝜉* и 𝜇.

В результате имеем

𝐴 =
27𝜇(𝜇− 1)

8(𝜉* + 𝜇)2(𝜉* + 𝜇− 1)2
. (2.58)

Поскольку 𝜇 ∈ (0; 1), то из (2.58) следует, что 𝐴 < 0. Следовательно, по

ложение равновесия системы с гамильтонианом (2.56) устойчиво по Ляпунову.

Это означает, что при значениях параметров на границе области устойчивости,

заданной уравнениями (2.35), коллинеарная точка либрации 𝐿1 устойчива по

Ляпунову.

Рассмотрим теперь случай 𝑎 = −1
2 , когда частоты принимают значения

𝜔1 =
√
10
2 и 𝜔2 = 0. Здесь также имеет место резонанс первого порядка. На

помним, что граница (2.32) области устойчивости в этой случае совпадает с

бифуркационной поверхностью.

Выполним линейную каноническую замену переменных

𝑞1 = −103/42
√
5

25
𝑥1 −

√
15

5
𝑥2, 𝑞2 = −101/4

√
5

5
𝑦1 +

4
√
15

15
𝑦2,

𝑝1 = −101/4
√
5

5
𝑦1 −

√
15

15
𝑦2, 𝑝2 =

103/4
√
5

50
𝑥1 −

√
15

5
𝑥2,

(2.59)

которая приводит квадратичную часть гамильтониана (2.4) к следующей нор

мальной форме

𝐻2 =

√
10

4

(︀
𝑥21 + 𝑦21

)︀
− 1

2
𝑦22. (2.60)

Нормализация членов третьей и четвёртой степени, которая выполняется

аналогично случаю 𝑎 = 1, приводит гамильтониан к виду (2.56). Коэффициен

ты при членах третей и четвертой степеней нормализованного гамильтониана

имеют в этом случае вид

𝑘3 = −33
√
6

100
𝑏, 𝑘12 = −3

√
10

25
𝑏, (2.61)
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𝐴 = −108

625
𝑏2 − 9

25
𝑐, 𝐵 = − 9

√
10

12500
(731𝑏2 − 550𝑐), 𝐶 = − 88239

200000
𝑏2 − 801

4000
𝑐.

(2.62)

Таким образом, в соответствии с теоремой А.Г. Сокольского [42] при 𝑏 ̸= 0

положение равновесия неустойчиво. Коэффициент 𝑏 на границе 𝑎 = −1
2 обра

щается в нуль при

𝜉* = −1

2
𝜇+

1

4
. (2.63)

Подставляя (2.63) в (2.32) приходим к следующим параметрическим уравнени

ям кривой, на которой 𝑎 = −1
2 и 𝑏 = 0.

𝑄1 = − 1

512

(2𝜇+ 1)4

1− 𝜇
, 𝑄2 = − 1

512

(2𝜇− 3)4

𝜇
. (2.64)

Для получения выводов об устойчивости при значениях параметров на

данной кривой необходимо определить знак коэффициента 𝐴 при членах чет

вертой степени функции Гамильтона. С этой целью, подставив (2.64) в первую

из формул (2.62), имеем

𝐴 =
72

25 (3− 2𝜇) (2𝜇+ 1)
. (2.65)

Из (2.65) следует, что 𝐴 > 0. Следовательно, на основании теоремы А.Г.

Сокольского [42] коллинеарная точка либрации 𝐿1 неустойчива при 𝑎 = −1
2 и

𝑏 = 0. Таким образом, при всех значениях параметров, отвечающих границе об

ласти устойчивости 𝑎 = −1
2 , заданной уравнениями (2.32) коллинеарная точка

либрации 𝐿1 неустойчива.

2.6. Анализ устойчивости в случае резонанса второго

порядка

Рассмотрим теперь случай 𝑎 = 8
9 , который имеет место на границе области

устойчивости, заданной параметрическими уравнениями (2.34). Здесь линейная
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система имеет равные частоты 𝜔1 = 𝜔2 =
√
5
3 , т.е. реализуется резонанс второго

порядка. В этом случае, используя линейную каноническую замену переменных

𝑞1 = −
√
3

5
𝑥2 +

√
15

5
𝑦1, 𝑞2 =

√
15

5
𝑥1 −

√
3𝑦2,

𝑝1 = −7
√
15

15
𝑥1 +

2
√
3

3
𝑦2, 𝑝2 =

7
√
3

15
𝑥2 −

2
√
15

15
𝑦1,

(2.66)

квадратичная часть гамильтониана (2.4) приводится к виду

𝐻2 =
1

2

(︀
𝑥21 + 𝑥22

)︀
+ 𝜔(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1). (2.67)

Посредством нелинейной канонической близкой к тождественной замены

переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 → 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, заданной производящей функцией вида (2.38), га

мильтониан может быть приведен к следующей нормальной форме [40]

𝐻 =
1

2

(︀
𝑢21 + 𝑢22

)︀
+ 𝜔(𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)+

+ (𝑢21 + 𝑣21)(𝐴(𝑢
2
2 + 𝑣22) +𝐵(𝑣2𝑢1 − 𝑢2𝑣1) + 𝐶(𝑢21 + 𝑣22)) + · · · .

(2.68)

Многоточием в (2.68) обозначены члены выше четвертой степени. Расчеты, вы

полненные методом Депри-Хори показали, что коэффициенты нормализован

ного гамильтониана имеют вид

𝐴 =
33291

40000
𝑏2 − 1161

1600
𝑐, 𝐵 = − 27

√
5

10000
(387𝑏2 − 335𝑐), 𝐶 =

93069

25000
𝑏2 − 3321

1000
𝑐.

(2.69)

В соответствии с теоремой А.Г. Сокольского [41,85] положение равновесия

канонической системы с гамильтонианом (2.68) устойчиво по Ляпунову, если

выполняется неравенство 𝐴 > 0. В противном случае, если 𝐴 < 0, то равнове

сие неустойчиво. Получим выражение коэффициента 𝐴 через 𝜉* и 𝜇, которые

как и в рассмотренных выше резонансных случаях, выбираются в качестве па

раметров задачи. Последовательно подставляя выражения (2.9), (2.10) и (2.34)

в первую из формул (2.69), имеем

𝐴 =
3(9272𝜇2 − 1562𝜇𝜉* + 263𝜉2* − 9272𝜇+ 781𝜉* + 168)

40000(𝜉* + 𝜇)2(𝜉* + 𝜇− 1)2
.
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Из уравнения 𝐴 = 0 получаем следующие уравнения кривых, которые делят

Рис. 2.6: Подобласти устойчивости и неустойчивости в случае 𝑎 = 8
9 .

всю область допустимых значений параметров 𝜉* и 𝜇 на подобласти устойчиво

сти и неустойчивости

𝜉* =
781

263
𝜇− 781

526
± 5

526

√︀
−292572𝜇2 + 292572𝜇+ 17329. (2.70)

Эти подобласти показаны на Рис. 2.6. В подобластях I и II, выделенных темно

серым цветом, где выполняется неравенство 𝐴 > 0, коллинеарная точка либ

рации 𝐿1 устойчива по Ляпунову. В подобласти III, выделенной светло-серым

цветом, выполняется неравенство 𝐴 < 0, поэтому здесь коллинеарная точка

либрации 𝐿1 неустойчива. Граничная кривая 𝛼, разделяющая области I и III,

задается уравнением (2.70), где в правой части должен быть взят знак "+". Гра

ничная кривая 𝛽, разделяющая области II и III, задается уравнением (2.70), где
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в правой части должен быть взят знак "–". Для решения задачи об устойчивости

на самих этих кривых требуется дополнительное исследование с учетом членов

не ниже шестой степени в разложении гамильтониана (2.4). Такое исследование

в данной работе не проводилось.

Для завершения анализа устойчивости рассмотрим случай 𝑎 = 0, кото

рый реализуется на границе области устойчивости, заданной параметрическими

уравнениями (2.33). Этом случае также имеет место резонанс второго порядка

𝜔1 = 𝜔2 = 1 и функция Гамильтона приводится к виду (2.68).

Линейная замена переменных, нормализующая квадратичную часть га

мильтониана имеет следующий вид

𝑞1 = −𝑦2, 𝑞2 = −𝑦1, 𝑝1 = 𝑥2, 𝑝2 = 𝑥1, (2.71)

а коэффициенты нормализованного до членов четвертой степени гамильтониа

на, вычисляются по формулам

𝐴 =
35𝑏2 − 9𝑐

64
, 𝐵 = −13

24
𝑏2, 𝐶 = − 7

12
𝑏2. (2.72)

Последовательно подставляя (2.9), (2.10) и (2.33) в первую из формул

(2.72), имеем следующее выражение для коэффициента 𝐴, через параметры

𝜉* и 𝜇

𝐴 =
(18𝜇+ 53𝜉* − 9)𝜉*

64(𝜉* + 𝜇)2(𝜉* + 𝜇− 1)2
.

Из уравнения 𝐴 = 0 получаем следующие уравнения для границ подобла

стей устойчивости и неустойчивости

𝜉(0)* = 0, 𝜉(1)* =
9− 18𝜇

53
. (2.73)

На Рис. 2.7 в подобластях, выделенных темно-серым цветом, выполняется

неравенство 𝐴 > 0, поэтому на основании упомянутой выше теоремы А.Г. Со

кольского [41,85] коллинеарная точка либрации 𝐿1 в этих подобластях устойчи

ва по Ляпунову. В подобласти, выделенной светло-серым цветом, выполняется
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Рис. 2.7: Подобласти устойчивости и неустойчивости в случае 𝑎 = 0.

неравенство 𝐴 < 0, поэтому здесь на основании той же теоремы коллинеарная

точка либрации 𝐿1 неустойчива.
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Глава 3

Анализ устойчивости коллинеарной точки

либрации 𝐿1 в плоской эллиптической

ограниченной фотогравитационной задаче трех

тел

3.1. Гамильтониан задачи

Коллинеарные точки либрации также существуют и в эллиптической фо

тогравитационной задаче трёх тел, когда массивные излучающие тела движут

ся по эллиптическим орбитам. Вопрос об устойчивости коллинеарных точек

либрации в эллиптической задаче значительно менее изучен. В работах [43,44]

рассматривалась линейная задача об устойчивости 𝐿1 в фотогравитационной

эллиптической задаче трёх при различных значениях масс и коэффициентов ре

дукции притягивающих центров. Численно были построены диаграммы устой

чивости в линейном приближении для произвольных значений эксцентрисите

тов.

В данной главе рассматривается плоская фотогравитационная задача трёх

тел. Функция Гамильтона канонической системы, описывающей движение тела

малой массы в плоской эллиптической фотогравитационной задачи трёх тел,

имеет вид

𝐻 =
1

2

(︀
𝑝𝜉

2 + 𝑝𝜂
2
)︀
+𝑝𝜉𝜂−𝑝𝜂𝜉+

𝑒 cos 𝜈
(︀
𝜉2 + 𝜂2

)︀
2 (1 + 𝑒 cos 𝜈)

− 1

1 + 𝑒 cos 𝜈

(︂
𝑄1 (1− 𝜇)

𝑟1
+
𝑄2𝜇

𝑟2

)︂
.

(3.1)

Напомним, что величины 𝑟1 и 𝑟2 – расстояния от тела малой массы 𝑃 до тел

𝑃1 и 𝑃2 соответственно, они вычисляются по формулам (2.3).

Далее предполагается, что массивные тела движутся по слабоэллиптиче
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ским орбитам, т.е эксцентриситет их орбит является малым параметром задачи

(𝑒 ≪ 1). Поскольку при 𝑒 = 0 точки либрации 𝐿(2)
1 , 𝐿(3)

1 , 𝐿2 и 𝐿3 неустойчивы

то, очевидно, они будут неустойчивы и при достаточно малых значениях экс

центриситета 𝑒. Поэтому представляет интерес лишь вопрос об устойчивости

коллинеарной точки либрации 𝐿1. Предположение о малости эксцентриситета

позволило выполнить анализ ее устойчивости аналитически. Основные резуль

таты данной главы были опубликованы в [1,62].

3.2. Линейный анализ устойчивости

Рассмотрим сначала задачу об устойчивости 𝐿1 в линейном приближении.

Линеаризованные в окрестности 𝐿1 уравнения движения тела малой массы име

ют каноническую форму и задаются следующей функцией Гамильтона

𝐻2 =
1

2

(︀
𝑝2𝜉 + 𝑝2𝜂

)︀
+ 𝑝𝜉𝜂 − 𝑝𝜂𝜉 +

𝑒 cos 𝜈 − 2𝑎

2 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
𝜉2 +

𝑒 cos 𝜈 + 𝑎

2 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
𝜂2, (3.2)

где коэффициент 𝑎 вычисляется по той же формуле (2.8), что и в случае кру

говой орбиты.

Полагая 𝑒 малым параметром задачи, разложим гамильтониан (3.2) в ряд

по степеням 𝑒

𝐻2 = 𝐻
(0)
2 + 𝑒𝐻

(1)
2 + 𝑒2𝐻

(2)
2 + . . . , (3.3)

где

𝐻
(0)
2 =

1

2

(︀
𝑝𝜉

2 + 𝑝𝜂
2
)︀
+ 𝑝𝜉𝜂 − 𝑝𝜂𝜉 − 𝑎𝜉2 +

𝑎

2
𝜂2,

𝐻
(1)
2 =

(︂
1

2
+ 𝑎

)︂
cos (𝜈) 𝜉2 +

(︂
1− 𝑎

2

)︂
cos (𝜈) 𝜂2,

𝐻
(2)
2 = −

(︂
1

2
+ 𝑎

)︂
cos (𝜈)2𝜉2 −

(︂
1− 𝑎

2

)︂
cos (𝜈)2𝜂2.

(3.4)

Напомним, что в случае круговых орбит массивных тел (𝑒 = 0) харак

теристическое уравнение линейной канонической системы с гамильтонианом
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(3.2) при 𝑎 ∈
(︀
−1

2 ; 0
)︀
∪
(︀
8
9 ; 1
)︀
имеет четыре чисто мнимых корня ±𝑖𝜔1, ±𝑖𝜔2 и

коллинеарная точка либрации 𝐿1 устойчива в линейном приближении. Часто

ты 𝜔1, 𝜔2 малых линейных колебаний в окрестности 𝐿1 задаются формулами

(2.31).

Если же 𝑎 /∈
[︀
−1

2 ; 0
]︀
∪
[︀
8
9 ; 1
]︀
, то при 𝑒 = 0 корни характеристического урав

нения линейной системы имеют отличные от нуля вещественные части и колли

неарная точка либрации 𝐿1 неустойчива по Ляпунову. В этом случае неустой

чивость этой коллинеарной точки будет иметь место и при достаточно малых

значениях 𝑒.

Пусть 𝑎 ∈
(︀
−1

2 ; 0
)︀
∪
(︀
8
9 ; 1
)︀
, тогда линейной канонической заменой перемен

ных (2.36) гамильтониан (3.3) можно привести к виду

�̃�2 =
1

2
𝜔1

(︀
𝑞1

2 + 𝑝1
2
)︀
− 1

2
𝜔2

(︀
𝑞2

2 + 𝑝2
2
)︀
+ 𝑒�̃�

(1)
2 + 𝑒2�̃�

(2)
2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
, (3.5)

в котором автономная часть 𝐻(0)
2 приведена к нормальной форме.

Если при 𝑒 = 0 выполнено хотя бы одно из резонансных соотношений:

2𝜔1 = 𝑛1, 2𝜔2 = 𝑛2 или 𝜔1 − 𝜔2 = 𝑘 (где 𝑛1, 𝑛2, 𝑘 – некоторые целые числа),

то при 𝑒 ̸= 0 в системе с гамильтонианом (3.5) возможно явление парамет

рического резонанса, приводящее к неустойчивости. Указанные резонансные

соотношения выполняются в одной внутренней точке интервала
(︀
8
9 ; 1
)︀
, в трёх

внутренних точках интервала
(︀
−1

2 ; 0
)︀
и на границах указанных интервалов. В

точках 𝑎 = 5+
√
97

16 и 𝑎 = 5−
√
97

16 имеет место равенство 2𝜔2 = 1, в точке 𝑎 = 13−3
√
41

16

– равенство 2𝜔1 = 3, в точке 𝑎 = −1
3 – равенство 𝜔1−𝜔2 = 1. На границах 𝑎 = 1

и 𝑎 = −1
2 имеет место равенство 𝜔2 = 0, а на границах 𝑎 = 8

9 и 𝑎 = 0 – равенство

𝜔1 = 𝜔2.

В плоскости параметров 𝑎, 𝑒 из точек с координатами (1, 0),
(︁
5+

√
97

16 , 0
)︁
,(︀

8
9 , 0
)︀
, (0, 0),

(︁
5−

√
97

16 , 0
)︁
,
(︀
−1

3 , 0
)︀
,
(︁
13−3

√
41

16 , 0
)︁
,
(︀
−1

2 , 0
)︀
исходят области неустой

чивости. Если значение эксцентриситета мало, то границы указанных областей
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можно получить аналитически в виде сходящихся рядов по степеням 𝑒

𝑎 = 𝑎0 + 𝑒𝑎1 + 𝑒2𝑎2 + . . . , (3.6)

где в качестве 𝑎0 следует положить одно из указанных выше резонансных зна

чений: 1, 5+
√
97

16 , 8
9 , 0,

5−
√
97

16 , −1
3 ,

13−3
√
41

16 или −1
2 .

При малых значениях эксцентриситета эллиптических орбит массивных

излучающих тел решение линейной задачи об устойчивости коллинеарной точ

ки 𝐿1 можно получить используя подход, предложенный в [31]. На основании

этого подхода нужно построить каноническую замену переменных приводящую

линеаризованную систему с гамильтонианом (3.3) к наиболее удобной для даль

нейшего анализа нормальной форме. Нормализацию линеаризованной системы

можно выполнить до членов некоторого конечного порядка в разложении Га

мильтониана (3.3) в ряд по степеням малого параметра 𝑒. Задача об устойчи

вости исходной линейной системы с гамильтонианом (3.3) и нормализованной

линейной системы эквивалентны.

Вид нормализованной функции Гамильтона зависит от типа резонанса,

поэтому каждый резонансный случай необходимо рассмотреть отдельно. Рас

смотрим сначала так называемые резонансы основного типа, когда при 𝑒 = 0

величина 2𝜔2 равна целому числу. В этом случае линейной 2𝜋-периодической по

𝜈, аналитической по 𝑒 заменой переменных 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2 → 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 функцию

Гамильтона можно привести к следующей нормальной форме

𝐾2 =
1

2
(𝜔1 + 2𝑘10)

(︀
𝑥1

2 + 𝑦1
2
)︀
+ 𝑘20𝑥2

2 + 𝑘22𝑥2𝑦2 + 𝑘02𝑦2
2, (3.7)

где 𝑘10, 𝑘20, 𝑘22, 𝑘02 не зависят от 𝜈 и представляют собой ряды по степеням

эксцентриситета 𝑒, коэффициенты которых выражаются через коэффициенты

разложения (3.6). Отметим, кроме того, что величина 𝑘10 имеет порядок мало

сти не ниже 𝑒.

Линейная замена переменных, приводящая исходный гамильтониан к виду
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(3.7) может быть построена при помощи метода Депри-Хори [31,74]. В процессе

нормализации выражения для коэффициентов гамильтониана (3.7) получаются

в виде сходящихся рядов по степеням малого параметра 𝑒. Методом Депри-Хори

эти ряды могут быть получены с точностью до любого конечного порядка 𝑒.

На границах области неустойчивости (параметрического резонанса) харак

теристическое уравнение нормализованной канонической системы с гамильто

нианом (3.7) имеет два нулевых корня, т.е. выполняется равенство

𝑘222 = 4𝑘20𝑘02 . (3.8)

Из данного равенства можно получить аналитические выражения для границ

областей параметрического резонанса основного типа. Покажем, как это сде

лать для параметрических резонансов, встречающихся в данной задаче.

При выполнении соотношения 2𝜔2 = 1, области параметрического резо

нанса исходят из точек
(︁
5+

√
97

16 , 0
)︁
и
(︁
5−

√
97

16 , 0
)︁
. В первом случае 𝑎0 = 5+

√
97

16 и

коэффициенты нормальной формы принимают вид

𝑘20 =
97 + 19

√
97

409728

(︁
3104𝑎1 + 291 + 15

√
97
)︁
𝑒+

+
59803 + 14701

√
97

4451118870528

(︁(︁
41295616 + 561920

√
97
)︁
𝑎2 − 30964736𝑎21−

−
(︁
67725504 + 7128000

√
97
)︁
𝑎1 − 35280555 + 1888989

√
97
)︁
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑘22 =𝑂
(︀
𝑒3
)︀
,

𝑘02 =
97 + 19

√
97

409728

(︁
3104𝑎1 − 291− 15

√
97
)︁
𝑒+

+
59803 + 14701

√
97

4451118870528

(︁(︁
41295616 + 561920

√
97
)︁
𝑎2 − 30964736𝑎21+

+
(︁
67725504 + 7128000

√
97
)︁
𝑎1 − 35280555 + 1888989

√
97
)︁
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
.

(3.9)

Подставляя выражения (3.9) в равенство (3.8) и приравнивая коэффици

енты при равных степенях эксцентриситета, получим уравнения для последова

тельного определения коэффициентов 𝑎𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . .) ряда (3.6). Вычисления
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показали, что уравнения границ области параметрического резонанса, исходя

щих из точки
(︁
5+

√
97

16 , 0
)︁
имеют вид

𝑎+ =
5 +

√
97

16
+

(︃
3

32
+

15
√
97

3104

)︃
𝑒+

(︃
375

512
− 381237

√
97

4817408

)︃
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑎− =
5 +

√
97

16
−

(︃
3

32
+

15
√
97

3104

)︃
𝑒+

(︃
375

512
− 381237

√
97

4817408

)︃
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
.

(3.10)

Границы, вычисленные до 𝑒5 включительно, приведены в приложении.

Аналогично определяются границы области параметрического резонанса,

исходящие из точки
(︁
5−

√
97

16 , 0
)︁
. Здесь коэффициенты нормальной формы (3.7)

имеют следующий вид

𝑘22 =𝑂(𝑒
3),

𝑘20 =
97− 19

√
97

409728

(︁
3104𝑎1 + 291− 15

√
97
)︁
𝑒+

+
1

22 +
√
97

(︃
97− 107

√
97

44
𝑎2 +

12259 + 29291
√
97

15972
𝑎21−

− 836307− 81657
√
97

21296
𝑎1 +

3995634 + 727923
√
97

340736

)︃
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑘02 =
97− 19

√
97

409728

(︁
3104𝑎1 − 291 + 15

√
97
)︁
𝑒+

+
1

22 +
√
97

(︃
97− 107

√
97

44
𝑎2 +

12259 + 29291
√
97

15972
𝑎21+

+
836307− 81657

√
97

21296
𝑎1 +

3995634 + 727923
√
97

340736

)︃
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
.

(3.11)

Подставив выражения (3.11) в равенство (3.8) и вычислив коэффициен

ты ряда (3.6), получаем следующие уравнения границ области неустойчивости,

исходящих из точки
(︁
5−

√
97

16 , 0
)︁
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𝑎+ =
5−

√
97

16
+

9
(︀√

97− 8
)︀

4
(︀
19
√
97− 97

)︀𝑒+ 27
(︀
444341

√
97 + 9550369

)︀
32
(︀
19
√
97− 97

)︀2 (︀
107

√
97− 97

)︀𝑒2 +𝑂
(︀
𝑒3
)︀
,

𝑎− =
5−

√
97

16
−

9
(︀√

97− 8
)︀

4
(︀
19
√
97− 97

)︀𝑒+ 27
(︀
444341

√
97 + 9550369

)︀
32
(︀
19
√
97− 97

)︀2 (︀
107

√
97− 97

)︀𝑒2 +𝑂
(︀
𝑒3
)︀
.

(3.12)

При резонансе 2𝜔1 = 3 нормальная форма принимает следующий вид

𝐾2 =
1

2
(𝜔2 + 2𝑘20)

(︀
𝑥2

2 + 𝑦2
2
)︀
+ 𝑘10𝑥1

2 + 𝑘11𝑥1𝑦1 + 𝑘01𝑦1
2, (3.13)

где 𝑘20, 𝑘10, 𝑘11, 𝑘01 не зависят от 𝜈 и являются рядами по степеням эксцентри

ситета 𝑒, коэффициенты которых выражаются через коэффициенты ряда (3.6).

Величина 𝑘20 имеет порядок малости не ниже 𝑒. Линейная замена переменных

𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2 → 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, приводящая гамильтониан (3.5) к виду (3.13), также

может быть построена при помощи метода Депри-Хори.

На границах области параметрического резонанса характеристическое

уравнение системы с гамильтонианом (3.13) имеет два нулевых корня, т.е. имеет

место равенство

𝑘211 = 4𝑘10𝑘01. (3.14)

При выполнении соотношения 2𝜔1 = 3, область параметрического резо

нанса исходит из точки
(︁
13−3

√
41

16 , 0
)︁
. В этом случае коэффициенты нормальной

формы принимают вид
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𝑘11 =𝑂
(︀
𝑒4
)︀
,

𝑘10 =𝑘0 +
48765

√
41− 312315

4096
𝑒3 +𝑂

(︀
𝑒4
)︀
,

𝑘01 =𝑘0 −
48765

√
41− 312315

4096
𝑒3 +𝑂

(︀
𝑒4
)︀
,

𝑘0 =− 123 + 53
√
41

1220
𝑎1𝑒+

1√
41− 6

(︃
39
√
41− 287

244
𝑎2−

− 9631779− 2218151
√
41

68094300
𝑎21 +

64485
√
41− 656910

1155584

)︃
𝑒2+

+
1

1997
√
41− 12787

(︃
21604

√
41− 138334

61
𝑎3+

+

(︃
491447578− 76752602

√
41

680943
𝑎2+

+
25712263006566

√
41− 164783276157101

68094300

)︃
𝑎1+

+
4440095377202

√
41− 28431991117658

190034167725
𝑎31

)︃
𝑒3 +𝑂

(︀
𝑒4
)︀
.

(3.15)

Подставляя выражения (3.15) в равенство (3.14) и вычисляя коэффициен

ты ряда (3.6) приходим к следующим уравнениям границ области неустойчиво

сти, исходящих из точки
(︁
13−3

√
41

16 , 0
)︁
.

𝑎+ =
13− 3

√
41

16
+

45
(︀
14598− 1433

√
41
)︀

4736
(︀
39
√
41− 287

)︀ 𝑒2 +
915

(︀
3251

√
41− 20821

)︀
8192

(︀
10802

√
41− 69167

)︀𝑒3 +𝑂
(︀
𝑒4
)︀
,

𝑎− =
13− 3

√
41

16
+

45
(︀
14598− 1433

√
41
)︀

4736
(︀
39
√
41− 287

)︀ 𝑒2 −
915

(︀
3251

√
41− 20821

)︀
8192

(︀
10802

√
41− 69167

)︀𝑒3 +𝑂
(︀
𝑒4
)︀
.

(3.16)

При комбинационном резонансе, когда при 𝑒 = 0 разность 𝜔1 − 𝜔2 равна

целому числу, функция Гамильтона (3.3) уже не приводится к виду (3.7), но
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использованная выше методика построения границ областей неустойчивости в

виде рядов по степеням малого параметра 𝑒, применима и в этом случае.

Для построения границ области неустойчивости, исходящих из точки(︀
−1

3 ; 0
)︀
, в которой при 𝑒 = 0 имеет место резонансное соотношение 𝜔1 − 𝜔2 = 1

выполним линейную замену переменных (2.36) и перейдем к каноническим по

лярным координатам

𝑞1 =
√
2𝑟1 sin𝜙1 , 𝑞2 =

√
2𝑟2 sin𝜙2 , 𝑝1 =

√
2𝑟1 cos𝜙1 , 𝑝2 =

√
2𝑟2 cos𝜙2.

(3.17)

В результате таких замен функция Гамильтона (3.3) принимает вид

�̂�2 =

√
33 + 3

6
𝑟1 −

√
33− 3

6
𝑟2 + 𝑒�̂�

(1)
2 + 𝑒2�̂�

(2)
2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
. (3.18)

Далее при помощи линейной близкой к тождественной 2𝜋-периодической

по 𝜈 канонической замены переменных 𝑟𝑖, 𝜙𝑖 → 𝜌𝑖, 𝜃𝑖 (𝑖 = 1, 2), которую можно

построить при помощи метода Депри-Хори, приведем гамильтониан (3.18) к

следующей нормальной форме

𝐾2 = Ω1𝜌1 − Ω2𝜌2 + 𝜅 cos (𝜃1 + 𝜃2 − 𝜈)
√
𝜌1𝜌2, (3.19)

где Ω1, Ω2, 𝜅 представляют собой ряды по степеням эксцентриситета 𝑒, коэф

фициенты которых выражаются через коэффициенты ряда (3.6), и не зависят

от 𝜈.

Вычисления показали, что с точностью до 𝑒2 имеют место следующие вы
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ражения

Ω1 =

√
33 + 3

6
+

5
√
33− 99

88
𝑎1𝑒+

+

(︃
5
√
33− 99

88
𝑎2 +

9801− 2823
√
33

15488
𝑎21 +

√
33− 462

968

)︃
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

Ω2 =

√
33− 3

6
− 5

√
33 + 99

88
𝑎1𝑒−

−

(︃
5
√
33 + 99

88
𝑎2 −

9801 + 2823
√
33

15488
𝑎21 +

√
33 + 462

968

)︃
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝜅 =−
√
66

11
𝑒− 699

√
66

1936
𝑎1𝑒

2 +𝑂
(︀
𝑒3
)︀
.

(3.20)

Далее, выполнив замену переменных

𝜃1 = 𝜓1, 𝜃2 = 𝜓2 + 𝜈 − 𝜋

2
, 𝜌1 = 𝑅1, 𝜌2 = 𝑅2,

приходим к системе со следующим независящим от 𝜈 гамильтонианом

𝐾2 = Δ1𝑅1 +Δ2𝑅2 + 𝜅 sin (𝜓1 + 𝜓2)
√︀
𝑅1𝑅2, (3.21)

где Δ1 = Ω1 и Δ2 = −Ω2 − 1.

В декартовых канонических переменных, которые вводятся по формулам

𝑢1 =
√︀

2𝑅1 sin𝜓1 , 𝑢2 =
√︀

2𝑅2 sin𝜓2 , 𝑣1 =
√︀

2𝑅1 cos𝜓1 , 𝑣2 =
√︀

2𝑅2 cos𝜓2 ,

гамильтониан (3.21) принимает вид

𝐾2 =
1

2
Δ1

(︀
𝑢21 + 𝑣21

)︀
+

1

2
Δ2

(︀
𝑢22 + 𝑣22

)︀
+

1

2
𝜅 (𝑢1𝑣2 + 𝑢2𝑣1) . (3.22)

Область неустойчивости системы с гамильтонианом (3.22), т.е. область иссле

дуемого параметрического резонанса исходной системы, определяется неравен

ством [31]

|Δ1 +Δ2| < 𝜅 , (3.23)

которое можно переписать в виде

|Ω1 − Ω2 − 1| < 𝜅 . (3.24)
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На границах области неустойчивости неравенство (3.24) обращается в ра

венство. Подставляя в это равенство выражения (3.20) и приравнивая коэф

фициенты при одинаковых степенях эксцентриситета, можно последователь

но вычислить коэффициенты ряда (3.6), задающего уравнения границ области

неустойчивости (параметрического резонанса). Вычисления показали, что урав

нения этих границ имеют следующий вид

𝑎+ = −1

3
− 4

√
66

99
𝑒+

70

1089
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑎− = −1

3
+

4
√
66

99
𝑒+

70

1089
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
.

(3.25)

Для построения границы области неустойчивости, исходящей из точки(︀
8
9 ; 0
)︀
выполним линейную замену переменных

𝜉 =

√
15

5
𝑝1 −

√
3

5
𝑞2, 𝜂 =

√
15

5
𝑞1 −

√
3𝑝2,

𝑝𝜉 =
2
√
3

3
𝑝2 −

7
√
15

15
𝑞1, 𝑝𝜂 =

7
√
3

15
𝑞2 −

2
√
15

15
𝑝1,

(3.26)

которая приводит функцию Гамильтона (3.3) к виду

�̂�2 =
1

2

(︀
𝑞1

2 + 𝑞2
2
)︀
+

√
5

3
(𝑞1𝑝2 − 𝑞2𝑝1) + 𝑒�̂�

(1)
2 + 𝑒2�̂�

(2)
2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
. (3.27)

При помощи линейной близкой к тождественной 2𝜋-периодической по 𝜈 канони

ческой замены переменных 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 → 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, которую можно построить с помощью

метода Депри-Хори, гамильтониан (3.27) приводится к следующей нормальной

форме

𝐾2 =
1

2
(1 + 2𝑘10)

(︀
𝑥1

2 + 𝑥2
2
)︀
+𝑘01

(︀
𝑦1

2 + 𝑦2
2
)︀
+𝜔 (𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)+𝑘11𝑥1𝑦1+𝑘21𝑥2𝑦1 ,

(3.28)

где 𝑘10, 𝑘01, 𝑘11, 𝑘21 – независящие от 𝜈 сходящиеся ряды по степеням эксцен

триситета 𝑒, коэффициенты которых выражаются через коэффициенты ряда
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(3.6). С точностью до членов порядка 𝑒2 эти ряды имеют вид

𝑘10 =
9

100
𝑎1𝑒+

1

2

(︂
9

50
𝑎2 −

7047

10000
𝑎21 −

6766

6655

)︂
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑘01 =
9

20
𝑎1𝑒+

1

2

(︂
9

10
𝑎2 +

6237

2000
𝑎21 +

14

121

)︂
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑘21 =
21
√
5

25
𝑎1𝑒+

√
5

4

(︂
84

25
𝑎2 +

19683

2500
𝑎21 +

14992

6655

)︂
𝑒2 +𝑂

(︀
𝑒3
)︀
,

𝑘11 = 𝑂
(︀
𝑒3
)︀
,

𝜔 =

√
5

3
+𝑂

(︀
𝑒3
)︀
.

(3.29)

Граница области устойчивости определяется равенством [31]

𝑘01 =
𝑘211
(︀
4𝜔2 − 4𝜔𝑘21 − 𝑘211

)︀
8 (1 + 2𝑘10) (2𝜔 − 𝑘21)

2 . (3.30)

Приравняв в левой и правой частях этого равенства члены при одинаковых

степенях 𝑒, можно получить систему уравнений для искомых коэффициентов 𝑎𝑗

(𝑗 = 1, 2, . . .) разложения (3.6), задающего уравнение границы области неустой

чивости. Вычисления показали, что уравнение этой границы имеет следующий

вид

𝑎* =
8

9
− 140

1089
𝑒2 − 173891

2898918
𝑒4 +𝑂

(︀
𝑒5
)︀
. (3.31)

Для проверки достоверности полученных выше аналитических результа

тов в диссертационной работе был выполнен также и численный анализ корней

характеристического уравнения линейной системы с гамильтонианом (3.2). Ал

горитм этого анализа состоит в следующем. В результате численного интегри

рования линейной системы с гамильтонианом (3.2) вычислялась ее матрица мо

нодромии и находились коэффициенты соответствующего характеристического

уравнения. На основании проведения указанных численных расчетов определя

лись области значений параметров, для которых характеристическое уравне

ние имеет корни с модулями неравными единице. Эти области изображены на

Рис. 3.1 серым цветом, а их границы выделены тонкими сплошными линиями.
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Данные области являются областями параметрического резонанса, где имеет

место неустойчивость коллинеарной точки 𝐿1. Отметим, что ранее эти области

были получены в работе [43].

Рис. 3.1: Границы областей параметрического резонанса для 𝑎 ∈
[︀
8
9 ; 1
]︀
.

Пунктирными линиям на Рис. 3.1 изображены границы областей парамет

рического резонанса, построенные на основании асимптотических формул (3.10)

и (3.31), полученных в данном параграфе. Таким образом, на Рис. 3.1 видно,

что аналитические результаты, полученные в данном параграфе, хорошо согла

суются с результатами анализа устойчивости 𝐿1, выполненного на основании

численного анализа корней характеристического уравнения.

3.3. Нелинейный анализ устойчивости в случае равных

масс и интенсивностей излучения притягивающих тел

Рассмотрим случай, когда массы притягивающих тел равны 𝑚1 = 𝑚2

(𝜇 = 1
2), а также равны инетенсивности их излучения 𝑄1 = 𝑄2 = 𝑄. Тогда

из уравнения (1.16) следует, что 𝜉*1 = 0, т.е. коллинеарная точка либрации 𝐿1

находится в центре масс системы (см. Рис. 3.2). В этом случае на основании
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формул (2.8)-(2.10) имеем: 𝑎 = 8𝑄, 𝑏 = 0, 𝑐 = 32𝑄, а гамильтониан системы

уравнений возмущенного движения принимает вид

𝐻 = 𝐻2 +𝐻4 + · · · (3.32)

где

𝐻2 =
1

2

(︀
𝑝21 + 𝑝22

)︀
+ 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1 − 8𝑄𝑞21 + 4𝑄𝑞22+

+

(︂
1 + 16𝑄

2
𝑞21 +

1− 8𝑄

2
𝑞22

)︂
cos(𝜈)𝑒+𝑂(𝑒2),

(3.33)

𝐻4 = −32𝑄𝑞41 + 96𝑄𝑞21𝑞
2
2 − 12𝑄𝑞42+

+
(︀
32𝑄𝑞41 − 96𝑄𝑞21𝑞

2
2 + 12𝑄𝑞42

)︀
cos(𝜈)𝑒+𝑂(𝑒2).

(3.34)

Рис. 3.2: Случай равных масс и интенсивностей излучения притягивающих тел.

Строгие выводы об устойчивости для 𝑄 ∈
(︀
− 1

16 ; 0
)︀
∪
(︀
1
9 ;

1
8

)︀
и 𝑒≪ 1 можно

получить, используя теоремы об устойчивости периодических гамильтоновых

систем с двумя степенями свободы [3, 5, 10, 11, 92]. Чтобы применить эти тео

ремы, необходимо построить последовательность канонических замен перемен

ных, которая для значений параметров из областей устойчивости в линейном

приближении приводит гамильтониан (3.32) к нормальной форме до членов

четвёртого порядка включительно. На первом этапе нормализации необходимо

построить линейную каноническую замену переменных, приводящую квадра

тичную часть (3.33) гамильтониана (3.32) к виду

𝐻 = Ω1𝑟1 − Ω2𝑟2, (3.35)
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где Ω1 = 𝜔1+𝑂(𝑒), Ω2 = 𝜔2+𝑂(𝑒). В диссертационной работе эта замена была

построена методом Депри-Хори.

На втором этапе нормализации строится каноническая близкая к тожде

ственной замена переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 → 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, нормализующая гамильтониан за

дачи до членов четвёртой степени включительно. Производящая функция для

такой замены имеет вид

𝑆 = 𝑥𝑖𝑣𝑖 + 𝑆(4)(𝑥𝑖, 𝑣𝑖, 𝜈) (𝑖 = 1, 2), (3.36)

где 𝑆(4)(𝑥𝑖, 𝑣𝑖, 𝜈) – сходящийся степенной ряд, начинающийся с членов четвер

того порядка.

На этом этапе необходимо отдельно рассмотреть нерезонансный случай

и случаи резонансов. В нерезонансном случае мы предполагаем, что частоты

линейной системы не удовлетворяют резонансному соотношению вплоть до чет

вертого порядка. То есть, выполняется неравенство 𝑛1𝜔1 + 𝑛2𝜔2 ̸= 𝑁 , где 𝑛1 и

𝑛2 – целые числа, удовлетворяющие условию |𝑛1|+ |𝑛2| ≤ 4. Тогда нормальная

форма гамильтониана имеет вид

𝐻 = Ω1𝑟1 − Ω2𝑟2 + 𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2 +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

5/2
)︁
, (3.37)

где канонические переменные 𝜙𝑖, 𝑟𝑖 вводятся по формулам 𝑢𝑖 =
√
2𝑟𝑖 sin(𝜙𝑖),

𝑣𝑖 =
√
2𝑟𝑖 cos(𝜙𝑖). Для вычисления коэффициентов производящей функции

(3.36) и нормальной формы (3.37) также использовался метод Депри-Хори.

Расчеты показали, что в нашей задаче

𝑐211 − 𝑐20𝑐02 = −81(534528𝑄4 − 90112𝑄3 + 9600𝑄2 − 480𝑄+ 15)

64(9𝑄− 1)2(16𝑄+ 1)(8𝑄− 1)
+𝑂(𝑒). (3.38)

На основании результатов В.И. Арнольда [3,5] система с гамильтонианом

(3.37) устойчива для большинства начальных условий, если выполнено неравен

ство

𝑐211 − 𝑐20𝑐02 ̸= 0. (3.39)
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Рис. 3.3: Зависимость 𝑐211 − 𝑐20𝑐02 от 𝑄 ∈
(︀
1
9 ;

1
8

)︀
.

Рис. 3.4: Зависимость 𝑐211 − 𝑐20𝑐02 от 𝑄 ∈
(︀
− 1

16 ; 0
)︀
.

На Рис. 3.3-3.4 изображен график зависимости выражения 𝑐211 − 𝑐20𝑐02 от

𝑄, из которого видно, что величина 𝑐211 − 𝑐20𝑐02 всегда положительна. Следова

тельно, гамильтонова система устойчива для большинства начальных условий.

Далее рассмотрим формальную устойчивость гамильтоновой системы. В

этом случае следует использовать результаты работ [10, 11, 75] о формальной

устойчивости, на основании которых нулевое решение системы с Гамильтониа

ном (3.37) формально устойчиво, если квадратичная форма 𝑐20𝑟21+𝑐11𝑟1𝑟2+𝑐02𝑟
2
2

положительно (или отрицательно) определенная для 𝑟1 ≥ 0, 𝑟2 ≥ 0. Чтобы пока

зать, что приведенное выше условие выполняется в нашей задаче, мы должны

проанализировать знаки значений 𝑐11, 𝑐20, 𝑐02 и 𝑐211− 4𝑐20𝑐02. Расчеты показали

𝑐211 − 4𝑐20𝑐02 = −81(92160𝑄4 − 16384𝑄3 + 1920𝑄2 − 96𝑄+ 3)

16(9𝑄− 1)2(16𝑄+ 1)(8𝑄− 1)
+𝑂(𝑒). (3.40)

Выражения для 𝑐11, 𝑐20, 𝑐02 очень громоздкие, поэтому они здесь не приве

дены. Графики 𝑐11, 𝑐20 и 𝑐02 при 𝑒 = 0 показаны на Рис. 3.5-3.7 для значений 𝑄
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из положительной области
(︀
1
9 ;

1
8

)︀
. Откуда видно, что 𝑐11 < 0, 𝑐20 < 0 и 𝑐02 < 0,

а значит, условие теоремы Глимма выполняется.

Рис. 3.5: Зависимость 𝑐11 от 𝑄.

Рис. 3.6: Зависимость 𝑐20 от 𝑄.

И на Рис. 3.8-3.10 для значений 𝑄 из отрицательной области
(︀
− 1

16 ; 0
)︀
.

Видно, что 𝑐11 > 0, 𝑐20 > 0 и 𝑐02 > 0, то есть условие теоремы Глимма так

же выполняется. Таким образом, для 𝑒≪ 1 и𝑄 ∈
(︀
− 1

16 ; 0
)︀
∪
(︀
1
9 ;

1
8

)︀
коллинеарная

точка 𝐿1 формально устойчива в нерезонансном случае.

Если имеет место резонанс, то нормальная форма гамильтониана вклю

чает дополнительный (резонансный) член. Разложение функции Гамильтона

(3.32) не содержит члены третьего порядка, поэтому резонансы третьего поряд

ка в рассматриваемом приближении не проявляются. Таким образом в нашей

задаче возможны только следующие резонансы четвертого порядка: 4𝜔1 = 3,

4𝜔2 = 1, 2(𝜔1−𝜔2) = 1, 𝜔1− 3𝜔2 = 0. На самом деле, мы должны изучить толь

ко последний, потому что в случае других резонансных случаях резонансный
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Рис. 3.7: Зависимость 𝑐02 от 𝑄.

Рис. 3.8: Зависимость 𝑐11 от 𝑄.

член имеет порядок 𝑂(𝑒), и он не может повлиять на вывод об устойчивости,

полученный для нерезонансного случая.

В случае резонанса 𝜔1−3𝜔2 = 0 нормальная форма Гамильтона принимает

вид

𝐻 = 3𝜔2𝑟1 − 𝜔2𝑟2 + 𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2+

+𝐵𝑟2
√
𝑟1𝑟2 sin(𝜙1 + 3𝜙2) +𝑂

(︁
(𝑟1 + 𝑟2)

5/2
)︁
.

(3.41)

В этом случае условие устойчивости, описанное в [29], представлено в виде

неравенства |3
√
3𝐵| < |𝐶|, где 𝐶 = 𝑐20 + 3𝑐11 + 9𝑐02. Расчеты показали, что

данное неравенство выполняется для рассматриваемого резонанса. Что говорит

об устойчивости точки либрации 𝐿1 в смысле Ляпунова при 𝑒 = 0 и формальной

устойчивости при 𝑒≪ 1.
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Рис. 3.9: Зависимость 𝑐20 от 𝑄.

Рис. 3.10: Зависимость 𝑐02 от 𝑄.
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Глава 4

Анализ устойчивости положения равновесия в

фотогравитационной задаче Ситникова

4.1. Постановка задачи

Ограниченная задача трёх тел в ее классической постановке имеет замеча

тельный частный случай, когда два тела, имеющие равные массы, двигаются

по эллиптическим орбитам вокруг их общего центра масс, а третье тело, обла

дающее малой массой, движется в гравитационном поле этих тел по прямой,

проходящей через их центр масс перпендикулярно плоскости их орбит. Этот

частный случай называют задачей Ситникова [39].

В данной главе мы рассматриваем так называемую фотогравитационную

задачу Ситникова, в которой изучается прямолинейное движение тела 𝑃 в гра

витационном поле двух тел 𝑃1 и 𝑃2, обладающих равными массами и движу

щихся по эллиптическим орбитам эксцентриситета 𝑒. Предполагается, что тела

𝑃1 и 𝑃2 действуют на тело 𝑃 с равными по величине репульсивными силами

светового давления. Тело 𝑃 обладает малой массой и не влияет на движение

тел 𝑃1 и 𝑃2. Прямолинейное движение тела 𝑃 представляет собой колебания

вдоль прямой 𝑂𝑧, перпендикулярной плоскости движения центров (см. Рис.

4.1). Уравнения такого движения могут быть записаны в следующей канониче

ской форме
𝑑𝜁

𝑑𝜈
=
𝑑𝐻

𝑑𝜁
,

𝑑𝑝𝜁
𝑑𝜈

= −𝑑𝐻
𝑑𝑝𝜁

, (4.1)

с гамильтонианом

𝐻 =
1

2
𝑝2𝜁 +

1

1 + 𝑒 cos 𝜈

[︂
𝑒 cos 𝜈

2
𝜁2 − 2𝑄

(1 + 4𝜁2)
1
2

]︂
. (4.2)

Канонические переменные 𝜁, 𝑝𝜁 вводятся по формулам 𝜁 = 𝑧
𝑟 и 𝑝𝜁 = 𝑑𝜁

𝑑𝜈 ,
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где 𝜈 – истинная аномалия, а 𝑟 – расстояние между телами 𝑃1 и 𝑃2. Параметр

𝑄 – коэффициент редукции массы, характеризующий силу светового давления,

принимает значения в интервале [0; 1]. Если 𝑄 = 1, то приходим к классической

задаче Ситникова, когда световое давление отсутствует.

Тривиальное решение 𝜁 = 𝑝𝜁 = 0 канонической системы (4.1) соответству

ет положению равновесия тела 𝑃 , когда оно находится в центре масс 𝑂 всей

системы. Отметим, что это положение равновесия является коллинеарной точ

кой либрации 𝐿1 ограниченной фотогравитационной задачи трёх тел.

Устойчивость положения равновесия по Ляпунову классической задачи

Стникова (𝑄 = 1) подробно исследована [88]. Некоторые области неустойчи

вости положения равновесия в фотогравитационной задаче Ситникова были

установлены в [14,45] на основе анализа линейного приближения системы (4.1).

Цель данной главы состоит в проведении линейного и нелинейного анали

за системы (4.1) и получении строгих выводов об устойчивости по Ляпунову

положения равновесия в фотогравитационной задаче Ситникова. Основные ре

зультаты этой главы были опубликованы в [61].

Для дальнейшего анализа нам понадобится разложение гамильтониана

(4.2) в ряд по степеням канонических переменных 𝜁 и 𝑝𝜁 до членов четвёртого

порядка

𝐻 = 𝐻2 +𝐻4 + . . . , (4.3)

где

𝐻2 =
1

2
𝑝2𝜁 +

8𝑄+ 𝑒 cos 𝜈

2(1 + 𝑒 cos (𝜈))
𝜁2 , (4.4)

𝐻4 = −12
𝑄𝜁4

1 + 𝑒 cos (𝜈)
. (4.5)
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Рис. 4.1: Система координат в фотогравитационной задаче Ситникова

4.2. Линейный анализ устойчивости

Рассмотрим линейную систему канонических дифференциальных уравне

ний
𝑑𝜁

𝑑𝜈
=
𝑑𝐻2

𝑑𝜁
,

𝑑𝑝𝜁
𝑑𝜈

= −𝑑𝐻2

𝑑𝑝𝜁
. (4.6)

Вопрос об устойчивости положения равновесия 𝜁 = 𝑝𝜁 = 0 линейной систе

мы (4.6) может быть решён на основании анализа корней характеристического

уравнения

𝜌2 − 2𝐴𝜌+ 1 = 0 , (4.7)

где 2𝐴 = [𝑥11(2𝜋) + 𝑥22(2𝜋)]. Функции 𝑥11(𝜈), 𝑥22(𝜈) – диагональные элементы

матрицыX(𝜈), которая является матрицей фундаментальных решений системы

(4.6) и удовлетворяет начальному условию X(0) = E2, где E2 – единичная

матрица второго порядка.

Если |𝐴| > 1, то характеристическое уравнение (4.7) имеет корень с моду

лем, большим 1. В этом случае положение равновесия линеаризованной системы

(4.6) неустойчиво [26]. Поэтому на основании теоремы Ляпунова об устойчиво
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сти по первому приближению положение равновесия нелинейной системы (4.1)

также неустойчиво [25].

Если |𝐴| < 1, то оба корня характеристического уравнения различны и их

модули равны 1. В этом случае положение равновесия линейной системы (4.6)

устойчиво [26]. Однако, это не означает, что положение равновесия устойчиво

в соответствующей нелинейной системе (4.1).

Когда |𝐴| = 1, характеристическое уравнение (4.7) имеет кратный корень

𝜌 = 1 или 𝜌 = −1. В этом случае анализа устойчивости линейной системы (4.6)

также недостаточно для получения строгих выводов об устойчивости исходной

системы (4.1).

Чтобы получить строгое решение задачи об устойчивости положения рав

новесия исходной гамильтоновой системы в случае |𝐴| ≤ 1, требуется провести

нелинейный анализ, принимая в расчёт члены не ниже четвертой степени в

разложении гамильтониана (4.2) по степеням канонических переменных 𝜁 и 𝑝𝜁 .

В общем случае, чтобы определить коэффициент 𝐴, необходимо провести

численное интегрирование линейной системы (4.6) на интервале [0; 2𝜋]. Чис

ленное интегрирование системы (4.6) для значений эксцентриситета, близких

к 1, требует высокой точности и становится очень затруднительным. В дан

ной работе мы вычисляем коэффициент 𝐴 для значений эксцентриситета на

интервале 0 < 𝑒 < 0.999. Результаты линейного анализа устойчивости показа

ны на Рис. 4.2. Области, где положение равновесия неустойчиво, закрашены

серым цветом. Вне этих областей положение равновесия устойчиво в линейном

приближении. Большинство областей неустойчивости очень узкие или вырож

даются в линию, поэтому на Рис. 4.2 они показаны жирными кривыми. Кривые,

обозначенные пунктиром, отвечают резонансам четвертого порядка, о них речь

пойдет ниже.

Отметим, что при 𝑒 = 0 линейная система с гамильтонианом (4.4) описы

вает периодические колебания с частотой 𝜔 =
√
8𝑄. Если 𝑒 ≪ 1 и 𝜔 близка к
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𝑁/2, где 𝑁 = 1, 2, 3, 4, 5, тогда в вышеуказанной линейной системе имеет ме

сто явление параметрического резонанса, которое приводит к неустойчивости

положения равновесия [29,49]. В плоскости параметров 𝑒 и 𝑄 области парамет

рического резонанса (области неустойчивости) исходят из точек 𝑄𝑁 = 𝑁 2/32

оси 𝑄 (см. Рис. 4.2). Численные расчёты показали, что области параметриче

ского резонанса, исходящие из точек 𝑄2, 𝑄4, вырождаются в кривые.

Рис. 4.2: Диаграмма устойчивости

Также стоит отметить, что при 𝑒 = 1 в точке 𝜈 = 𝜋 в правой части систе

мы (4.6) имеет место разрыв второго рода. Численные расчёты показали, что,

когда 𝑒 приближается к 1, коэффициент 𝐴 многократно меняет знак, поэтому

интервалы с положительными и отрицательными значениями коэффициента

𝐴 чередуются один за другим. Более того, в данных интервалах модуль коэф

фициента 𝐴 достигает максимального значения, большего или равного 1. Это

указывает на чередование областей устойчивости и неустойчивости в близи зна

чения 𝑒 = 1. Области неустойчивости становятся у́же, когда эксцентриситет 𝑒

приближается к 1. Стоит отметить, что похожее явление было установлено в
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задаче устойчивости плоских колебаний динамически симметричного спутни

ка [87].

4.3. Линейный анализ устойчивости при малых значениях

эксцентриситета

При значениях эксцентриситета, близких к нулю, области неустойчивости

становятся очень узкими, поэтому для получения их границ требуется высокая

точность численных расчётов. С другой стороны указанные границы при малых

𝑒 могут быть получены аналитически на основании метода малого параметра.

Далее предполагаем, что эксцентриситет 𝑒 орбит тел 𝑃1 и 𝑃2 -– малая вели

чина (𝑒≪ 1), которую можно положить малым параметром задачи. Выполним

каноническую замену переменных

𝜁 =
1

4
√
8𝑄

𝑥, 𝑝𝜁 =
4
√︀

8𝑄𝑦, (4.8)

и разложим гамильтониан (4.4) в ряд по степеням 𝑒

𝐻2 =
1

2
𝜔0(𝑥

2 + 𝑦2) +
∞∑︁
𝑛=0

𝑒𝑛𝐻(𝑛), где𝐻(𝑛) =
(−1)𝑛

2
cos𝑛 𝜈

𝜔2 − 1

𝜔
𝑥2 . (4.9)

Полагая, что 𝜔 = 𝜔0 +Δ𝜔, где 𝜔0 =
𝑁
2 , Δ𝜔 ∼ 𝑒, будем искать границы об

ластей параметрического резонанса в виде рядов по степеням эксцентриситета

𝜔 =
𝑁

2
+ 𝑎1𝑒+ 𝑎2𝑒

2 + 𝑎3𝑒
3 + . . . (4.10)

Для проведения дальнейшего анализа удобно ввести комплексно-сопря

жённые переменные по формулам:

𝑥 =
1

2
𝑢0 +

1

2
𝑣0, 𝑦 =

1

2
𝑖𝑢0 −

1

2
𝑖𝑣0 , (4.11)

где 𝑖 – мнимая единица. Тогда ряд (4.9) примет вид

𝐻2 = 𝑖𝜔0𝑢0𝑣0 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑒𝑛𝐻(𝑛), где𝐻(𝑛) =
(−1)𝑛

2
cos𝑛 𝜈

𝜔2 − 1

𝜔
𝑖(𝑢0 + 𝑣0)

2 . (4.12)
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Методом Депри-Хори можно построить каноническую замену переменных

𝑢0, 𝑣0 → 𝑢, 𝑣, приводящую гамильтониан 𝐻2 к виду

𝐾 = 𝑖𝜔0𝑢𝑣 + 𝑖(𝑘20𝑒
−2𝑖𝜔0𝑣𝑢𝑢2 + 𝑘11𝑢𝑣 + 𝑘02𝑒

2𝑖𝜔0𝑣𝑢𝑣2) . (4.13)

Коэффициенты 𝑘𝑖𝑗 (𝑖+ 𝑗 = 2) — ряды по степеням эксцентриситета

𝑘𝑖𝑗 = 𝑘
(1)
𝑖𝑗 𝑒+ 𝑘

(2)
𝑖𝑗 𝑒

2 + 𝑘
(3)
𝑖𝑗 𝑒

3 + . . . , (4.14)

где 𝑘(𝑛)𝑖𝑗 зависят от 𝑎𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . ).

С помощью замены переменных: 𝑢 = 𝜉𝑒𝑖𝜔0𝜈, 𝑣 = 𝜂𝑒−𝑖𝜔0𝜈, нормализованный

гамильтониан приводится к такому виду, когда его коэффициенты не зависят

от 𝜈

𝐾* = 𝑖(𝑘20𝜉
2 + 𝑘11𝜉𝜂 + 𝑘02𝜂

2) . (4.15)

В действительных переменных 𝑋, 𝑌 , к которым можно перейти по фор

мулам:

𝜉 = 𝑋 − 𝑖𝑌 𝜂 = 𝑋 + 𝑖𝑌 , (4.16)

гамильтониан (4.15) примет следующий вид

Γ = 𝛾20𝑋
2 + 𝛾11𝑋𝑌 + 𝛾02𝑌

2 . (4.17)

Задача об устойчивости линейной системы с исходным гамильтонианом

(4.9), эквивалентна задаче об устойчивости системы с нормализованным гамиль

тонианом (4.17).

Характеристическое уравнение системы с нормализованным гамильтониа

ном (4.17) имеет вид⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝛾11 − 𝜆2 𝛾02

−𝛾20 −𝛾11 − 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝜆2 − 𝛾211 + 𝛾02𝛾20 = 0 . (4.18)

Положение равновесия линейной системы устойчиво, если все корни харак

теристического уравнения чисто мнимые, и неустойчиво, если существует хотя
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бы один корень с отличной от нуля действительной частью. Таким образом,

области устойчивости положения равновесия в линейном приближении опреде

ляются неравенством

𝛾211 − 𝛾02𝛾20 < 0 . (4.19)

Граничные кривые, разделяющие области устойчивости и области неустой

чивости (области параметрического резонанса), задаются уравнением

𝛾211 − 𝛾02𝛾20 = 0 . (4.20)

С помощью реализованного в программном пакете Maple алгоритма Де

при-Хори была выполнена нормализация гамильтониана (4.12) и вычислены

явные выражения для коэффициентов гамильтониана (4.17) с точностью до

членов 𝑒5 включительно, а затем из уравнения (4.20) были получены следую

щие выражения, определяющие границы областей параметрического резонанса

в плоскости параметров 𝑒 и 𝑄 (𝑒≪ 1)

𝑄
(𝑙)
1 =

1

32
− 3

64
𝑒+

15

1024
𝑒2 +

27

4096
𝑒3 +

11805

524288
𝑒4 +

395079

20971520
𝑒5 , (4.21)

𝑄
(𝑡)
1 =

1

32
+

3

64
𝑒+

15

1024
𝑒2 − 27

4096
𝑒3 +

11805

524288
𝑒4 − 395079

20971520
𝑒5 , (4.22)

𝑄2 =
1

8
, (4.23)

𝑄
(𝑙)
3 =

9

32
− 135

2048
𝑒2 − 45

16384
𝑒3 − 34695

20971520
𝑒4 − 585

524288
𝑒5 , (4.24)

𝑄
(𝑡)
3 =

9

32
− 135

2048
𝑒2 +

45

16384
𝑒3 − 34695

20971520
𝑒4 +

585

524288
𝑒5 , (4.25)

𝑄4 =
1

2
− 3

20
𝑒2 − 39

1000
𝑒4 − 7023

350000
𝑒6 , (4.26)
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𝑄
(𝑙)
5 =

25

32
− 525

2048
𝑒2 − 141225

20971520
𝑒4 − 525

16777216
𝑒5 , (4.27)

𝑄
(𝑙)
5 =

25

32
− 525

2048
𝑒2 − 141225

20971520
𝑒4 +

525

16777216
𝑒5 . (4.28)

В равенствах (4.21)-(4.28) 𝑄(𝑙)
𝑛 и 𝑄(𝑡)

𝑛 отвечают нижней и верхней границам

резонанса 2𝜔 ≈ 𝑁 соответственно.

Анализ результатов численного и аналитического исследования устойчи

вости показал, что они хорошо согласуются. А именно, при малых значениях

𝑒 выражения (4.21)-(4.28) хорошо аппроксимируют границы областей парамет

рического резонанса, полученные в результате численного анализа.

4.4. Нелинейный анализ устойчивости

Строгие выводы об устойчивости по Ляпунову положения равновесия в

ограниченной фотогравитационной задаче Ситникова могут быть получены с

помощью нелинейного анализа, проведённого с учётом членов не ниже четвёр

той степени в разложении гамильтониана (4.2) в ряд по степеням канонических

переменных 𝜁, 𝑝𝜁 .

В этом параграфе, предполагая, что параметры задачи принимают зна

чения из областей линейной устойчивости или на их границах, мы выполним

нелинейный анализ, используя метод, описанный в [30]. Этот метод применялся

для исследования устойчивости в некоторых задачах небесной и классической

механики (см. [7–9, 66, 67]). Главной идеей этого метода является построение

симплектического отображения, порождённого системой нелинейных канони

ческих уравнений (4.1), и исследование устойчивости его неподвижных точек.

Задача устойчивости неподвижной точки данного отображения эквивалентна

задаче об устойчивости положения равновесия системы (4.1).
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Обозначим через 𝜁(0), 𝑝(0)𝜁 начальные значения переменных 𝜁, 𝑝𝜁 , а через

𝜁(1), 𝑝
(1)
𝜁 – их значения при 𝜈 = 2𝜋. Тогда, согласно [30], симплектическое отоб

ражение примет вид

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜁(1)
𝑝
(1)
𝜁

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = X(2𝜋)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝜁(0) − 𝜕𝑆4

𝜕𝑝
(0)
𝜁

+𝑂4

𝑝
(0)
𝜁 +

𝜕𝑆4

𝜕𝜁(0)
+𝑂4

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ , (4.29)

где 𝑆4 = Φ4(𝜁
(0), 𝑝

(0)
𝜁 , 2𝜋), а Φ4(𝜁

(0), 𝑝
(0)
𝜁 , 𝜈) – форма четвёртой степени, удовле

творяющая уравнению
𝜕Φ4

𝜕𝜈
= −𝐺4 . (4.30)

𝐺4(𝜁
(0), 𝑝

(0)
𝜁 , 𝜈) – форма, полученная из 𝐻4(𝜁, 𝑝𝜁 , 𝜈) с помощью замены перемен

ных ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜁

𝑝𝜁

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = X(𝜈)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝜁(0)
𝑝
(0)
𝜁

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , (4.31)

где X(𝜈) – матрицант линейной системы с гамильтонианом (4.4).

Приравнивая коэффициенты при равных степенях равенства (4.30), по

лучим пять обыкновенных дифференциальных уравнений для коэффициентов

формы Φ4. Правые части этих уравнений зависят от элементов 𝑥𝑖𝑗(𝜈) матри

цы X(𝜈), и определяются в результате решения линейной системы (4.6). Таким

образом, интегрируя систему из девяти уравнений (пять уравнений для коэф

фициентов формы Φ4 и четыре - для элементов 𝑥𝑖𝑗(𝜈)) на интервале [0; 2𝜋], мы

получим коэффициенты формы 𝑆4. В общем случае, указанная система может

быть решена только численно.

Выполним замену переменных

𝜁 = 𝑛11𝑄+ 𝑛12𝑃, 𝑝𝜁 = 𝑛21𝑄+ 𝑛22𝑃, (4.32)

которая нормализует линейную часть отображения (4.29). Если |𝐴| < 1, где

𝐴 – коэффициент характеристического уравнения (4.7), то коэффициенты 𝑛𝑖𝑗
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(𝑖, 𝑗 = 1, 2) могут быть вычислены по формулам

𝑛11 = 𝑥12(2𝜋), 𝑛12 = 0, 𝑛21 = (𝐴− 𝑥11(2𝜋)), 𝑛22 =
√︀

1− 𝐴2. (4.33)

В новых переменных отображение (4.29) примет вид⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑄(1)

𝑃 (1)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ = G

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑄(0) − 𝜕𝐹4

𝜕𝑃 (0)
+𝑂4

𝑃 (0) +
𝜕𝐹4

𝜕𝑄(0)
+𝑂4

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦ , (4.34)

где 𝐹4(𝑄
(0), 𝑃 (0)) = 𝑐𝑆4(𝑛11𝑄

(0) + 𝑛12𝑃
(0), 𝑛21𝑄

(0) + 𝑛22𝑃
(0)), и 𝑐 – валентность

канонического преобразования (4.32), которая вычисляется по формуле 𝑐 =

(𝑛11𝑛22 − 𝑛21𝑛12)
−1.

Матрица нормализованной линейной части отображения (4.34) имеет вид

G =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ cos 𝛾 sin 𝛾

− sin 𝛾 cos 𝛾

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , (4.35)

где 𝛾 = arccos𝐴.

Введём следующие обозначения:

𝜎 = 3𝑓40 + 𝑓22 + 3𝑓04, 𝜎1 = 𝑓22 − 𝑓40 − 𝑓04, 𝜎2 = 𝑓13 − 𝑓31,

где 𝑓𝑖𝑗 (𝑖+ 𝑗 = 4) – коэффициенты 𝐹4.

Предположим, что в системе (4.6) не существует резонансов до четвёртого

порядка включительно, т.е. корни характеристического уравнения (4.7) удовле

творяют неравенству 𝜌𝑘 ̸= 1 (где 𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4}). Если неравенство 𝜎 ̸= 0

выполнено, то неподвижная точка отображения устойчива [30]. В противном

случае, если 𝜎 = 0, то для получения строгих выводов об устойчивости требу

ется проводить нелинейный анализ с учётом членов выше четвёртой степени в

разложении функции Гамильтона.

Резонансный случай требует отдельного исследования. Наиболее важными

являются резонансы до четвёртого порядка включительно [29]. В рассматривае

мой задаче функция Гамильтона не содержит членов третьей степени, поэтому
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исследование устойчивости при резонансах третьего порядка можно выполнить

в рамках анализа устойчивости в общем нерезонансном случае. Резонансы чет

вёртого порядка имеют место на кривых, изображённых на Рис. 4.2 пунктирны

ми линиями. В случае резонансов четвёртого порядка выводы об устойчивости

можно получить на основании следующего критерия [30]: если выполнено нера

венство |𝜎| >
√︀
𝜎21 + 𝜎22, то неподвижная точка устойчива, если же имеет место

неравенство |𝜎| <
√︀
𝜎21 + 𝜎22, то неподвижная точка неустойчива. Резонансы

первого и второго порядков реализуются на границах областей неустойчивости

и в данной работе не рассматривались.

Коэффициенты отображения (4.34) вычислялись численно для всех значе

ний параметров из областей устойчивости в линейном приближении. Расчёты

показали, что величина 𝜎 никогда не обращается в ноль, а на кривых резонан

са четвёртого порядка всегда выполнено неравенство |𝜎| >
√︀
𝜎21 + 𝜎22. Таким

образом, в областях устойчивости в линейном приближении имеет место также

и устойчивость положения равновесия по Ляпунову.



97

Заключение

В диссертационной работе был проведен строгий нелинейный анализ устой

чивости коллинеарной точки либрации 𝐿1 в плоской ограниченной фотограви

тационной задаче трех тел и получены следующие результаты.

1. Выполнен полный и строгий анализ устойчивости по Ляпунову коллине

арной точки либрации 𝐿1 в плоской круговой фотогравитационной задаче

трёх тел. Установлено, что для большинства значений параметров из об

ластей устойчивости в линейном приближении будет также иметь место и

устойчивость 𝐿1 по Ляпунову. Исключение составляет множество малой

меры, реализующейся на двумерных поверхностях, отвечающих резонан

сам третьего и четвертого порядков, а также случаю вырождения, когда

вопрос об устойчивости решается членами выше четвертой степени в раз

ложении гамильтониана возмущенного движения. Уравнение двумерной

поверхности, отвечающей случаю вырождения, получено в явной анали

тической форме. Установлено, что в случае резонанса третьего порядка

возможна устойчивость коллинеарной точки либрации 𝐿1 по Ляпунову.

Аналитически получены уравнения кривой, где имеет место устойчивость.

Вне этой кривой на всей двумерной поверхности, отвечающей резонансу

третьего порядка, точка либрации 𝐿1 неустойчива. При резонансе четвёр

того порядка было установлено, что на резонансной поверхности имеются

области устойчивости по Ляпунову и области неустойчивости. Границы,

разделяющие эти области, получены в явной аналитической форме. Ана

логичный результат получен и в случаях резонансов первого и второго

порядков, которые реализуются на границах областей устойчивости в ли

нейном приближении. Все результаты проведенного исследования проил

люстрированы на диаграммах устойчивости.
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2. Выполнено аналитическое исследование устойчивости в линейном прибли

жении коллинеарной точки либрации 𝐿1 в плоской эллиптической ограни

ченной фотогравитационной задаче трех тел при малых значениях эксцен

триситета орбит массивных тел. Исследовано явление параметрического

резонанса, приводящее к неустойчивости. Были подробно рассмотрены

резонансы как основного, так и комбинационного типа. Для каждого из

резонансов аналитически построены границы областей параметрического

резонанса в виде рядов по степеням эксцентриситета орбит массивных тел.

Результаты проведенного аналитического исследования устойчивости пол

ностью согласуются с результатами численного анализа. В случае равных

масс и интенсивностей излучения массивных тел выполнен нелинейный

анализ и получены строгие выводы о формальной устойчивости коллине

арной точки либрации 𝐿1 в нерезонансном случае. При наличии резонан

са четвертого порядка установлено, что коллинеарная точка либрации 𝐿1

устойчива в приближенной нелинейной системе с учетом членов до тре

тьей степени включительно.

3. Выполнено полное и строгое исследование устойчивости по Ляпунову по

ложения равновесия (коллинеарной точки либрации 𝐿1) в фотогравита

ционной эллиптической задаче Ситникова. Области неустойчивости, по

лученные численно, представлены на диаграммах устойчивости в плос

кости параметров задачи 𝑄 и 𝑒. При малых значениях эксцентриситета

𝑒 орбит притягивающих тел границы областей неустойчивости получены

аналитически в виде рядов по степеням 𝑒. Указано, что имеется счетное

число чередующихся областей устойчивости и неустойчивости, которые

асимптотически накапливаются вблизи прямой 𝑒 = 1 и становятся очень

узкими в ее окрестности. На основании нелинейного анализа, выполненно

го при помощи метода симплектических отображений, показано, что вне
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областей неустойчивости положение равновесия устойчиво по Ляпунову

как в нерезонансном случае, так и в случаях резонансов.
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Приложение А

Границы области параметрического резонанса

Границы области параметрического резонанса, исходящего из точки(︁
5+

√
97

16 , 0
)︁
, вычисленные до 𝑒5

𝑎+ =
5 +

√
97

16
+

(︃
3

32
+

15
√
97

3104

)︃
𝑒+

(︃
375

512
− 381237

√
97

4817408

)︃
𝑒2+

+

(︃
400138425

√
97

7476617216
− 4635

8192

)︃
𝑒3 +

(︃
14319146391009

√
97

11603709919232
− 1589595

131072

)︃
𝑒4+

+

(︃
52923465

2097152
− 46184227518972435

√
97

18008957794648064

)︃
𝑒5 +𝑂

(︀
𝑒6
)︀
,

𝑎+ =
5 +

√
97

16
−

(︃
3

32
+

15
√
97

3104

)︃
𝑒+

(︃
375

512
− 381237

√
97

4817408

)︃
𝑒2−

−

(︃
400138425

√
97

7476617216
− 4635

8192

)︃
𝑒3 +

(︃
14319146391009

√
97

11603709919232
− 1589595

131072

)︃
𝑒4−

−

(︃
52923465

2097152
− 46184227518972435

√
97

18008957794648064

)︃
𝑒5 +𝑂

(︀
𝑒6
)︀
.
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