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Аннотация 

В работе рассматриваются модели динамики цен акций предприятий авиационной от-

расли. Ставится задача нахождения вероятностных характеристик цен акций предприятий 

авиационной отрасли. Для решения этой задачи анализа разработан универсальный алгоритм 

статистического моделирования цен акций, основанный на использовании метода Монте-

Карло. Описывается программное обеспечение, сформированное по разработанному алго-

ритму и позволяющее задавать параметры моделей, моделировать траектории случайных 

процессов со скачками и по результатам моделирования вычислять статистические оценки 

плотности вероятности, математического ожидания и дисперсии состояния системы, строить 

графики указанных характеристик. 
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Введение 

 

В настоящее время модели динамики цен акций привлекают к себе очень большое вни-

мание, так как они необходимы для прогнозирования цены акции и расчета стоимости произ-

водных ценных бумаг. Наибольшей популярностью пользуются модели, которые задаются с 

помощью случайных процессов со скачками [1,2]. Примерами таких моделей являются диф-

фузионно-скачкообразные модели Мертона [3] и Бейтса [4].  
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В работе [5] для описания «экстремальных событий» (скачков цен) было предложено 

использовать эрланговский закон появления разрывов в траекториях цен акций. Это позво-

лило рассматривать случай пуассоновского закона появления скачков как частный и учесть, 

что источники разрывов могут обладать различными характеристиками, описывающими ин-

тервалы времени появления разрывов [6].  

На рисунках 1 и 2 представлены графики изменения цен X  акций компании Boeing (в 

долларах) и Иркут (в рублях) и графики доходности акций ( 1ln ln lni i iX X X   ), из кото-

рых видно наличие скачков в траекториях (в точках, где значения доходности выходят за 

границы, обозначенные пунктирными линиями) [7]. Поэтому для описания динамики цен 

акций предприятий авиационной отрасли предлагается использовать обобщенные модели 

Мертона и Бейтса, рассмотренные в [5].  

 

 

Рис. 1. Динамика цены X  акции компании Boeing (BA)  

и приращение логарифмов цены ln X . 

 

  

Рис. 2. Динамика цены X  акции компании Иркут (IRKT) 
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и приращение логарифмов цены ln X . 

 

В данной работе описывается алгоритм моделирования методом Монте-Карло дина-

мики цены акций предприятий авиационно-промышленного комплекса, а также программное 

обеспечение, сформированное на основе предложенного алгоритма. В основе метода Монте-

Карло лежит закон больших чисел, согласно которому результат усреднения, вычисленный 

при неограниченном росте числа реализаций, перестает быть случайным и может рассматри-

ваться в качестве оценки характеристик рассматриваемого случайного процесса. 

 

Постановка задачи 

 

В обобщенных моделях Мертона и Бейтса динамика цены акции описывается процес-

сом в непрерывном времени, порождаемым аддитивной смесью диффузионного и скачкооб-

разного процессов, который можно представить как решение стохастических дифференци-

альных уравнений. В частности, динамика цены акции с учетом эрланговского потока собы-

тий в обобщенной модели Мертона описывается стохастическим дифференциальным урав-

нением [3,5]: 

 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ,dX t X t dt X t dW t X t dQ t X X        (1) 

а в обобщенной модели Бейтса задается системой стохастических дифференциальных урав-

нений [4,5]: 

 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ,dX t X t dt t X t dW t X t dQ t X X        (2) 

   2 0( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ,d t t dt t dW t            (3) 

где [0, ]t T , [0, )X    – цена акции,   – ожидаемая доходность,   – волатильность, 

[0, )    – вариация, характеризующая изменчивость цены акции,   – равновесная вариа-

ция,   – скорость возвращения к равновесной вариации,   – волатильность вариации. На-

чальная цена 0X  и начальная вариация 0  независимы и имеют заданные распределения (за-

даны плотности вероятности 10 ( )x  и 20 ( )  ); 1( )W t  и 2 ( )W t  – винеровские случайные процес-

сы с коэффициентом корреляции [ 1,1]  , ( )Q t  – процесс, заданный как 
( )

1

( ) ( 1)
J t

i

i

Q t Y


  , 

( )J t  – эрланговский процесс порядка N , который формируется в результате пропуска под-

ряд 1N   события пуассоновского потока ( )P t  интенсивности  , iY  – независимые и одина-

ково распределенные скалярные случайные величины, имеющие логарифмически нормаль-
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ное распределение с параметрами   и  , т.е. цена акции получает случайные приращения в 

моменты времени 1 , 2 , …, образующие эрланговский поток событий; 1( )W t , 2 ( )W t  и ( )J t  

не зависят от 0X , 0  и iY ; T  – момент времени окончания процесса. Величина   зависит от 

интенсивности   и параметров   и  , например, 
21

2( 1)
N
e
 


  . Процессы 1( )W t , 2 ( )W t  не 

зависят от ( )Q t . Процесс 1( )W t  будем представлять в виде 2
1 2( ) ( ) 1 ( )W t W t Z t    , где 

( )Z t  – винеровский процесс, не зависящий от 2 ( )W t  и ( )J t . 

Задача анализа динамики цены акции, описываемой обобщенными моделями Мертона 

и Бейтса, заключается в нахождении вероятностных характеристик цены акции (плотности 

вероятности, математического ожидания, дисперсии, ковариации, коэффициентов асиммет-

рии и эксцесса и др.) по заданным параметрам модели.  

 

Алгоритм моделирования траекторий 

 

Для решения задачи анализа стохастических дифференциальных систем [8], описы-

вающих динамику цен акций предприятий авиационной отрасли, с импульсными воздейст-

виями, образующими эрланговский поток событий, в работе используется метод статистиче-

ского моделирования – метод Монте-Карло [2,9].  

Для устойчивости разностных схем, поставленных в соответствие стохастическим 

дифференциальным уравнениям (1) и (2)-(3), необходимо учитывать наличие скачков в тра-

екториях цены акции. При моделировании M  траекторий требуется составить последова-

тельность, включающую моменты появления скачков (эрланговский поток на конечном про-

межутке времени имеет конечное число событий) для всех M  моделируемых траекторий, 

расположить элементы данной последовательности в порядке возрастания и включить их в 

сетку разностных схем. 

Для обобщенной модели Мертона разностная схема (схема Эйлера) на сетке с шагом 

ih  на отрезке [0, ]T  имеет вид: 

– если рассматриваемый момент времени совпадает с моментом скачка, то 

 1 1( ) ( 1),i i i i i i i i iX X h X h XW X Y          0 10~ ( ),X x  (4) 

– если рассматриваемый момент времени не совпадает с моментом скачка, то 

 1 1( ) ,i i i i i i iX X h X h XW        0 10~ ( ),X x  (5) 

где 1 ~ (0,1)iW N , 1i i ih t t  .  
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Для обобщенной модели Бейтса имеем: 

– если рассматриваемый момент времени совпадает с моментом скачка, то 

 2
1 2( ) (  1 ) ( 1),i i i i i i i i i i iX X h X h X W Z X Y              0 10~ ( ),X x  (6) 

– если рассматриваемый момент времени не совпадает с моментом скачка, то 

 2
1 2( ) (  1 ),i i i i i i i i iX X h X h X W Z            0 10~ ( ),X x  (7) 

и 

 1 2( ) ,i i i i i i ihk h W           0 20~ ( ),    (8) 

где 2 ~ (0,1)iW N , Z ~ (0,1)i N , 1i i ih t t  .  

В соответствии с приведенным подходом был разработан алгоритм статистического 

моделирования траекторий решения стохастических дифференциальных уравнений (1) и (2)-

(3), согласно которому требуется: 

1. Моделировать моменты скачков i  для заданного количества траекторий на интервале 

времени [0, ]T  согласно формуле: 

 1

1

lnN
n

i i

n


 






  , где 0,1,2,...i  , 0 0   и ~ (0,1)R .  

2. Моделировать величины скачков для всех полученных моментов скачков. 

3. Выбрать сетку  nt , включающую в себя все моменты скачков для всех траекторий на ин-

тервале [0, ]T .  

4. Последовательно моделировать траектории решения стохастических дифференциальных 

уравнений (1) и (2)-(3) в узлах сетки  nt  согласно разностным схемам (4)-(5) и (6)-(8). 

 

Программное обеспечение 

 

На основе изложенного выше алгоритма была сформирована программа статистиче-

ского моделирования траекторий цены акции и обработки результатов моделирования в сре-

де C++ Builder 6 на языке C++ [10]. 

При программной реализации алгоритмов моделирования методом Монте-Карло в 

большинстве случаев используется генератор равномерно распределенных случайных чисел. 

Полученные с помощью него последовательности должны состоять из равномерно распреде-

ленных, статистических независимых, воспроизводимых и неповторяющихся чисел. Однако 

основным недостатком всех методов генерации равномерно распределенных случайных чи-

сел является то, что получаемая при их реализации последовательность оказывается перио-
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дической. Примерами генераторов случайных равномерно распределенных чисел являются 

генераторы типа «Xorshift» [11] и «Mersenne Twister» [12], а также генераторы, в основе ко-

торых лежит линейный конгруэнтный метод. Для моделирования равномерно распределен-

ных случайных величин в программе были реализованы генераторы на основе линейного 

конгруэнтного метода и типа «Xorshift».  

Для моделирования нормально распределенных случайных величин использовалось 

преобразование Бокса-Мюллера [13]: 

 cos(2 ) 2lnz r  ,  

где ~ (0,1]r R  и ~ (0,1]R  – независимые случайные величины. Моделирование случайных 

величин, имеющих логнормальное распределение, заключалось в возведении основания на-

турального логарифма в степень нормально распределенных случайных величин. 

Для получения состоятельных, несмещенных и эффективных оценок математического 

ожидания и дисперсии в программе используются формулы: 

 
1

1
ˆ

M

k

k

m x
M 

  , 2

1

1ˆ ˆ( )
1

M

k

k

D x m
M 

 

 , 

где kx  – значение цены акции (или вариации) в k -ом опыте, M  – количество моделируемых 

траекторий процесса динамики цены акции. Для оценки плотности вероятности наблюдаемо-

го процесса используется совокупность ее кусочно-линейных аппроксимаций (гистограмм) в 

заданные моменты времени [14].  

Рассмотрим работу программы на примере анализа обобщенной модели Мертона, 

описывающей динамику цены акции компании Иркут (IRKT) в течение одного полугодия. 

Модель имеет следующие параметры: начальная цена акции 0 ~ (5.696,0.0001)X N , ожидае-

мая годовая доходность 0.175   , годовая волатильность 0.421  , 0.5T   года, порядок 

эрланговского процесса 2N  , интенсивность 30.84  , величины скачков задаются пара-

метрами 0.017   и 2 0.002315   (математическое ожидание скачков цены и дисперсия 

будут равны 1.018 и 0.002403 соответственно).  

Пользовательский интерфейс программы включает форму для ввода данных (в левой 

части окна) и отображения полученных результатов (в правой части окна). Работа начинает-

ся с выбора модели динамики цены, задания параметров моделей и параметров моделирова-

ния, задающих область значений вектора состояния и время функционирования системы, 

желаемый шаг сетки по времени и состоянию, вывод результатов моделирования и их обра-

ботки (построение гистограммы). Зададим следующие параметры моделирования: число тра-
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екторий – 10000, вывод результатов моделирования – 10 траекторий, шаг сетки – 0.001, 

[0,20]X  , шаг по X  равен 0.01, количество сечений – 10 сечений (см. рисунок 3). 

 

 

Рис. 3. Задание параметров модели и работы программы. 

 

При нажатии в командном меню «Вычислить» начинается моделирование траектории 

и обработка результатов моделирования в каждом узле полученной сетки разностной схемы. 

Программа показывает ход выполнения процесса моделирования и анализа результатов мо-

делирования. 

На вкладке «Реализации случайного процесса» выводится заданное количество выбо-

рочных траекторий процесса динамики цены и вариации (см. рисунок 4). На вкладках «Веро-

ятностные характеристики цены (или вариации)» выводятся оценки плотности вероятности 

(гистограммы), математического ожидания и дисперсии цены акции (или вариации), полу-

ченные в результате обработки результатов моделирования (см. рисунок 5).  
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Аналогичным образом можно рассмотреть работу программы при выборе модели 

Бейтса. 

 

 

 

Рис. 4. Результаты моделирования траекторий цены. 

 

 

 

Рис. 5. Результат обработки результатов моделирования. 
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В программе предусмотрена возможность производить запись результатов моделиро-

вания и их обработки (в командной строке «Файл»  «Сохранить результаты моделирова-

ния»). 

 

Заключение 

 

Разработанный алгоритм статистического моделирования траекторий решения сто-

хастических дифференциальных уравнений с импульсными воздействиями (скачками), обра-

зующими эрланговские или пуассоновские потоки событий, является универсальным. Он 

может использоваться для моделирования цен акций компаний, не имеющих отношения к 

авиационной отрасли. 

Разработанное программное обеспечение позволяет задавать параметры моделей ди-

намики цен акций, моделировать траектории цен акций и по результатам моделирования вы-

числять статистические оценки плотности вероятности, математического ожидания и дис-

персии для цен акций и вариации, строить графики указанных характеристик. Точность оце-

нок зависит от числа реализаций, метода численного интегрирования и его параметров, алго-

ритмов моделирования псевдослучайных чисел. 
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