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их кинетическая формулировка, в которой отделить процессы тепло- и массообмена от процесса фор-
мирования электромагнитного поля невозможно. Для задачи подобрана оптимальная криволинейная 
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Abstract. The article presents the mathematical model describing the process of self-consistent relaxation 
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Введение 
Подавляющее большинство прямых при-

кладных задач описания теплового поля для 
тел, помещенных в среду с линейными или не-
линейными свойствами, предполагают, как 
правило, необходимость решения системы мак-
роскопических уравнений, включающих урав-
нение энергии-теплопроводности. В таких за-
дачах вклад радиационных процессов наиболее 
часто учитывается включением в макроскопи-
ческое уравнение энергии источника, соответ-
ствующего принятой модели излучения, реже – 
компонент, учитывающий радиационное давле-
ние, поправки на вынужденное излучение  
и т. д. Значительно реже, исключительно в слу-
чае комбинированного теплообмена, к макро-
скопическим уравнениям, описывающим тепло- 
и массоперенос в веществе, добавляется стаци-
онарное кинетическое уравнение, описывающее 
перенос излучения. В этих случаях обычно 
предполагается, что излучение, распространя-
ясь в среде, не влияет на ее оптические свой-
ства. Как правило, свойства среды в таком ее 
описании, установленные на макроскопическом 
уровне, теплофизические или спектральные, 
изотропные или нет, предполагаются либо из-
вестными, либо связанными с макропараметра-
ми среды по известному закону. В большинстве 
моделей, ориентированных на прикладные ис-
следования, подобные связи считаются равно-
весными и, следовательно, нелинейными. 

При решении целого ряда обратных задач 
идентификации подразумевается, что те или 
иные микро- и макроскопические свойства сре-
ды не заданы, но могут быть определены либо 
по результатам их решения, либо в ходе про-
цесса математического имитационного модели-
рования. При таком подходе можно детально 
исследовать как отдельный, основной макропа-
раметр, определяющий свойства среды, так и их 
группу, обычно относящуюся к какой-либо от-
дельной совокупности свойств: теплофизиче-
ских, спектральных, термомеханических.  

Случай газообразных, особенно ионизиро-
ванных сред, в подобных задачах тепло- и мас-
сообмена появляется не часто. Прежде всего, 
потому, и в этом заключается его основное от-
личие от задач теплообмена в более или менее 
традиционных постановках, что к подобным 
средам в окрестности зоны их непосредствен-
ного взаимодействия с поверхностями тех или 
иных тел макроскопические уравнения могут 
оказаться в принципе не применимыми. Это 
связано с анизотропией в этих областях функ-
ций распределения частиц разных типов, фор-
мирующих газ, а также в связи с необходимо-
стью учитывать некоторые возможные процес-
сы и явления [1], которые зачастую не очень 
хорошо представляют себе специалисты, зани-
мающиеся в основном теплообменом.  

Так, при моделировании нестационарной 
картины теплового поля в зоне возмущения 
произвольных по своей форме абсорбирующих 
тел, помещенных в ионизованный газ, необхо-
димо принимать во внимание, помимо кинети-
ческой анизотропии газовых компонент, такие 
дополнительные факторы, как возникновение у 
тел ненулевого потенциала поверхности, нали-
чие в возмущенной зоне объемного заряда и по-
ля, которые способны существенно влиять на 
перемещение компонент в окрестности тела, 
ограничивая или, наоборот, усиливая электриче-
ские, массовые и тепловые потоки компонентов.  

Металлические или иные поверхности, спо-
собные к абсорбции заряженных газовых ком-
понент, обычно приобретают при контакте с 
ионизированной средой отличный от нуля элек-
трический потенциал, обусловленный различ-
ной подвижностью частиц разных типов, кото-
рый называется плавающим. При существенном 
отличие масс различных частиц, например при 
наличии в многокомпонентном газе ионов и 
электронов, плавающий потенциал обычно 
имеет знак заряда наиболее подвижных частиц, 
чтобы обеспечить баланс на поверхности тела 
электрических потоков зарядов разного знака. 
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Однако его абсолютные значения обычно отно-
сительно невелики, как и возникающие элек-
трические токи, поэтому магнитным полем в 
зоне возмущения чаще всего можно прене-
бречь. Поскольку релаксация возмущенной зо-
ны проходит на характерных временах наибо-
лее массивных частиц, определяемых их тепло-
вой скоростью и дебаевским радиусом, а 
релаксация электрического поля осуществляет-
ся гораздо быстрее, поле можно считать квази-
стационарным, то есть зависящим от времени 
не явно, а через распределение частиц и заряда 
в пространстве. Наконец, если газ сильно раз-
ряжен и столкновения его частиц практически 
не происходят, температуры различных компо-
нент газа могут значительно отличаться.  

В данной работе представлена математиче-
ская модель процесса развития зоны возмуще-
ния поглощающим телом полностью ионизо-
ванного свободномолекулярного газа, содер-
жащего ионы разных типов и электроны. 
Модель предназначена прежде всего для анали-
за теплового поведения тела в ионизированном 
газе. Однако ее возможности намного шире, по-
скольку модель предполагает описание не толь-
ко тепловой, но и полевой картины зоны воз-
мущения. Здесь мы будем рассматривать тела 
лишь простейших, канонических с точки зрения 
тепловых приложений, форм и полагать их по-
коящимися относительно невозмущенного газа.  

Комбинированная модель 
развития зоны возмущения 

Как уже отмечалось, в окрестности заряжен-
ных и абсорбирующих тел разряженные газы, 
как правило, имеют анизотропное распределение 
частиц по скорости, что полностью исключает 
для них возможность макроскопического, гидро-
динамического описания и требует решения со-
ответствующих кинетических уравнений [2–8]. 
Для бесстолкновительных газов таким является 
кинетическое уравнение Власова [5].  

Кроме того, в состав основных уравнений 
модели, описывающей процесс формирования 
возмущенной зоны, должны быть включены: 
уравнения, связывающие макропараметры газа 
с функциями распределения – микроскопиче-
скими характеристиками системы; уравнения, 
связывающие макроскопическое самосогласо-
ванное поле с макропараметрами газа; необхо-
димые граничные, а в эволюционных задачах и 

начальные условия. В целом процесс развития 
возмущенной зоны, формируемой в разрежен-
ной плазме внесенным в нее неподвижным по-
глощающим частицы телом, можно записать в 
следующем виде (используется система СИ) 
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В этих соотношениях символы, выделенные 
жирным шрифтом, соответствуют векторам, N – 
количество типов частиц многокомпонентного 
газа; V – зона его возмущения заряженным те-
лом, являющаяся расчетной областью задачи  
в физическом пространстве, f – функция распре-
деления частиц, n – их концентрация, T – тем-
пература, q – плотность теплового потока;  
φ, E – потенциал и напряженность электриче-
ского поля, которое полагается квазистацио-
нарным; i – количество поступательных степе-
ней свободы частиц, связанное с размерностью 
используемого пространства скоростей задачи. 
Индекс α указывает на сорт частиц с массой mα 
и зарядом eα, 1 – на поверхность ∂1V заряжен-
ного тела, b – на внешнюю границу ∂bV зоны 
возмущения, Т – на тепловую скорость частиц,  
M – функцию распределения Максвелла. Угловые 
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скобки обозначают среднее арифметическое зна-
чение, операция скалярного произведения обо-
значена точкой, kБ – постоянная Больцмана.  

Поясняя эти соотношения, отметим, что по-
тенциал поверхности тела в модели считается 
заданным и постоянным. Следует заметить, и 
это может быть важным, что подобные ограни-
чения не являются принципиальными и доста-
точно легко могут быть устранены в ходе моде-
лирования.  

Кроме того, ионизированный многокомпонен-
тный равновесный газ в природе обычно пре-
бывает в состоянии плазмы. Мы не будем де-
лать исключения из этого правила и предполо-
жим, что концентрации и заряды различных час-
тиц удовлетворяют условию квазинейтральности  

( , ) 0be n tα +
α

=∑ r . 

Поэтому можно считать, что в начале про-
цесса релаксации возмущенной зоны макроско-
пическое электрическое поле создается только 
внесенным телом и рассчитывается, как в ваку-
уме. Также предположим невозмущенный газ 
равновесным и изотропным, поэтому для его 
компонентов можно считать справедливым 
максвелловское распределение по скорости.  

Отметим, что подобные, строго говоря, 
асимптотические внешние граничные условия 
в модели перенесены из «бесконечности» в 
точки rb+ внешней стороны границы зоны воз-
мущения ∂bV. Однако если подобный перенос 
для плотности заряда вполне корректен, по-
скольку она действительно становится практи-
чески квазинейтральной на конечном расстоя-
нии в несколько десятков дебаевских радиусов 
от тела, то считать на этой внешней границе 
распределение частиц по скорости таким же, 
как и у компонент невозмущенного неподвиж-
ного газа, нельзя. Внешняя граница ∂bV возму-
щенной телом области пространства абстрактна 
и является полностью проницаемой для частиц, 
которые не должны перемещаться исключи-
тельно в пределах V. Поэтому на границе ∂bV 
следует допустить наличие ненулевой средней 
скорости компонент, которая обеспечивает там 
непрерывность полного тока проводимости. В 
этом смысле на внешней границе возмущенной 
зоны лишь исчезает макроскопическое элек-
трическое поле, а у функций распределения 
компонент пропадают эффекты анизотропии, 
обусловленные поглощением падающих частиц 
поверхностью тела. 

Учитывая факт значительного отличия вре-
мен релаксации возмущенной зоны и поля, мы 
также можем отметить существенное отличие 
времени релаксации у ионов и электронов. По-
этому, если для обратного нет каких-либо серь-
езных оснований, включение в релаксационную 
модель возмущенной зоны кинетического урав-
нения электронов, что существенно увеличивает 
время решение системы (1) на компьютере, не 
целесообразно. Вместо этого на каждом ионном 
шаге по времени метода решения нестационар-
ной задачи (1) для электронов также можно 
применять те или иные квазистационарные рав-
новесные распределения в электрическом поле, 
например для электронов можно использовать 
классическое распределение Больцмана 

 ,
,
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или учитывающее поглощение отталкиваю-
щихся частиц поверхностью тела, в случае его 
центральной или осевой симметрии, распреде-
ление [7]  
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В формулах (2) и (3) и далее e – элементар-
ный заряд. 

Канонические тела, 
криволинейные голономные 
и неголономные координаты  

Будем далее рассматривать только тела с по-
верхностью сферической или цилиндрической 
формы. В последнем случае будем полагать ци-
линдр бесконечно длинным прямым круговым, 
и поэтому в физическом пространстве будем 
рассматривать только двумерные задачи. Во 
всех этих случаях возникающая симметрия тре-
бует применения соответствующих криволи-
нейных координат. В монографии А.А. Власо-
ва [5] была исследована связь структуры кон-
вективного фазового оператора кинетического 
уравнения с метрикой пространства, обоснова-
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на его ковариантность и правила преобразова-
ния в криволинейные координаты евклидова 
пространства. Однако в этой классической ра-
боте рассматривался переход от декартовых фа-
зовых координат только к произвольным голо-
номным криволинейным координатам qk, 
k = 1,..6, для которых почти всюду выполняют-
ся условия взаимного однозначного, непрерыв-
ного соответствия декартовым координатам. В 
них также было установлено, что в случае, ко-
гда функция распределения не зависит от пере-
менных qk, k = m+1,..6 полного их набора, урав-
нение Власова принимает следующую форму  
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в которой J* – проинтегрированный по области 
Ωm+1,6 полного изменения переменных qk, 
k = m+1,..6 якобиан преобразования. Это уравне-
ние имеет дивергентный вид и формально совпа-
дает с уравнением неразрывности для декартовых 
координат, то есть отражает условие баланса для 
криволинейного фазового пространства количе-
ства вещества с плотностью, равной J*f.  

Задачу (1) релаксации зоны возмущения в 
окрестности произвольных тел целесообразно 
решать в безразмерной форме, для перехода к 
которой можно использовать естественную си-
стему масштабов, не приводящую к дополни-
тельным коэффициентам в безразмерных урав-
нениях. Для бинарного газа такая система мас-
штабов может иметь вид (система СИ) 
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Как видим, кинетические задачи в фазовом 
пространстве являются многомерными. Поэто-
му, используя любую возможность ограничения 
диапазона изменения фазовых переменных или 
исключая их полностью, мы существенно вы-
игрываем во времени при их численном реше-
нии. Но голономные координатные наборы не 
всегда позволяют учитывать такую специфику 
кинетических задач, которая позволяет сделать 
их фазовый объем более компактным в утили-
тарном понимании. Так, в условиях очевидной 
угловой и трансверсальной симметрии рассмат-

риваемой в данной работе задачи (1) для непо-
движных сферических и цилиндрических тел ее 
фазовое пространство в наибольшей степени 
локализуется при использовании координат r, v, 
μ = r·v/(rv). Но эти координаты не являются го-
лономными, поскольку их связь с компонентами 
трансверсальной скорости не является взаимно 
однозначной, хотя и непрерывна. Фазовое про-
странство с такими переменными было предло-
жено использовать для решения так называемых 
зондовых задач В.Н. Новиковым [9]. Однако в 
связи с приведением задачи к указанным него-
лономным переменным необходимо дать неко-
торые пояснения.  

Во-первых, отметим, что преобразование ки-
нетического уравнения к переменным {r, v, μ} в 
случае центральной и осевой симметрии задачи 
в отсутствии поля приводит к потере в фазовом 
конвективном операторе компонент, содержа-
щих производную по v. Поэтому соответствую-
щие преобразования необходимо проводить 
только в присутствии поля.  

Во-вторых, поскольку согласно [5] конвек-
тивный фазовый оператор в голономных коор-
динатах может быть определен ковариантным 
дифференцированием, преобразование коорди-
нат мы можем проводить, отталкиваясь от форм 
уравнения Власова для сферических и цилин-
дрических координат, приведенных и обосно-
ванных в [5]. Эти исходные для наших даль-
нейших преобразований формы имеют следу-
ющий вид в случае цилиндрических  
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и сферических переменных 
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Общепринято, что в операторах (6), (7) Г – 
символы Кристоффеля, а по повторяющимся 
верхним и нижним индексам предполагается 
суммирование. Также для этих операторов при-
ведены формы, которые допускают наличие 
электрического поля с произвольной ориента-
цией в пространстве. 

Рассмотрим сначала цилиндрический опера-
тор (6). Будем сразу рассматривать исключитель-
но случай осевой симметрии в физическом про-
странстве, когда ситуация дополнительно являет-
ся однородной в направлении оси координат Oz, 
совпадающей с осью цилиндра. В этом случае 
поле, функция распределения и конвективный 
фазовый оператор не зависят от φ и z, однако 
функция распределения и оператор сохраняют 
зависимость от радиальной и трансверсальной 
скорости.  

Поэтому из (6) получаем 
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Скоростные переменные в цилиндрических 
и неголономных координатах связаны соотно-
шениями 
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причем «играющие» знаки в одной из этих 
формул и порождают неголономность соответ-
ствующих преобразований. Учитывая, что 
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Вычисляя из (9) соответствующие частные 
производные в правых частях соотношений (10), 
получаем  
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Подставив (11) в скоростные компоненты 
фазового конвективного оператора (8), находим 
их выражение в интересующих нас неголоном-
ных фазовых координатах 
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В результате получаем окончательное выра-
жение для скоростных компонентов конвектив-
ного фазового оператора 
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С учетом формулы (12) безразмерная бинар-
ная модель (1) процесса релаксации возмущен-
ной зоны для цилиндра принимает вид 
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в котором Zi – зарядовое число ионов, а для 
электронов следует применять безразмерные 
аналоги распределений (2) или (3).  

Заметим, что поскольку в случае неподвижно-
го сферического тела, возникающей центральной 
симметрии функции распределения, заряда и по-
ля, функция распределения также зависит только 
от радиальной и трансверсальной компоненты 
скорости, мы приходим к такому же виду фазово-
го конвективного оператора в неголономных ко-
ординатах. В этом не трудно убедиться в резуль-
тате непосредственных преобразований, подоб-
ных тем, которые приведены выше. 

Проблему вычисления несобственных инте-
гралов по v в (13) можно устранить, использую 
адаптивную подвижную по v сетку [9], отсле-
живающую смещение по этой переменной ос-
новной части носителя функции распределения. 
В этом случае интегрирование по модулю ско-
рости можно проводить по конечному интерва-
лу. Однако более точно подобные интегралы 
также можно вычислить, используя прием вы-
числения несобственных спектральных инте-
гралов, продемонстрированный в [10].  

Кроме того, отметим, что наличие дивер-
гентной формы (4) у кинетического уравнения в 
системе (13) позволяет применять для его ап-
проксимации разного рода консервативные вы-
числительные алгоритмы [11] и имитационные 
динамические методы, основанные на модели-
ровании переноса или баланса вещества и его 
свойств. В связи с очевидной целесообразно-
стью перехода к дивергентной форме (4) кине-
тического уравнения задачи (13) заметим также, 
что проинтегрированный по несущественным 
фазовым переменным якобиан преобразования 
зависит от выбора формы возмущающего объ-
екта следующим образом 
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поскольку интегрирование необходимо провести 
по всем углам физического пространства, а также 
по азимуту сферической или полярному углу ци-

линдрической системы пространства скоростей. 
В обоих случаях количество поступательных сте-
пеней свободы частиц плазмы i = 2, поскольку 
пространство скоростей двумерно и позволяет 
контролировать в полном объеме лишь радиаль-
ную компоненту скорости и модуль трансвер-
сальной компоненты. Очевидно и то, что обоб-
щение модели (13) на случай ионов нескольких 
типов тривиально и в пояснениях не нуждается. 

В завершение отметим, что исследования 
низкотемпературной плазмы в настоящее время 
активно проводятся, хотя они давно уже вышли 
за рамки ранее традиционных аэрокосмических 
приложений для подобного рода моделей. По-
мимо них постоянно появляются новые инте-
ресные приложения из области медицины, эко-
логии, энергетики, физики твердого тела, 
транспорта и т. д. [12–22]  

Заключение 
В работе представлены ключевые соотноше-

ния математической модели, описывающей про-
цесс релаксации области тепловых и физических 
возмущений, вносимых в свободномолекулярный 
бинарный ионизированный газ телом канониче-
ской формы с поверхностью, абсорбирующей ча-
стицы. Особенностью таких самосогласованных 
задач моделирования является их исключительно 
кинетический, микроскопический уровень описа-
ния, при котором отделить процессы тепло- и 
массообмена от процесса формирования элек-
тромагнитного поля абсолютно невозможно. 
Проведено масштабирование задачи и для случая 
некоторых симметричных тел (сфера, бесконеч-
ный прямой круговой цилиндр), выбрана наибо-
лее удобная криволинейная система координат с 
неголономными связями, в которую преобразо-
ваны уравнения модели. Подобное преобразова-
ние полностью обосновано, а также схематично 
намечены пути преодоления ряда ключевых про-
блем, которые могут возникать при решении 
уравнений модели на компьютере. 
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