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Предложена математическая модель процесса теплопереноса в двухфазном пористом 
материале с поглощающими проникающее излучение включениями в виде шарового 
слоя. С использование разработанного интегрального преобразования по пространствен-
ному переменному в аналитически замкнутом виде найдено решение смешанной задачи 
для системы уравнений в частных производных второго порядка параболического типа, 
представленной рассматриваемой математической моделью. 

Ключевые слова: двухфазный материал, лазерное излучение, поглощающие включе-
ния в виде шарового слоя, температурное поле, интегральное преобразование. 

 

Введение 
В проблеме лазерного инициирования взрыв-

ного разложения энергетических материалов 
важное место занимает «микроочаговая мо-
дель» процесса теплопереноса в двухфазном 
материале с поглощающими проникающее из-
лучение сферическими включениями [1‒3]. Из-
вестны трудности, возникающие при нахожде-
нии аналитического решения соответствующей 
задачи нестационарной теплопроводности даже 
в простейшей ситуации наличия в прозрачном 
для излучения материале одного поглощающе-
го включения сферической формы [4]. Возмож-
ный путь их преодоления связан с принятием 
разного рода допущений, приводящих к замене 
исходной математической модели ее упрощен-
ными аналогами [4]. Дальнейшее развитие эти 

исследования получили в [5], где в качестве 
объекта исследований рассмотрен изотропный 
материал с термически тонким поглощающим 
включением в виде шарового слоя.  

Цель проведенных исследований – разработ-
ка математической модели и аналитического 
метода исследования процессов теплопереноса 
в двухфазном пористом материале с поглощаю-
щими проникающее излучение включениями в 
виде шарового слоя. 

Исходная математическая модель  
и ее преобразование 

В качестве объекта исследований рассматри-
вается изотропный материал (фаза « s »), со-
держащий включения (фаза « h ») радиуса 1R  в 
виде шарового слоя шириной 1Δ 1R= −  (регу-
лярная ячеистая схема). Шаровая полость еди-
ничного радиуса заполнена газом (фаза « g ») с 
постоянной температурной, равной начальной 
температуре объекта исследований. На изо-
тропный материал воздействует поток излуче-

_______________ 

* Материалы статьи основаны на докладе, сделанном на 
XXII Школе-семинаре молодых ученых и специалистов под 
руководством академика А.И. Леонтьева «Проблемы газоди-
намики и тепломассообмена в энергетических установках», 
20–24 мая 2021 г., г. Новосибирск. 
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ния с плотностью мощности f , для которого 
он абсолютно прозрачен, но может поглощаться 
шаровым слоем. 

В предположении, что тепловой контакт в 
анализируемой системе является идеальным, и 
с учетом ранее полученных результатов [5] ма-
тематическую модель процесса формирования 
температурного поля объекта исследований 
можно представить в следующем виде: 

( ) ( ) ( )2
2

θ ρ,Fo θ ρ,Fo1χ ρ Λ ρ,Fo  ,
Fo ρ ρρ

f
 ∂ ∂∂

= + ∂ ∂ ∂ 
 

11   ,  Fo 0;R<ρ < >  
( ) ( )2

1 22
θ ρ,Fo θ ρ,Fo1 ρ ,    ρ Fo 0;

Fo ρ ρρ
,R R

∂ ∂∂
= < < >

∂ ∂ ∂
 

 ( )θ ρ,0 0;=  (1) 

( ) ( ) ρ 1
ρ 1

θ ρ,Fo
ΛBiθ ρ,Fo ; 

ρ =
=

∂
=

∂
 

( ) ( )
1 1ρ 0 ρ 0

θ ρ,Fo θ ρ,Fo ;
R R= − = +

=  

( ) ( )

1 1ρ 0 ρ 0

θ ρ,Fo θ ρ,Fo
Λ ;

ρ ρR R= − = +

∂ ∂
=

∂ ∂
 

( )

2ρ

θ ρ,Fo
0;

ρ R=

∂
=

∂
 

( ) [ ] ( ) [ ]2
2 2

Fo 0 2 Fo 0 1ρ 
θ ρ,Fo   1, ; ρ,Fo    1, ;L R f L R≥ ≥∈ ∈  

( ) )2
2

1 ρθ ρ,Fo   0,  ;R L≤ ≤ ∈ +∞  

( ) )1
2

1 ρρ,Fo    0,  .Rf L≤ ≤ ∈ +∞  

В математической модели (1) использованы 
следующие безразмерные переменные и пара-
метры:  
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Далее полагаем 
  ( ) ( ) ( ) ( )ρ,Fo ρθ ρ,Fo ; φ ρ,Fo χΛρ ρ,Fo   V f   (2) 

и, согласно (1), (2), приходим к математической 
модели для определения функции ( )ρ,FoV : 
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Математическая модель (3) представляет со-
бой смешанную задачу для системы уравнений 
в частных производных второго порядка пара-
болического типа. Для решения данной задачи 
обратимся к конечному интегральному преоб-
разованию для двуслойной области, применяе-
мому по пространственному переменному 

[ ]2ρ 1, R∈ . 

Интегральное преобразование  
по пространственному переменному ρ  

Согласно общей теории интегральных пре-
образований [6], в рассматриваемом случае ве-
совая функция ( )γ ρ  искомого интегрального 
преобразования 
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а его ядро ( )η , ρnK  и спектр собственных зна-
чений { } 1ηn n≥  определяются из решения крае-
вой задачи:  
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Общие решения уравнений (5), (6) могут 
быть найдены стандартными методами: 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 11  ρ

2 1

ηη , ρ η cos ρ
χ

ηη sin ρ ;
χ

n
n nR

n
n

K c R

c R

< <

 
= − + 

  
 

+ − 
  

 (11) 

   
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

3 1 ρ

4 1

η , ρ η cos η ρ

η sin η ρ ,

n n nR R

n n

K c R

c R
< <

= − +  

+ −  
 (12) 

и, согласно представлениям (11), (12) ядра ин-
тегрального преобразования, условиям сопря-
жения (8), (9) и однородным краевым условиям 
(7), (10), должны выполняться равенства: 
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Процедура определения ядра искомого инте-
грального преобразования завершается, соглас-
но (11)–(14), идентификацией спектра его соб-
ственных значений { } 1ηn n≥  и нахождением ко-
эффициентов ( )1 ηnc . 

Для идентификации спектра собственных 
значений достаточно воспользоваться пред-
ставлениями (11), (12) ядра ( )η , ρnK  инте-
грального преобразования, условиями сопря-
жения (8), (9) и равенствами (13). В результате 
приходим к уравнению: 
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( )1 ηnc  является коэффициентом пропорцио-
нальности для ядра искомого интегрального 
преобразования, что непосредственно следует 
из представленных равенствами (11)–(13) ре-
зультатов. При этом, согласно общей теории 
интегральных преобразований [6], ядро 
( )η , ρnK  должно удовлетворять условиям нор-

мировки с весовой функцией ( )γ ρ , определен-
ной равенством (4). В результате, с учетом ра-
венств (11)–(13), приходим к цепочке равенств: 
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воспользовавшись которой и определяем нор-
мирующий множитель 
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Таким образом, ядро ( )η , ρnK  искомого ин-
тегрального преобразования полностью опре-
делено равенствами (11)–(14), (16), спектр его 
собственных значений { } 1ηn n≥  – уравнением (15) 
и равенствами (14), весовая функция ( )γ ρ  – ра-
венством (4). 

Температурное поле 

Функция ( ) [ ]2θ ρ,Fo , ρ 1, , Fo 0,R∈ ≥  опреде-
ляющая температурное поле двухфазного порис-
того материала, согласно первому равенству в (2) 
имеет вид 
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где функция ( )ρ,FoV  – решение смешанной 
задачи, представленной математической моде-
лью (3). Применив к данной модели разрабо-
танное интегральное преобразование и полагая 
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где ( )J ⋅  – единичная функция, приходим к за-
даче Коши относительно изображения ( )Fonw  
оригинала ( )ρ,FoV : 
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Решение задачи Коши (18) находится стан-

дартными методами: 
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Таким образом, согласно общей теории ин-
тегральных преобразований [6], решение сме-
шанной задачи, представленной математиче-
ской моделью (3), определяется как 
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V w K
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∞

=
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где изображение ( )Fonw  определено равен-
ствами (17), (19). 

Заключение 

Применение разработанного интегрального 
преобразования по пространственному пере-
менному позволяет представить искомое тем-
пературное поле двухфазного пористого мате-
риала с поглощающими проникающее излуче-
ние включениями в аналитически замкнутом 
виде. 

При проведении параметрического анализа 
температурного поля могут возникать значи-
мые технические трудности, обусловленные 
сложным характером зависимости реализуемо-
го интегрального преобразования от парамет-
ров исходной модели. В связи с этим целесооб-
разно, рассматривая исходную математическую 
модель как базовую, разработать иерархию ее 
упрощенных аналогов с последующей иденти-
фикацией диапазона возможного применения 
каждого из них. 

Список обозначений 

a  – температуропроводность, м2/с; 
r  – радиус, м; 
t  – время, c; 
T  – температура, К; 

*T  – масштабная температура, К; 
α  – коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2·К); 
λ  – теплопроводность, Вт/(м·К). 
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The “micro-focal model” of the heat transfer process in the two-phase material with spheri-
cal inclusions absorbing penetrating radiation occupies an important place in the studies on the 
problem of laser initiation of explosive decomposition in energy materials. Absorbing inclu-
sions in the form of a ball layer represent theoretical and meaningful practical interest while 
studying heat transfer processes in the material transparent to radiations. There are well-known 
difficulties occurring while searching for analytical solution to the corresponding problem for 
the parabolic type second order partial differential system, even in the simplest situation of the 
ball layer thermal insulation. They are being aggravated if it is necessary to account for the in-
ter-phase thermal exchange impact on the temperature field of the two-phase material. It was 
noted, that analytical solution to the problem under consideration employing Laplace integral 
transform over temporal variable in its image space was not associated with significant difficul-
ties, but subsequent transition herewith to the originals space of the integral transformation  
being used was rather problematic.  

To overcome the originated difficulties the work suggests the other option of the analytical 
solution to the problem under consideration. Applying the theory of general integral transfor-
mations, the finite integral transformation was developed over the spatial variable for the two-
layer area, its core, eigenvalues spectrum and weight function were identified. The obtained re-
sults were employed to find analytically closed solution of the problem, represented by the 
mathematical model under study of heat transfer in the radiation transparent two-phase porous 
material with absorbing inclusions in the form of the ball layer. 

The presented results demonstrate that while performing parametric analysis of the studied 
temperature field, significant technical difficulties stipulated by the complex nature of the de-
pendence of the core and the eigenvalues spectrum of the developed integral transformation on 
the parameters of the original model may arise. It is advisable, in this regard, to develop hierar-
chy of simplified analogues, using the initial model as a basic one, with further determination of 
the range of possible application of each. 

Keywords: two-phase material, laser radiation, absorbing inclusions in the form of ball lay-
er, temperature field, integral transformation. 
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